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Resumo

Covariancia propoe invaridncia de transformagdes coordenadas e a
aplicagdo em referenciais inerciais permite a resolu¢do de uma diversi-
dade de problemas relativisticos do espago-tempo. Entretanto, a aplica-
g0 gravitacional restringe o uso ao sistema de coordenadas esféricas. A
transformacgdo convencional para sistema cartesiano recai em problemas
de simetria e comutatividade que resultam na descontinuidade do espago-
tempo pelo aparecimento de torgao.

Coordenadas nao possuem significado fisico e a transformagado entre
representagoes cartesianas e esféricas deve ser trivial. A resolug@o do ten-
sor métrico em coordenadas cartesianas por um grupo imaginario permite
a resolucdo da torgao da conexdo Levi-Civita e, em consequéncia, conduz
uma série de reconsideragoes sobre o espago-tempo.

A estrutura do espago-tempo é revelada como construgdo topologica
pelo fundamento hiperboélico de Minkowski, formalismo que permite re-
presentar tanto as propriedades ondulatérias da gravitagdo quando a ca-
racterizacao métrica da eletrodinamica.

O formalismo normalizado mostra-se produtivo, tanto na demonstra-
¢ao de sua consisténcia pela formulagdo normalizada do equilibrio hidros-
tatico de corpos compactos que sustenta auséncia de singularidade (em
alternativa a equacao Tolman-Oppenheimer-Volkoff) quanto em sua apre-
sentagdo de geodesia e corpos rotacionais (em alternativa a métrica de
Kerr). Equacionamento da auto-organizagio do espago-tempo pelo ten-
sor momento-energia normalizado, como também questoes cosmologicas
sobre inércia, tempo e sua irreversibilidade, caracterizagao entropica e o
comportamento em larga escala. Métrica normalizada é um grupo conti-
nuo e permite a demonstracao métrica da equacao de Dirac, acoplamento
de Yukawa e lei de Hubble, além de ser propositivo em questoes conceitu-
ais diversas, como simetria e polarizagdo do vacuo.

Abstract

Covariance implies invariance under coordinate transformations, and
its application within inertial reference frames enables the resolution of a
wide range of relativistic spacetime problems. However, its application to
gravitation restricts its use to spherical coordinate systems. Conventional
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transformation to a Cartesian system leads to issues regarding symme-
try and commutativity, resulting in spacetime discontinuity due to the
emergence of torsion.

Coordinates lack physical significance, and the transformation between
Cartesian and spherical representations should be trivial. Resolving the
metric tensor in Cartesian coordinates via an imaginary group allows for
the resolution of the Levi-Civita connection’s torsion and, consequently,
leads to a series of reconsiderations regarding spacetime.

The structure of spacetime is revealed as a topological construction
through Minkowski’s hyperbolic foundation — a formalism that allows for
the representation of both the wave-like properties of gravitation and the
metric characterization of electrodynamics.

The normalized formalism proves productive both in demonstrating
its consistency — through the normalized formulation of the hydrostatic
equilibrium of compact bodies, which supports the absence of singularities
(as an alternative to the Tolman-Oppenheimer-Volkoff equation) — and in
its treatment of geodesics and rotating bodies (as an alternative to the
Kerr metric). Formulation of the self-organization of spacetime via the
normalized energy-momentum tensor, as well as cosmological issues re-
garding inertia, time and its irreversibility, entropic characterization, and
large-scale behavior. Normalized metric is a continuous group that allows
for the metric derivation of the Dirac equation, Yukawa coupling, and
Hubble’s law, while also offering insights into various conceptual issues,
such as symmetry and vacuum polarization.

1 Introducao

Coordenadas nao possuem significado fisico, e a representacdo de um mesmo
espago deve ser independente da escolha de sistema de coordenadas.

O empecilho pratico desse principio esta na forma como o arranjo coordenado
expressa a continuidade diferencial. O surgimento de tor¢ao é um obstaculo &
transformacao.

O conflito é que a transformacdo entre sistema de coordenadas deve ser
trivial, e a condicao de torcao aparece por artificio da representagdo em uma
escolha particular de coordenada. A resolucao proposta transborda a forma
algébrica convencional e refaz o entendimento intrinseco na natureza do espaco.

A refundamentagio da base tensorial, seguindo um critério de normalidade,
evita dependéncias implicitas do espaco de velocidades em relagao ao espago de
posi¢oes. Um corpo pode transitar em uma posicao com qualquer velocidade,
assim a velocidade é independente da posigao. Relativisticamente, a mobilidade
da base deve ser condicionada ao espago somente pela métrica, nao pela arbitra-
riedade de variaveis paramétricas em conveniéncia da simetria na representagao.

Seguindo essa proposicao, a resolugao cartesiana é obtida pela reinterpreta-
¢ao da relacdo entre simetria e comutatividade pela formulacao da conexao que
satisfaga requisitos de orientacao, além da independéncia paramétrica.

Como resultado, o formalismo tensorial obtido satisfaz a independéncia da
representagao coordenada do espago em elevagao ao nivel de abstragao, promo-
vendo a independéncia da prépria escolha topologica condicionada & continui-
dade.

A consequéncia mais direta dessa nova forma de conexao, também um grupo
continuo, estd em expressar o acoplamento dos corpos no espago pelo mesmo



formalismo a despeito da diversidade de natureza ou extremos da escala de
magnitude, o que é demonstravel em equagcoes relevantes de campos distintos
da fisica. A consisténcia desse formalismo cria uma perspectiva promissora na
descrigao de processos conhecidos e investigagao de novos.

Ainda na introdugao, a sec. [I.I] apresenta informagao sobre a nomenclatura
do tensor, enquanto sec. apresenta recorte historico sobre como o desenvol-
vimento do aparato matematico prioriza a generalidade coordenada em vez da
especificidade mecéanica.

A sec. 2] caracteriza a normalidade do tensor pela isometria na forma para-
métrica e preservacao da estrutura isomorfica da derivada direcional em trans-
formacoes, o que é sintetizado na redugao geodésica.

A discussao da sec. apresenta a motivagao do uso de coordenadas genera-
lizadas e sua redefinigdo na necessidade de evitar o duplo propédsito de simetria
ou restri¢ao holonémica no uso de variaveis ciclicas. As consideragoes especificas
as coordenadas esféricas sdo feitas na sec. [2.2], que também aponta questoes de
parametrizacao na representagao da mobilidade da base em relacao a transfor-
macoes. A independéncia paramétrica na base esférica é obtida ao longo da sec.
2.3] iniciando-se com a decomposi¢ao da identidade por operagoes vetoriais e
transformagao ortogonal da sec. 2.3.1], seguido da elaboragao sobre linearidade
das transformagoes coordenadas, sec. [2:3.2], e terminando na ponderagao da
normalidade pela participagao na constituicao de uma base, na sec. [2.3.3).

A formulagao de covaridncia na transformacao do tensor velocidade é apre-
sentada na sec. [2.4], satisfazendo a forma paramétrica da transformagao que
preserva a estrutura isomorfica da derivada. A sec. explana sobre preserva-
¢ao do determinante unimodular (elemento de volume), isometria, preservagao
da norma por duas curvaturas cardinais: tempo e diretrix espacial. A sec. [2.6]
apresentada a derivada covariante-paramétrica capaz de representar o isomor-
fismo na mobilidade da base na transformacao entre sistemas de coordenadas.

A sec. se ocupa da equagao geodésica pela métrica normalizada e expan-
sao derivada covariante-paramétrica. Na sec. [2.7.1] ¢ feita a decomposi¢ao da
equagao geodésica e reagrupamento de termos, enquanto a sec. [2.7.2] explana
sobre o acoplamento temporal e a consequente derivada covariante temporal.
A sec. [2.7.3] concilia a formulacdo mecanica pela derivada covariante tempo-
ral. A simplificagdo prossegue na sec. [2.7.4], que promove a substituigao de
sfmbolos, e avanga pela sec. com a reconstituicao geodésica pela relagao
de ortogonalidade entre tensor velocidade e aceleragao. A sec. [2.7.6] finaliza
o rearranjo espacial na representacao cinemética da equacao geodésica. Uma
ponderacao sobre sobre o significado das transformagoes serem correlatas a vari-
acoes energéticas é feita na sec. [2.8], e a sec. discorre sobre generalidades de
transformagoes isométricas diversas e peculiaridades do simbolo de Christoffel
covariante na mudanga entre sistemas de coordenadas.

A sec. [3 apresenta representagao em coordenadas cartesianas, satisfazendo
a covariancia na transformacao entre sistemas de coordenadas obtida, mais uma
vez, pela representacao por identidades de operagoes tensoriais. Uma resolugao
preliminar ¢ apresentada na sec. [3.1] por reagrupamento de indices.

A reorganizacdo simplificada gera impasse na resolu¢do do conflito de si-
metrias e comutatividade, e a sec. [3.2] apresenta proposi¢ao de uma dinamica



hiperbolica e sua formulagao a partir de instantadneos da métrica Minkowski,
iniciada na sec. [3.2.1] na decomposicao da base operagoes complementares a
identidade: projegao e rejeigao. Apods reflexao sobre questoes de direcionalidade
e preservagao de propriedades em espago plano, avanga pela sec. [3.2.2] com a
reconstituicao da transformagao de Lorentz pela identidade das operagoes de
projecéao e rejeicao e breve discussao sobre generalidades sobre transformacéao e
grupos. A sec. trata da direcionalidade e preservacao de propriedades em
espago curvo, e a sec. apresenta a forma cartesiana do tensor normalizado.
A sec. [3:3] complementa o desenvolvimento com a elaboragao de transformagoes
por matrizes ortonormais nas variaveis coordenadas, seguida, na sec. [3:4], das
elaboragdes sobre especificidades na forma normalizadas.

A secdo [4] é dedicada ao estudo da curvatura por sua conexao (derivada) e
continuidade. Iniciada por um breve recorte historico, sec. [.1], que evidencia o
viés holondmico e generalidade coordenada em vez da especificidade mecéanica.
Prossegue com a sec. [L.2] no estudo da representagao intrinseca e respectivas
reformulagoes. Confronto entre o enquadramento holonémico e nao-holonémico
e a eliminagao da dependéncia holonémica implicita se inicia na sec. [.2.1],
com a contextualizagao das peculiaridades de transformacoes, homogeneidade
e simetria por discriminante para formas diferenciais. A sec. discorre
sobre o pressuposto de velocidade e sua independéncia do espago, mas possui
implicitamente dependéncia holonémica. Substituicao da representacao pela
sec. [£:233] obtém-se independéncia, homogeneidade dimensional e isometria,
em contraponto & continuidade nao ser predicada por coordenada.

A sec. estuda formulagao de conexao e compatibilidade nao-holonémicas
no modelo de continuidade rotagao hiperbdlica e respectiva derivada covariante.
A sec. [£:3371] busca compatibilidade na definigdo dos simbolos e para operagao
do transporte paralelo. Significado mecénico de continuidade em descolamen-
tos mecanicos conservativo e nao-conservativo é apresentado na sec. ea
continuidade diferencial em deslocamentos variacionais é revista para desvio e
rebalanceamento por dissipacao por férmulas de balango.

A anélise da continuidade ¢ encaminhada por curvatura na sec. [£.4] por va-
riagoes de segunda ordem e relagoes hiperbolicas. A caracterizacao pela decom-
posicao das curvaturas principais da rotagao hiperbdlica e taxas relacionadas é
feita na[4.4.1], seguida do desenvolvimento tensorial para um escalar representa-
tivo na sintese tensorial e escalar na sec. [1.4.2]. As resolugoes para continuidade
no espago coordenado e escolha topologica sao apresentadas na sec. [£4.3] e o
equacionamento geodésico por propriedades orbitais, tempo (sincronia) e mo-
mento (definigdes angulares) sdo feitos na sec. O estudo do equilibrio
de dois corpos é apresentado na sec. resultando em fendémenos de auto-
oscilagao, aberragoes e anomalias. A atribuigdo de uma frequéncia natural, o
significado mecéanico e interpretagoes pela dindmica ondulatéria sao vistos na
sec. |4.4.0

A sec. @ aprofunda-se no comportamento imaterial por acdo da curvatura,
primeiro, na sec. [£.5.1], por especificidades imateriais diante da métrica pela
deflexao da luz sob curvatura métrica no desenvolvimento normalizado, e em
seguida, na sec. forma geral da codeterminacao sistémica entre material
e imaterial. A sec. [£.5.3 aborda a generalidade de onda por natureza comum
elétrico/gravitacional, e a sec. formalismo da acgao imaterial na forma
normalizada, complementada pela sec. 5.5 na formulacdo conservativa de
energia.




A resolugao de torcao na representagao cartesiana holonomica é vista na sec.
[4:6. A sec. discorre sobre a arbitrariedade na escolha da representacao e
conformidade do elemento de linha por ambiguidade e indefini¢ao do diferencial
no limite. O uso de imaginérios na representagao explicita de orientagao em su-
perficies é visto na[£.6.2] Uma proposta de representagao cartesiana holonomica
é apresentada na sec. [£.6.3].

A sec[] aborda ponderagdes diversas e critérios para uma formulacgao sisté-
mica mais geral da composigao estrutural na representacao do espago-tempo.
A sec. discorre condigoes abstratas na escolha da representagao por con-
sequéncia do invariante de velocidade, entre elas cardinalidade de dimensoes,
visto na[5.1.1} e correlaciona orientagao e natureza relacional, seguido de macro
condigoes consequentes na organizacao em sistema de particulas, visto em sec.
5.1.2], em que a estrutura do espago-tempo é descrita por auto-organizacao e
codeterminagao.

Em outro extremo, a sec. [5.2)inspeciona a identidade assintotica da condigao
hiperbolica e sua neutralidade mecénica. A realidade em que nenhum sistema
esta perfeitamente isolado, o significado mecénico do espago neutro (ou falta
dele) é analisado na sec. A sec. avancga na neutralidade de propri-
edades intrinsecas do vacuo, e a sec. [5.2.3| apresenta formulacao de critério na
proposi¢ao de composigao estrutural alternativa.

A sec. [5.3] investiga a origem estrutural da extrinsicalidade temporal e sin-
crona na conformidade de simultaneidade entre os corpos, sua irreversibilidade
e imponderabilidade.

Sec. [6] apresenta formulagoes métricas por condigoes diversas. A sec.
explora formas assimétricas por rotagao estacionaria. Na sec. [6.1.1], apresenta
perda de simetria esférica por deformagao rotacional, e a sec. [6.1.2] propoe
composicao estatica pela métrica por assimetria e relagoes estéaticas do espago-
tempo. A sec. analisa o geopotencial e gedide no equilibrio hidrostatico.

A sec. fundamentagao métrica para representacao hiperbolica de pro-
cessos ondulatorios por sua representagao exponencial. A sec. [6.2.1] apresenta
rudimentos da onda estacionaria por particula-onda. A sec. [6.2.2] dedugao da
métrica exponencial por modulagao métrica de frequéncia. A sec. [6.2.3] desen-
volve formalismos e generalidade abstrata por ondas. Na sec. [6.2.4] dedugao da
equagao de Dirac fundamentada no transporte paralelo e preservagao implicita
de angulos de fase no processo de modulagao. A sec. elabora correspon-
déncia da representacao com escalar curvatura.

A sec. [6.3]formula métrica pela curvatura residual de fundo da auto-organizagao
dindmica de um sistema de particulas. A sec. [6.3.1] pondera sobre estados
emergentes em macroescala de processos em microescala, e a apresentagdo da
motivagao conceitual estrutura por codeterminagao é vista na sec. [6.3.2]. O de-
senvolvimento na sec. [6.3.3| segue por contingéncia as condigoes superluminicas
no mapeamento do Doppler longitudinal. A sec. [6.3.4] apresenta mapeamento
por referenciais acelerados na presuncado de horizonte superluminico e conse-
quente perda da causalidade. A sec. [6.3.5] apresenta o formalismo de grupo da
métrica.

A segao [7] encerra a exposi¢ao com sintese e conclusao.
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1.1 Regular e Normalizado

Globalmente nao-degenerado, o tensor métrico regular do presente texto refere-
se a um tensor métrico que é suave (diferenciavel) e nao-degenerado (determi-
nante # 0) em todos os pontos livres de uma variedade, e cujas componentes nao
possuam nem singularidades coordenadas, nem singularidade ndo-removiveis. A
despeito da indicacao acima, nao-degenerado pode ser encontrado na literatura
como uma propriedade algébrica pontual, enquanto, de forma distinta, regular
é a propriedade de campo ou variedade ser diferencialmente suave.

A afirmacao de nao-degenerescéncia absoluta e universal em todo o dominio
da métrica depende da defini¢ao desse mesmo dominio. A representacao pontual
do corpo deixa como dominio os pontos livres > 0. Assim, ainda que a métrica
de Schwarzschild seja introduzida como uma solugao para o espago-tempo fora
de um corpo para o dominio r > R (onde R é o raio do corpo que seja maior que
o raio critico), ela ainda seria posta como nao-regular nos conceitos definidos
acima tanto por haver singularidades coordenadas E| quanto singularidades nao-
removiveis em sua representa¢ao pontual.

Tensor unimodular é aquele cujo determinante det(g,,) = 1. Entretanto,
essa denominagao genérica é utilizada em outras teorias gravitacionais onde a
condicao de determinante fixo é uma restricao fundamental. O texto emprega
a denominagao ‘tensor métrico normalizado’ para referir-se aos tensores métri-
cos que apresentem a unimodularidade do determinante em todo dominio por
reciprocidade entre a componente temporal e uma das direcoes espaciais, sem
fazer distin¢ao da forma funcional de suas componentes que possuam curvatura
nao-nula, excluindo-se a métrica Minkowski.

Tensores normalizados sao grupos de continuos em estrutura, E|e diversas for-
mulagoes métricas descrevem especificidades mecéanicas. No decorrer do texto,
a terminologia também é empregada de forma intercambiével ou para referir-se
a formulagoes especificas.

Condizente com a métrica ser a forma bilinear, no contexto puramente ge-
ométrico, a métrica normalizada pode ser caracterizada como tensor de nao-
metricidade, isso devido & especificidade da continuidade holonémica colocar-se
como antecedente, em vez de consequente mecanico. No desenvolvimento histo6-
rico, essa caracterizacao evidencia o predominio de abordagem intrinsicamente
geométrica em definigoes extrinsecamente mecéanicas, o que é visto a seguir.

1.2 Recorte Historico: Algebra Anticomutativa

Geometria tem estreita relagao com fendémenos luminicos, uma vez que a percep-
cao das formas geométricas é trazida pela propagacao da luz. Também pode-se
dizer que, nas formas geométricas dos corpos materiais, a prontiddo com que
forgas interatdmicas entram em acdo, em ultima anélise, é consequéncia da
transmissao em velocidade da luz, conectando luz e geometria tanto no meio
material quanto imaterial.

Na forma mais sofisticada, a ocorréncia de geometrias nao-euclidianas na
natureza estéd associada a peculiaridade eletrodinamica ser limitada pela veloci-

1Deixa-se de lado qualquer sugestdo de mudanca de coordenada, pois a transformacio
coordenada e o seu significado energético sdo os assuntos abordados.

2Aqui, incluida a métrica Minkowski como elemento identidade, um elemento mecanica-
mente neutro.



dade da luz. Em outro aspecto, ainda que todos os efeitos sejam bem descritos
na atualidade, a introdugao das matrizes de Pauli e Dirac pode, ainda, ser con-
siderada abrupta em relagao ao que é apresentado nas dlgebras eletromagnética
e geométrica. Recorte historico evidencia os resquicios de descompasso no de-
senvolvimento histoérico.

Geometria é trazida a forma analitica por René Descartes e Pierre de Fermat.
No interesse cinematico, a forma analitica separa os graus de liberdade em que
pode ocorrer independentemente em orientagoes concorrentes (La Géométrie).
Descartes, em 1637, também nomeou de ntimero imaginério o termo que surgia
como artificio na solugao de Cardano.

A geometria segue desacompanhada do imaginario. Quase um século depois,
em 1730, Abraham de Moivre conecta o nimero imaginério a trigonometria pela
potenciagao. Euler, em 1748, faz conexao pela exponenciacao pela manipulagao
de séries de poténcia, e em 1799, Wessel descreve o plano real-imaginario.

Apesar de sua insercéo trinométrica e exponencial, o niimero imaginario so-
mente entra na composi¢do de seu proprio espago abstrato. Em 1806, Argand
prova o Teorema Fundamental da Algebra para coeficientes reais e comple-
x0s. Em 1816, Gauft apresenta outra prova. O corpo dos ntmeros complexos
torna-se algebricamente fechado com o Teorema Fundamental da Algebra, por
d’Alembert-Gauf.

Essa primeira vertente do recorte historico segue dois enfoques distintos:
um por Hamilton com os imaginarios, chegando ao eletromagnetismo; outro
ramo seguird com Clifford, ambos influenciados pela abstracao do espaco e a
generalizagao da geometria de Grassmann.

Grassmann, entre 1841 e 1862, [42] E| apresenta a proposta de espagos ve-
toriais por combinacdes lineares. A conciliagdo da notagao ocorreu com Felix
Klein, quando, entre 1898 e 1933, montou a enciclopédia “Encyklopéddie der
mathematischen Wissenschaften mit Einschluss ihrer Anwendungen”. [1]

Hamilton usa as ideias de Grassmann e estende o plano complexo de Gauf,
sendo o primeiro a ser desenvolvido em quatro dimensoes. No plano de Argand,
cada niamero representa naturalmente um vetor bidimensional com uma compo-
nente real e outra imaginaria. Em 1843, Hamilton busca um sistema de vetores
adequado ao espago fisico pela simples generalizagdo da algebra complexa para
nimeros tridimensionais. Entretanto os vetores ¢, j e k obtidos por Hamilton
sao adequados para representar rotagoes, mas nao sao adequados como vetores
i, j e k para algebra do espago cartesiano. [45][46]

As rotagoes sdo um avanco na simplificacdo em relacao a representacao car-
tesiana por matrizes, proposta em 1840 por Olinde Rodrigues. [91] Entretanto,
nao fica demonstrado que a decomposicao matricial é representacao para os ni-
meros imagindrios de Hamilton. No propésito do texto, a operacao de rotagao
pode ser descrita como um rearranjo das dire¢oes e seguindo uma orientagao.
A operagdo pode ser obtida de matrizes, imaginario e, em caso especifico de
dire¢oes ortogonais, por um operador sobre operandos direcionais.

O conceito de vetor foi cunhado por Hamilton, também em 1843, com o pro-
duto entre quatérnions que produziam quantidades escalares (eixo dos reais) e
vetoriais (espago dos imaginarios). Hamilton acreditava que o uso de imaginario

30 artigo de 1844 “Die lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik”, foi
posteriomente revisado, em 1862, sob novo titulo “Die Ausdehnungslehre: Vollstandig und in
strenger Form bearbeitet”



em polinémios era distinto do uso geométrico. EI Imaginarios eram relacionados
com polinémios, enquanto que os nimeros complexos eram relacionados com
geometria, algo que mudaria com a assinatura Minkowski-Poincaré.

Tanto nos ntmeros complexos quanto nos quaternidnicos ha “transmutagao
de eixos” que nao esta presente em Descartes. A indesejavel conflito entre diregao
e rotagao nos quatérnions é resolvida adaptacao das operagoes de Hamilton
em operadores distintos: produtos escalar e vetorial operam sobre tuplas, e o
significado geométrico esta na operacao e nao nos operandos. Além de Gibbs e
Heaviside, em aplicagao ao eletromagnetismo, esta condigao também é explorada
por Clifford (além da linearidade de Gassmann).

Gibbs e Heaviside produziram uma representagao do sistema cartesiano mais
simples. Analise Vetorial produz os mesmos resultados que quatérnions, mas de
forma mais simples (anti-comutatividade, norma negativa, componente escalar
nao utilizado), e passou a ser difundida rapidamente. Em 1888, copias das
aulas de Gibbs foram encaminhadas para Oliver Heaviside com as notagoes que
utilizava para coordenadas cartesianas. Em 1892, Heaviside forneceu a notagao
que conhecemos para o produto escalar a - b e produto vetorial a x b, além da
distingao entre escalares e vetores na tipografia. [I8]

Seguindo por outro ramo histérico, em 1878, Clifford escreveu uma éalgebra
com operagdes de reflexiio, rotacio e translagio. [22] E curioso mencionar que,
por influéncia de seu estudo sobre Riemann[89][20], para Clifford,[21] a gravita-
¢ao poderia ser a manifestagdo da geometria. [37][I7]°| A algebra de Clifford da
origem &lgebra geomeétrica, [22][23] e o trabalho de Grassmann reaparecera com
Cartan. Em 1899, Elie Cartan trabalha sobre o produto exterior de Grassmann.
Posteriormente, em 1908, Cartan desenvolve formas diferenciais. [10]

Até meados da primeira década do século XIX, geometria era tida como
absoluta e atemporal; seu progresso consistia em atender a continuidade coor-
denada em relagao a defini¢bes intrinsecas vinculadas a curvatura, o que requer
a propriedade comutativa em um espago orientado. Concomitante a isso, o ce-
nario de desenvolvimento algébrico iria se transformar nas décadas seguintes
por consideragao com cinematica em relagao aos fendémenos eletrodindmicos de
Maxwell e sua velocidade constante.

O uso de quatérnios faz aparigdo nas equagoes de Maxwell(1865) [67]@, da
mesma forma que imaginarios no espago-tempo de Minkowski (1908)[75] , mas
em ambos sem muita consequéncia se comparado com a algebra anticomutativa
das matrizes (spinors) de Pauli (1927) e Dirac (1928)[28].

Na geometria do espago-tempo plano, embora as grandezas vetoriais repre-
sentadas nele sejam orientadas, isso nao se constitui como condicionante do
espaco. O eixo imaginario é absorvido como assinatura métrica da forma bili-
near. As transformacoes do espago sao identificadas como grupo hiperbolico,
entretanto a forma bilinear é discreta e nao é caracterizada como rotagao.

Na segunda vertente historica, desenvolvem-se geometrias nao-euclidianas,
que surgem a partir de 1813 com Gaufl e Schweikart. Entre 1829 e 1830, Lo-
bachevsky e Bolyai publicaram tratados de geometria hiperbélica. O trabalho
postumo de Riemann (1854)[88] estende para um ntimero arbitrario de dimen-

4Influenciado por John Warren [I04] em “Treatise geometrical significance of complex num-
bers”

5Essas ideias tém curso até o grupo de estudos de Einstein, “Akademie Olympia”, pela obra,
de Karl Pearson, “The Grammar of Science”. [83][95].

6 As equacdes de Maxwell foram originalmente resumidas em quatérnions.
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soes a geometria Gauk (1827) [38] por curvatura intrinseca.

O calculo covariante desenvolvido por Gregorio Ricci-Curbastro entre 1887
e 1896 e difundido pelo seu antigo aluno Tullio Levi-Civita, em 1900, introduz
o conceito de vetor e covetor.[87]

Nessas modalidades geométricas, generalidade dimensional torna essas ge-
ometrias incompativeis com imaginarios quaternionicos, ou adaptagao de suas
propriedades. A anticomutatividade advém do espago orientado pela necessi-
dade de direcionar diferencialmente o tensor curvatura.

No quadro histérico resumido, é interessante salientar o resultado colateral
pela escolha da abordagem. Generalidade no ntimero de dimensoes e abstra-
¢ao particularidades cinematicas satisfazem ao propoésito geométrico do mape-
amento coordenado do espago de posi¢oes em continuidade pela auséncia de
torgao. Entretanto, a identificagdo de grupos e suas propriedades, a exemplo
da construgao de Cayley-Dickson, depende da cardinalidade dimensional, entre
outras condicionantes peculiares.

A exemplo de Minkowski, a identificacdo de grupos torna-se relevante na
resolugdao mecénica do espago-tempo. A alternativa proposta segue uma abor-
dagem de metrificacao do espago de velocidade. A mudanga conceitual impoe
uma série de reformulagoes, porém com correspondéncia estreita até no uso do
mesmo formalismo notacional.

2 Sistema de Coordenadas

A secgao é estruturada na analise tensorial com propoésitos da definicao de uma
derivada direcional que satisfaga o requisito da formulagao analitica da mecé-
nica ser independente da descricao em um sistema de coordenadas particular,
e consequente formulagdo geodésica para métrica normalizada. O operador de-
pende da defini¢ao dos operandos, o que coloca em discussao como o sistema de
coordenadas é estabelecido, como se transforma e como satisfaz a propriedade
da derivada direcional diante de transformagcoes paramétricas.

A motivacdo da arbitrariedade na escolha do sistema de coordenadas se faz
com atencao ao propoésito do movimento mecéinico, o que traz, na definicao da
base movel, a preocupagao na distingao entre movimento intrinseco e movimento
paramétrico.

Além da mobilidade da base, outras questoes também sdo encaminhadas,
como a homogeneidade dimensional e isometria.

2.1 Coordenadas Generalizadas

Coordenada generalizada é a representacio paramétrica da coordenada real. E
o mapeamento obtido pela transformacao localmente invertivel das cartesianas.

Na mecénica analitica de Lagrange, o estado do sistema é sempre definido
por coordenadas, e a independéncia se refere a arbitrariedade da escolha por
indiferenca no resultado mediante transformagao. A coordenada z* mapeia a
quantidade de posicao tensorial x” por uma transformacao.

= Jbx" (2.1)
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A escolha entre sistemas de coordenadas é feita por conveniéncia ou por-
proposito. A transformagao de variaveis pode ser empregada tanto para obter
proveito na simetria quanto para estabelecer um requisito de restrigao.

Na resolugao de problemas mecéanicos, as equagoes que impoem restrigoes
ao movimento podem ser simplificadas ao serem expressas em varidveis trans-
formadas, as quais sdo tidas como paramétricas.

Coordenadas generalizadas também sao uteis em sistemas sem restri¢oes,
mas com simetria geométrica, como atragao central. Nesse caso, denomina-se
de coordenadas curvilineas a generalizagao do sistema de coordenadas.

A particularidade do problema e da transformacdo envolvida determina o
proposito da variavel. E importante destacar que ambas as situacoes sao frutos
de transformacgoes, e a consideracao de compatibilidade em relagao as transfor-
magoes covariantes busca evitar que uma simetria em um referencial se trans-
forme indevidamente em uma restrigao em outro.

Em comum aos dois empregos estd a simetria, relacionada a variaveis ci-
clicas ou ignoraveis. Ainda, em um emprego das coordenadas generalizadas,
relacionam-se a quantidades intrinsecas (movimento), e no outro, quantidades
extrinsecas (forga).

2.2 Coordenadas Esféricas

A simetria esférica da curvatura espacial produzida por massa central é fa-
cilmente descrita em coordenadas esféricas, aplicadas conjuntamente para os
vetores da base, tensor métrico e componentes contravariantes do movimento.

Coordenadas sdo dadas com relagdo a base, a qual é o conjunto de tensores
de referéncia. Embora se denomine esféricas as componentes de coordenada, a
defini¢ao do sistema inicia-se na base.

Enquanto que em coordenadas cartesianas os tensores da base sao fixos e

suas definigoes sao globais, em coordenadas curvilineas mudam em dire¢éo e/ou
magnitude de ponto para ponto e sao uma base local.
E interessante destacar que a variacdo em direcdo e magnitude da base cur-
vilinea se sobrepoe & variacao intrinseca do espaco, que trata da continuidade
da conexao de posicoes adjacentes. E necessario fazer a separacao entre os dois
tipos de variacoes, o que é possivel na especificagao conveniente de direcao e
magnitude.

A referéncia a uma base fixa se faz necesséaria na resolucdo da direcao da
base curvilinea. Os elementos da base esférica sao parametrizados pelos angulos
coordenados, enquanto os dngulos coordenados sao orientados pela posicao da
base. A circularidade é resolvida pela referéncia a uma base cartesiana.

F=10,9) (2.2a)
6=0(0,p) (2.2b)
¢ =¢(0,9) (2:2¢)

Derivada covariante trata apenas da variacao intrinseca do espago, deixando
de fora a variagao paramétrica. Considerando a conversao entre sistemas de
coordenadas, pode-se encontrar a definigao da operagao de derivagao que separa
os dois efeitos.
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i = S (TR + J500(T) (2:3)

A covariancia somente é demonstrada quando a transformacao do simbolo
de Christoffel for covariante, ou seja, Jf@g(J;j) = 0, o que é possivel pela orto-
normalidade da matriz de conversao J}",

Por outro lado, quer-se representar a variacdo paramétrica. Algo pode ser
obtido, se em vez de converter, apenas referenciar a base cartesiana para ex-
pressar a mudanca de diregao da base curvilinea. Sabendo que 9 (J; Z) # 0, pois
a variavel de derivagao é diferente, podemos fazer:

ey =J)5ém +1'éa (2.4)

Obtém-se a separacao das variagoes propostas.

2.3 Base Esférica Normalizada

O movimento de um corpo somente pode ser descrito em relagdo a outros
corpos|[78]. Coordenadas curvilineas sao descritas por bases moveis e impli-
cam que esse movimento deve ser definido parametricamente a partir de uma
diregao fixa.

Apontar para uma direcdo considerada fixa é um problema externo ao sis-
tema. Adota-se o critério de que a consisténcia da demonstracao esta condicio-
nada & premissa de que o observador consiga identificar diregoes fixas.

A métrica de simetria central presume a inércia do corpo central em con-
sequéncia do campo infimo da particula de teste. O sistema consiste em localizar
a particula de teste em relacao a localizagao do corpo de massa central, sendo
possivel apontar para pontos de referéncia distantes o suficiente para nao se-
rem influenciados pela massa central e considerados imoéveis diante da escala de
tempo do movimento do corpo de teste.

Os tensores da base esférica sao parametrizados pelos dngulos coordenados,
enquanto os angulos coordenados sao orientados pela posicao da mesma base
esférica: a circularidade é resolvida pela referéncia a uma base cartesiana.

Base cartesiana é independente do movimento e, em uma transformacao com
a base esférica, é necessario que definicdo demonstre nao haver introducgao de
dependéncia na base cartesiana, e que seja concomitante com a resolugao da
circularidade nas variaveis esféricas.

Conceitualmente, deve-se fazer consideracoes sobre o acoplamento implicito
entre base e coordenadas.

Em coordenadas curvilineas, os vetores da base podem ser matematicamente
dados por uma defini¢gao holonémica da base.

. Or or P _Or or ., Or or 9 5*
P=00/ |30 o0/ |o0|  ?Tan/ o (PP

Na resolucao analitica de um sistema, essa definicao matematica existe para
satisfazer a trajetéria, o que implica que néo faz distingdo entre a trajetoria
ser geodésica ou nao, a complicacao estd em definir como isso deve ser tratado
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diante do fato de que o tensor da base entra na definicio da métrica. Se a
trajetoria nao for geodésica, entdo nao é um resultado de campo, e coloca em
davida se a métrica relacionada com a base atende a realidade fisica ou satisfaz
uma condicao puramente matemaética.

Outra definicao de transformacgao é dada na matriz jacobiana, que recai no
mesmo problema de vinculo com variaveis de trajetoria. A transformagao entre
coordenadas por uma matriz jacobiana recupera a transformacao da mudanca
de base pela reciprocidade que faz com a mudanga de coordenada.

Or Ordx Ordy Ordz
=g 5t t+t5 5 (2.6)
dp Ox0p Oydp 0z0p

E oportuno apontar aqui que a definicdo holonémica da base sugere um
modulo normalizado, mas obter um valor unitario é conflitante com a definigao
do produto interno pela métrica. O fato sera retomado adiante.

2.3.1 Base

A base esférica sera definida pelas propriedades pretendidas na conversdo de
coordenadas cartesianos para esféricos. Especificamente, a independéncia de
qualquer consideracao sobre o movimento ou deslocamento infinitesimal, e re-
quer uma definicao que seja produto da algebra, e nao que seja um resultado do
célculo.

O movimento da base esférica é resultado da reorientagéo e sua dependén-
cia paramétrica circular, resolvida pela referéncia a uma base cartesiana. Sera
apresentada a definigao feita por operagoes vetoriais, que sao redutiveis a uma
identidade vetorial.

Seja a decomposicao do vetor em uma parcela projetada no eixo radial e
outra parcela o rejeito da operacao de projegao.

%= (%-p)p—px (px%) (2.7)

A parcela de rejeicao pode novamente ser decomposta em outros dois vetores
ortogonais.

K=&-p)p—[px (pxR)]-0—[px(px%)]- ¢ (2.8)
= (sinf cos @)p — (— cos O cos )0 — (si

A definicao nao altera a natureza fixa do vetor X, mesmo que os vetores
da base esférica possuam dependéncia paramétrica, pois decomposigao é uma
identidade vetorial, o que também pode ser observado na forma escalar.

Completa-se a defini¢ao repetindo a operagdo para os vetores ¥ e Z

%] [&-p) —px(pxR)-0 —px(px%)-¢] [p
VI =|0-p) —px(Bx9)0 —px(pxy)-o| |0 (2.9)
2] (z-p) —-px(px2)-0 —px(px2)-¢] [#
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A matriz pode ser simplificada para reduzir o nimero de operagoes: resulta
em escalares e introduz variaveis paramétricas. Na forma apresentada, a base
cartesiana nao possui dependéncia paramétrica em razao da reducao a iden-
tidade vetorial, enquanto a inversao apresenta dependéncia funcional da base
esférica.

A duplicidade do vetor p é redundante para o resultado escalar.

P XK =0p+ (cosfcos )@+ (—sinp)(—0) (2.10a)
—p X (pxK) = 0p+ (cos b cos ) + (—sin )P (2.10Db)
Substituindo os termos similares.
] [&-p) (bx%) - (8x%)-(-0)] [
Y| =100 (Bx3)-¢ (pxy)-(-0)| |0 (2.11)
2 LGp) (pxa-e (hxn)-(-0)] @

A base esférica esta definida como a transformacao da base cartesiana pela
matriz ortogonal J¥ , que representa a rotacao por dois pardmetros angulares.

t 1 0 0 0 t

x| _ |0 sinfcosp cosfcosy —sing /? (2.12)
vy 0 sinfsing cosfsinp cosyp 0 '

Z 0 cos 0 —sin @ 0 P

A transformacao inversa em cartesianas é apresentada adiante, onde torna-se
oportuno apds a exposi¢ao de coordenadas.

2.3.2 Coordenadas Isométricas

A transformagao de coordenadas segue demonstracao distinta da base. Conhe-
cida a posigdo {x,y,z} cartesiana, pode-se descrever pelas variaveis esféricas
pelas relagoes trigonométricas.

x =psinf cos p (2.13a)
y =psinfsin (2.13b)
z =pcosf (2.13¢)

A posigao pode ser descrita pelo tensor:

r=ctt+psinfcosp X+ psinfsing § + pcosf z (2.14)

O tensor posigdo em coordenadas esféricas possui uma particularidade que
¢é interessante ser ressaltada. Diferente da base fixa, os vetores da base esférica
somente sao conhecidos em conjunto com as variaveis de coordenada, ou seja, a
base esta conjugada & coordenada.

Podemos compor o vetor unitario:
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p(0,0) =sinfcosp X +sinfsiny y + cosb z (2.15)

Os angulos 6 e ¢, apesar de nao serem nulos, nao participam das coordenadas
em razao da auséncia dos vetores 8 e ¢ no vetor posigao.

ct]” ct g 1 0 0 0 ]\ "
x psinf cos @ 0 sinfcosy cosfcosy —sing| |p
y| — |psinfsinp| ~ | |0 sinfsing cosfsing cose 0
z pcosf 0 cosf —sind 0 0
(2.16)

A transformacao dos vetores da base pode ser entendida como rotagao dos
eixos pelos dngulos polar e azimutal, e as amplitudes angulares se anulam nas
coordenadas frente & nova configuragao. Denominamos autorrotagao quando os
vetores transformados também operam como parametros de transformacao.

Angulos néo sao transformados linearmente. Ao considerar o mapeamento
inverso, observa-se que 6 e ¢ somente existem como pardmetro de p. A defi-
ni¢do da transformagao reversa recai na escolha dos eixos fixos e em relagoes
trigonométricas suplementares & transformacao.

Invertendo a diregao de transformacao na equagao matricial de coordenadas,
tem-se na ultima linha a equagao.

—zsing +ycosp =0 (2.17)

Considerando propriedades trigonométricas apropriadas, chega-se ao valor
de ¢ expresso pelas cartesianas:

y/x = tanp (2.18)

O valor obtido pode ser substituido na equagao obtida da segunda linha da
transformacao inversa.

xcosfcosp+ ycosfsing — zsinh =0 (2.19)

Duas substituicoes, em que é possivel separar cartesianas de esféricas, resul-

tam nas equagoes intermediarias:

x/z =tanfcosy (2.20)
y/z =tanptan cos @ (2.21)

As variaveis x e y podem ser substituidas na primeira linha da equacdo do
sistema inverso dado abaixo:

xsinfcosp + ysinfsinp — zcosf =0 (2.22)
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A substituicao das expressoes conhecidas resulta na expressao em 6:

z = pcosf (2.23)

A transformagao inversa dos tensores da base, ao contrario do que é obser-
vado para coordenadas, pode ser dada pela matriz inversa.

Substituimos os elementos da primeira coluna da matriz de transformacao
pelos valores:

x/p =sinf cos p (2.24)
y/p =sinfsin p (2.25)
z/p =cos@ (2.26)

A segunda coluna vem das operagoes entre os valores conhecidos:
2 +y? =p?sin? 0 (2.27a)
(22 +9y?) + 22 =p®sin® 0 + p? cos® 0 (2.27b)

A terceira coluna vem das relagoes:

x/v/x?+y? =cosy (2.28)
y/\/x? +y? =singp (2.29)

Como o determinante € unitario, a inversa é dada pela transformagao de
linhas em colunas.

r1 0 0 0 1
., y z
p p
Tz Yz — (22 +?) (2.30)
0
PV y? pVat gt pya? P
0 Y a 0
L /IZ + y2 /xZ + y2 i

2.3.3 Normalidade

A normalidade do tensor é geralmente associada & magnitude unitaria. Nesta
defini¢ao ocorre o mesmo conflito mencionado anteriormente na definicdo ho-
lonémica. A norma do tensor esta sujeita & variagao do tensor métrico e entra
em desacordo com a magnitude unitaria geral.

A normalidade singular de cada tensor da base nao pode ser estabelecida.
Entretanto, pode-se aplicar o conceito & base em conjunto.

Entendido que a norma é o fator de escala que pondera a participacao da
base no resultado de uma combinacao linear, podemos entender que a métrica
assume essa fungao.
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Na normalidade dada pela métrica, o tensor da base é unidade de diregao
do espago, mas nao é unitario. Transposi¢ao da magnitude em unidade é feita
pela métrica.

A consisténcia da magnitude dos tensores da base se faz por isometria. Or-
tonormalidade é importante para definir a unidade da base em relagao a outra
base. Unidade na comparagao entre bases, a métrica é normal se define o volume
unitario na referéncia na transformagdo com outras métricas.

No conceito convencional de normalidade, a propriedade é individual de cada
tensor da base. No conceito reformulado para métrica variavel, o tensor é normal
pela participagao na definicao de uma base com essa propriedade.

A explanacgao da normalidade do tensor métrico sera apresentada adiante.

2.4 Velocidade

O tensor velocidade, em coordenadas esféricas, pode ser obtido diretamente da
derivada ordinaria do tensor posicao.

dr R . A
v=——=ycttyp ptapl O+yppsing @ (2.31)

Para ser covariante, é necessario demonstrar que a velocidade acompanha o
tensor de coordenadas na transformacao cartesiano-esférica.

ok =Jk ™ (2.32)

A derivada do tensor p produz velocidades pela variagao paramétrica, que
esta associada a derivada da transformagao J;f1 Destaca-se que as velocidades
nao equivalem & variacao canodnica dos pardmetros nas direcoes respectivas a
0 e ¢. Abstratamente, tem-se ## # JHE &, com isso, uma demonstracao da
transformacao somente pode ser feita apos a substituicao das variaveis pelas
expressoes particulares do problema.

Considere a equagao de transformagao entre velocidades:

i = JrEr + (@)t (2.33)

Substituindo as variaveis para o indice da primeira componente cartesiana.

& =rsinfcosp + 0cosfcosp — Osin g (2.34)
+ [ r Oy(sin 6 cos ) + 09, (cos 6 cos ) + 00, (—singp) ]
+ 0] 7 9g(sin O cos @) 4 0 g (cos A cos ) + 0 p(— sin ) |
+ @[ 70y (sinb cos p) 4+ 00, (cos 0 cos ) + 00, (— sin ) |

Faz-se notar que as coordenadas esperadas nas posigoes 6 e ¢ sao nulas
em razao de as varidveis nao se apresentarem na tupla do respectivo tensor,
enquanto as derivadas das mesmas varidveis aparecem em JIT = 1%0,J)]' como
velocidades angulares 6 e o.

Segue o resultado das substitui¢oes de todas as diregoes: &, ¥ e 2.
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i = psinf cos @ + pf cos O cos p — ppsin Osin (2.35a)
= psinfsinp + pb cos O sin p + p sin 6 cos (2.35b)
2= pcost — pfsind (2.35¢)

Organizando em um arranjo matricial, obtém-se a relacao entre as velocida-
des por meio da transformagao:

e 1 0 0 0 ¢ g

&l _ | |0 sin fOcosp cosfOcosyp —singp P (2.36)
U 0 sinfsing cosfsiny cosep po '

z 0 cosd —sinf 0 psin 6

2.5 Tensor Métrico Normalizado

Motivado pela covaridncia nas transformacoes entre sistemas de coordenadas,
chega-se a condicao de ortonormalidade das transformagoes, que influencia a
escolha da base moével, que por sua vez define o tensor métrico.

A transformagao entre coordenadas deve ser isométrica, ou seja, preserva a
norma.

vﬂvyg;w :Umvngmn (237)

Da igualdade dos produtos, pode-se deduzir a transformagao entre métricas:

9uv :J;Tjggmn (238)

Na condugao do produto por operagoes matriciais, as transformagoes assu-
mem a forma do produto (J;)*(J). O determinante da transformagao resulta
na comparacao direta entre os dois tensores métricos pelos respectivos determi-
nantes.

det(gy) = det(gmn) (2.39)

Embora uma métrica particular seja parametrizada pelas variaveis do sis-
tema coordenado correspondente, o determinante é uma caracteristica compar-
tilhada entre os sistemas que se alteram de maneira covariante uns em relagao
aos outros, sendo, portanto, independente de qualquer sistema. Pela definicao, o
determinante opera a contracao entre indices, e o escalar resultante é invariante.

det(guy) = ————el0 B0 g e Guavs (2.40)

5#0"'#35V0_“V3
Denomina-se tensor métrico normalizado aquele cujo determinante seja uni-
tario. O valor unitario corresponde diretamente & reciprocidade entre os com-
ponentes da métrica, mas também ao fator de escala entre os tensores da base
e tensores que podem ser obtidos por combinacao linear.
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Pode-se escrever o invariante de Lorentz para coordenadas esféricas.

ct goo ct
2 2 p g1 p
c” = : . 2.41
gl ol . o (2.41)
ppsinf gs3| | ppsiné

Nessa assinatura (+, 4, +, +), o sinal é incorporado & métrica e aparece nas
substitui¢oes por valores conhecidos da métrica regular[71].

(142N
goo = (1 + CQT) doo (2.42a)
U
ga2 = — 1022 (2.42¢)
933 = — 1033 (2.424)
)

w#Y = Guv = O (2.42¢

Para curvatura de simetria central, em razao do determinante unitério, a forma
esférica do tensor expoe uma condicao notavel, que pode ser generalizada para
as formas transformadas: a componente temporal esta sempre em reciprocidade
com o restante do determinante.

O arranjo pode ser resumido enunciando a existéncia de duas curvaturas
cardinais: uma temporal e outra espacial. A natureza direcional da “aceleracao”
alinha-se & curvatura espacial. A direcdo nem sempre pode ser expressa por um
dnico vetor da base, em consideracao a mudanca que essa base pode sofrer, e
distingue-se essa direcao espacial pela denominagao de diretrix.

A métrica e o determinante sdo regulares, estdo definidos em todo o espago.
A normalidade evita indefini¢bes transientes, como em siné = 0 (singularidade
polar é removivel, porém inconveniente.) Também traz, como beneficio, o nii-
mero reduzido de simbolos de Christoffel

% =T = 59”1900 (2.43a)
F(IJO =- %91151900 (2.43b)
Il =39"d1911 (2.43c)

No esforgo de preservar os indices, produz-se o tensor 0 - 1y = d11.

1911 2%511”131” (2.44)

A condicao de unimodularidade foi considerada por Einstein e Hilbert pri-
vadamente [29] , e depois abertamente [49]. Entretanto, deixa de ser comentada
ap6s instrugdo de Hilbert sobre a métrica de Schwarzschild [50] .

2.6 Derivada Covariante-Paramétrica

Um tensor obtido pela derivada direcional de Ricci transforma-se covariante-
mente com a mudanca de coordenadas, ou seja, é linear. O fato de os simbolos
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de Christoffel ndo serem covariantes, mas satisfazerem a linearidade na opera-
¢ao, é demonstravel para qualquer transformagéo de coordenadas [43].

VATH = J} TN T™ (2.45)

O operador pode ser definido abstratamente, sem a presenga do tensor mé-
trico, e consequentemente sem quaisquer consideragoes sobre as propriedades
métricas.

Ocorre que nem toda transformagao é isométrica, condicao obtida ao repre-
sentar parametricamente a mobilidade de uma base em relagao a outra.

Considere que a transformagao entre tensores de base r, = J',, represente
dependéncia paramétrica de uma base para com a outra, ou seja, JL’;\ #0. As
variagoes dos vetores da base podem ser escritas por:

O resultado pode ser interpretado como sendo a soma da variagao intrinseca
com a variacdo paramétrica. A defini¢do da derivada de Ricci e Levi-Civita
incorpora toda a variacao do tensor da base ao operador. Para a redefinicao da
operacdo, incorporamos apenas a variagao do tensor da base de referéncia, que
contém somente a variagao intrinseca do espaco.

Va8, =0x&, — %8, = Jém (2.47)

O operador resultante corresponde a derivada covariante acrescida de um
termo paramétrico.

oVH 08,
oV
=g en V" (T9\&a + J/5em) (2.49)

Repara-se que nao é possivel agrupar os indices do simbolo Christoffel e
os indices dos termos de conversao ao mesmo tempo. Um reagrupamento por
direcao é necessario para esse propoésito.

n
- oz

Para métrica normal e transformacao ortonormal, a expressao é derivada
isométrica.

VaV 8, + VOT! 8, + VI8, (2.50)

2.7 Geodésica

A derivada covariante expde a participagdo da mudanga de diregao pela variacao
métrica do espago. A inducado de termos deve satisfazer o invariante de veloci-
dade, sendo possivel equacionar o movimento inercial. Considerando a variagao
nula, o descolamento paralelo do vetor constitui a equacao geodésica.
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2.7.1 Equacionamento pela Métrica Normalizada: Al-Muqgabala

Seguindo a constitui¢do da métrica normalizada, a conjugagao de duas cur-
vaturas principais, uma temporal e outra espacial, as variagOes cinematicas
vinculam-se as variagoes posicionais.

Pela derivada covariante, a variacao de ¥ é dada por:

VR &, + i’ &, + 29757 Ty, 8, =0 (2.51)

A componente de dimensao temporal geodésica corresponde & equagao dos
indices v = 0.

v 480 + 220340 ,80 = 0 (2.52)
Como #° é constante, o termo ¥° = 0. O reagrupamento evidencia a vincu-
lacao que ocorre entre o movimento e a métrica pela forma como a variagao do
fator de Lorentz é induzida pelo simbolo Christoffel.

i = —vyikory, (2.53)

Essa vinculagao tem efeito sistémico nas correspondéncias com as vincula-
¢oOes que serao estabelecidas nas outras equagoes, pois, da mesma forma que o
fator ~y estabelece relagoes funcionais implicitas entre as componentes de veloci-
dade v* pelo invariante de velocidade, a normalidade métrica estabelece relacio
funcional implicita na variagao das componentes métricas.

Tomando que a métrica ndo varia no tempo, dpg,,, = 0, a métrica somente
possui variacoes posicionais. Isso posto, as relagoes funcionais implicitas entre
as componentes métricas sao dadas nas variagoes posicionais do determinante
da métrica. Dado que o determinante da métrica é constante, dx det(g..) = 0,
com isso, para a métrica somente com elementos diagonais, chega-se a:

9% 0kg00 + 9" Ok Gnn = 0 (2.54)
(n# 0,k £0)

O que pode ser expresso na relagao entre os simbolos de Christoffel.
69T, + 0nT",. = O (2.55)

. ~ L, . o -k n L.

Com a manipulacao de indices em ¥ = y2*2I'%,, é simples constatar que a
variagao ¥ se apresenta na variacao de termos espaciais, ou seja, g"" Ok gnn, cOM
n # 0, antecipando a relagao que devera existir na equacao espacial.

yiE" = y2@nikorn, (2.56)
As relacoes cruzadas ocorrem pela relagao funcional implicita dos termos

cineméticos v, quando 7, e pela relacao funcional implicita dos termos métricos
det(g) quando feito Jx~y.
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A equacado geodésica espacial é obtida em substitui¢ao dos indices v = k em
[2.51)), com k # 0. Se, pela métrica diagonal, os termos #™#"T'* ~ da equacio
geodésica de indices espaciais puderem ser simplificados, em razao da métrica
diagonal, para soma #""T'¥ . entdo podemos compor a componente espacial

da geodésica no rearranjo dos termos:

Vi er +yyite + [V i%i'Th, — 42" " T, e, + 27°E" "), & = 0 (2.57)

O rearranjo evidencia, como antecipado na equagao ([2.56)), a similitude entre
o segundo e o altimo termo do lado da equagao.

yiER 4 2928 TF =0 (2.58)
(n#0)

A disposicao dos indices nao é a mesma da equagao , mas, na condigao
de métrica diagonal e para condicao de a métrica variar apenas em uma diregao
espacial, tem-se 'Y, =T", =T, onde (n # 0). Portanto, na variagdo métrica
em ocorréncia apenas no primeiro indice, a componente desse indice é I't; =
—T'Y),, enquanto nos outros indices I'3, = I'J, = 03y, assim como I'§; = —T'); =
00,.

A igualdade dos termos em [2.58] é consequéncia das propriedades da mé-
trica normalizada: variacdo temporal é conjugada & variacdo espacial. Além
das relagoes funcionais implicitas do det(g..) = 0, outra relagdo, proveniente
da defini¢io dos simbolos, ¢ dada por g,,I'™, = —g['¥,, onde (n # k). A

demonstracao é direta e valida para definigao métrica diagonal:

2L =9"" Ok gnn (2.59b)

Retornando a equagao geodésica (2.57), a equivaléncia entre o segundo e
altimos termos da equacao dos indices espaciais da geodésica implica a igualdade
dos remanescentes.

VRF + [72a0°TE) — 42img Tk | =0 (2.60)

A equacdo propoe uma segunda vinculagao, além da expressa anteriormente
na equagao , desta vez entre ¥* e as defini¢des espaciais dos simbolos
de Christoffel, ponderada pela velocidade. Torna-se importante observar que
a variacdo do fator de Lorentz, em sua forma coordenada, v = ~3a - v/c?, é
dependente de uma variagao de segunda ordem. Para que essas taxas sejam
condizentes, deve haver conformidade entre as vinculagoes.

A condicionante encaminha a resolu¢do, o que é feito no confronto entre
0 termo em contra o “gradiente” do fator de Lorentz expresso por v =
(2°2%00) /2 (& goo + & " gnn) /2.

3
Oy = — 2—2 [:boiofgkgoo + l‘nanZkgrm] (261)
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Mais uma vez, a disposi¢ao dos indices nao é a mesma, e ha diferenca de
sinal. Similar ao desfecho anterior, a equivaléncia é dada na especificidade da
métrica. Para a métrica diagonal na condicao de variar apenas em uma diregao
espacial, o termo temporal do gradiente gool'}; = —g11'{y, enquanto que o
termo espacial g1:I'1; = g111'};, basta que nao seja nulo.

Do gradiente, tem-se:

2
g oy = 42 [103°Tk — aman Tk ] (2.62)
5

Substituindo essa tltima expressao na geodésica espacial da equagao (2.57)),
junto dos resultados obtidos anteriormente, a expressao geodésica espacial é
reformulada para:

2.k k 72 kk02
YEXE Ayt — 29 7%7 —yyi" =0 (2.63)

A inversao de sinal dos dois ultimos termos do lado esquerdo da expressao
reproduz a mudanca de sinal que ocorre na passagem da tupla [c, ¥] para o pro-
duto entre tuplas na forma quadratica, por efeito da assinatura. Similarmente,
a transferéncia de expressoes de indices temporais da forma quadratica para o
indice espacial ocorre inversao de sinal. |Z|

A expressao geodésica espacial simplifica para o equacionamento da variagao
da velocidade pelo “gradiente” EI do fator de Lorentz:

2
. &
Xh = g’“’“$8w (2.64)

A similaridade com a expressao coordenada a-v = ¢4/ é o consequente das
substituigoes envolvidas. Entretanto, é necessario atencao nas relagoes cruzadas
que a notacao sugere.

E equivocado presumir equivaléncia, a despeito do que a compositividade
possa sugerir. Para o equacionamento apresentado, o que se demonstra é:

g # i Oy (2.65)

As substituicoes resultam em 4 = 2i*0v; ao que pode ser apurado da
equagao as contrapartes espaciais e em contraparte com o
gradiente (2.61]). E interessante ressaltar que  é um diferencial total, enquanto
o gradiente possui apenas as parcelas espaciais (k # 0).

No espago curvo, o fator de Lorentz depende do espago e da velocidade
y(i*, 2*), com isso tem dependéncia implicita do tempo por #¥(¢). A varia-
¢ao total 4 da conta da parcela “impulsionada” pela métrica no deslocamento
espacial e da variagao “intrinseca” pelo efeito que causa na taxa de variagao
da velocidade, e essa reverte-se ao fator no decorrer do tempo. Entretanto, a
expressao #¥0;y apresenta apenas a parcela espacial, nao havendo a parcela
temporal ©°97.

70 intercambio seria direto se considerarmos a assinatura da tupla. [c, —&*]

80 gradiente por 8% = g¥¥9, resulta no produto ¢=2~3&,¥* = &5,0%y
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E possivel especular o termo omisso por uma “variagao aparente”’, implicito
pela dindmica e reconstituindo o diferencial total.

28y =4 — Oy (2.66)

O remendo é conveniente, mas, apesar de ser matematicamente satisfatorio,
nao da conceito de causa ou efeito ou em que condigées mecéinicas é valido.
Nesse ponto, é importante enfatizar que nao se trata de uma peculiaridade para
a pretensao de simplificar o equacionamento geodésico. O tema é recorrente e
torna-se questao central da generalidade, tornando essa a primeira oportunidade
de discussao do assunto.

O entendimento de que o diferencial total introduz nova condigdo mecénica
encomenda a inspecao na abordagem por principios variacionais, o que sera
apresentado adiante. Entretanto, a nogao pode ser introduzida pela definigao
derivada covariante, nao sem antes discutir as implicagoes e consequéncias nos
aspectos conceituais.

Essa forma diferencial total revelara-se necesséria pela normalidade da mé-
trica, independente da reducao da geodésica que se faz nessa se¢@o, para rotagao
hiperbdélica.

2.7.2 Tempo Extrinseco

Uma nocao correlata de diferencial total vem da derivada covariante temporal
VS,, = 0 proposta originalmente por Hadamard[44][43]. Embora a métrica
normalizada néo esteja relacionada com a evolucao temporal de superficies mo-
veis, a similitude esta na vinculagao entre variagao espacial e a variagao temporal
por uma velocidade de propagacao do interface métrica, que no caso presente
é dada por 0y = ¢~ 1,. Simplificadamente, trata-se do problema de velocidade
relativa entre o corpo e a métrica, em que deve-se apurar a velocidade do corpo
em consideracao & velocidade de arrasto devido ao movimento da métrica. A
diferenca significativa para Hadamard é que, no que concerne & relatividade,
essa velocidade é sempre constante. Entretanto, o desenvolvimento nao é tao
trivial quanto a descrigao o faga parecer. Nessa forma, o acoplamento temporal
é extrinseco & métrica, externalizado a um evento de simultaneidade.

A elaboracéo relativistica traz em si as proprias congruéncias que se fazem
necessérias, ora pelo invariante de velocidade, ora pela simultaneidade. O equa-
cionamento coerente com o entendimento fisico é condizente com a resignificagao
de como algumas situagoes sao percebidas ou interpretadas.

Pela conformidade com um equacionamento sistémico, as equagoes devem ser
acopladas por necessidade de promover simultaneidade. Duas “incongruéncias”
sdo aparentes: a primeira é que temos corpo fixo; a segunda é que a métrica
passa a ser percebida como um descritor de espaco absoluto.

Até entao, descreve-se a situagao de uma métrica produzida por um corpo
fixo com simetria espacial central. Sendo assim, o corpo fixo nao promove o
movimento da métrica que se origina nele pela variacao de seu movimento. Nessa
forma, a variagao temporal sugere a ideia de fluxo. Essa primeira concepcao é
desfeita ao recobrar que a situacao é idealizada: o corpo é considerado fixo pela
condigao assintdtica na diferenca de massas. H Fluxo torna-se intratavel quando,

9A condicdo de corpo fixo simplifica o equacionamento ao eliminar a composicdo tem-
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na situacao de dois corpos, a fonte da métrica move-se pelas defini¢oes circulares
do movimento do espago no préprio espago, ou indirecao por substancias etéreas.

Aprimorado para a situacao de dois corpos, seria prematuro introduzir uma
outra causa para o retardo que nao a propria causalidade do equilibrio entre os
corpos. A manifestacao de propagacao imaterial é o fendmeno da percepcao pela
propria composicao do espago-tempo, é oficio da métrica viabilizar a condigao
temporal aos observadores para que esses fagam a disting@o entre situagoes de
simultaneidade, como no equilibrio dos momentos; ou de retardo, quando hé
forga. Inércia, em sua composi¢ao temporal, torna-se a taxa de variagao no
tempo que tem o seu proprio tempo para acontecer, somente entao procede
discriminar os efeitos que decorrem de transporte imaterial. Pela métrica, o
espago é a medida da inércia temporal, quando a agao tem reagao.

No estado de equilibrio, a laténcia do estimulo de posicao pregressa deve
condizer com a velocidade de propagacdo. A vinculagdo temporal dos eventos é
equacionada pelas peculiaridades que cada configuragao sistémica promove.

Uma vez que seja possivel esclarecer que, pelas proprias condigoes de equili-
brio da métrica, todos os corpos oscilam, condizente com a onda-material de de
Broglie, o mecanismo de autopropagacao é entendido pela propria laténcia. Se
o corpo de onde a métrica se origina oscila, entao a prépria métrica oscila, pro-
duzindo alternancia |E| entre a maior ou menor contragao temporal e dilatagao
espacial. |E| A condi¢ao de onda requer velocidade que satisfaca a derivada
covariante temporal.

A segunda “incongruéncia’, que decorre da externalidade temporal na vin-
culacao de eventos, refere-se a quantidade de corpos vinculados a uma mesma
métrica. Ao colocar-se o evento de simultaneidade externo & métrica, interdita-
se que a métrica seja utilizada para mais de uma posigao. Dito de outra forma,
cada métrica mede somente a velocidade relativa entre dois corpos: ainda que
se repitam as defini¢oes, consideram-se distintas. O entendimento é que o ins-
tante em que os momentos relativos entre os corpos se equilibram é considerado
evento de simultaneidade.

Do ponto de vista gravitacional, a métrica de um corpo priméario, que é
massivo em relagdo aos corpos acompanhantes, nao deve ser empregada para
triangulagao de velocidade entre os menores, por meio da adigao relativistica.
Em vez, calcula-se a propensao geodésica atuante de cada par: além da agao que
cada corpo menor sofre do maior, a agao pela métrica entre eles. A resultante
das “forcas” em cada corpo retraga uma geodésica resultante. A velocidade mais
exata é aquela dada na geodésica pela métrica entre os corpos considerados e
quaisquer agoes externas.

Um exemplo instigante no qual a métrica se apresenta de maneira diferen-
ciada entre os corpos é a interagdo metrificada entre o proton, o elétron e o
miuon. Diferentemente da natureza gravitacional, em que ocorre atragao que
atua na mesma proporc¢ao que a inércia, eletricamente a métrica é pela relagao

poral. Isso viabiliza a defini¢do em termos de parametros espaciais, mas em detrimento da
regularidade temporal, ou melhor, forca uma regularidade temporal.

10 O padrao periédico permite representar no dominio do tempo, ou sua transformacdo no
dominio da frequéncia. A percepgao retardada dos eventos coloca incerteza sobre a posigao e
equilibrio dos momentos.

1 Realizacdo do postulado relativistico da velocidade da luz: se houver propagacéo, a mé-
trica nao pode ser estacionéria, o que é obtido pela sua oscilagao. Essa autoconsisténcia
implica em uma elaboragao mais extensa em que modula em frequéncia pelo proprio valor da
métrica.
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carga-massa, a forca exercida em fun¢do da carga independe da reacao dada
pela massa. Assim, uma métrica proton-elétron informa como o proton enxerga
o movimento do elétron e, em reverso, a métrica elétron-préton como o elétron
enxerga o movimento do préton; o mesmo para proton-mion, elétron-muon.
Fossem um proéton e dois elétrons, consideraria-se o mesmo niimero de métricas.
Essa natureza de atracao torna claro que a simultaneidade é distinta.

Considerar triangulagao por uma mesma métrica ignora a laténcia com que
0s corpos reagem a uma posicao diferente. Métrica é funcao da posigao e inde-
pende do tempo. A métrica ndo tem memoria do movimento pregresso, o que
é esperado da geodésica. Na configuragao que favorega a regularidade espacial
com que os eventos ocorrem, a habilidade de predicao no problema do corpo
fixo € uma excecao. Antes que se confunda com atributos do espaco absoluto, a
estabilidade garante a regularidade temporal pelo fato de o corpo nao se mover.
O trabalho de separar em métricas é necessario, pois 0s corpos tém movimentos
distintos. Ainda assim, a métrica por consideracdo do corpo fixo é fundamen-
tal na decomposicao do problema: por se conhecer um instantaneo antes de
qualquer ponderacao temporal, assinala um marco intrinseco do espago antes
do registro extrinseco no tempo.

Ao contrario de privilegiado, é inabilitado, mas antes por ser especializado
do que insuficiente. Cada relagao métrica é um sistema aberto entre dois corpos
em que operam tanto as interacoes internas quanto as acoes externas. Diante
de uma resultante, cada corpo reage produzindo equacionamento geodésico na
métrica de interesse, entre todas em que se encontra inserido.

Evento de simultaneidade entre dois corpos no revezamento do papel de
corpo fonte afetado define, pela igualdade das distancias apuradas na métrica
|E| em um mesmo instante, uma condigdo de espago-tempo. Assim, metrificar
a velocidade relativa entre os corpos por medida obtida do préprio movimento
do “campo” permite o mapeamento topologico por velocidades da natureza do
espago-tempo.

A limitagao do numero de corpos tem contrapartida na representagao de
natureza diferente, e como cada par deve ser calculado individualmente.

2.7.3 Mecanica

Seguindo o que foi explanado na segao anterior, acrescenta-se termo extra tal
qual a derivada covariante temporal de Hadamard. Segue-se a apresentagao
lagrangiana de como o termo extra é acompanhado por principios variacionais.

No espago curvo, o fator de Lorentz depende da velocidade e do espago
(2%, 2%). Em um deslocamento, ha variacdo métrica promovida pelo movi-
mento, e com isso, gamma assume um novo valor a cada nova posi¢do. Como a
variagao da métrica é fixa, o resultado tem efeito na velocidade.

O gradiente de «y atende & variagao por referéncia ao espago, mas descon-
sidera o sobreefeito da reincidéncia sobre a velocidade, que se apresenta na
variacao no tempo.

O fato de que a métrica nao varia no tempo torna o termo parcial temporal
#%0yy implicito e definido na relacdo com outros termos do equacionamento
geodésico.

12 A distancia radial é paramétrica ou involuta pelo proprio deslocamento da luz sobre a
métrica e respectivo tempo proéprio.
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A equacao geodésica é obtida de Euler-Lagrange para escolha da funcao

lagrangiana £ = —mc?y~ 1.

d (oL _oc _ .
D\ g | "o (2.67)

A substituicao possivel para defini¢ao é:

d (1 0y 1 Oy
2 2 _
me — (72 (%H) e o =0 (2.68)

Motivando a discussao, um “descuido” ocorre no passo seguinte: opera-se
diretamente a substituicdo da expressao definida por . Por generalidade, é
correto que nem todas as variaveis produzam variagao, como o caso das variaveis
angulares, mas a condi¢ao que impoe-se é que y varia intrinsecamente no tempo,
enquanto a métrica nao.

d i\ 1 .,
ar (g ””m) 57 Dugas = 0 (2.69)

Prosseguindo, a secao anterior demonstrou que, pelas relacoes implicitas que
o0 tensor métrico normalizado proporciona, o equacionamento geodésico pode ser
particionado em duas equagoes de balango.

d [ diz* 1
2 Ll 94 _ 9
Gy T <dt ) 27 %70y gap =0 (2.70a)
dx* d
— — v = 2. b

A equagao ([2.70b]) corresponde soma das equagoes temporal (2.52) e espacial
(2.58)), enquanto (2.70a)) corresponde, pela nulidade da parte temporal, inteira-

mente com a equagao espacial .

A separagao torna simples observar o mecanismo de acoplamento entre a
métrica em movimento. Em , a taxa de variagao de -y atua em reciproci-
dade com a de g,,,,. Entretanto, em (2.70a]), em razao de dyg,,, = 0, a velocidade
toma o seu valor de v apenas pelo gradiente da métrica, nao cumprindo o que
é estabelecido em .

A separagao em das equagoes de balango também torna simples verificar que
a discrepancia seria eliminada na escolha da funcio lagrangiana £ = —2mc? /7,
o que evidencia que a falta de equivaléncia em é removivel em apenas
um caso. Porém, a solugao simplista abre a possibilidade de um nimero infinito
de formulagoes que passam a depender de peculiaridades do problema, e.g., dos
valores que métrica deve produzir para se conduzir uma determinada aceleragao,
em detrimento da referida equivaléncia.

A arbitrariedade da escolha da funcao lagrangiana, embora arremate a falta
de equivaléncia em , nao é satisfatoria, pois torna a equivaléncia somente
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um caso peculiar. Mais apropriado é endossar a condi¢ao de diferencial total
em <. Uma primeira medida é estabelecer que dyy nao se confunde com dyg,..,
corrigindo o “descuido” mencionado. A substituicdo prematura pela métrica
acaba por omitir o termo 9L/9z°.

Para a funcao lagrangiana, faz-se a equacgao de Euler-Lagrange: |E|

5 d i@y o 1 0y , 1 Oy

me”—— — | —mcc—F—-—mc"—-—F=0 2.71
dr \ »? 0+ 72 9x0 72 Oxk 271)

A operagao pela métrica é incapaz de representar o termo de variacao tem-
poral, embora seja claro que 9v/9x° # 0. A dependéncia implicita no tempo é
resolvida pela regra da cadeia aplicada a v (% (t), g (z%)).

vy vy OzH

920~ 9o (ch) (2.72)

A geodésica por derivada covariante alcanca resultado similar, o que somente
é possivel se definir a operacao variacao total como composi¢ao pela derivada
covariante, evitando que o termo de variacao temporal fique subentendido no
caso de Jpguw = 0.

d

%V“ =DoVH* + D V¥ (2.73)
A geodésica é dada pela variacdo espacial definida pela derivada covariante

|E|Dk = i*V,,V#, enquanto a variacio temporal DyV*#, além dos simbolos expli-

citamente definidos no tempo, complementa o diferencial total com as parcelas

temporais para os termos em (2.66)) que ndo podem ser expressos por ©°0y.

2.7.4 Definigoes Paramétricas da Métrica

Pelas simplificagoes apresentadas anteriormente, torna-se interessante reescrever
a equagao geodésica de forma a expressar diretamente, pela definicao paramé-
trica da métrica em a , a resolucao que a varidvel de variagao
coordenada encaminha.

Para a definicao em , o resultado da métrica toma a forma:

fl
— 2
01911 = 6110117 po) (2.74)
onde
It (2.75)
7"2
13 Em uma inspegdo mais rigorosa,para o valor ¢ = cte, a operacio pelo contravariante

0v/04° ndo esta definida, mas pelo covariante 9/t esta (exceto para o espago plano, o
que tera atengdao quando se fizer oportuno). O entendimento é que relagoes sistémicas dao
suporte para indefinigdes transitérias.
Outro aspecto, a discussao sobre discriminagao de parametro e expressao para lagrangiano
manifestamente covariante pode ser encontrada em Lanczos [60], Goldstein [4I] e Cline [24]
MRigorosamente, &F = :b“@M:bk néo tem sentido, pois velocidade é independente da posicao.
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O valor esta relacionado a convergéncia da atracao para o valor do gradiente
do potencial &0'U = &f! para campo fraco. Em razdo da covariancia, ha
introdugao de simbolos delta de Kronecker para acertar os indices sem afetar a
magnitude. [19]

A métrica nao depende da velocidade, entretanto a variagao da velocidade
que ela produz é afetada em razao da propria velocidade desenvolvida. O valor
fixo da métrica no ponto produz o valor assintético na velocidade, pois, ao
se aproximar da velocidade limite, o fator v se eleva, tornando a variacdo
coordenada, da velocidade f! assintoticamente menor.

A posicao do indice também é adequada diante de expressdes covariantes
envolvendo simbolos de Christoffel. Para 01g11 = 2g111};:

29111181 = 6110117718, (2.76)

Para a defini¢do paramétrica temporal da métrica em ([2.42al), pode-se em-
pregar a propriedade (2.54) para chegar em 9, g** = —g**g** (9 grr.), com isso:

01900 = —50051151911 = 500511911911(81911) (2'77)

Os simbolos de Chrisfoffel (2.43a)) e (2.43b)) sdo reescritos como:

2T, = — g dign (2.78a)
250 = — do00119' 9" g" (Brg11) (2.78Db)

Retomando a geodésica, o balango entre os termos espaciais da equagao
(2.58) pode ser reescrito como:

fl
vyi'er +ytitat g 6110118 =0 (2.79)
C

Implicito em #, ha o produto entre a velocidade e sua variagao, o que deve
ser correspondido no segundo termo do lado esquerdo. Dado que é possivel por
e alterar, pela manipulagao de indices, a vinculagao de contragao
do vetor da base, a equivaléncia é obtida fazendo-se &'f! = g''#'f;. Também é
interessante fazer v, 2 = d11¢'!, um fator recorrente nas expressoes.

4 ~1f
vii'ter + % : —(mczl)drlél =0 (2.80)

O mesmo procedimento é aplicével & equacao geodésica de indice temporal
(2.52)). Iniciando por

0. A 0. 1
viV48y — 404t gt 611014 =& = 0 (2.81)

15Pelo equacionamento geodésico, o gradiente do “escalar” da métrica seria &1, (611911) =
g11f1é!, entretanto perder-se-ia a definicdo paramétrica da métrica na derivada pela variavel
coordenada (contravariante), pois teria-se g'191(g11) = 611f1.

160 fator métrico é definido pela componente temporal da métrica 72 = 6009, ou deter-
minante das componentes espaciais da métrica.
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chega-se a:

4 .1

L0 A Y .o\ f1) .

%8, — 70l )e0
4 c2

T

=0 (2.82)

Na métrica normalizada, o gradiente do fator de Lorentz tem componente
apenas na direcdo radial, dado por &'0;y = &40, 7.

Pela equagao (2.55), chega-se a 81y = 7'}, e o simbolo de Christoffel pode
ser substituido por (2.76)).

3f1

1 gel (283)

‘ =2
>

819" 01y =vg''T},8 =

M| =
2

O resultado em (2.83]) é um termo da expressao geodésica (2.60)).

2

N c o
Yx'e + 723(619”817) =0 (2.84)
1A 1 42 R
Vit g % ;=0 (2.85)

Da definicio ¥*, tem-se que 4 = 2i*0;7y. A conclusdo de que i¥ = 2¥* vem
do exposto na segao 2.7.3.

O equacionamento obtido na expressdo temporal € nas expressoes
espaciais da equagao e da equagao remete & equacao geodésica,
com concisao obtida na redugao do nimero de simbolos e com maior clareza no
significado, pelas relagoes entre os simbolos pelas substitui¢oes promovidas. A
simplificacdo é um avango expressivo em comparagao a forma canénica
da geodésica.

H& uma forma mais direta de apresentar o resultado pela sua coesao com o
invariante de velocidade. Na proxima secao, a equagao geodésica perde o carater
geométrico para assumir o seu significado mecénico.

2.7.5 Transcrigao: Al-Jabr

A equagdo geodésica na forma canonica da equagao ¢ uma caracteriza-
¢ao geométrica do movimento. Na meétrica normalizada, a existéncia de duas
curvaturas principais conjugadas, uma temporal e outra em uma direcao es-
pacial, relaciona-se com o conjugado dilatagao temporal e contracao espacial
promovido pelo fator de Lorentz. O significado mecanico da geodésica surge na
substituicao das expressoes paramétricas da métrica, eliminando todos os sim-
bolos geométricos. O entendimento mecanico da geodésica torna-se estabelecido
na demonstragao de que as equagoes do movimento satisfazem o invariante de
velocidade.

A equagao pode ser abstraida na expressio A° + F° = 0, com os
sfmbolos, para #°/(i%iq) = §°/c, definidos como:

=g Fo I

— 50 2.
- B R (2.86a)
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A equagdo espacial y2al = (72/42)f! ¢ obtida da equacdo , em du-
plicidade, pela modulagiao necessaria. Outra igualdade, v*(a™ - v,)vl/c* =
(v /42 (™ vy, ) v /c?, & obtida (2.80). A soma das duas equagdes em rearranjo,
agrupando em termos coordenados e termos métricos em simbolos diferentes, é
representada pela soma A! + F! = 0, onde os simbolos sdo definidos como:

n 2
a - Vp Y
B} V1 ]:1 :jfl + a1
c Vr Tr €
As dimensoes espaciais de indice angular nao sao influenciadas em magnitude
pela métrica e variam em direcao pelo movimento da base, mantendo a taxa e

variagao conforme o invariante.

4 en
O LA P
A%

Al =~2al 444 5 (2.86b)

am vy o

v F? =02 (2.86¢)

A2 :72842 + 74 >
C
2 Tnys F3 =0? (2.86d)

.A3 :,YQaS + 74 =

O entendimento das relagoes entre os simbolos distintos e suas dimensoes é
dado em dois equacionamentos. O primeiro reformula a equagao geodésica para
os novos simbolos pela derivada total (2.73) do tensor velocidade V# = ~o#

d
TV = A P =0 (2.87)

A segunda equagao ¢ a demonstracao da invariancia da velocidade V*V,, =

2.

d
dt

O produto é trivialmente nulo pelo resultado da soma, entretanto é possivel
demonstrar que A"V, = 0, implica que os tensores sdo ortogonais entre si, assim
como a contraparte F*V,, = 0.

(VEV,) = 2 (A" + FM)V, =0 (2.88)

A°Vo =y*(a"vn)g00 (2.89a)

(a"vn)
C2

ARV, =42akvy, + 42 vEv (2.89b)

No produto entre os termos covariante e contravariante, a assinatura da
métrica é (+,+,+,+), o sinal é interno & métrica. Da definigdo de v, a soma
das duas parcelas resulta em:

AV 4+ APV, =0 (2.90)

Pela igualdade entre os simbolos, o0 mesmo ocorre em F*

FOVo + FFVy, =0 (2.91)

A expressao mecanica da geodésica explora a direcionalidade espacial dos
tensores. A anélise tensorial é simplificada conhecendo-se a direcao relativa
entre os tensores e a curvatura espacial, o que é visto adiante.
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2.7.6 Vis-Radix, Vis-Redux

A métrica normalizada estabelece duas curvaturas principais em reciprocidade,
uma espacial e outra em uma diregao espacial. Na geodésica, a magnitude da
variagao na atracgao é tanto maior quanto maior for o produto f"v, em . Na
dimensdo temporal, essa magnitude é dada por F°.

Entre as dimensoes espaciais, apenas uma dire¢ao corresponde & contraparte
temporal, e na composicao com o movimento nem todas as diregoes estao ali-
nhadas com a direcdo da curvatura. A direcdo espacial F' combina efeitos
da curvatura com os cinéticos, o que torna interessante separar os efeitos de
causa métrica dos efeitos de causa cinética. Isso é possivel ao fatorar a parcela
produtiva em uma operacio escalar F1V;, que corresponde a F°V;.

A parcela f' da componente espacial F' possui intensidade que depende, ex-
ceto pelo fator v, somente da métrica. A parcela complementar possui influéncia
cinematica tanto em magnitude quanto em direcio. E proveitoso decompor os
efeitos dessa segunda parcela.

O triplo produto da oportunidade de aplicar a identidade de Grassmann. Na
forma vetorial:

7 % (T % a) = (¢, - 0)@ — (7 @) (2.92)

A forma tensorial no espago plano:

el mrv™ (7 vt a?) = 6850l (Smpv o™) — 580 (S0 ad) (2.93)
Aplicando a métrica no produto escalar:

€ mpv™ (¥ j0vtal) = 67507 (gmev o™) — 880 (gmjv™a?) (2.94)

Os simbolos deltas de Kronecker que representam o produto escalar sao
substituidos pela presenca da métrica. Nao h& uma substituicao equivalente
para o simbolo de Levi-Civita. O resultado é indicado por similitude ao produto
vetorial, mas, como nao héa definicdo para o operador, a expressao por essa

operagao é unitaria.

k

vie (W @ak) = (vivigi,)ak — (v - a" g )V (2.95)

A recomposigao transcrita nos novos termos ¢é sintetizada nas equagoes:

k
X(v®a
A el 100D (2.962)
4 4k
®vef
FhLogey B 0000 (2.96b)

Cada simbolo ¢é definido pela soma de dois termos: um principal, resultado
da agao do gradiente da métrica em direcao e magnitude, é denominado vis-
radix; outro, a acdo de efeito conjugado, induzida para preservar a invariancia
da velocidade, é denominado vis-redux.
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Analogo ao que acontece com %, que possui parcela métrica iy e parcela
cinética dy7y, a componente espacial da atracio F* se decompde em vis-radix,
por causa métrica, e em correspondéncia que o efeito espacial F'V; tem com
o efeito temporal F°V,. Vis-redux ocorre por causa cinética, ou seja, induzido
pela velocidade na preservacao do seu invariante.

Conforme a curvatura torna-se mais acentuada, a atra¢do torna-se mais in-
tensa, produzindo maior taxa de variacao na velocidade. Essa dindmica con-
trasta com a existéncia de uma velocidade limite, que exige uma aceleragao
assintoticamente decrescente com a evolugao da velocidade. O fator métrico
74 atua na moderagao das magnitudes da atragdo, mas também ha indugio da
mudanga de direcao para a regulagao da taxa de variagao.

A andlise da dinamica parte da parcela v ® (v ® f) do simbolo F'! pela
expansao dos termos:

Vi (vFef) =vix (v xfl4vd x ) =u? +ud

A coordenada segue a curvatura.

vie (vF@al) =vl x (v xal +v? xal) =u? +u?

O resultado revela uma situagao nova pela introdugao de diregoes estranhas
a direcdo original. A variacio de segunda ordem A' é vinculada a curvatura
F1. Para preservar o invariante, a resultante induz movimento que transcende
a dimensao espacial que ocupa.

Para as direcdes angulares, tem-se que f2 = 02 e f3 = 03, e com isso " -v,, =
fl . v ndo tem influéncia direta no movimento em outras direcdes, entretanto
as velocidades sao interdependentes no invariante. Como f é diregao fixa, e
velocidades sdo afetadas na mesma propor¢io, a acio em v ® (v ® f) preserva
a orientacdo do plano v! x f.

Ocorre que f! & percorrido com velocidade v! que varia conforme a! que, em
conjunto com a? e a3, afetam com 4 a variacdo possivel em todo conjunto de
velocidades v™, sem violar o invariante.

Por outro lado, as variagoes de segunda ordem nas dimensoes de indices
angulares A? e A3 nio sdo vinculadas diretamente & F. Analisando as expres-
soes, percebe-se que, & medida que a curvatura do espaco torna-se mais intensa,
perde-se a expressao de conservagao do momento angular canénico por conta do
efeito indireto de F1.

Além da falta de vinculagao das componentes coordenadas com F, o que
se pode inferir sobre a direcao é que, em espago de curvatura intensa, as com-
ponentes A? e A3 nao sofrem mudanca de plano orbital por efeito de F', mas
tornam, também, qualquer reorientacdo de plano indiferente a F!, contanto que
a magnitude continue a mesma. Esse “grau de liberdade” no orbital esférico é
interessante na presenca de forcas ortogonais E?, E3 que ocupem o espaco das
diregoes omissas de F.

Assim, f2 =0 e f2 = 0, e as componentes sdo nulas.

V2 ® (Vk ® a2) :V2 ® (Vk ® f2) —
V3 ® (Vk ® a?)) :V2 ® (Vk ® f3) —

(2.98a)

0
0 (2.98b)
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Exceto se por uma acio externa E* onde E' = 0', e ocorra a? = E? ¢ a® =
E3 tal que nao se conflite com o produto A"V, = 0, ou seja, por ortogonalidade
a agao externa sempre atue perpendicular a velocidade (E2+E3)V,, = 0, e, além
de ndo interferir na direcdo principal E' = 0!, ndo induza termos nessa direcao.

V2o (v @a?) =v2 x (v x a2 +v3 x a?) = w! + w? (2.99a)
Ve (VP ead) =v? x (v xa® 4 v2 xad) =0 —y? (2.99b)
Vo (vF®@a?) =v3 x (v x a2+ v x a?) =0 — w? (2.99¢)
Vo (v @a?) =vd x (v xa® +v? xa?) =yt +y? (2.99d)

2.8 Covariancia

Em fisica, covaridncia concerne a transformagao difeomorfica de coordenadas em
concordancia com invariante obtido das equagoes de Maxwell[68], que motiva
a busca por expressoes analiticas que descrevam o fendmeno da invaridncia da
velocidade de onda de uma emissao eletromagnética a partir de um corpo em
movimento no vacuo[G5].

Entre referenciais separados por velocidade constante, o grupo de transfor-
macao de Lorentz satisfaz a descricao dos fenémenos eletromagnéticos, e os
efeitos da velocidade no espago e no tempo sao interpretados pela Teoria da
Relatividade [30], cuja relagao entre espago e tempo é descrita por Minkowski
[75] em uma geometria hiperbolica.

No movimento do corpo com velocidade constante, a relagdo com o invari-
ante eletromagnético é sintetizada pela equagdo do escalar de Lorentz [63], em
notagao tensorial é complementada pela métrica de Minkowski, escreve-se como:

& =70 0 (2.100)

Um grupo de transformagbes opera a covariancia de um sistema se, pela
algebra e calculo tensorial, a transformagao preserva uma expressao que se con-
tral em um invariante e, além disso, for diferencidvel, invertivel e sua inversa
diferenciavel [43].

Para emprego na mecéanica, a transformacao covariante deve ser a mesma
para todas as quantidades relacionadas pelo calculo. O requisito implica que
a transformacao de velocidade segue a mesma transformagdo A# aplicada a
coordenada.

at = AE (2.101a)
vt = AR v (2.101b)
A transformagao deve atender condigbes de difeomorfismo no célculo das

quantidades tensoriais. Na relacao entre posicao e velocidade, dado que v = &,
a transformacao A satisfaz a equagdo:
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Ab v = % (A %) (2.102)

O grupo de transformacoes de Lorentz é constante diante da operagao de
derivagao, e a demonstracao da propriedade algébrica da covariancia é elementar
em velocidade constante.

A observagao empirica do fenémeno da invariancia da velocidade nas ondas
eletromagnéticas emitidas nao se restringe a corpos com velocidade constante.
Covariancia geral [77] é uma discussio em aberto. [I| Delimita-se a abran-
géncia do assunto identificando como sistema covariante aquele que possui um
invariante de movimento e ao menos um grupo de transformacdo que opera a
covariancia. |§| Nessa defini¢ao, enquadra-se a descrigao analitica de sistemas
com velocidade varidvel, como encontrada na gravitacao.

A covaridncia é recepcionada como principio na formulagao do movimento
produzido por gravitagao. |E| Relatividade Geral [32][31] propde descrever o
movimento de corpos sob influéncia gravitacional que atendam ao invariante de
Lorentz. A teoria ainda enuncia o Principio da Equivaléncia, que atribui estado
inercial ao movimento, e aceita a covariancia das transformagoes de Lorentz
para referenciais inerciais instantaneamente comoveis [58]. A teoria demonstra
que é possivel equacionar um tensor métrico pelo potencial gravitacional como
consequéncia da relagao que a curvatura produzida pela métrica possui com a
distribui¢ao de energia-massa em uma trajetoria geodésica [49]. A resolugdo
para o tensor métrico é obtida por Schwarzschild [94] para o espago-tempo.

Nas formulagoes pelo tensor normalizado, emprega-se o tensor métrico regu-
lar [TI] para representar a curvatura do espago-tempo, entretanto a estrutura
que se monta é primariamente aplicada ao invariante de velocidade. Entre ou-
tras distingoes, a covariancia é melhor entendida como uma mudanga de escala
energética do que mudanga de coordenada. Em outras palavras, os grupos de
transformacoes covariantes expressam condigoes cinéticas distintas de observa-
dores pela forma que energia modula as grandezas fisicas, dentre elas, coorde-
nadas.

Entende-se que, apesar de preservar a denominagao familiar, a mudanca de
sistema de coordenadas expressa a arbitrariedade na escolha de dire¢oes cardi-
nais na decomposi¢ao da velocidade. Sendo um fator cinematico, as transfor-
magcoes feitas nessa variavel calibram a escala de energia cinética.

Assim, o grupo de transformagao de Lorentz expressa conhecimento do ajuste
de escala energética entre referenciais inerciais separados por velocidade cons-
tante. Uma transformagao entre sistemas de coordenadas é um caso elementar
em que nao se muda escala.

170 questionamento é se a relatividade geral é a generalizacdo de aceleracdo, dado que
geodésica é um estado inercial. Ou ainda, se basta ser covariante para representar aceleragao de
referenciais ndo-inerciais ou deve-se apurar a existéncia de pseudo-forgas locais no acelerémetro
do referencial nao-inercial.

18Grupo de transformacio aplicado primariamente ao invariante de velocidade, que pela
energia cinética modula as grandezas fisicas, dentre elas, coordenadas.

19Covariancia possui um correlato matematico no “Principio da Permanéncia da Forma?”,
uma heuristica para descoberta de novas estruturas algébricas. Modernamente, em matemaé-
tica, esse tipo de modalidade foi suplantado por demonstragoes rigorosas construidas sobre
axiomas.
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O binémio invarincia e covariancia é biparti¢do de um mesmo sistema de as-
pecto correlato por perspectivas (e abordagens) complementares. No primeiro,
a contragao de uma grandeza fisica pela métrica em um invariavel sobre trans-
formacao torna os termos participantes da expressao tensores. Nesse critério,
a abordagem invariante associada a velocidade aparenta ser mais fundamental,
porém, pela propria identidade que se estabelece no invariante, a covaridncia as-
sume importancia pela sua contingéncia na articulagao das formas validas pela
coeréncia fisica. ]

Se o invariante torna um sistema formalmente apto a covaridncia, a rea-
lizagao pela existéncia de um grupo de transformacao entre sistemas denota o
aspecto conceitual do que expressa o contorno energético. Entre as diversas situ-
acoes que se possa formular, referenciais inerciais ndo possuem causas externas
ao sistema, situacao em que o equilibrio pela geodésica é considerado intrinseca-
mente inercial; enquanto que nao-inerciais acusam existéncia de pseudo-forgas
no acelerometro local, o motivando a investigacao de forcas externas, ainda que
deslocadas no espago-tempo, como causas pela absor¢ao, e também as conse-
quentes por emissao, que serao tidas como efeitos. Tais variagbes energéticas
produzem transformagoes covariantes dependentes do tempo e de como cada
observador percebe a energia emitida.

Mudanga de sistema de coordenadas é uma transformagao que nao produz
alteracao na forma como energia é calculada, assim:

L(AR 2™ AR G™) = £(zh, 1) (2.103)

2.9 Isometria da Base

Pela simetria central da influéncia gravitacional, o tensor métrico é descrito em
coordenadas esféricas. A mudanca entre sistemas de coordenadas cartesiano-
esférico nao possui significado fisico, o que implica que nao entra na composigao
do movimento.

Covariancia refere-se também as transformagoes de coordenadas que nao se
relacionam com o estado de movimento. Mudangas entre sistemas de coorde-
nadas sao transformagoes passivas, ndo envolvem translagao de posigaol4][105] ,
e resumem-se a satisfazer a covaridncia na arbitrariedade da escolha de um
sistema de coordenadas. Embora o significado fisico seja diferente, a algebra
tensorial da mudanca de coordenada ¢é similar ao que é visto na covariancia da
mudanca de referenciais.

Na mudanca de coordenadas, é esperado que se preserve a norma do vetor,
0 que na aplicagdo mecanica do formalismo tensorial resulta em um invariante
fisico. Em entendimento matemaético, o conceito se confunde com isometria. |E|

Seja gu, = J;lej\g,g,\, a transformacao esférico-cartesiana, a mesma norma ¢é
obtida nos dois sistemas de coordenadas.

Uﬂvyguz/ = UKUAQH)\ (2104)

20Grupo de transformacdes assume formas e parametros diversos, e implica em uma série
de escrutinios da derivada covariante e sincronicidade.
21Similaridade puramente algébrica.
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A mesma isometria deveria ocorrer nos tensores da base para mudanga de
coordenada, entretanto, pela sua natureza covariante, a base nao se contrai em
um invariante, e é improdutivo fabricar um tensor unitario. A base nao possui
medida para cada elemento, porém um invariante relacionado a base é definido
pelo determinante da métrica, que, em certo sentido, metrifica a si mesma.
Denomina-se, aqui, isometria da base diante de uma transformacgao quando
essa operagao resultar na propriedade da métrica com determinante invariante
constante.

A isometria nos vetores da base estende a mesma transformagao entre sis-
temas de coordenadas a todos os vetores de uma mesma posigao. O que esta
implicito na generalizacdo tensorial é a forma parameétrica da transformacao,
que deve preservar a estrutura isomorfica da derivada.

Para o propésito do texto, isometria é um tipo especial de covariancia, e os
termos serao empregados de forma intercambiavel. Para denotar a transforma-
¢ao entre sistemas de coordenadas, adotamos a convencao notacional de indicar
a distingao entre os sistemas pelas letras dos alfabetos latino e grego aplicados
aos indices.

at = JH ™ (2.105a)
ot = JE o™ (2.105b)

A transformagao entre sistemas de coordenadas resulta na mesma velocidade
sobre varidveis diferentes. O quadro esta completo ao observar que a velocidade
é variavel da gravitacao, e sua derivada resulta na equacao geodésica.

at = Jt o™ (2.106)

Pretende-se estabelecer que a transformacgao covariante entre coordenadas
J# . asua inversa e respectivas derivadas, satisfazem a algebra da transformacao:

d d
JE o™ = —(JE)yo™ + JH —(yo™ 2.107
™ = (TA)q0" Tl (™) (2.107)
Isolando a™ na equacao, e sabendo que o primeiro termo da soma torna-se
nulo, entdo o sistema é reduzido a diferencial ordinéria d(yv™)/dr = 0.
A resolucao de uma transformacao J# para a equacgao pode ser dividida em
duas partes. Uma solugao candidata, nao trivial, é dada por:

d
J;TE(J#L) =0 (2.108)
O zero nao trivial implica ortogonalidade. Na segunda parte, a operagao
diferencial pela derivada covariante deve transigir as propriedades da transfor-
magao covariante J¥ encontrada entre os diferentes operandos. No caso da
resolugao, uma equagao concorrente é:

—(J™ v (2.109)



A derivada introduzida por Ricci e Levi-Civita [87] generaliza a nogéo de
derivada direcional, incluindo na definigao da operagao o simbolo de Christoffel.
O tratamento intrinseco satisfaz a geometria nao-euclidiana de Riemann, rece-
bendo a denominagao covariante pela propriedade do tensor derivado seguir a
mesma variancia do tensor primitivo na transformagao de variaveis.

O operador é definido pela relagdo com a variagdo dos tensores da base.
Porém, a derivada covariante nao faz distingdo entre variagao intrinseca do es-
paco que é variagao exclusiva da métrica, e a variagao paramétrica, que ocorre
pela sua dependéncia funcional. Uma base fixa de tensores independentes varia
apenas pela métrica, enquanto uma base mével inclui também a variagao pelos
parametros que descrevem a mobilidade.

Os simbolos de Christoffel sao definidos como a derivada parcial do tensor
da base. A transformagao de coordenadas é contravariante & transformagao do
tensor da base. A variacdo de um vetor moével é dada por:

Oney =T ém + T (2.110)

A derivada parcial do tensor da base 05¢é, torna-se o simbolo de Christoffel
acrescido do termo JJ§, correspondente & variacao paramétrica. Esse termo
extra permitira redefinir o operador diferencial.

A transformagao dos simbolos de Christoffel entre dois sistemas de coorde-

nadas.

= T (IRT T + JX0e(JS)) (2.111)

Uma consequéncia interessante da transformacao é que o simbolo Christoffel
torna-se covariante somente se:

J30u(J5)) =00y (2.112)

A equacao é trivial para transformacao entre duas bases fixas. Entre uma
base fixa e outra movel, a transformacao ortonormal produz o mesmo resultado.

Recordando que a mudancga de coordenadas nao possui significado fisico, é
esperado que a transformagao incorra no rearranjo dos indices, correspondente
a mudanga de base. O termo extra em 0)é, permite separar a variacdo paramé-
trica da variacdo intrinseca na defini¢do da operacao de derivacao. A condicao de
covaridncia da transformacéao entre coordenadas esta ligada & ortonormalidade.

3 Cartesiano

A realizacdo da covaridncia, em sua forma primaéria, vem com a obtencao da
métrica cartesiana. Covariancia deve permitir que exista transformagao inverti-
vel entre sistemas de coordenadas. Como consequéncia, a transformagao revela
propriedade sobre a simetria da métrica que tera implicagao no entendimento
da torcao de curvatura.
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3.1 Resolugoes Preliminares

A conversao é uma realizagao algébrica: decomposicao e recomposicao pelas
propriedades da restauracao e balanceamento.

Considerando que ocorra conversao entre bases X = J&, o mesmo deve ocor-
rer entre as operagOes bilineares ¢(X,, %) = huw € 9(ém,én) = Guv- |?| E
interessante destacar que a associagao entre a operagao e o seu produto relaci-
ona tensorialmente a propriedade de comutagao e simetria.

A solucao parte da abstracao geral h,, = j;”jggmn, mas somente é possivel
conhecendo-se as propriedades da métrica e da transformagao, o que é melhor
ilustrado pela peculiaridade do caso particular.

A simplificagdo da expressao é sempre proveitosa e, nao havendo transfor-
magao na componente temporal, é possivel restringir a demonstragao & anélise
dos indices espaciais. Com isso, a expansao da expressao geral para os termos
espaciais:

hyw =y Ty g0+ T Gas + T T g3 (3.1)
+ Il + TSI gn
+ I G + 3T s
+ I dygs1 + JL T Gis

Identificando a métrica cartesiana hy,, e a esférica por g,, cabe ressaltar
que a mudanca entre sistema de coordenadas funciona nos dois sentidos, e a
expressao da transformacao inversa pode ser expressa pela pela mudanga da
convencgao. Na resolugao, a existéncia de um termo nao nulo em um sistema
mantém correspondéncia aos respectivos no outro, enquanto os valores nulos sao
ambiguos, pois um valor nulo em um dos sistemas pode ocorrer pela nulidade
dos termos no outro, ou no cancelamento de opostos. A tultima proposi¢ao é
interessante, a existéncia de elementos em oposigao ocorreria se a comutagao
de indices resultasse em antissimetria, mas se assim o fosse, a propriedade nao
se aplicaria a todos os elementos. A provocagdo motiva a exposicao. O que
se segue ao conflito com a algebra é que a preferéncia pela forma analitica da
geometria incorre em pressupor a forma algébrica; e ao presumir uma condigao,
especifica-se implicitamente uma restrigao.

Convencionalmente, tem-se que Gmn — Gnm = f)mn, métrica da conexao Levi-
Civita, entretanto, covariancia é mais geral e independente que conexao. Ao
adotar a restrigdo, estamos implicitamente introduzindo, pela preferéncia de
uma defini¢ao de espaco, uma propriedade que pode nao ser consistente com a
algebra.

Para nao recair na arbitrariedade da preferéncia do espaco, é interessante
observar que, se estiver na métrica esférica, a solucdo tem propriedade de ser
indiferente & simetria dos componentes de indices distintos:

2280bre a convencido de notacio: o interesse estd em destacar o contraste entre os sistemas
de coordenadas. Adota-se indices em letras do alfabeto grego para o sistema cartesiano g,
e romano para esféricos gmn. No indice numérico, e.g. gi11 € 11, bem como na mesclagem
de indices, e.g. JNL” JF,, a presenga ou auséncia do diacritico remete ao emprego em relagio a
base esférica ou cartesiana.
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Naturalmente, apenas uma forma é vélida, mas é interessante observar que
a métrica esférica é indenpendete da simetria dos termos da métrica de indices
distintos m # n = gmn = Omn. Ao ponderar que a transformacao inversa
recaira na mesma questao, mas com componentes espaciais cartesianas na forma
w#v = hy, # 04, o resultado terd a forma:

pF#v = huy +hyy =043 (3.3)

Pela generalidade da resolucao cartesiana, faz-se a contingéncia de que a
expressao nao seja trivialmente nula, portanto, diferente do que ocorre no caso
esférico.

A condigao de antissimetria é estrita aos termos em que p # v, deixando os
termos p = v com a simetria originaria. O tensor cartesiano nao possui pro-
priedade simétrica total, mas ainda assim é definido por partes fixas e consis-
tentemente identificaveis. Uma designagao apropriada possui uma “assinatura’
simétrica caracteristica, que para o propoésito do texto se denominara ambissi-
métrica.

Tal situagao é tratavel pela definicdo de propriedades adequadas, mas abre
um precedente sobre a simetria do tensor.

Enquanto a métrica esférica é estritamente simétrica, a métrica cartesiana,
obtida por transformagao covariante, nao é nem exclusivamente simétrica, nem
exclusivamente antissimétrica. Apesar de incomum, é aceitavel que a métrica
esférica, pelo posto por , tenha a mesma simetria da métrica cartesiana.
Porém, o que é mais razoavel é que a transformagao covariante mude a propri-
edade simétrica do tensor. Entretanto, transformagao nao tem a propriedade
operativa de alterar a “assinatura” da simetria.

A situacao de impasse é resolvida no refinamento algébrico iniciado ao pres-
supor a operacao de conversao bilinear da base. A condicao paraconsistente adia
a sintese até que a resolugao elimine ambiguidades para entao achar a condigao
de conformidade, reformulando alguma das premissas.

Prosseguindo a demonstragao, a substituigao dos valores conhecidos da mé-
trica esférica normalizada, dado por (2.42a) até (2.42€), e as definigoes de J#
em podem ser, pela associatividade pretendida, agrupadas de acordo com
a similaridade dos indices.

Para (1 = v), a associagdo entre os indice similares revela que:

B =JET G104 J2T2Gos + T2 T2 Gss (3.4)
+ JpTi(datG21)
+ TR T2 Qo +G52)
+ I (GAG13)

Ponderando pela similaridade que a expressao possui nos dois sentidos de
conversao, nos termos agrupados pela associativa, o cancelamento é circunstan-
cial em esféricas, pela trivialidade dos valores definidos em (2.42¢€)), enquanto
que em cartesianas advém de propriedade estrutural.

Seguido com as substitui¢oes particulares desse primeiro caso, e tomando o
primeiro indice espacial, com B = 1 + u/(c*r), tem-se:

41



hiy =JiJt g1 + Jidiges + T3 T} G3s (3.5)

6" hi1 =(sinf cos p)? B + (cosf cos p)? + (— sin p)?
=(sin @ cos )*(B — 1) + (sinf cos ¢)? + (cos f cos p)* + (— sin p)?
=(@-p)(z-p)(B-1)+1

Procedendo da mesma forma para as outras componente métricas de indices
iguais, as expressoes resultantes da transformagao sdo resumidas em:

S hiy =(z-p)(x-p)(B—-1)+1 (3.6a)
0%hoy =(y - p)(y - p)(B — 1) +1 (3.6b)
6333z =(z-p)(z-p)(B—1)+1 (3.6¢)

Para indices distintos (u # v), os termos associativos produzem outro equa-
cionamento. As defini¢Ges para a métrica esférica sdo nulas, entretanto o mesmo
nao deve acontecer com a métrica cartesiana. E interessante destacar que na
transformagao inversa de , embora h,, # 0, a antissimetria anula-se na
contragao de indices quando associativos em uma soma pela oposicao do sinal.
O contraste estd em nao ser possivel replicar o mesmo procedimento na nova
situagao que se forma em:

by =d )TN G11 + 2 TG0 + T3 T3 G3s (3.7)
+ (Judy = TR g
+ (T = T3 T2 ges
+ (jijyl - jﬁjg)gzn

Para ser condizente com as defini¢oes sistémicas h, +hy,, = 0, quando p #
v, duas questoes emergem: uma relacionada com a expressao de transformagao
direta; e outra pela consideracdo da reversa. A transformacdo direta precisa
produzir uma métrica antissimétrica a partir de outra simétrica; a expressao
inversa deve eliminar os termos antissimétricos.

No caso da transformagao direta por , da métrica simétrica para a
ambissimétrica, é possivel resolver apenas metade das componentes com as de-
finigbes dadas até aqui. A situacio torna-se paraconsistente, pode-se estimar
os antissimétricos exatamente por causa dessa propriedade. Nas expressoes
provisoérias, o proprio resultado da transformagao sugere como a antissimetria
é estabelecida operativamente, ou seja, uma forma consistente de expressar a
antissimetria, o que sera apresentado adiante pela identidade de Binet-Cauchy.

No caso da expressao reversa de , nao ocorrem os cancelamentos en-
tre os termos antissimétricos, como destacados anteriormente em . Das

substitui¢oes pela métrica esférica normalizada (2.42a]) até (2.42¢|), chega-se a:
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ehia =(z - p)(y - p)(B—1) (3.8a)
+ 162%|(cos 0) Gaz + €| (— sin 0)Fa:

% has =(y - p)(z - p)(B — 1) (3.8b)
+ [e'2|(— sin )12 + |€%3|(sin 6 cos ¢)Goz + |3 |(cos 6 cos ¢)Gs1
¥ sy =(= - ) (B~ 1) (3.50)

+ 1e™|(cos @) g12 + |€%3|(sin O sin )Gz + €2 |(cos O sin ) §s1

A organizagdo em arranjo matricial revela que seguem o padrao sistémico
dos indices. A substituigao revela, fora da trivialidade, tensores ortogonais.

sinflcosp cosfcosp —sing]| [|e23|g23
sinfsiny cosfsinp cosp €331 | = Omn (3.9)
cos 6 —sinf 0 |e12|G12

A coincidéncia com ([2.12)) decorre das propriedades. |§| Para a conversao de
esférico-cartesiana, o sistema é homogéneo:

S IR Tm Jn n Fmy ~
j;:n j;:z Imn = (‘]u Jl/ - JM Jy )gmn = O,uy (310)

O sistema linear homogéneo é acidental na transformacao de esféricas para
cartesianas. A forma geral é:

m n I
g | Gmn =l — I3 TS Gk (3.11)

O que é expandido em:

(313 = J3I3) (J3I3 = J3T3)  (Jads = J3ID] [1e1g25]  [1€%1(has — 3 T§dn)
(T = J3J5) (I3 T4 = Ty J0) (g T = JEI) | |0l | = 162 (han — 3T )
(JpJ3 = 2 d3) (I3 = JJ3) (I3 = Jpd3)] Uelaz)  [e((hz — T¥ 5 i)

(3.12)

Essa expressao sugere que a métrica em esféricas, ao que foi posto em (3.2 |),
teria a mesma simetria a cartesianas, nao fossem os termos nulos.

m=n = GJmn — Jnm = Omn (3.13a)

Entéo, poderia-se considerar a transformagao dos elementos de (3.13b|).

23Matriz ortogonal, aquela que é igual & prépria matriz dos cofatores. Lembrando que o
arranjo matricial de tensores é sempre um recurso de apresentagdo (notagdo), ndo garante
propriedades. Neste caso, a substituicdo da propriedade matricial é improépria, dado que
ignora a combinagdo dos indices tensoriais.
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(j;Tj;LNmn) + (j;lleNmn) = (N)u,u (3.14)

O que satisfaz:

A expressao em reverso, de cartesiano para esférico, segue a mesma equagao
, mas com a mudanga da convencao entre os simbolos.

Ao retomar as substituicoes indicadas em até , ao contrario do
que foi exposto no caso simétrico, no qual a covariancia dos indices foi assina-
lada pelos simbolos delta de Dirac nas expressoes antissimétricas, devido a sua
atuagao em indices distintos, utiliza-se o simbolo de Levi-Civita. Entretanto,
o simbolo é introduzido em moédulo, condizente com as operagoes contidas na
expressdao. A ideia de que o simbolo deve condizer com a operagao € sugestiva
em como expressar a antissimetria.

A conversao nao faz distingao de simetria, o que sera elaborado adiante,
entretanto, é possivel apresentar um elemento de cada par assimétrico da métrica
aplicando a identidade de Binet-Cauchy para os vetores da base.

(axb)-(ecxd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c). (3.16)

Assim, por substituigdo direta dos vetores unitarios, pode-se chegar a:

ryor (3.17)

A indicacao do determinante sugere uma representagao mais compacta. De-
notando (p - %)k = p,, |f| pode-se interpretar a identidade para a base como:

(P xX)-(§xp) =[P x Py (3.18)

Observando que ||% x ¥|| = 1, é simples constatar a igualdade entre os
produtos, entretanto o valor absoluto evita que a comutatividade da operagao
expresse o antissimétrico. Introduzir a alternancia de sinal por —|[p, x B,/
parece viavel, mas ignora a maneira propria que a operagao comuta.

Tanto a simetria quanto a comutatividade sao inesperadas na definicao ori-
ginal de jIT, pois concerne apenas a um operando em . O conflito em
obter os termos antissimétricos decorre do fato de que o tensor métrico é ope-
rado duplamente pela transformacao. O desenvolvimento, até entao, aponta que
uma resolugao parte da escolha da estrutura algébrica e resolve-se na mudanga
de representacao na operagao bilinear, considerando ainda que deve viabilizar a
transformagao covariante.

Até entao, nao foi enunciado um motivo intrinseco para que o bilinear possua
o0 comportamento ambissimétrico |§| , apenas as condigoes que se estabelecem

24Na projecdo, o vetor deixa de ser unitario, mas a preservacao do diacritico evita confuso
com a projegdo pelo vetor nao unitario.

25Considerando que a forma ambissimétrica em esférica é degenerada, do exposto em
e (|3.13b)
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por covariancia. E preciso explicitar o que fundamenta a necessidade de ambis-
simetria. O que sera visto adiante, a caracterizagao métrica que contribui para
o invariante vem de como os efeitos cineméticos seguem rotacao hiperbélica pela
conjugacao das curvaturas do espago e tempo, e as propriedades operativas que
produzem ambissimetria.

Enquanto a simplicidade da forma esférica proporciona resolugoes diretas, as
expressoes cartesianas revelam uma estrutura interessante na anélise do espago-
tempo. O que nao é aparente na forma esférica é como as dire¢oes se decompoem
na operacao bilinear.

Sendo assim, é produtivo obter uma representacao da métrica que atenda
as propriedades de simetria, a despeito da transformacao. A simetria dos ter-
mos nao-diagonais da métrica é resolvida ao substituir diretamente pela forma
vetorial:

BxR)-(FxP) = ppxp, (3.19)
A operagao vetorial resulta em um elemento direcional, alterando, com isso,
a concepgao da métrica. Ponderando que a métrica expressa a relacao entre
os tensores da base pela decomposi¢ao nos produtos escalar e vetorial, nao é
estranho admitir que a métrica contenha tanto elementos direcionais quanto
escalares. A forma direcional possui mais recursos de operagoes, 0o que sera
proveitoso em uma condicao tensorial mais geral que as operacoes elementares
de transformagao entre coordenadas.
A conversao fornece a forma geral da métrica. Provisoriamente, as compo-
nentes cartesianas sao:

h11 :ﬁl . ﬁl(B — 1) + 011 (320&)
hao :[32 . /32(3 — 1) + 029 (320b)
hss =ﬁ3 . [33(8 — 1) + d33 (3200)
hi2 =P X Ppo(B — 1) (3.204d)
has =P, x p3(B —1) (3.20e)
hs1 =p5 x p1(B —1) (3.20f)
ha1 =py X p1(B — 1) (3.20g)
h32 :[33 X ﬁQ(B — 1) (320h)
his =p; X ps(B —1) (3.201)

Uma condigao tensorial mais geral é proposta ao demonstrar que a forma
cartesiana satisfaz a rotacao hiperbolica, realizando, dessa forma, a equivaléncia
com a forma esférica.

A transformacao covariante é retomada na ocasido de outros tensores, com
interesse em particular na conexao.

3.2 Rotagao Hiperbdlica e Projegao Diedral

O espago-tempo, proposto por Minkowski[75] , em sua descri¢ao sobre a contra-
¢ao do espaco e a dilatagao do tempo por efeitos cineméticos, segue um modelo
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hiperbélico. Métrica normalizada generaliza essa proposta por uma dindmica
que, presente no espaco curvo, promove a continuidade variacional do invariante
de velocidade: rotagao hiperbolica.

Depreende-se desse modelo que a contragao do espago e dilatagao do tempo
sao ocorréncias conjugadas, sendo que as variacoes ocorrem na proporc¢ao in-
versa.

Apesar dos efeitos no espaco, a principal condigao é que a velocidade transforme-
se por rotagao segundo o invariante hiperboloide, e permanege nessa condigao
por transformagdes igualmente hiperbolicas. Assim, existindo aceleracdo, a va-
riagao da velocidade segue movimento hiperbolico[5], o que pode ser constatado
na comparacao por transformacio de Lorentz: ou pela mudanca para um refe-
rencial comovel, ou na adigao de velocidade[58] em um instantaneo.

O ponto critico da descricao é apontar que ha transformagoes hiperbolicas
na auséncia de curvatura hiperbélica, para evidenciar que concernem primaria-
mente & velocidade. Com isso, a métrica normalizada, igualmente, concerne &
velocidade.

O produto interno com assinatura hiperbélica [74] , elaboragao originada no
plano complexo proposto por Poincaré[84], é hiperbolica na assinatura, mas
plana na curvatura. Tensor métrico normalizado é antes o espago das rotagoes
hiperbolicas, do que o espago de curvatura hiperbdlica.

3.2.1 Projecao Ortogonal

Projecao concerne aos termos espaciais e é 1til na caracterizacao da direciona-
lidade, como também na decomposicao da base em operacoes, como em .

Operagao de projegao vetorial, em uma direcao P, e a operagao rejeigao
vetorial, em relagao & mesma dire¢ao, sao complementares.

% = Proj;(%X) + Rejz(%) (3.21)
Uma forma mais elaborada, pode-se dispor em arranjo matricial para a de-

composigao p2 + p% + p? = 1.

B paby pab
Pybe Dy Dyb-
Pzbs PPy P2

ﬁz + /ﬁ *ﬁzﬁu —Pzp= X
+ | =Pybe P2APE —iyps | |0 (3.22)
~pzpe  —peby  Pa+p3) [0

o O M
(==

E possivel abstrair na forma matricial:

I;j = [Projli; + [Rej]i; (3.23)

Entretanto, em um refinamento subsequente, pode-se querer compor por
operagoes vetoriais ordinarias, |§| obtendo-se o contraexemplo:

Py Py Py Py Py P
Py bu By By Py P
P Py P Py P P

Py + P *2,51 : ﬁ2y WZRE
_py . pz ﬁz + ﬁz _ﬁy : pz
=b. Py =P, Py Pt P

26 A intengéo é relacionar com as equagdes (3.20a) até (3.201).

(3.24%)

ISR
|

SR
Jr

S
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A estranheza esta no fato de que o produto escalar que realiza a projecao
escalar, E pode ser aplicado individualmente na projegao vetorial, no caso (p -
%X)p, mas as operagoes combinadas em um arranjo matricial @ nao formam uma
matriz de projegao.

Os termos fora da diagonal sao projegoes escalares, e é notavel que:

1=p; +p2 + P2 (3.25a)
0=p;- ﬁj = ﬁj " P (3.25b)

Embora seja viavel conferir & realizacao das operagoes ordinarias uma ex-
pressao matricial, e mesmo contando com a propriedade de complementaridade
entre as matrizes, sustentadas pela identidade , a disposicao matricial
nao se caracteriza como um operador de projegao, apesar da equivaléncia do
resultado especifico.

A operacao projecao deve ser idempotente, o que implica, abstratamente,
que as matrizes satisfazem, abstratamente, as propriedades:

P? =P P=—-R? PR=RP=R (3.26)

Ignorando-se, por enquanto, a relagao pretendida entre o produto escalar e
a matriz, pode-se definir um operador que realize as operagoes elementares para

composigao da projegdo em (3.22)).

(s ﬁj> = (3.27)
P, Xﬁj” (i # J);
(Pir Pj) >0 (3.28)

A operagao pode ser descrita como o produto das magnitudes dos vetores,
e a defini¢ao, um tanto incomum, pretende evidenciar a maneira como a comu-
tatividade da operagédo se relaciona & simetria (ou falta dela) quando agrupada
em arranjo matricial.

Os termos assimétricos seguem a identidade Binet-Cauchy da equagao
para a base definida para a métrica.

O operador é definido para operandos ortonormais. A mesma elaboragao da
base pode ser replicada para definicao das componentes vetoriais, observando-se
essa mesma condigao.

i, %)

pii =t . (3.29)

v

3.2.2 Minkowski

Transformacao de Lorentz promove, no movimento inercial em espago plano,
a rotagao hiperbélica entre as variaveis de dimensao temporal e a variavel de
dimensao espacial na diregao espacial da velocidade desenvolvida.

27E interessante mencionar a origem do produto vetorial no produto de quatérnions e pos-
terior reformulacdo por Gibbs|Ig]|
28Matriz de Gram expressa a independéncia linear.
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A métrica Minkowski ndo é dotada de curvatura, mas ainda assim, pela
representagao da assinatura, revela padrao de deformagao do espaco-tempo em
que ocorre dilatagao do tempo mediante contragao do espaco em virtude da
magnitude da velocidade.

O ponto critico é observar que as deformacoes ocorrem pela necessidade de
conformidade da velocidade com o rotacao hiperbdlica. Dito de outra forma, o
essencial é que a assinatura condicione o invariante hiperbélico da velocidade,
o colateral é o efeito do espago-tempo.

A complementaridade pela conjugagdo do espago-tempo na assinatura da
métrica resulta na forma invariante como a velocidade se modifica, o que é
demonstravel nas transformagoes de Lorentz.

A transformacao de Lorentz é dada pela expressao: |§|

n=r+ -
2 (i ) 50

A motivagao do rearranjo ¢ relacionar com a identidade de projegao e rejeigao
I# = P¥ + RE. A defini¢ao de P* estende a expressao em (3.29)) para abranger
a componente temporal, e a expressao de rejeicao R é deduzida da identidade.

P :L/;f» (3.31)
RV =I* — PH (3.32)

A decomposicao nas operacoes em projecao e rejeicao evidencia a direciona-
lidade espacial da deformacéao pelo fator de Lorentz.

A =y P! + R} (3.33)

Embora exposto, o alinhamento direcional da deformagao nao deixa explicito
como a diregao projetada participa em rotagao hiperbdlica, e o fator ~ aplica-se
de forma indiscriminada por toda projecéo.

A decomposigao m da transformagao de Lorentz A; na rotagao hiperbolica
‘Hj, por rotagao ordinéria da direcao toma a forma: |E|

AL =RiIHRS (3.34)
A rotacao circular equivale & mudanga de sistema de coordenadas, e a de-

composi¢ao em projecao pode ser alinhada para obter rejeigao nula.
A rotacao hiperbolica na transformagao de Lorentz é dada por:

29Tomando a definigdo de Kopeikin-Efroimsky-Kaplan [58] e reagrupando o termo temporal
com os termos espaciais e mistos das egs. (2.82a) a (2.82d) em uma tnica expressdo matricial.

30 A mesma expressdo ¢ feita por rotagio em [66], eq. (13)

31Rotacionado de forma que ﬁ;R;'Rﬁ = 0;
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(A+1/4)/2 —(A-1/4)/2 0
2 |4 _01/A)/2 (A+ 1O/A)/2 (1) (3.35)
0

0 0

— o O O

Fazendo A = e“, chega-se as fungbes trigonométricas hiperbolicas, conven-
cionalmente consideradas em substitui¢oes v, = cosh a e 7,3, = sinh a.

Na composicao das componentes, as expressoes na variavel A permitem evi-
denciar o nucleo da transformagao H, denominado hiperbélica canénica, [°%| pelo
rearranjo entre os eixos espacial e temporal:

Hy = 10, 1 11

cos(r/4) sin(rn/4) 0 O] [A 0 0 O] [cos(n/4) —sin(r/4) 0 O

» _ |—sin(r/4) cos(w/4) 0 0 |0 1/A 0 O] [sin(w/4) cos(r/4) 0 O
He = 0 0 1 0,0 0 1 0 0 0 10 (336)

0 0 0 1 {0 0 0 1 0 0 01

A rotagao hiperbdlica canonica é assemelhada a forma esférica da métrica
normalizada, com B = 1/A. |§|

Entretanto, além da assinatura, verifica-se o intercAmbio entre os eixos tem-
poral e espacial, o que torna a transformacao hiperbolica canonica conceitual-
mente distinta: existem duas maneiras pelas quais a rotacao hiperbélica influ-
encia o resultado da operacao.

Na transformacao de Lorentz, a rotagao hiperbélica ocorre de modo que a
grandeza sob o indice espacial nunca seja maior (em modulo) que a grandeza
sob indice temporal.

Na rotagao hiperbélica pela métrica, a dilatacao que ocorre sobre a dimensao
temporal se realiza como contrapartida na contracao que ocorre na dimensao
espacial (e vice-versa).

Os resultados dessa secao sao cardinais no entendimento conceitual da mé-
trica normalizada, o que serd desenvolvido no restante do texto. O primeiro
passo consiste em conciliar a transformacgao covariante entre os sistemas de co-
ordenadas.

Transformagoes de Lorentz concernem mudangas por efeitos cinematicos dos
elementos contravariantes da velocidade, enquanto as transformacoes pela mé-
trica sao relacionadas ao comportamento da base covariante. O mesmo conceito
de rotacao hiperbolica é aplicavel & métrica, entretanto pela mudanga da forma
hiperbolica e aplicacao covariante. A forma de projecao passa a ser:

Gij ZBPZ'J‘ + Rij (337)

O processo apresenta rotagao hiperbdlica como a condicao geral que se faz
necessaria para representar a variagdo do tensor velocidade. O resultado inde-
pende da escolha de sistema de coordenadas, uma vez que a parte indesejada é
eliminada nas transformacgoes por rotagao circular.

32 A denominagio ¢é especifica desse texto.

33 Rotagao hiperbélica na forma canénica destaca duas “curvaturas” uma temporal e outra
espacial. Entretanto, o mesmo efeito é possivel por causas diferentes: enquanto para trans-
formacao de Lorentz, A = e® é um termo exato no espago plano, para a métrica, gopo = €% é
apenas uma “boa aproximagao em campo fraco” se for considerado a forma correta.
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Anteriormente, na sec. [3.I] mudanca de sistema de coordenadas impasse
pelo embarago causado pelas propriedades de simetria nao expressa pela trans-
formacao. Mudangas entre sistemas de coordenadas consistem em decomposigao
em um sistema e recomposi¢ao em outro, em que as bases sao relacionadas por
rotagao circular.

ém = Ry (m/2) - Ry(7/2 = 0) - Ro(—p) - Ry (3.38)

A decomposicao em Projecao e Rejeigao é autoconsistente nas definigoes das
propriedades. A exigéncia feita é uma defini¢do de operacédo bilinear condizente.

A se¢@o seguinte, a definigdo de um novo operador bilinear, condizente com
a decomposicdo em projecao e rejeicdo, encontra a forma cartesiana do ten-
sor métrico normalizado, que, pela natureza autoconsistente da decomposigao,
torna-se a expressao definitiva.

3.2.3 Projecao Diedral

A projecéo ortogonal em é definida pelo produto (3.27]) com propriedade
comutativa, obtendo, com isso, a propriedade simétrica dos termos, relevante
na demonstracao da transformacao de Lorentz.

A definigao similar para uma projegao com antissimetria dos termos de indi-
ces distintos serviria as propriedades simétricas do tensor normalizado cartesi-
ano, (3.20a) até (3.20i1). O impasse de uma projegdo com esta propriedade esté
em obter a idempoténcia.

A insuficiéncia esta na limitagao da algebra, o que é resolvido na mudanga na
definigao do produto elementar. Denomina-se a nova definicao projegao diedral
|§| para base de operandos ortogonais. |§|

Pi * Pj (i =17);
(i ﬁg> = (3.39)
G ex - 08pa -0y, (i#j, G €D).

A operagao é definida em pegas. Na primeira, a comutatividade produz es-
calar em simetria, enquanto na segunda a anticomutatividade produz assimetria
e um vetor orientado.

A operacao pode ser descrita como o produto misto, resultando tanto em
escalares quanto em vetores.

Relaciona-se com a identidade Binet-Cauchy aplicada & base ortogonal em
(13.18).

(0, 87) = |ex’ j¢" (0, &) (3.40)

Generalidades sobre Projecao e Rejeicao na manipulagao de indi-
ces, produtiva em expressoes tensoriais.

34Na ortogonal, a projegao linear é sintetizada no alinhamento pelo eixo com (P [)]-) > 0.
Na diedral, projecao é orientada e decomposta tridimensionalmente entre o eixo e as diregoes
de intersecgao em planos diedrais.

35 Os ntmeros G* sdo unidades imaginarias, que satisfazem a algebra anticomutativa do
diedral, um complemento de orientagao. Ver: ({4.2)
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Rij’Uj :Iij’l}j - Pij’Uj (341)

Para tensores da base:
(Eimkﬁékj)ﬁgﬁm :(&J(smé)ﬂgﬁm - ((5/57”])’&,[&”1 (342)
A identidade ((Sijéme)ﬁgﬁm = J;;, para um vetor unitario, é sobre combi-
nagoes possiveis pela decomposi¢ao sobre uma base, (5ié5mj)ﬁg1lm e 0S com-
plementares sao representaveis por combinagoes linearmente independentes da

base) (amksekj)ﬂgﬂm.

ux (uxv)=[u; u,v] (3.43)

Abstratamente, a covaridncia permite definir a rejeicao para uma variedade
de indices. Para rejeicao:

(Ezmkumsk@ u')a’ (3.44a)
RlaZ (slmkumekg] Ha; (3.44b)
R,Ja z(szmkume kiU ug)a’ (3.44c¢)
R” (2 LU 5/”1/)% (3.444)

3.2.4 Tensor Métrico Diedral

A métrica normalizada esférica é constituida de duas curvaturas principais que
caracterizam rotacao hiperbodlica: a dilatagao espacial é conjugada & contragao
de uma diregao espacial.

Por covariancia, a escolha do sistema de coordenadas nao possui significado
fisico, e 0 mesmo processo deve ser apresentado em coordenadas cartesianas.

A decomposicao da métrica em termos das operagoes de projegao e rejeigao
destaca a diregao espacial que participa da rotagao espacial, contanto que esteja
condizente com as simetrias da métrica.

9w =BP,, + R, (1 0,v%0) (3.45)

A projecao diedral permite que se obtenha a simetria necessaria para coor-
denadas cartesianas, em que se perde a validade também para esféricas.

~Iuv :B<ﬁuv py)+ (5/w — Py, ﬁj>) (n#0,v#0) (3.46)

Seguindo essa defini¢do, a expansdo das componentes espaciais resulta em:
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Pebe —k|pyx P, F]D. % Bl
—Guv = B k~|ﬁm X ﬁy| B ﬁy . ﬁy —1 |ﬁz X ﬁy| (347)
_J |ﬁx X ﬁz' ”’|pAy X ﬁz' ﬁz : ﬁz
+ __dklﬁwxﬁy‘ 1~_ﬁy'ﬁy 1’|ﬁzxﬁy|
J|ﬁxxﬁz| _/L‘ﬁyxﬁz| 1_ﬁzﬁz
(1 # 050 #0)

Contorna a situacao apresentada anteriormente. Em recapitulagdo do de-
senvolvimento da solucao proposta na sec. [3.1], a abstracao geral dada por
Juv = j;;“jﬂgmn, mostrou-se incompleta diante da especificidade das propri-
edades propostas. A antissimetria e a anticomutatividade sdo inesperadas na
definicao original da transformacao jl’;” em por contemplar apenas um
operando.

Condizente com a necessidade de transformacéo, a redefini¢do da base fixa
e da transformacgao entre sistemas de coordenadas resulta em:

t 1 0 0 0 £

1}5{ _ 0 ?sin@cosgo ?cos@cosgo —A%sincp [:) (3.48)
7y 0 gsinfsinp jcosfsing jcosep 0 '
kz 0 kcos6 —ksind 0 @

A transformagio é denotada por tipografia distinta para indicar a presenga
de imaginarios, sendo %X, = jl’fén a transformacao da base e g, = jf‘jﬁ”g}nm
a da métrica.

Interessante destacar que o padrao de deformagao espago-tempo é similar ao
proposto na invariancia hiperbolica da velocidade de Minkowski, |f| exceto que
a causa cinética torna-se métrica.

A transformagdo J, pode ser decomposta em uma série de rotagoes m 0 que
torna g, = jﬁjﬁ”gnm similar & equagao .

Minkowski discute apenas o espago plano, e a principal condigao, por se
fundamentar em um invariante, esta na velocidade. No interesse em como a
velocidade relaciona-se a métrica, é oportuno destacar a seguinte proposicao: a
tendéncia de ser hiperbélico esta na assinatura da métrica, e a motivagao esta
no invariante de velocidade. A rotacdo hiperbolica para velocidade independe
do espago ser curvo, e torna a velocidade o denominador comum em ambas as
situagoes cinética e métrica.

As similaridades entre as transformacoes sao evidenciadas na formulagao
de generalidades do grupo. Na rotagao hiperbdlica entre o espago e tempo, o
tensor métrico regular possui duas curvaturas; nisso se assemelha ao niicleo da
transformacao de Lorentz, grupo reconhecido por Poincaré. [84]

36 A invariancia da velocidade ocorre pela rotacao hiperbolica entre dimensdo temporal e
uma diregao espacial.

37Ver equacio ([3.38).
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Um grupo mais abrangente sobre matrizes nao singulares do tipo:
19/ det(T7AY) 0
07 ~T A
det(T) = 1; det(A) #0

HiGT =, (3.49)

Ilustrado na rotacdo Lorentz, obtida fazendo T? = (P,g + Rfc) e AF = IF,
definidos nas variaveis v = cosh e v = sinh
Para P/ = (4;,4’), definido por projecdo ortogonal, tem-se:

cosh —sinh 0
sinh  cosh 0
0 0 I

det(P + R) 0

0 (P+R) (3.50)
A operagao que envolve rotagao hiperbolica, entendendo que II a rotagao

espacial para entre tempo e a primeira-espacial como na equagao ([3.36)).

e* 0 0
H=1]0 e 0
H 0 0o I (3.51)

=107 (n/4) - F - (e /4)
Rotagao na forma bilinear dos imaginarios ocorre na escolha para P diedral

3.3 Variavel de Transformacao

Na interpretagao da rotagao, segundo o modelo hiperboloide de Minkowski, o
principal condicionante, por se fundamentar em um invariante, esta na veloci-
dade. A ambivaléncia em que operador bilinear da velocidade serve de métrica
para o espago gera um conflito na variavel de interesse da transformacao.

A variavel de interesse das transformagoes ortonormais, condizente com a
operagao da métrica normalizada, é a velocidade.

A “compatibilidade” entre transformagoes por matrizes jacobianas@e trans-
formacgOes por matrizes ortonormais existe nas equagoes do movimento, pelo
vinculo diferencial entre as variaveis. Entretanto, cabe advertir que a diferenca
entre estudo cinemético e geométrico acaba por nao configurar simples preferén-
cias de escolha. Geometria promove definicoes com consequéncias holondémicas
quando se passa para dindmica.

A distingdo ténue ocorre na passagem de cinemaética para dinimica e estéa
na adogao do invariante de velocidade. A cinematica estuda as consequéncias
do movimento, independentemente das forgas que o colocam em movimento,
e a restricado de velocidade nao se caracteriza como holondmia. A dindmica é

38 A compatibilidade est4 em ser possivel escrever boa parte das equacdes independentemente
da forma de transformacao.

Convencionalmente, as matrizes jacobinas na geometria diferencial sao definidas para as
variaveis coordenadas.
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explicitada na rotacao hiperboélica decorrente do invariante de velocidade, que
permanece hiperboélico somente por transformagoes igualmente hiperbolicas.

Acentua distingao a proposicao de que a geometria se utiliza do sistema
coordenado como método para especificar uma posi¢ao pontual, enquanto na
cinematica proposta para o espago-tempo, antes de localizar o ponto, é preciso
especificar a existéncia fisica de como o mesmo é alcangado. Velocidade é uma
variavel independente de posigao, e a inversao de concepcao ocorre ao definir
um sistema de coordenadas que se adequa & descrigao do movimento, enquanto
que, ao se abster das coordenadas generalizadas, pretende-se uma descrigao do
espago ontologico com maiores possibilidades fisicas. |§|

Transformagoes ortonormais sao mais apropriadas as transformacoes de velo-
cidades e tornam apropriada para o trato da rotagao hiperboélica. Em oposigao,
as transformagoes jacobianas que, por serem definidas segundo a geometria do
espago, necessitam que a holonomia seja introduzida antes. A meétrica opera
sobre a velocidade; o tensor métrico normalizado é antes o espaco das rotagoes
hiperbélicas do que o espago geométrico de curvatura hiperboélica.

Apesar de a normalidade da métrica ser conceitualmente discrepante nas
transformagoes das variaveis coordenadas, as transformagoes normalizadas nao
sao de todo incopamtiveis com o uso coordenado.

A defini¢do pela velocidade ndo muda o interesse em acompanhar como as
variagoes sao projetadas no espaco. Outra peculiaridade precisa ser esclarecida.

A mudanga de variavel na operagao diferencial, 0, = j; 0Js, opera pela trans-
formacao originalmente desenvolvida em 7 enquanto X, = j;"én pela de-
finicao reformulada em . A razao para a duplicidade estd na relagao com
a operagao bilinear, que se remete a base do espago tensorial da velocidade,
enquanto a taxa de variagao se faz pelo espago tensorial das componentes coor-
denadas de posigao.

A transformacao da derivada do tensor métrico torna-se:

DG = T304 (T3 unn ) (3.52)

Na base covariante, os imaginarios sinalizam a diregao fixa, sao propriedades
da base e nao se transformam. Por sua vez, as componentes contravariantes
sinalizam a modulagao e transformam-se ordinariamente.

Os fatores imaginarios sao pertinentes as transformacgoes entre componentes
espaciais, assim JO = joo, entretanto, é conveniente que a expressao tenha um
formato geral:

Doguw =T 01 (T0T500) + T 01 (T Tkan)
=Ja T T5 Ordoo + j;j;j,,l 01911 (3.53)

A antissimetria requer atencao aos indices. No caso da derivada da trans-
formacao da derivada da base, também ocorre assimetria pela duplicidade de

39 Realizacdo de um espaco fisico que nao seja autodeterminado; a continuidade existencial
nao se confunde com descontinuidades geométricas, o que incompatibilizaria descontinuidades
quanticas ou limitacao a sua expansao.
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transformacoes.
0% =0,(T,"8m) = T (J20nm) + (00T
=T} T s + (0,778, (3.54)

O mesmo ocorre nos simbolos de Christoffel. Torna-se interessante conven-
cionar qual indice remete & varidvel de derivacao.

I7,.%Xe =) T TS rnXe + (00.T,) TS %o (3.55)

Um ultimo toépico abrangendo o jacobiano é sobre deslocamentos diferen-
ciais. Um primeiro esclarecimento é que, no interesse de caminho geodésico,
somente ha interesse nos deslocamentos por principios variacionais, ou seja, ca-
minhos conservativos. Concerne a tese do desenvolvimento do texto a exposigao
de como o caminho minimo é resultado de curvatura, e o desvio do caminho
dissipativo é, por consequéncia, nao-conservativo. Nesse enquadramento, nao se
contabiliza ganho ou perda de potencial: ou se segue a curvatura, ou torna-se
dissipativo. Nesse contexto, o deslocamento diferencial nao é proveitoso, o que
também é condizente com o relacionamento feito da métrica com a curvatura
do movimento.

Em uma trajetoria geodésica, o deslocamento diferencial possui homogenei-
dade dimensional.

_9Y v dy o
dy =—-dp+ 90 rdf + P Ody (3.56a)
pdf =p i de+p dy+p i dz (3.56b)
oz " Jy Y 0z '

Medido pelo movimento, formas diferenciais de ordem superior possuem es-
pecificidade conceitual e, embora a transformagao siga o mesmo padrao, nao sao
abordadas. [©]

Por fim, o fator espacial ,., apresentado na equacao (2.80), torna-se o de-
terminante da parte espacial, v, = — det(g;;)

det(guy) = goo det(gi;) = —1 (3.57)

3.4 Christoffel

Simbolos de Christoffel,[T9]em analise tensorial, representam os componentes da
variacgao intrinseca da base. Na proposigao de rotagao hiperbdlica, os simbolos
sao relacionados ao movimento induzido, vistos em , tanto na produgao
de atracao quanto na preservagao do invariante de velocidade.

As propriedades dos simbolos, definicao pela métrica, sua compatibilidade
com a derivada direcional e caracterizagoes da holonomia serao vistas adiante,

40Na perspectiva de que sdo espacos que possam ser cobertos pelo movimento de um corpo,
area e volume sao uma ocorréncia idealizada mesmo em uma métrica estacionaria. Nesse
sentido, também, a métrica somente faz sentido em uma relacdo diddica para nao recair no
espago absoluto ao confrontar com eventos de simultaneidade.
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na segao sobre conexao e transporte paralelo. Seguindo a proposta de conversao
cartesiana, a seg@o apresenta transformagao entre os sistemas de coordenadas
cartesiano-esférico da métrica normalizada e encerra ponderando sobre a defi-
nigao intrinseca do simbolo e sua caracterizagao no movimento.

Conhecidas as expressoes para os simbolos em coordenadas esféricas de
([2-434) até (2.43d), e a transformagao (3.48), a conversdo é por substituigio
na expressao:

o __ 70 Fm Jnfs o 7L
F[Ll/ _js jp. Jurmn + kl][ \-7/,L1/
=TT IS, + T (JLTL,) (3.58)

A enumeracgao de todos os indices é laboriosa e nem todos os indices sao
produtivos de valores nao-nulos. Uma forma mais conveniente é aproveitar a
existéncia desses termos nulos para promover a eliminagao por indices.

Em esféricas, os simbolos de Christoffel para métrica normalizada podem ser
agrupados nos seguintes arranjos:

- . m2 {2
20 5 To 00 1 o0 0 00 Fonn = O
r,.,=|F 000 r,,=|0Tmno00 (3.59)
0 000 0 000 F8 g3
0 000 0 000 mn = 07y

Em reverso, é preciso saber quantos e quais sao os cartesianos. Para isso,
é preciso considerar a conversao inversa: a resolucao de esféricas a partir de
cartesianas.

03, = JETEIT, + T3 T (3.60)

A substituicao dos esféricos vincula os indices de transformacgao. Assim, os
indices produtivos sao relacionados nas equagoes:

L9, =J2T8 T 15, + TN Tg 9y =T2T1 T8, + Tx Ty
Too =T2 T TET0, + T T Tl =7} 1T, + TL I

Assim como ocorre com os simbolos, nem todos os indices de transformacoes
sdo produtivos, e ha ainda consideracoes sobre a derivagao da transformacao.
Perceba que, conceitualmente, a transformacao varia no tempo J3, = 9o J,) = 0
e nio tem dependéncia da variavel radial J\; = 017, = 0.

A eliminagdo dos termos é proveitosa no computo geral; entretanto, o mais
importante é destacar que, nessa conjuntura, os simbolos de Christoffel tornam-
se covariantes sob transformacio de coordenadas. [7]

Prosseguindo a eliminagao, o indice da dimensao temporal é produtivo da
eliminacao de termos. A conversao de cartesiana para esféricos pode ser relaci-
onada como:

41 Tensor ocasional.
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Y, =707019, (3.61a)
f?o :jaljfjg Zo (3.61b)
TSy =TLT0 I, (3.61c)
Ly =T, I T, (3.61d)

Pela “covariancia” adquirida pelos sfmbolos, o0 mesmo deve ocorrer, em in-
verso, para Cartesianas.

FZI/ :jogj;?j;f‘gl + %U(Jgj;fq) FZV :jéjj;}jgf(l)o + %U(Jgj;fq)
L =T0 00000 + T8 (T2 Thg) T =I0 Tyl + T (T1T5,)
Dessa vez, a derivada da transformacgao em j;j/fy ¢é feita nas variaveis

cartesianas, com a transformacdo nos termos de (2.30). E possivel mudar a
varidvel de derivacdo para esféricas J;7 (J2J, ;fq)
Prosseguindo com a substitui¢cao de indices:

Loy =00 JoToy + T3 (JTog)  Tho =5 T JoTh0 + T (J§ Ty
T8 =J7 J5JoT g0 + «%U(Jgj(fq) v, :jlojuljz}fh + j[(]f}jﬁq)
Tal qual acontece nas expressoes para esféricas, ocorre eliminacdo pela de-

rivada da transformacao. Nesse caso, as componentes da dimensao de indice
temporal da transformagao sao constantes.

00, =T Jo ;T (v #0) (3.62a)
I =30T: 1010 (1 #0) (3.62b)

S0 =7 T3 J3T50 (o #0) (3.62¢)
19, =7 I + I (ILT!) (0 #0,u# 0,0 #0) (3.62d)

Na ultima equacao, nem todos os termos que envolvem derivada da trans-
formacgao sao manifestamente nulos. Pela covaridncia adquirida, é esperada a
nulidade de todos os termos, e o caso restante deve ser demonstravel.

Primeiro: a equivaléncia J; 7, /fy = 07, para a escolha dos indices relevantes
na conversao. As transformacoes sao ortogonais, transformagao transposta é
igual & inversa, Jf,jé” = IZ,, e a derivada é sempre nula, indiferente se sao
dependentes ou independentes da variavel de derivacao, assim 9, (.J ﬁ, J)) = Oz,u.

. . 7l iz
Aplicando a regra do produto para derivada, temos duas parcelas, (9,7, “/)._75 e

a contraparte jlf, (0, T}"), que, se nao forem trivialmente nulas, sdo “simétricas”,
e, sendo os valores opostos, o interesse esta na diagonal. As colunas da matriz
ortogonal formam uma base ortonormal, e a diagonal das derivagoes em questao
é formada pelo produto do vetor ortogonal com a sua derivada, que corresponde
a uma rotagao de /2.
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Diante da transformacdo de coordenadas, os simbolos dse Christoffel sao
covariante: [

Fgu :jooj(?jifgl ( (

00 =0T 0T (u#0) (3.63b
00 :jlajoojgf(lm

vy, =J7 I T

N2

oc#0,u#0,v#£0) (3.63d

Algumas simplificagoes: na primeira equagao, ¢ direto pela definicao que
J3JS = 1; na segunda, o mesmo pode ser feito apos avaliar a equivaléncia
entre as transformagoes Jg = j(?; a terceira é similar a segunda, mas por
propriedade de inversdo. As simplificagdes na quarta equacdo sdo possiveis

ap0s a enumeracgao.

»Z?joojz} :ji J(?j;}jg :j;} jlgjoojg =J7 (3'64)

A organizagao dos simbolos, tal como feita em (3.59)), é instrutiva; é possivel
fazer a correspondéncia entre os simbolos:

0 TG 3G J3TG
7iT9 0 0 0
ro, = [l 3.65a
Qv ‘ZZle(lJO 0 0 0 ( )
JSIF?O 0 0 0
7T 0 0 0
| 0 Jlaqll{llljl ~71U~Z11'{21I:{1 jflel'{:ﬂjl (3.651:))
we 0 HWILATL TPT Ly Iy J5Th
0 JWI§IATYL JPTdLTh TP T8 J5Th
(o #0)

Uma classificagao para os arranjos matriciais:

1. Linha I'}, e coluna I‘go do tempo-espago sao contraparte temporal da
variagao pela rotagdo hiperbolica, sendo 'Y, a contragao temporal em
variagao da posicao, a variagao espacial com a passagem do tempo F?u)?

2. Elementos temporais de cada dire¢ao, simbolos na forma I'{,, sao contra-
parte espacial da rotagao hiperbolica;

3. Elementos espaciais I'j,, com (o # 0, u # 0,v # 0) sdo circulagio do movi-
mento entre as diversas componentes espaciais, por efeito da acomodagao
da rotagao hiperbdlica.

Repare que, ao contrario do tensor métrico esférico, os simbolos cartesianos
nao seguem a mesma simetria da métrica, sequer sao simétricos. A relevancia
dessa propriedade (ou auséncia) é vista adiante; por ora, a mudanga conceitual

42 Ver nota .
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evidenciada na transformacao cartesiana: rotagao hiperboélica, em vez de curva-
tura; ou, em outra nomenclatura, curvatura do movimento em vez de curvatura
do espago.

Em comum as duas concepgoes, os simbolos expressam a variagao intrin-
seca. Partindo-se dessa comunalidade, a normalidade da base introduz, por
consequéncia das especificidades das relacgoes sistémicas, condicionantes, pela
defini¢ao da operacgao bilinear e variavel de interesse da transformagao. A forma
cartesiana revela o que estava encoberto pela forma como a base mével suprime
a populagao de termos.

No estudo geométrico, o simbolo proposto por Bruno Christoffel [I9] é enten-
dido como variacao intrinseca da base em consequéncia de sua reorientagao no
espaco. No estudo do movimento, a base é definida pela velocidade e variagao
cinematica ocorre em razao do invariante hiperbélico.

O entendimento é condizente com a ideia: segue que o simbolo nao possui
uma expressao, apenas a definicao de variacao intrinseca por um simbolo que
expressa uma forma indireta de variavel de ligacdo no sistema. Além de a cova-
ridncia, ou falta dela, ndo possuir propriedade ou ser contingente nas que por-
ventura sugem, os simbolos sao por formulagao de condicionantes que aparecem
ao analisar a conformidade da covariancia em demonstracoes. Sem necessidade
de estabelecer uma definicao especifica, o simbolo devera condizer com aquilo
que se predica a respeito. Em consequéncia, o simbolo é uma expressao aberta,
e a falta de especificidade justifica as investigagdes sobre continuidade.

A caracterizagao que ocorre na derivada direcional covariante, conexao, satis-
faz a continuidade e é diferenciavel por todas as formulagoes que a diferenciagao
possa promover e evita situagoes de rupturas do deslocamento diferencial.

Os tensores de curvatura e torgao sao “expressoes de discriminantes anali-
ticos” que fatoram as condigoes de congruéncia na relacdo de segunda ordem
entre as variagoes das varidveis livres. O estudo holondémico desses tensores
condiciona a auséncia de descontinuidades a inexisténcia de tor¢ao, que em sua
definigao recai nos simbolos de Christoffel.

E oportuno recordar que, ao longo do desenvolvimento do texto, evitam-se
restricoes holonémicas. Primeiro, ao se abster de coordenadas generalizadas, E
depois nas defini¢oes dos tensores da base e, mais recentemente, nas transforma-
coes. Pretende-se uma descricao o mais genuina possivel do espago ontoldgico,
na perspectiva em que nao se introduzam pré-concepgoes, o que, de outra forma,
se reduziria a conformidade de concluir que o resultado seja aquilo que se pre-
sumiu.

A forma inadvertida que defini¢oes holondémicas condicionam deslocamentos
diferenciais ocorre implicitamente ao regular o movimento e conflita com invari-
ante hiperbolico. Em outra perspectiva, h& descontinuidade na torcao por haver
necessidade de holonomia. Nao se confunda geometria com mecéanica.

O compromisso de curvatura sem torcao provém da holonomia pela forma
que a formulagdo encontra para satisfazer a continuidade e consequente carac-
terizagdo do simbolo de Christoffel.

Na rotacao hiperbolica, a caracterizagao da variagao intrinseca do simbolo,
condizente com base cinemética, fundamenta-se no invariante de velocidade e
definigoes que decorrem. Nao ha de estranhar que sejam distintos, nao obstante
sejam intrinsecos.

43 Ver nota
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Para métrica normalizada, os simbolos podem ser mais elaborados de sua
forma sintética para uma forma analitica. Reduz-se a arbitrariedade que os
indices sugerem pela descaracterizagao direcional da diversidade de termos.

Espacialmente, cada dire¢ao assume um valor que totaliza em uma diregao
principal. Anélogo a encontrar um autotensor, para alguma direcdo ha de se
encontrar a magnitude resultante. Direcao principal coincide com a curvatura
espacial, diretrix, o que permite modular a magnitude.

A permutagao de indices como combinacao de diregbes toma efeito como
transformagao da diregao, rotagao ou modulagao da magnitude. Assim, é na-
tural recompor em operagoes que enumerem os arranjos de todas as operagoes
possiveis que a triade promove nos indices espaciais.

L8, =05 0unF = 8,0 @ — % 0et 0 FO (3.66)

O termo 6., F'® nao foge ao que a derivada do tensor da base é capaz de
operar, enquanto d;, delimita o resultado da operagao ao plano. O padrao nao
é desconhecido, e condizente com anteriores, expandido na identidade de Grass-
mann. Perceba que, por essa nova expressao, a intencao de combinagao de todas
as direcoes possiveis na decomposicao em operagoes espaciais, o confinamento
ao plano torna-se inevitavel por produto vetorial na circularidade inerente &
operacao.

O simbolo torna-se um operador ternéario confinado ao plano espacial defi-
nido pela diretrix e o espacial do tensor velocidade. A forma cartesiana admite
imaginéarios pelo emprego de diregoes fixas. Nao seria de se estranhar: a decom-
posicao em produto vetorial, diga-se de passagem, possui origem quaternionica.

Em sintese, o simbolo opera a indu¢ao do movimento pela velocidade: uma
parcela atrativa e outra refracao. Entretanto, ha anisotropia.

4 Conexao, Curvatura e Torgao

Curvatura e tor¢do sdo, em geometria, expressoes discriminantes correlatas da
conexao no interesse da continuidade do espago. Ainda que seja pertinente, no
movimento mecanico outras qualidades sao relevantes e, a0 mesmo tempo, con-
flitantes. O entendimento de um categorico distinto é necessério para manter a
coeréncia da formulagao ao atender principios variacionais e situagoes dissipati-
vas.

Em coordenadas esféricas, o tensor é exclusivamente simétrico, notorio pela
forma matricial apresentar apenas elementos na diagonal. Entrentanto, ao se
converter covariantemente em coordenadas cartesianas, o mesmo tensor apre-
senta elementos antissimétricos.

Com a antissimetria da métrica, pela defini¢do de curvatura, surge o “tensor
de torcao”. |E| O contrassenso estd na nocao de que tor¢ao vincule-se como
propriedade do espaco-tempo, sendo que, pela covaridncia, pode haver, ou nao, a
torgao desse mesmo espaco. A auséncia de tor¢ao em um sistema de coordenadas
conflita com a existéncia em outro.

O consequente surgimento de torgao torna intrigante o conceito no espaco,
mas nao a torcdo do movimento. A métrica normalizada o segue a proposta

44Nesse caso, os simbolos de Christoffel sdo peculiarmente covariantes. Ver nota .

60



do espago-tempo de Minkowski de produzir um invariante hiperboélico da velo-
cidade.

A acao primaria da métrica é a invaridncia da velocidade; com isso, a cur-
vatura é propriedade do movimento, e a inconsisténcia da existéncia de torgao
é explicada pela adogao de base movel.

Em comum com o conceito holonémico, a abordagem é intrinseca e covariante
sobre a dimensionalidade espago-vetorial. Distintomente, a conceituacao é por
um categorico diferente.

4.1 Recorte Historico: Conexao

Covariancia é o principio cardinal na algebra tensorial. Porém, na forma anali-
tica com o célculo, a conexdo toma de igual importancia. A principal motivagao,
no tensor normalizado, esta nos grupos de transformacgoes que satisfazem o in-
variante da continuidade hiperbolica do tensor velocidade. O recorte historico
é sobre a busca de continuidade geométrica por coordenadas, e como se relaci-
onard com a normalidade na peculiaridade implicita da escolha do espago onde
a nogao de continuidade se aplica.

Conexao, a forma como o operador diferencial satisfaz a covariancia, também
envolve consideracoes e particularidades sobre a escolha da parametrizacao de
transformacoes.

A “covariancia” é o termo introduzido por Sylvester[99] em 1851, enquanto
“Invariancia” foi por Cayley[3] em 1845, influenciado por Boole, originalmente
para formas algébricas. [25] [26] Esses conceitos sdo contemporaneos de um
correlato, o principio da permanéncia de formas equivalentes (Peacock 1845),
adotado por Ernst Mach.

E interessante destacar que parte dos estudos tinha atencio as propriedades
algébricas puras e irredutiveis de particular interesse em solugoes diferenciais.
A essas formas invariantes, é conveniente atribuir o papel de “discriminantes”.

Ainda contemporaneo ao mesmo lustro, mas da algebra para geometria, o
tensor de Riemann faz apari¢cao em 1854. Modernamente, o tensor é relacionado
aos conceitos anteriores, o que se poderia dizer, se nao por influéncia direta, o
desenvolvimento expressa a maturidade da época.

O célculo geométrico covariante surge com a analise tensorial covariante
de Ricci e Civital87], pela incorporacao do simbolo de Christoffel [19] na de-
finicdo de derivada direcional em uma generalizacdo do estudo de superficies
riemannianas|88], forma nao-euclidiana da geometria diferencial de Gauf no
estudo de curvas sobre superficie.

Nesse ponto, é interessante apontar que a forma intrinseca é relevante, en-
quanto holonomia é indesejavel ao tensor normalizado. Embora a aplicacao do
célculo de Ricci nao seja estritamente holondmica, a concepgao geométrica o é.
A primeira forma fundamental de Gaufs é uma medida intrinseca feita sobre a
curva que revela propriedades da superficie. No proposito do estudo de superfi-
cies, o movimento fisico é desconsiderado pela parametrizagao por comprimento
de arco e a decomposigdo da curvatura. Ao formular a geometria em termos
do tensor curvatura, Riemann permite uma geometria nao-euclidiana para um
nimero superior de dimensoes. Mas ainda é dispensado um tratamento holono-
mico.

A abordagem geométrica guarda resquicios do espago absoluto newtoniano
ao considerar que, ainda que covariante, seja plenamente mapeavel sem maiores
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consideragoes ao referencial temporal simultaneidade. Em grande parte, isso se
deve & consideracao ao movimento que possa possuir; o espago é antes um ente
dindmico do que geométrico.

A primeira referéncia a condi¢do do movimento aparece no trabalho de
Brouwer[I00] em 1906 ao considerar o transporte paralelo, que posteriormente
seria formalizado por Civita. A mais significativa, para o texto presente, vem
com o espago-tempo de Minkowski [75] .

A proposi¢ao de uma métrica com assinatura hiperbolica pela conjugacao en-
tre o espago e o tempo. Embora descreva propriamente a relagao entre as duas
variaveis, a formulagao trata da invariancia da velocidade por operacao bilinear.
O trabalho de Minkowski fornece uma interpretacao geométrica e uma métrica
covariante que seria adequada ao calculo tensorial. O valor constante impede
o desenvolvimento de uma dinamica relativistica completa, mas, na compara-
¢ao entre velocidades diferentes, permite identificar a rotagao hiperbolica dessa
variavel, que também se apresenta na estrutura do grupo de transformagoes de
Lorentz, identificado anteriormente por Poincaré[84].

A forma dindmica viria posteriormente, apresentada por Grossmann a Eins-
ten na fundamentagao da relatividade geral. Instrinseco e covariante, é mais
centrado no mapeamento do espago do que na invaridncia da velocidade. Para
ser consistente com a mecanica lagrangiana, Hilbert propoe ac¢ao de campo[49]
covariante: a dindmica do sistema é determinada por principios variacionais
aplicados ao escalar de curvatura de Ricci. A demonstracao das equagoes de
campo pelo principio de Hamilton estabelece o aspecto holonémico por teoria
de campos.

Ainda interessado no papel das leis de conservagao na fisica relativistica,
Hilbert encomendou a Noether[92] a investigagdo demonstravel pelo formalismo
mecanico, o que também resultaria nas propriedades invariantes de simetria e
invariantes de conservacdo. Noether|[76] apresenta os fundamentos matematicos
das formulac¢Ges mecénicas, abrindo caminho para diversos desenvolvimentos.

Em mais um avango no calculo tensorial, Civita formaliza o conceito de
transporte paralelo[64] e apresenta o conceito de conexdo (aqui tratado como
continuidade holonomica), que estabelece uma propriedade de compatibilidade
da defini¢ao de derivada intrinseca com a métrica.

De uma forma geral, conexoes sao diversas formas pelas quais os simbolos de
Cristtoffel podem ser definidos, no caso em que é feito pela métrica, marcando a
compatibilidade com a derivada direcional. O entendimento marca a exploragao
de outras conexoes. A derivada direcional é promovida pela conexao, abstraindo
a métrica. Em conjunto com a acao de Hilbert e o problema variacional de
Nother, a nova perspectiva sobre o carater intrinseco do espago abre caminhos
para investigacao de outras formulagoes mecénicas.

Klein, que ja havia simplificado a agdo de Hilbert [54], aprofunda a ela-
boracao com o teorema de Noether [55] [56]. Weyl promove a generalizagao
da conexdo de Levi-Civita [107] e a generalizacdo do transporte paralelo [108]
[I09]. Os trabalhos de Weyl tornam-se influentes na construgio de alternativas,
destacadamente Gauge. Palatini propoe uma agdo [82] em substituicao a de
Hilbert, que tornar-se-ia importante no trabalho de Cartan e, indiretamente, no
de Einstein[34] .

Segue que as abordagens mecénicas comegam a se afastar do tratamento es-
tritamente holondémico, abordando conceitos diversos, como espago afim, espaco
nao-métrico e base nao-holonémica.
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A generalizagdo de Cartan combina aspectos mecanicos com as proprieda-
des intrinsecas do espaco para compatibilidade entre derivada e conexoes nao
simétricas [II]. Outras contribui¢oes[I2][I3] foram cruciais no entendimento
da interpretacdo geométrica de torgao[47] e na forma como a derivada covari-
ante pode ser definida abstratamente sem a presenca de uma métrica. A série
relativistica de Cartan termina em 1925 [I4], mas é interessante destacar con-
tribuigdes sobre base referencial movel [15] [16] [111] .

Apesar dos avancos na generalizacao, a abrangéncia fica restrita a gravita-
¢ao. O insucesso de combinar torgao com campo eletromagnético classico [33] e
mudanga abrupta promovida pela quantica [48] persiste até a atualidade. Pro-
priedades intrinsecas da matéria, como spin e ondulacao, parecem desconexas
das propriedades intrinsecas do espaco, e as tentativas sao no intuito de conciliar
com a fisica de particulas.

4.2 Base Nao-Holonémica e Mudanga Categorica

A base para o tensor métrico normalizado é apresentada por uma defini¢ao
nao-holonémica.

0
ozt

& # (4.1)
A defini¢ao normalizada vem de uma base fixa por um referencial de inércia

intrinseco, com propriedade de decomposi¢ao do espaco em dimensoes lineares

independentes, que pode ser representado por uma definicao algébrica:

0 -1 0 0 00 -1 0 00 0 -1
. |1t 0o o o . _loo o -1 . _lo 0o 1 o0

X1=1 0 0 1 X2=11 0 0 o X3=1p 10 o (42)
0 0 -1 0 01 0 0 10 0 0

A base fixa privilegia a homogeneidade dimensional nas equagoes do movi-
mento, ou seja, nao se misturam velocidades angulares com velocidades lineares.
Além disso, evita-se a composicao de velocidade por mobilidade da base, assunto
da sec. 2.3

A demonstragao da rotacao hiperbolica por essa base, sec. [3.2], é condizente
com as transformagoes de variaveis, sec. [3.3], concluindo que base ortonormal
remete-se ao tensor velocidade. Em consequéncia, as variagoes de primeira
ordem, sec. [3.4], fornecem a interpretacao dos simbolos de Christoffel associada
a indugao da variacao da velocidade.

A variagao intrinseca da base nao se confunde com curvatura, como ocorre
na base por holonomia; logo, continuidade nao é, na base normalizada, um pro-
blema que se relacione com a simetria do simbolo de Christoffel. Entretanto,
deslocamento diferencial é pratico e intuitivo, além de corresponder a outras
teorias. Embora, como sera demonstrado adiante, o simbolo de Christoffel nao
seja condicionante de continuidade na base normalizada, a analise por deslo-
camentos diferenciais assim o requer, e a compatibilidade com o caso motiva
estudo de torgao.

Parte de entender que holonomia séo forgas induzidas [24] que, entre as abor-
dagens, podem ser suprimidas no equacionamento por se tornarem implicitas
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em restrigoes do sistema de coordenadas. No emprego da base moével, a holo-
nomia esté intrinseca na variacao da base, em vez de se apresentar na simetria
das coordenadas generalizadas, ocorréncia atribuida a peculiaridade tensorial
da separagao dos elementos variantes.

A abordagem geral consistiria em transfigurar forcas induzidas nas forgas
holonémicas implicitas ao simbolo de Christoffel, porém essa manipulagao
depende da situagao de simetria que o sistema de coordenadas promove em
conjuncao com o movimento, o que é evidenciado em como a torgao é encoberta
em esféricas, mas presente em cartesianas.

A base esférica é o caso candnico incomum, pela escolha do sistema de co-
ordenadas, de como a decomposi¢ao que decorre oculta a assimetria da indugao
por confinar a curvatura, devido & mobilidade da base, a uma tnica dire¢ado. Em
casos gerais, nem sempre é possivel que o efeito esteja restrito aos simétricos,
[], e a técnica geral envolveria a artificialidade de desenvolver tensor de contra-
torgao, o que, no caso esférico, é nulo. Entretanto, a generalidade da formulagao
de tal tensor recai em peculiaridades de simetria, quando elas existirem.

A forma apropriada é atribuir o categorico certo: continuidade da variavel
cinemaética. A consequéncia é que nem todos os problemas se reduzem a uma
forma holonémica. A proposicao é estranha para a perspectiva geométrica da
gravidade, mas é algo que deveria ser esperado em problemas que envolvem
descontinuidades de natureza quantica. Posto de outra forma, seria resquicio
do espaco absoluto newtoniano pressupor que o mapeamento holondémico é a
solugao final, quando é anisotropico de acordo com a velocidade e possui questoes
intrincadas de simultaneidade.

O problema de referenciar-se intrinsecamente persiste. As subsecoes adiante
apontam limitagoes e problemas que se pretende evitar com substitui¢oes por
espagos abstratos, transformagoes canonicas e formas generalizadas.

Segue, para um plano definido extrinsecamente, dois enquadramentos sobre
o mapeamento por base intrinseca e questoes inerentes & sua representacao.

4.2.1 Primeiro Enquadramento

Enquadramento por base holonémica: um entendimento direto vem da ilustra-
¢ao de como opera no espago. Considere o sistema polar:

T = 7 CoSsp (4.3a)
y=rsing (4.3b)

A base para as variaveis polares r,¢ é feita sobre um sistema curvilineo
movel e definida por uma restrigao holonémica é; = 0xS para uma curva sobre
a superficie S, e que, pelo tratamento intrinseco, pode tornar-se implicita é; = 0;.

Na definigao holonémica, os vetores da base coordenada sao definidos em
relacdo a transformacdo para cartesianas por:

45Holonomia néo é autodeterminada (como seria o caso do invariante de velocidade fornecer
um balango), portanto precisa de uma definigdo externa, encontrada na teoria de campo.

46Torcao é a parcela antissimétrica da forma induzida transcrita em holonomia. A nulidade
trivial dos antissimétricos da métrica é pela orientagdo promovida pelo sistema de coorde-
nadas, portanto ndo suprime a indugao dos simétricos, constituidos em holonomia no tensor
curvatura.

64



Or = 080y + sin 0y, (4.4a)
0, = — rsin 0, + 1 cos 0, (4.4b)

A base do sistema polar é ortogonal, mas nao ortonormal. E Apesar
disso, é facil achar a posicao coordenada em relagao a divisao reticular que o
sistema polar promove. Assim, a referéncia variavel na angular é facilmente
identificada, apesar de dngulos nao descreverem distancias lineares.

Base para as variaveis polares r, ¢ é feita sobre um sistema curvilineo movel, e
a caracterizagao desse sistema é pela forma como as derivadas parciais comutam.

0r0p =0, (—1sin 0y + 1 cos poy) (4.5a)
0,0r =05(cos Y0y, + sin pdy) (4.5b)
Assim, pela caracterizagao [0,,0,] = 0, a base é dita com discriminante

holonémico.

Para os objetivos deste texto, utiliza-se a expressao definicao holonémica
para designar a base na qual a determinacao é implicita por uma superficie é; =
Ok, independentemente do discriminante, a fim de diferenciar essa abordagem
da representacao fornecida pela equagao e pela maneira como a restricao
holonoémica sera abordada. Assim, uma base por definicdo holonoémica pode
ou nao satisfazer a condicdo de discriminante holonomico, enquanto restrigao
holonomica sera relacionada a forma como essas defini¢bes afetam o movimento.

Agora, considerando-se a versao ortonormal da base do exemplo anterior.

Op = €0s 0y + sin pdy (4.6a)
719, = — sin pd, + cos d, (4.6b

As novas defini¢oes aparentam representar uma nova base moével para as
variaveis em coordenadas r, ry feitas para o mesmo sistema curvilineo movel
do sistema polar anterior. Entretanto, o diferencial da segunda variavel nao é
condizente com a transformacao proposta. @

A transformacgao entre os dois sistemas de variaveis nao é direta pela forma
jacobiana entre as varidveis coordenadas. A caracterizagdo desse sistema pela
comutagao das derivadas parciais possui resultado diferente, possui discrimi-
nante nao-holondémico, ainda que restrito pela mesma superficie. O resultado
da comutagao torna-se [0,,7719,] # 0. Nesse caso:

_ 1
[amr latp] = 7;&,& (47)
Na ilustracao apresentada, os dois sistemas de coordenadas mapeiam um

mesmo espago plano. O discriminante holonémico pode ser entendido como uma

47 A notagao &, por vezes, incoerente ao apresentar um vetor ¢ de uma base ndo-normalizada
como ¢, confundindo “unidade de direcao” com “unitario”. Entretanto o conceito magnitude
unitario é pela métrica nao é direto, vide sec. [2.3.3], e uma defini¢do de normalidade ¢ o que
se pretende demonstar.

48Base deixa de ser contraparte covariante das variaveis coordenadas. A transformacao
torna-se adequada para a base das variaveis de velocidade polar 7, r¢ em relagdo a &,y
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medida de distor¢do. Angulos nio se transformam linearmente . Desloca-
mento linear nao corresponde ao deslocamento angular; sao dimensionalmente
distintos. De outra maneira, os deslocamentos transformam-se em proporgoes
distintas, causando mudanca na escala e descontinuidades em segunda ordem.
Ou ainda, a variavel angular nao esta em “verdadeira grandeza’, e depende da
transformacao para coeréncia das operacoes.

Em geral, a ortornomalidade da transformacao 05 = €70y, resulta em uma
expressao de comutacgao na forma:

(€O, €M 0y,] = CF, Oy (4.8)

O que se pretende é destacar o caso em que o discriminante ocorre puramente
em razao da transformagao. @ Esquivando-se da circularidade que as definigoes
possam incorrer, supondo que possa-se conceber uma base cartesiana que possui
uma definicao intrinseca condizente com o que o discriminante holonémico, a
ocorréncia do mesmo no sistema em base movel é artificio da transformagao
entre coordenadas.

Sintetizar base para uma parametrizagdo coordenada exige transformacao
nao-normalizada para satisfazer a necessidade do discriminante holonoémico.
Essa transformacao entre sistemas de coordenadas, embora preserve o invari-
ante de velocidade, nao preserva homogeneidade e isometria.

As peculiaridades da perspectiva coordenada nao chegam a ser um inconve-
niente, pois sua especificagdo particular é reversivel. O que ird tornar a trans-
formacao indesejavel é o proposito que se estabelece para o equacionamento no
espago curvo, 1o caso, resolucao tensor curvatura.

Primeiro, é preciso destacar que a transformacao adultera a isometria. Se-
gundo, demonstrar que, ao desnormalizar a métrica, desnatura-se o tensor cur-
vatura.

Na métrica normalizada, a dilatacao temporal e a contragao em uma das di-
recoes espaciais estao balanceadas, assim como as taxas de variagao, em primeira
e segunda ordem, promovidas nessas componentes da métrica. Transitivamente,
o tensor curvatura resulta na expressao de equilibrio do invariante hiperboélico
pela reciprocidade das componentes, constituindo-se intrinsecamente a autode-
terminacao pelo movimento.

Por outro lado, na transformacao nao-ortonormal, a métrica, além de deixar
de ser normalizada, assume uma escala variavel. Como resultado, todas as dire-
¢Oes estao sujeitas a variagao, e separar a causa paramétrica da causa intrinseca
deixa de ser uma questao trivial.

No tensor curvatura de uma métrica nao-normalizada, seré preciso estipu-
lar, por conhecimento prévio ou especificagdo, como as componentes do tensor
curvatura irao se balancear, constituindo-se, assim, uma restrigao holonémica.

No desbalanceamento da métrica estd o mecanismo pelo qual a definigao
holonomica da base realiza necessidade de restricao holonémica. Por outro
lado, a falta de conversao para outros sistemas de coordenadas é explicada pelo
fato de que as mesmas simetrias esféricas néo se realizam em outros sistemas.
Como a escolha de superficie holonomica é arbitraria, desde que tenha a simetria
desejada, é preciso de um conjunto de equagoes que fixem a curvatura ao espaco.

49Familia de superficies que atendem & simetria da transformacio pelo discriminante no
espago curvo.
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Uma vez estabelecida, a superficie que serve de restrigdo holonémica depende
de simetria, mecanismo pelo qual a holonomia inviabiliza a conversao entre
sistemas.

4.2.2 Variavel Cinematica

Base nao-coordenada denota aquela que nao corresponde ao sistema de coor-
denadas generalizadas. A denominacao é informativa, mas pouco sugestiva de
qual variavel substitui a coordenada paramétrica. A variavel substituida devera
satisfazer duas condi¢oes que nao poderao mais ser observadas pela variavel co-
ordenada: continuidade no espago e variagdo intrinseca da base. A secdo faz a
expectativa do que deve-se observar na nova variavel.

A mudanca de variavel que se processa na mudanga de base ndo é uma subs-
tituicao ordinaria. Trata-se de uma transformacao categorica, o que traz modi-
ficagOes conceituais nos resultados e interpretacao dos equacionamentos. Além
da manipulacgao simboélica, deve-se acrescentar que a variagao da base passa a
ter causa nao-coordenada, o que transitivamente torna-se causa da variacao da
métrica e, por segunda ordem, da curvatura do movimento.

Uma forma de apontar que a base nao-coordenada presume a manipulagao
pela variavel velocidade consiste em observar que holonomia é a condicao de
conformidade para o tratamento intrinseco da curvatura por deslocamento geo-
métrico no espago. A ortonormalidade da base na transformacao entre sistemas
de coordenadas é incompativel com a abordagem holondémica. A transformagao
nao é condizente com as variaveis paramétricas de coordenadas mas a transfor-
magao da base é adequada a variavel velocidade, como apresentado no jacobiano.

A proposicao da admissao, que a base remete-se a velocidade, torna pendente
a consisténcia que a mudanca de variavel promove. A anélise segmenta-se nas
duas formas de abordagem conduzidas ao longo do texto, que tratam variagao
intrinseca e coordenada: o significado da comutacao nos deslocamentos diferen-
ciais nas varidveis coordenadas é apresentado na subsequente; o significado da
variagao intrinseca em coordenadas esféricas no restante da secao.

Na métrica normalizada, em esféricas, obtém-se simbolos de Christoffel si-
métricos pela nulidade de parte dos termos, enquanto que, em cartesianas, o
mesmo nao acontece. A despeito do valor das varia¢des intrinsecas, o valor nulo
da comutagao em esféricas normalizadas nao é esperado.

Por outro lado, a mudanga de diregao pode ser relacionada & rotacao cine-
maética da base, sendo que, em esférica, a base moével dispensa rotacao entre
as componentes espaciais, enquanto que, em cartesiana, uma fixa representa a
rotacdo em sua totalidade. Assim, na base ortonormal, as variagoes diferenciais
que a base esta relacionada primariamente a rotagao infinitesimal.

Velocidade é uma varidvel independente da posicao, ainda que ocorra vin-
culacao diferencial entre posicao e velocidade. Em contrapartida, a variagao da
base é expressa em relagao aos deslocamentos diferenciais, ainda que a causa
seja intrinseca ao invariante hiperbélico de velocidade. Como coordenada e velo-
cidade sdo postas sobre mesma base, o significado espacial é obtido pela forma
como a variagao é induzida pela velocidade. Em outras palavras, a variagao
depende da velocidade com que o deslocamento ocorre, o que se resolvera no
deslocamento mecanico.

A mudanca de varivavel demarca a substituicdo de um sistema de desloca-
mento geométrico para um sistema deslocamentos mecanicos, e a comutagao
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entre caminhos é diferente nos dois casos. A distancia diferencial entre dois
pontos depende do caminho e da velocidade, evocando principios variacionais e
o conceito da acao estacionaria. A comutacao entre dois caminhos apresenta um
efeito anisotropico induzido pela velocidade, m 0 que nao ocorre na geometria
diferencial por ignorar os efeitos da velocidade ao descrever um espago absoluto.

A determinagao intrinseca da mudanca de direcdo no espaco curvo ocorre,
analiticamente, pela condi¢ao de rotagao que a métrica impoe invariante hiper-
bolico da velocidade. 1]

VariagOes intrinsecas de diregdo 0;&; = Ffjék sao manifestagcoes mecénicas
do estado inercial da velocidade pela condigao implicita ao invariante hiperboélico
que a métrica impoe a essa mesma velocidade.

A correlag@o entre a curvatura do movimento e a curvatura geométrica do
espago se estabelece em condigoes especificas.

Torgao, no movimento, é uma condigao anisotropica induzida pela direcao da
velocidade e, por mobilidade da base, é possivel uma condigao de simetria, em
que todos os f‘fm = f)fm para m # m. Nessa conjuntura, sem torgao, héa corres-
pondéncia entre a curvatura mecanica e uma curvatura geométrica holonoémica;
entretanto, o deslocamento geométrico € um mapeamento pelo deslocamento
mecanico.

Ou seja, partindo-se de um referencial fixo, é possivel descrever uma su-
perficie diferencial 0,.S, mas essa superficie ndo é restrigao holondémica ao
movimento, ou seja, ela ndo define o valor de f‘fnn

A velocidade é uma variavel independente da posicao, e a curvatura do espago
nao se impoe como restricao holondémica do movimento. Se assim o fosse, a
covaridncia nao seria possivel. |f|

4.2.3 Segundo Enquadramento

O tratamento simbdlico entre base coordenada e nao-coordenada estid a uma
transformacao de distancia, ou melhor, na escala entre distancias espaciais em
distancias coordenadas. O tratamento intrinseco deve ser possivel, ao menos em
coordenadas esféricas, pois os simbolos de Christoffel sao favoraveis a represen-
tacao.

No enquadramento por base normalizada, pretende-se o reverso da holono-
mia: em vez de definir base pela curvatura do espaco, chegar a uma curvatura do
espago por especificagdo da base. A falta de comutagdo em base normalizadas
afeta a capacidade de aferir a continuidade do espago por meio de coordenadas,
o que é resolvido por substituigao da representagao mediante transformagao, ao
que se denominaré transformacoes candnicas para formas generalizadas.

A existéncia da curvatura do movimento, mudanca intrinseca de diregao
por manifestagdo da invaridncia hiperbolica de velocidade, devido aos efeitos
cinéticos, nem sempre ira coincidir com curvatura do espago. A correspondéncia
entre as duas contrapartes na determinagao intrinseca da curvatura envolve
achar uma base moével holonémica em que o sistema de coordenadas propicie na
variacao intrinseca a condig¢ao de simetria f‘fnn = (jf,m para m # n e, com isso,
torgao é igualmente nula T, = 0 .

500 equacionamento desses efeitos na equagdo geodésica origina vis-redux.

51Estado inercial é intrinseco ao movimento geodésico.

52(0s simbolos de Christoffel representam a inducao de direcdo pela métrica, enquanto torgao
torna-se o coeficiente de anisotropia da escolha da base.
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Define-se o acoplamento diferencial pela base das dire¢oes de velocidade.

O,

71"
0,

cos X, + sin X, (4.9a)

—sin X, + cos pX, (4.9b)

As equagoes vinculam a variagao implicita ortonormal (lado esquerdo) a base
direcional das velocidades (lado direito). Ou seja, partindo-se de um referencial
fixo X,, termo independente, é possivel especificar uma base efﬁs = &, para
curva implicita a despeito de seu discriminante holonémico, portanto, abstendo-
se de que a curva esteja definida sobre superficie holonémica nas coordenadas.

) = Omé, =T¢ =0¢, (4.10)

Qe
3

o
S w
Qr

Com isso, pode-se interferir na ordem de transformacao: transforma-se o
simbolo, nio o operador. Assim, e?ed,,&, = 0., e 0 mesmo ocorre com o
valor comutado. Condiz com a ordem pela qual as defini¢bes s@o estabelecidas:
coordenada adota o valor intrinseco.

Considerando a transposicao da transformagao, el “torna-se linear” em re-
lacao a derivada do valor intrinseco, mas nao na derivada do valor coordenado.
Tal qual ocorre vinculacao entre base de posicao e velocidade em e ,

e? é funcao da velocidade, enquanto e é funcdo da posicao.

[7.0r, €5,0s] #[Om, &n] (4.11a)

[0r, Os] =[€)Om, eré,] (4.11b)

Para expressar a torc¢ao, [°°| mais uma vez a ordem das operagoes importa.
Notar que deve-se primeiro transformar as vinculagoes dos simbolos individual-
mente, entao tomar a variacao e, somente depois, comutar.

A irregularidade no procedimento, em relagao as operagoes convencional-
mente prescritas para covaridncia, é seguida de irregularidades na correlagao
entre algumas das propriedades entre as duas sentencgas. Entretanto, cada sen-
tenca, isoladamente, pertence a composi¢ao de um sistema que é invariante,
dado o grupo de transformacao.

Ocorre transformac¢do candnica, no entendimento de que a mudanga de base
preserva propriedade interna relacionada ao invariante de velocidade, mas nao a
covaridncia entre os sistemas descritos nas respectivas sentengas. |f| Condizente
com mudanca de varidvel, mudanca de base nao-coordenada para base holono-
mica é uma mudanga categoérica. A mudanca de base da variavel velocidade
para base com relagao a variavel coordenadas.

O ponto critico é que a mudanga de desigualdade para igualdade expressa
vinculagoes diferentes, uma vez que, nas variaveis de uma equacgao, a mudanga de
categoria é interpretada como situacao diferente. Ambas relacionadas a indugao

53Dad0 Tki]' = Fki]‘ — iji - (818] — 83'81'), para Tki]' = Okij, a holondmia é trivial quando
Ik =0.

54Proposicao de transformagio entre sistemas lagrangianos similar as transformagdes cano-
nicas em mecéanica hamiltoniana.
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de variacdo intrinseca I',, a situacio de tor¢io da curvatura é relevante em

coordenadas, enquanto que, para velocidade, nao afeta o invariante hiperbolico.

Outra mudanca categorica: em coordenadas, a indugao da variagao da velo-
cidade tem causa holonémica, enquanto que nas variaveis cinemaéticas, a indugao
da variacao da velocidade tem causa no invariante hiperboélico.

Para ortonormal, nao h& congruéncia entre a comutagao base nao-coordenada
e a comutacao intrinseca em . Ainda que haja o valor intrinseco esperado,
as variagoes nao sao homologas, portanto nao-holonémicas. Nao é possivel des-
crever superficie riemanniana por nao se poder representar continuamente pelas
coordenadas as ocorréncias intrinsecas, sendo, assim, variedade topoldgica nao-
holonémica.

Transposic¢ao de fatores em é uma mudangca por transformacao cano-
nica, e a invariancia da forma néo produz um morfismo diferencial invertivel (co-
variancia entre as formas), assim como holonomia esférica nao se transforma em
cartesianas. O entendimento é que é possivel achar uma base movel, condigao
de simetria, em que todas as componentes f‘fnn = ﬁfnn para m # n. Com isso,
a base cinética mével mapeia um equivalente discriminante holonémico pela re-
gularidade na posicao que a simetria sob sistema de coordenadas proporciona.
A mudanga de categoria, que somente deve ocorrer quando em coordenadas ho-
lonémicas. Ao cartografar a topografia do espago-tempo, a equagao da forma
analitica ensina que ocorre variagao em magnitude e variagao em dire-
¢ao, (essa ultima coincide com a base movel). O mapeamento no espago pelo
alinhamento com a diretrix resulta na mudanca categorica da forma analitica; a
decomposigdo mapeia a variagdo em magnitude (temporal), enquanto a variagdo
em dire¢ao (espacial) é suprimida pela base movel.

A base pela transformagdo canonica define uma métrica generalizada:

€&, =e€ 0p-€e0;s (4.12)

E notério que a expressiao assemelha-se As tétrades [I10]; entretanto, o
proposito do texto é prosseguir com o estudo de outra forma de conexao que
nao recaia em holonomia de qualquer tipo, quer canoénica, quer generalizada.

A conexao sera para velocidade pela relagado entre derivada direcional (cand-
nica ou paramétrica) na produgdo de um simbolo intrinseco para continuidade
e covaridncia diante da escolha de grupo de transformacao.

4.3 Conexao e Compatibilidade

Avaliar a conexao promovida pela derivada direcional e sua compatibilidade com
tensor métrico normalizado, formado por base nao-holonémica.

Conexao, ora referenciada pela derivada direcional, ora pelo simbolo de vari-
agao intrinseca proposto por Christorffel. Além da covaridncia, o interesse esté
em como promove a continuidade.

Na mudanga categorica, o simbolo de Christoffel é o fator de indugao da va-
riagao da velocidade que decorre intrinsecamente da invariancia da velocidade
da luz. Em outras palavras, fator com que a rotacao hiperbolica é produzida.
A intensidade da variagdo intrinseca depende da velocidade desenvolvida e do
alinhamento de sua direcao com a curvatura espacial da métrica, diretrix. As-
sim, é esperada uma diferenca anisotropica; o que torna tor¢ao é um simbolo
sem relevancia no trato da continuidade.
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O paragrafo anterior informa que dispensa tor¢ao na formulacao da conti-
nuidade, mas nao prova nem isenta a demonstragao de continuidade. Também
torna-se evidente que falta uma definigao de continuidade adequada & base nor-
malizada.

Continuidade refere-se & manutencao da rotagao hiperboélica em relagao a
diretrix métrica. Assim como no caso holondémico nao deve haver descontinui-
dade no espago na alternancia de caminhos, na métrica regular nao deve haver
descontinuidade na rotagao hiperbolica, quer seja na rotagao da base, quer seja
na rotacao das componentes contravariantes.

Na trajetoria geodésica, o transporte paralelo ocorre pela variagao nula da
direcao expressa na derivada direcional, em acordo com a rotacao hiperbolica,
que é a situagdo que preserva o invariante de velocidade. Omissos estdao o que
acontece fora da trajetoria geodésica, propriamente referenciada pelo desvio que
se faz a partir de uma geodésica.

Novamente, dessa vez para o desvio geodésico, a mudanga categbrica altera
conceitualmente o equacionamento de representagao. Enquanto, na holonomia,
o desvio geodésico refere-se ao equacionamento de campo de Jacobi, na variante
cinética pelo tensor normalizado, é feito pela equagao geodésica rebalanceada.

As duas concepgoes de como o desvio ocorre sao distintas, mas a comparagao
é instrutiva: o campo de Jacobi descreve o distanciamento entre duas geodésicas
cuja separacao medida é tomada sobre curvas de variacdo que também sao
geodésicas.[7] A separagdo é holonomica e relacionada com o tensor curvatura.

Na situagao de movimento de um corpo pontual, torna-se interessante o des-
vio pela ocorréncia do transvio em um descaminho que se extravia de qualquer
geodésica. De outra forma, por Jacobi, tem-se a comutagao entre geodésica, uma
ocorréncia geométricamente possivel, mas sem causa mecéanica, sendo, portanto,
deslocamentos diferenciais, apesar de holondémicos, arbitrario.

Fazendo o entendimento geodésico atendido no principio variacional, um ca-
minho entre dois pontos, em que os deslocamentos dependem da posigao e da
velocidade, possui um dnico equacionamento que “minimiza” a agao. O que se
procura no desvio é o equacionamento preterido na agao minima. Os desloca-
mentos pretensamente virtuais tornam-se reais e o sistema assume nova dini-
mica, desfazendo o prognostico dos extremos que caracteriza o desvio. Ainda,
pelo principio variacional, a agao deixa de ser minima, e o excesso configura uma
expressao nao-conservativa, que somente pode ser balanceada admitindo-se que
seja causa do processo de emissao.

A manutencao do invariante de velocidade depende da existéncia continua
de uma diregao geodésica para cada posigdo, sem que necessariamente seja a
do itinerario percorrido. Consiste em refazer continuamente a direcao geodésica
relativa ao “arrasto do vetor tangente” na nova situagao de transporte.

Adiante, equaciona-se o arrasto: situagao na qual a taxa de variagao do
tangente nao corresponde & variagao intrinseca do tensor, enquanto que, na
variacao que este sofre, existe expressao continua para o invariante de velocidade.

4.3.1 Compatibilidade

A compatibilidade métrica, ou de sua conexao, com derivada covariante é fun-
damental para a demonstracao do transporte paralelo.

Métrica nao varia pela derivada covariante; com isso, a conexao métrica
preserva o tensor no transporte paralelo. Compatibilidade significa que o &n-
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gulo entre dois tensores permanecerda o mesmo no deslocamento por transporte
paralelo, o que é importante no invariante de ortogonalidade na secao seguinte.

Na variagao intrinseca da base anholonomica, simetria nao se confunde com
a comutatividade da operacio diferencial. [7]

ke, = ie # i (4.13)
t OxJ 0xI Ot

Com isso, elimina-se a necessidade de comutatividade corresponder & sime-
tria pelos indices. A definigdo leva a:

Orgij = Tinges + Tirgic (4.14)

Assim, sendo diligente no tratamento dos indices, E os coeficientes de cone-
x40 podem ser deduzidos intrinsecamente pela métrica (pela permutagao ciclica
dos indices). Para um elemento nao-simétrico:

21559k =059i0 + Digej — Dugji (4.15a)
=0;9ic + 0ige; + Ougij (4.15Db)

Perceba que a manipulacao de indices é feita pela antissimetria métrica,
néo qual ndo é mencionado o simbolo de Christoffel. A manipulagao é seletiva,
somente possivel nos elementos antissimétricos, sendo que a métrica em esférica
pode ser considerada uma antissimetria degenerada (indiferenca apresentada em
B2)).

A manipulagao deve ser suficiente para compatibilidade entre os coeficientes
de conezxdo ﬂ e a métrica (ver eq. 3.19 em S. Carroll [8]). Pelas defini¢oes
apresentadas até aqui, deve ser possivel obter:

Vigij =0 (4.16)

Embora o resultado esteja em uma perspectiva riemanniana [6], [40], [57] , ha
algumas nuances que precisam ser apontadas, na maior parte, pela consequéncia
da transformagao entre esféricas e cartesianas produzir coeficientes assimétricos.

Um primeiro ponto é que estamos tratando da variagao intrinseca de base
nao-holondmica; , portanto, a existéncia (ou néo) de uma definigdo dos
simbolos pela métrica, quer por ou por , nao influencia a
por nao-simetria da derivada segunda (teorema de Schwarz-Clairaut). O que
aponta para como a derivada covariante opera. Por regra geral:

55Simetria ndo se confunde com a (estrita) comutatividade da operagdo diferencial vista no
teorema de Schwarz-Clairaut.

56 A notacdo empregada faz o indice da derivada sempre aparecer ao final, assim Op&; =
kaég. S. Carroll 8] aponta, logo apds apresentar (3.64), que ndo ha um consenso, para entéo,
logo apds (3.67), no quarto item, apontar que denotara os indices de derivada ao final (o que é
replicado em seu livro [9], p. 122), mas nao faz nenhuma observagao explicita para Christoffel
em (3.27) nesse sentido. A forma estrita da definigdo do simbolo tem influéncia em e,
adiante, em torgao.

570s coeficientes sdo equacionaveis pela métrica.
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Derivada covariante, estrita distingao entre elementos covariantes e contra-
variantes V. = V#&,. Percebe-se que a componente contravariante ganha um
simbolo de Christoffel, enquanto o covariante perde um.

A defini¢ao apresentada por Grinfeld [43] para derivada covariante da base

é mais apropriada para a base da métrica normalizada.

Vjé; = 0,8 — I8, =0 (4.18)

O que faz chegar em:

Vigis = Okgij — Tinge; — nggw =0 (4.19)

Fora isso, nao é o caso de independéncia entre a métrica e os coeficientes,
pois, apesar da assimetria, pode-se fazer dado a assimetria. A questao
é torcao, que existe em cartesianas, mas nao em esféricas.

Sumarizando, na mudanga categorica, a énfase nao esta nos deslocamentos
diferenciais, e a existéncia, ou nao, de tor¢ao nao afeta a continuidade por “falha
do fechamento do paralelogramo”. Em contraponto, uma diferenga ansisotropica
é esperada.

4.3.2 Conexao Mecéanica

Em base holonémica, a continuidade do deslocamento diferencial esté relaci-
onada & auséncia de torcao. Pela distingao categoérica, a mesma condi¢gao nao
tem efeito para base anholonémica, que nao apresenta obstaculos & continuidade
nas situagoes propostaa até entao. Diferente do holonémico, a questao critica
torna-se contemplar todas as situacoes de deslocamento mecénico: conservativo
e nao-conservativo.

Para base normalizada, os simbolos de Christoffel representam a variagdo da
base induzida pela velocidade, e torgao torna-se uma medida anisotrépica.

Formular uma condicao de continuidade do desvio geodésico que parta do
principio de deslocamentos mecénicos validos requer alguma atengao. A comuta-
¢ao de caminhos nao é movimento mecanicamente natural; a mudanca arbitraria
de curso representa uma causa sem efeito. Diferente do caso holonoémico, pois
a situacao de desvio nao se constitui uma alternativa geodésica.

Os deslocamentos mecénicos, por principios variacionais |f|, sao estendidos
para fazer distingao entre conservativo ou dissipativo.

1. O caso do deslocamento que realiza a agao estacionaria deve corresponder
a um caso inercial para definigdo do transporte paralelo (discriminante
base).

58Vide equagio da referéncia (8.42) para base fixa em Grinfeld [43]. A base movel segue a
definigdo covariante-paramétrica dada aqui.

59Deslocamentos propostos na analise por principios variacionais dependem nao somente da
posigao, como também da velocidade, em magnitude e dire¢ao
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2. O caso do deslocamento que se desvia da agdo estacionaria, mas ainda
assim deve cumprir o invariante hiperboélico: desvio do transporte paralelo.
(caso em que a velocidade rejeita o excesso para se manter no invariante)

Como em base normalizada, busca-se a continuidade da rotagao hiperbodlica:
existe expressdo ndo-geodésica pela derivada direcional (conexdo) em que ocorre
a rotagao hiperbolica.

No primeiro caso, inercial sem alteragao da diregao; no segundo, ha balango
por agente externo: Infere-se que (1) deve haver um caso inercial que define o
transporte paralelo; (2) desvio nao altera a rotacao hiperbdlica.

Aproveitando-se de que a compatibilidade métrica preserva o angulo entre
vetores, o deslocamento mecénico da velocidade nao altera a diregao intrinseca:
a velocidade é sempre ortogonal ao seu diferencial.

VH# . AV, — 0 (4.20)

Levado ao limite, o diferencial torna-se rotagao infinitesimal, que sera, se-
gundo sua forma hiperbélica, perpendicular ao vetor original. A regra da cadeia
permite regredir ao diferencial do invariante de velocidade.

AV V) =0 (4.21)

Aproveitando-se da equivaléncia na descrigdo da geodésica por principios
variacionais, a derivada covariante somente resulta na acao minima quando o
vetor velocidade se autotransporta paralelamente, condigao em que é conser-
vativa. Para o caso de “arrasto” do tensor, condigao alternativa em que nao
se estabelece o transporte paralelo, o principio da acao estacionéaria demonstra
existéncia de uma agao minima para cada trajeto.

O interesse estd em formular o excesso feito ao minimo estacionario pela
sua relagdo com a projecao das diregoes tensoriais. Tomando dois pontos de
um trajeto que se tornem infinitesimalmente proximos, havera uma “direcao de
variagao minima” para posicao e velocidade que conduz ao transporte paralelo,
representado pela proje¢do que a velocidade faz com sua variagao V“Vu =0.

Porém, considerando, em virtude de circunstancias excepcionais, que a taxa
de variagao a ser aplicada seja pela resultante Uk = VH+U*, a qual abrange
influéncias sobre o movimento que sao alheias & variagao estipulada, essa resul-
tante gerara U #V, # 0. A variacao desconhecida torna o movimento alheio a
qualquer geodésica, mas esta condi¢ao ainda pode ser retomada quando retirado
o fator estranho.

Pretende-se evidenciar que a continuidade da forma hiperbolica de rotagao
existe mesmo na condigao adversa a geodésica. Ou seja, a preservagao do inva-
riante de velocidade m nao é afetada por influéncias estranhas & métrica, apesar
de transviar-se de qualquer caminho geodésico.

Na situagao U "V, # 0, obtém-se a medida da projecdo que o éngulo en-
tre os tensores produz. Apesar da falta de ortogonalidade, o tensor velocidade
nao devera variar em magnitude e dire¢ao para além do invariante. Em termos

60 A preservagéo do invariante é suficiente para que a rotagéo hiperbélica nio seja degene-
rada, admitindo-se que o invariante expressa uma relagao hiperboélica que somente possa ser
mantida por transformagoes igualmente hiperbodlicas.
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simples, o tensor estara “derrapando” e rejeitando a energia projetada, caso em
que o invariante induz emissao. Ainda, se a velocidade nao responde & solicita-
¢ao da resultante, entao estd balanceada por uma contraforca. Anteriormente,
na sec. [2.7.6], foi visto que a condi¢ao invariante produz “for¢a” induzida pela
velocidade, responsavel pela variagao de direcao. Na exposicao presente, a au-
toforga seria uma novidade, mas a forma induzida pela velocidade nao seria um
fenémeno inédito no texto presente. E critico destacar que, enquanto a resolu-
¢ao de forgas existe pelo equacionamento de equilibrio, o (des)balanceamento de
energia é analiticamente mais profundo, portanto, o primeiro a ser abordado.

O comentario inicial é que, condizente com a abordagem de abster-se das
coordenadas generalizadas, @ a exposicao & agao de forcas de causa estranhas &
meétrica nao pode ser evitada. Embora atipico, muito do que seré tratado pode
ser confrontado com enquandramentos conhecidos [24]. |f|

Em sua forma convencional, a mecénica lagrangiana, resumida em duas con-
tribui¢oes na comparacgao com a newtoniana, simplifica forgas que nao realizam
trabalho (circulares e holonomicas) e exclui a¢bes néo-conservativas. Segue-se
que a mecanica lagrangiana é expandida para incorporar as forcas que a agao
minima se empenhou em eliminar, ou seja, elementos que independem da relagao
entre posicao e velocidade do sistema. O desvio se expressa em Euler-Lagrange
pela adicao de uma for¢a £, “externa” ao processo lagrangiano, presente na
variante expandida.

d (oL oL B 499
dt \ dinr oxr N (422)

Nao ¢é esperado que a forca I, seja neutra a variacao espacial intrinseca,
o que a coloca em contraparte da variagao coordenada, resultando no trans-
vio geodésico. Raciocinando pelo balanco energético, se a variagao de energia
cinética em (9,L)" equivaler ao trabalho realizado pelo deslocamento por E,,,
deixa-se de fora o trabalho realizado por 0, L; em contraposigao, se a energia
cinética equivaler ao trabalho por J,L, entao deixa-se de fora E,,. m Ainda
sobre a analise energética, um ponto de atengao estd em 0, L: é perene, uma vez
que o espago nao deixa de existir, enquanto E,, é determinado pelas condigoes
circunstanciais.

A atuagao de E, em manter o invariante de velocidade decorre, no caso

61Com respeito as coordenadas por distancias espaciais, a secdo explana como coorde-
nadas generalizadas e sua respectiva representacao paramétrica inadvertidamente introduzem
restrigdes holonémicas, confrontadas no texto que insere a nota [43] Ja o texto que insere a
nota refere-se como espago ontoldgico , enquanto a nota aponta que nédo se deve inviabilizar
a possibilidade de outras concepgoes.

62Cline repetidamente menciona for¢as excluidas do processo de dedugéo do lagrangiano,
que sao, entao, incluidas em diversas formas de sistema expandido: tratamento por coor-
denadas generalizadas (quando possivel a redugdo dos graus de liberdade), abordagem por
multiplicadores de Lagrange e, por fim, abordagem explicita por forgas generalizadas.

63Em campo fraco, tem-se como exemplo a energia orbital especifica. Uma manobra orbital
injeta ou extrai energia do sistema. A despeito de toda manobra em si consumir energia
quimica interna, o interesse é evidenciar o resultado manifesto mecanicamente: em um caso
pode-se dizer que a energia da manobra foi absorvida pela érbita (o rejeito de gases ejetados
val para 6rbita menor); em outro pode-se dizer que emitiu energia (o rejeito de gases ejetados
vai para Orbita maior).

640 sistema dindmico pode constituir-se em um transitério ou tornar-se autossustentado.
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emissivo, |°°| da remocao do excesso de energia que o transvio gera, restaurando
a condigao geodésica. O ponto critico é que a formulagao seja conservativa pela
reversibilidade do processo, o que ¢ admissivel caso haja polaridade E,, e no
trabalho pelo deslocamento que realiza. Assim, embora a equagdo nao expresse
o balango convencional, é conservativa no sentido de que o movimento decai
em energia pela mesma quantidade que seria necessaria para sua ascensao, € o
processo se apresenta viavel sistematicamente nas equagoes. Nesse ponto nao
é lagrangiano, pois, embora uma parcela relacione-se & variagao espacial, nem
todos os casos possuirao contratraparte nao é totalmente lagrangiana. Uma de-
nominagao mais apropriada é mecanica algébrica para um sistema conservativo
por emissdo/absor¢ao.

Com as devidas ressalvas a dindmica entre os fenémenos, a formulagao algé-
brica encontra alguma semelhanga no trabalho de Rayleigh[98][41], no propo-
sito de estender a mecénica lagrangiana e manipulagdo nao convencional de sua
energia.

A fungdo de dissipagao de Rayleigh R(v) = v'v7b;; expressa uma forma de
incluir forgas dissipativas linearmente dependentes da velocidade. Os coeficien-
tes b;; (quando propriedade de um meio de distribuicdo homogénea) expressam
constantes de proporcao da forga de reagao a velocidade. A fungao opera de
maneira bilinear, sendo positiva-definida pela sua relacao com trabalho e, com
isso, torna o processo irreversivel e a resultante recai na direcao do movimento.

Similarmente, para o transvio geodésico, é concebivel que a func¢ao de emissao
teria a forma: uma que funcao de emissao teria a forma:

EF = vk(vivj./\fg-) =" (4.23)

O simbolo J\/'le = bkvivj/v4 = @kgij/v2 idealiza o coeficiente para realizagao
da emissao. m Possui os mesmos indices do simbolo de Christoffel, equivalendo
a um processo de indugao suplementar ao que ocorre em I‘fj na funcao de pre-
servar o invariante de velocidade. Tal qual ocorre no similar, a atuagao em trés
operandos indica que nem sempre recai na diregao do movimento, com o indice
contravariante introduzindo novos graus de liberdade. Na defini¢do EF, a con-
tracao dos sfmbolos é relacionada ao produto escalar V“VM, similar ao obtido
nas equagoes [2.86a] e 2.86D] quando o arranjo dos indices opera por [3.66]. Fora
da ortogonalidade, produz resultados com sinal associado & polaridade no fluxo
de energia, condizente com indica¢do de emissdo/absorgao.

Ainda com relacdo as equacoes ¢[2.86D], as variagdes intrinsecas e coor-
denadas sdo conjugadas, o que permite descrever o (des)balango em um enten-
dimento simplificado por mecanismo de emissao/absor¢ao: a produgao primaria
por uma das variagdes é consumida pela outra, sendo que, pelas condigoes de
invariancia, o desbalango produz emissao.

Forca de dissipacao, por anélise dimensional, deve ser tal que:

uF By oc EF (4.24)

65 Absorcdo depende de a forca cessar no ponto em que se encontra, iniciando um novo
caminho geodésico; em caso contrario, o prognostico é de reemissao.
66 = ; . k _ (A2 2,2
A argumentagao‘delxa d&.a fora os fatorgsNde Lorentz 7, e.g. N = (v a)/(v?v?), que
eventualmente poderiam recair sobre a definigdo do simbolo.
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A variacdo intrinseca opera pela variavel de posicao e a variacao coordenada
pela variavel velocidade. Na replicagao de Rayleigh, a dependéncia da velocidade
ou da posigdo por /\fZ’; reproduzird a diferenca observada em (4.22)). Sejam
f¥(z) as fungoes de variacio intrinseca e a*(t) as respectivas funcdes de variacdo
coordenada. Pode-se escrever /\lej = NZ-’; — NZ-’} pela composicao das variagoes.

1

~ kg kg 0zt ok ws ; ~ =
Ui i € u i
W=l =t = G =g N = B (4250
. dfuuy;  dFgy; 0 L ~
Nil} :7] = 7j — ng]: :(UZUJNM]') = Ek (42512))

E esperado que, na ocorréncia da rotagao hiperbdlica Rfjp a curvatura in-
trinseca nao viole o invariante, independentemente de qualquer velocidade. Pela
varidncia e cooperagao com Ffj na preservagao do invariante, a variagao do sim-

bolo NZ} relacionado a algum arranjo sobre o tensor curvatura Rfje por uma
constante adimensional, @ assim:

9 NE o RE, (4.26)
Seja Rfﬂ a curvatura do movimento por varidveis coordenadas, obtida do
k
ije
por coordenadas deve equivaler & curvatura intrinseca Rfﬂ. A ocorréncia de
transvio altera a medida coordenada da curvatura, mas, assim como posi¢ao e
velocidade sao independentes, a medida intrinseca da curvatura é independente.
m Com isso, a diferenga observada em reproduz-se no nao-balanceamento
energético em N}

equacionamento da variagao de NZ No caso balanceado, a curvatura R

QN < R,y — RY, (4.27)

A expectativa de preservacao do invariante de velocidade e da forma hiper-
bélica da rotacgao: o excesso é rejeitado e hé reacao. A aceleragao nao produz a
alteragao esperada pela resultante da soma da curvatura com o a influéncia ex-
terna. Aceleracao e velocidade permaneceram ortonormais, mas com alteragao
na direcao geodésica, ou seja, a intensidade mantém a magnitude do invariante,
mas muda de direcao ao esperado pela curvatura intrinseca. Na perspectiva
dindmica, aparece uma reagao & variacao da magnitude do invariante. Na pers-
pectiva energética, uma parcela é absorvida pela reconfiguracao da composigao

67A equivaléncia apontada ocorre pela similaridade na operacdo, o que acontece apds a
contragao.

68 Considerando o emprego de S[f , em que possui dimensdes de poténcia especifica [Sﬁ | =
L2T—3, o simbolo NZ-IE possui dimensoes [le]] =L~!. O simbolo Gngj e Rfjl dimensdes L—2.

69Curvatura intrinseca, variagdo de segunda ordem da base, d4 a indicagio para taxa de
variagao em conformidade geodésica para uma posi¢do. Velocidade coordenada nao entra na
composicao da intrinseca. Caso contrario, redefiniria a geodésica e o transporte paralelo.

7



“potencial-cineméatica” do transvio, enquanto o excedente é rejeitado por dois fa-
tores: pela mudancga de diregao, a forca externa nao consegue realizar trabalho;
e pela reagao, também nao o faz.

Similar & equivaléncia entre a derivada direcional e a equagao de Fuler-
Lagrange, o transvio pela forma expandida em deve possuir uma derivada
semelhante, que difere a situag@o geodésica pelo desbalango do resultado néao-
nulo.

Vo U = (&;U%0 + UM,8,) U7 = Ele; = U'URN,8; (4.28)

Apos substituigdo por (4.25a) e (4.25b]), e rearranjando, chega-se a:

Vo U7 = (éjUka,c N U’“]\?;kéi) Ul = Eig, (4.29)

Em uma leitura inicial, a agao da influéncia de origem externa m expressa
no termo U’ UkN;-k = EJ devera produzir o extravio da condi¢ao geodésica pelo

descaminho que produz U”U*T,, o que se manifesta na reagao E9.

O formalismo do balango energético é simplificado pelas expressoes obti-
das da geodésica transcrita[72]. Decomposta na variagdo intrinseca e variagao
coordenada, o caso geodésico escreve-se:

VH = A" + FH =0 (4.30)

O produto V“Vu é trivialmente nulo, mas as parcelas definem uma linha
de agao. Por ortogonalidade, deve-se ter valores nulos e, condizente com a
compatibilidade métrica obtida na sec¢ao [4.3.1], os angulos sdo preservados no
transporte paralelo.

O deslocamento mecanico por rotacao hiperbolica é invariante e da a diregao
intrinseca pela relagao de ortogonalidade:

VEF, = (4.31a)

Na condicao de transporte, a variacao coordenada A* segue a direcao do des-
locamento mecanico, preservando a dire¢ao intrinseca dada por F*. A variacao
coordenada segue a mesma ortogonalidade.

VEA, =0 (4.31b)

Uma velocidade U* nao-geodésica, cuja variacao coordenada seja .Z#, devera
respeitar o invariante de velocidade em U “.ZM = 0, ou seja, nao se observa em
coordenadas a violagao da velocidade da luz. Uma primeira caracterizacao do
transvio ¢ feita em relacdo & componente intrinseca com U*F, # 0. Por essa

"0Também por autoforca no caso de espontaneo ou desequilibrio sistémico. A tendéncia
ao equilibrio no processo de emissdo (pois excesso é rejeitado) é a propensdo natural na
vinculagao entre variagao espacial e variagado temporal. Entretanto, o pressuposto nao evita
que a configuragao sistémica do problema, outras condicionantes do equilibrio, torne a emissao
autossustentada (decaimento).
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altima definicdo, deve ser possivel decompor a velocidade U¥ = V* + U* de
forma a encontrar uma velocidade V* ortogonal tal que F,V* = 0. |E|
A derivada direcional de U* sera, seguindo a substituicao dos termos da

~

eodésica transcrita em (4.29) e outras sobre N% = NE — Nk escrita como:
i ij ij0
o
Enu,
U,U°

A derivada do produto (U*U,)" resulta em uma segunda caracterizacao do

VoU,=A, +F,+E, = (4.32)

transvio, observando resultado £f} nao-ortogonal.

U*A, + U"(F, + E,) = & (4.33)
Na convergéncia para o caso geodésico, se U’iEM — gﬁ, entao -"Iu — A, e
U, = V. Como pela condigao invariante U* A, = 0, o balango é restrito as

parcelas nao-coordenadas.

UM (F, + E,) = E"

M (4.34)

O trabalho realizado por Eu equivale ao trabalho sofrido por F, (em cor-
respondéncia com a produgdo cinética) mais a emissao gfj do excesso que nao é
absorvido. Parte da energia da forca é absorvida em uma nova configuragao do
sistema, até ser rejeitada.

U'E, =&~ U"F, (4.35)

Nesse novo balanco, reiterar que U “Eu =& /, somente existe geodesicamente.
Fora dessa condigao, progridem em taxa de variagao distinta pelo expresso em
9N}, na equagio [@27).

Sumarizando o processo geral em uma sentenca: a variagao coordenada “Zu
acomoda, pelo limite do invariante em U¥, as influéncias Eu e F,, fazendo o

excesso ser emitido na forma de gﬁ

A situacgao é direcional e possui particularidades. Para o caso de E* ser
simultaneamente ortogonal a F* e a velocidade U", essa torna-se coincidente
com V*#. |E| Esse caso conservativo configura uma forma andémala de geodésica,
com aplica¢do quantical69]. Outro caso é o de decaimento espontaneo, em que
ha desequilibrio que desencadeia autoforgal70]. A diversidade de casos, embora
produtiva, desfavorece consolidar um fator comum.

A secdo seguinte busca, de uma maneira pratica, que a demonstracdo nao
dependa de perspectivas conservativas ou dissipativas, ou ainda que se faca
distingao se seguem por trajetoria geodésica ou desvio dela.

Pela variagao direcional do simbolo IV ;k, a responsabilidade da rotagao hi-
perboélica transita para o tensor curvatura Rfj ¢, € torna oportuno o estudo pelo
deslocamento da base pelo seu transporte hiperbélico.

71 A exigéncia é que seja o valor de menor diferenga, ou seja, a geodésica mais proxima, o
que nao necessariamente precisa ser dnico.

72 Qutras possibilidades: se UHE,, — 0 (tornar-se ortogonal), consequentemente 5,‘: — 0
pela defini¢do em comum. A forma de extingao da for¢a depende da defini¢do do problema.
Ver adiante o texto que introduz

73 Ver o texto que antecede as equagoes ([2.98a)) e (2.98b) e confrontar com nota .
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4.4 Curvatura Intrinseca (do Movimento)

Curvatura intrinseca refere-se a variagao de segunda ordem da base. Pela mu-
dancga categdrica promovida na especificacao da base, o tensor caracteriza a
curvatura em relagao & variavel cineméatica. Com isso, a conexao encontra uma
condicao de continuidade pertinente ao processo: manutencao da forma hiper-
bolica de rotagao.

O tensor métrico normalizado é constituido de duas curvaturas principais,
uma espacial e outra temporal, que, pela afinidade com a variavel cinematica,
estabelecem a assinatura hiperboélica do tensor velocidade.

O tensor possui modulo constante e a sua transformagdo pelo movimento
no espago-tempo implica em sua rotagdo. Seguindo que o tensor preservara
a relacao hiperbodlica entre as componentes espacial e temporal somente ao se
transformar por rotagao hiperbolica, tem-se que o invariante transita a condi-
¢ao de forma para a o parametro espacial. Nesses termos, a velocidade limite
condiciona a forma do espago: escolhido o pardmetro espacial pela diretriz, a
condicionante estara na capacidade desse parametro produzir a rotagao hiperbo-
lica necesséaria ao invariante. Uma representagao no espaco, se existe, expressa
quantas e quais as parametrizagoes possiveis.

Em uma problematizacao alternativa, considera-se a existéncia para inves-
tigar a concordancia da base cinematica pela sua parametrizacao espacial. A
defini¢ao normalizada da métrica em todo o espago é suficiente para a condigao
estatica, entretanto nao dispensa demonstrar nao haver impeditivo dindmico
no transporte pela conexao. Torna-se necessario que as taxas de variagao, na
diregao em que elas estejam definidas, sejam condizentes com o que é requerido
da continuidade paramétrica da transformacao: ao passar para posicao subse-
quente, o valor obtido é independente do caminho. |E| Uma forma simples é por
funcéo de conformidade que atenda ao teorema do gradiente.

O desenvolvimento explora as proprias propriedades hiperbélicas de autos-
similaridade exibidas pela métrica. A forma hiperbdlica da rotagao é caracteri-
zada apropriadamente pela razio entre os participantes. A taxa de variagdo dos
elementos base em relagdo ao espago, mesma razao que os elementos em si. As
taxas relacionadas contraem-se em uma funcao escalar caracteristica, até entao,
implicita.

O resultado funcional da variacao segunda delimita um discriminante que
equivale ao escalar tensor curvatura. A regularidade das relagbes internas e sua
estabilidade estrutural invariante apontam estrutura primordial, que se reduz
a uma identidade sobre si mesma, nao ocorre por vinculacao ou acoplamento
quaisquer.

As consequéncias na interpretagao da estrutura do espago-tempo sao ana-
lisadas pela velocidade de propagacao (ou a projecao da variagao espacial no
tempo), que satisfaga a simultaneidade e produza uma curvatura média.

O entendimento no categoérico cinematico vem da ac¢do de Hilbert, entre
outros equacionamentos.

4.4.1 Curvaturas Principais e Taxas Relacionadas

As curvaturas principais, no tensor métrico normalizado, sdo apresentadas apro-
priadamente na escolha da forma esférica.

74 A dispensa de trajetoria geodésica atende a condi¢io mais geral de abranger emisséo.
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Na variagao coordenada, a despeito da mobilidade da base, a variagao in-
trinseca nao se confunde com a variacao parameétrica, pois, pela normalidade da
métrica, restringem-se os simbolos de Christoffel aqueles de variagao intrinseca.

A métrica ndo possui variacdo intrinseca no tempo e a variacdo espacial
restringe-se a diretrix. Em consequéncia, o tensor apresenta propriedades e
relagoes entre as curvaturas principais e suas variacoes paramétricas que, pela

assinatura, sao similares a equagao (paramétrica ou ndo) da hipérbole.

1 y dy
- — L =-_Z 4.36
Y= x oz ( )
A contragao temporal é conjugada a dilatacao espacial. Pelo determinante,

duas curvaturas principais sao reciprocas.

(500511900911 =-1 (437)

A expressao condiz com a “assinatura”’ métrica (+,+,+, +), em que o sinal
é interno ao simbolo. Apesar disso, a forma hiperbolica de variacdo se
apresenta mesmo com o sinal implicito, o que é observado fazendo a derivada
do determinante pela variacao espacial:

91(6°°6M goog11) = 0 (4.38)

A condigao de normalidade determinante estrutura a relagdo implicita entre
as componentes métrica. O resultado da derivada anterior pode ser escrito como:

0%01g00 _  0"g00 (4.39)
51151911 511911 .

A despeito de a derivada do determinante poder ser tomada por qualquer
direcao, apenas pela diretrix o valor nao trivial pode ser elaborado na razao
entre as curvaturas. Subentendida a diregdo de variagao, evidencia-se forma
hiperbélica comparando-se a expressao dada em com o resultado anterior
na substitui¢ao por:

500819()0 <00 8900
STig. g, — 0 o1
0 31911 8911

(4.40)

A propriedade expressa por essa ultima equacgao é ordinéria da operacao di-
ferencial, e sua importancia se deve a existéncia de (4.39)), por se expressar pela
razao entre as curvaturas espacial e temporal. Para relacionar as variagoes de
segunda ordem por essa mesma razao hiperbodlica, é preciso haver propriedade
funcional entre as partes, e reiteradamente para terceira ordem. A listagem
de taxas relacionadas de ordens superiores continua indefinidamente, embora
convencionalmente somente a segunda ordem seja relevante nos processos me-
canicos. Por outro lado, chega-se a uma sintese quando se encontra expressao
que se contrai em um escalar, o que destaca que as razoes apresentadas até

5Ver também ([2.41) e (2.42a) a ([2.42d)
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entao sao covariantes, e pelos indices, contraem-se. A substituicao derivada da
métrica pelos simbolos de Christoffel.
A razao entre a curvatura espacial e temporal é trazida indiretamente pelas

taxas de variagdo na consideragio da razao entre (2.43a)) e (2.43b))

2900101 =01900 (4.41a)
—2g11T%0 =01 900 (4.41Db)

A razao entre os dois termos do lado esquerdo é unitaria pelas respectivas
igualdades do lado direito. Com isso, pode-se obter a proporcionalidade dos
simbolos com a razao hiperbdlica. E interessante ressaltar que o simbolo I'},
nao esta presente no determinante da métrica, enquanto uma resolugao por
e redundaria em expressoes conhecidas.

A derivada nao altera a proporcionalidade entre as equagdes, ao mesmo
tempo que eleva a ordem. Ainda, permite fatorar a razao pretendida.

2g0061F81 + 4900F81F81 2811900 (442a)
—2911611—‘(1)0 - 4911F11F(1)0 :811900 (442b)

Os termos do lado esquerdo de (4.42a]) e (4.42b]) sdo expressoes do tensor de

Ricci para o tensor normalizado.

Boo _ goo

4.43
Ry g11 ( )

A equagao acima expressa a igualdade que as parcelas contraidas das di-
mensoes espacial e temporal do escalar de Ricci, o mesmo balango entre as
curvaturas conjugadas pela variagao do determinante.

9" Roo — g R11 =0 (4.44)

O escalar de curvatura, propriamente dito, sai pela soma. Para a métrica
normalizada, a relevincia de que o tensor de Ricci seja hiperbdlico estd em
acompanhar a variacao da base para operacao de comutacao, e o balanco é
condizente com o que haverd na base, em consequéncia da métrica.

Nao ¢é inesperado que a expressao mais adequada para a contracao da razao
em um escalar seja similar ao escalar de Ricci. O inconveniente esta em relaci-
onar o tensor curvatura em uma construgdo que nao recorra aos fundamentos
holonémicos. Além disso, a dedugdo por curvatura seccional ndo funciona: nao
h4 alternancia entre caminhos por nao haver apenas uma dimensao espacial. |E|

Até entao, considerou-se apenas a variagdo do tensor métrico no espaco.
Para chegar a uma funcao caracteristica, serd preciso considerar a variagao in-
trinseca da base tensorial que, ao contrario da métrica, também possui variagao
intrinseca pela variacao da escala temporal.

76 Curvatura seccional envolve o desvio geodésico por campo de Jacobi, findando em uma
superficie que atua como restricdo holonémica. Também é oportuno mencionar que, para
curatura seccional, “desvio” é entendido como a distancia de separagdo (afastamento, distan-
ciamento) por constru¢ao geométrica, enquanto que, para o tensor normalizado, “desvio” vem
no sentido de transvio (descaminho, extravio) por construgdo mecanica.
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4.4.2 Curvatura (Fungao Escalar)

As relagoes hiperbolicas do gradiente métrico sao fechadas sobre si. Abstraido
do movimento por um corpo, a métrica induz o préprio movimento. O mesmo
autodeterminismo deve se apresentar na base e indicar o caminho de propagagao
pelo autotransporte.

Condizente com a métrica, a base normalizada deve seguir a mesma variagao
hiperbélica. Consequentemente, é esperado um resultado que expresse a equi-
valéncia entre as duas taxas, apesar da dessemelhanca que existe: os tensores
da base estao sujeitos a variacao intrinseca com a variacao temporal, o que nao
ocorre na métrica.

A meétrica nao varia intrinsecamente com o passar do tempo, nem com a
escala de tempo (que ela define), mas ela d4 a defini¢ao de tempo para os outros
tensores. A variagdo da base torna-se o motivo de haver um termo extra na
derivada covariante, ao mesmo tempo que o termo extra gL em que leva
a definicao .

Condizente com a métrica ser a forma bilinear da base, a base deve satisfazer
a decomposicao:

Do Guv = (05€,)8, + &,(058,) (4.45)

Para a variagao de indice temporal:

809,ul/ = (50(3“)@1/ + éu(aoéu) = O[LUO (446)

A substitui¢ao pelos simbolos de Christoffel segue para as defini¢goes da mé-

trica normalizada, (2.59Db))
D 08, = doo + 9oé1 = Tfpé1 + Iyéo (4.47)

Os valores individuais dos €,(09p€,), ou da soma que se faga entre eles, sao

conferidos nos resultados em ([2.43al) e (2.43b)).

911F(1)0 =- %31900 (4.48a)
goorgl = %81900 (448b)

Simplificadamente, uma contracao espacial é balanceada por uma dilatacao
temporal. A métrica é constante pelo balango que proporciona. Nuance: nao se
trata de variagao com a passagem do tempo, mas sim da propensao pela variagao
com a mudanca de escala temporal, uma vez que a variavel de derivacio x° = ct.
[

No gradiente temporal, o resultado de cada termo individual é ortogonal
a direcao original, resultando &,(9p&y) = 0 e €,(9p€1) = 0. Uma vez que as
variagoes na dimensao temporal sejam nulas, nao é possivel tomar a razao entre

77A escala de tempo pela sua relagdo com a distancia que pode ser percorrida pela luz. A
forma como o tempo é medido para a base muda conforme a defini¢ao de tempo pela métrica
modifica-se em razdo da forma como a métrica afeta a propagagao da luz.
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elas, tal qual em . Por outro lado, a prépria nulidade representa um
balanco entre contragao espacial e dilatacao temporal.

Embora nao sejam elementos do gradiente métrico, a soma dos produtos por
indices alternados €1(9p€g) + €0(0p€1) = 0, complementa o balanc¢o na variagao
temporal.

A medida abrangente para acompanhar a diversidade na combinacao de
indices é o trago da derivada do tensor métrico. A correspondéncia pela base
vem na forma matricial, o que também permite observar alternancia de diregao.

&) [0 T [é
&) = [, Tl [e (4.49)

A variagdo espacial métrica pela decomposigdo pela base sdo equivalentes.
Sem maiores destaques, as variagoes espaciais pela base apresentam-se como:

D 018, = 0180 + 018 =T4,80 + 11,8 (4.50)

éo Yy, 0] [éo
0|~ | = 1 N (4.51)

(S5 0 Fll (S5
Como as variaveis e as variacoes sao independentes, pela linearidade na com-
posicao das formas matriciais, as duas matrizes sao combinadas. Uma medida

de magnitude é obtida expondo a matriz envolvida como um operador bilinear
e sumarizando as variacoes de primeira ordem.

T
~ ~ o éO F81 1—‘(1)0 é0
z :e#(aa'el/) - |:é1:| |:1‘\(1)0 F%l él (452)

nvo

O resultado equivale a soma dos semi-tragos para as diregoes do gradiente
espago-temporal da métrica. O resultado possui contribuigao apenas pela vari-
agao espacial.

Ztr(aogw/) =6%01g00 + 6191911 = 629000y + 612911 T4 (4.53)

Embora o resultado satisfaga a expectativa, o que se torna interessante é a
auséncia de variagao temporal da métrica pela equivaléncia de sua decomposigao
em fatores da base que ndo sdo nulos. A propriedade sugere que haja balanco en-
tre as componentes e, consequentemente, um discriminante (expressao depende
apenas das propriedades) que seja invariante.

Variacoes de segunda ordem criam mais oportunidades de correlagoes entre
os termos. As variagoes pela base tomam como referéncia a métrica; assim, para
cada termo em:

> 050,90 =90 + 01)(9o + O1) g
op

=(0p0p + 001 + 0100 + alal)glw (4.54)
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Na combinacao em duplas, cada nova variacao afeta a precedente; entre-
tanto, a métrica nao depende do tempo, nem sua derivada, produzindo simplifi-
cagoes. As permutagoes pela associatividade entre os “produtos” dos operadores
sdo enumeraveis: a variacao temporal do gradiente, do(0p + 01)gur = Opvoo; a
variacao espacial do gradiente 01(9y + 01)guy = 0101g,,. Comutando as ante-
riores pelo produto, tem-se o gradiente da variacdo espacial, (Jp + 01)00guw =
0,000, € 0 gradiente da variagao espacial, (9y + 01)019u = 0101G,0; @ soma
das variagoes reiteradas, (9o0y + 0101)9u = 01019, € variagoes alternadas,
(0001 + 0100)gpr = Opves. O caso extra é a comutacdo entre operadores. m

(6081 - 3180)9;w = Ouu** (455)

A base possui uma situagao analoga, porém com variacdo intrinseca no
tempo.

> 0,0,85 =(00 + 01) (00 + D1)&,
op

=(0p0p + 001 + 0100 + 3181)(3” (4.56)

Similar a (4.45)), deve haver a equivaléncia entre as variagoes de segunda
ordem da base pela operacao bilinear correspondente na métrica.

050,90 = (050,€,,)8, + (0,8,,)(05€,) + (0,€,)(0,6,) + €,(0,0,€,) (4.57)

A operagdo da meétrica é igual, independentemente da ordem de derivacao.
No lado direito da equagao anterior, os termos intermediarios cancelam-se na
comutacao, entretanto os termos das extremidades nao.

503;;9#1/ :8;)80'9;“/ (458)

Somente ap6s enunciar a comutacao, pode-se definir os indices irresolutos
em (4.55)), mas estritamente para o tratamento da métrica, deixando de fora a
contraparte na equivaléncia em (4.57)). Para satisfazer essa equivaléncia, deve-se

remover uma quantidade Rj;;, referente & comutagao da base. m

(000 — 0p00 ) gy = ((aaap - apag)éu>éy - (Rfjgpéa>é,, = Oups  (4.59)

. ) A~ _ oo A s _ oo A <
Ainda, se 9,0,&, = ©},,,8, e a forma alternada 0,0,8, = 07 ,&,, entao,

no caso nao-trivial de ©7,, # 05,,, o balango na soma implica no desbalanco
da diferenca.

78 No caso da métrica regular, o resultado trivial por Oogur = 0 esconderia identidade de
simetria entre o primeiro e segundo indices; assim, a indefini¢do da operagao é resolvida de
forma sistémica pela derivada covariante temporal.

Em geral, teriamos: (0,00 — 050p)9ur = —R{,69ar — R ,sgapu. Distinta da derivada
covariante, a variacdo intrinseca é removida e resulta em (V,Vys — V4oV,)gu = Opvop..

79 Aqui, ha a particularidade da variaco na variavel temporal ser nula, que, por duas cur-
vaturas, sustenta o resultado. A intencdo é que, pela identidade mencionada na nota [7g],
restaure-se a “distributividade” da operagdo na métrica.
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(aoap + apaa)éy :OHGP (4603)
(000 — 0,00)80 0,05 (4.60b)

Alguma simplificagao pode ser feita, ponderando pelo nimero de dimensoes
que tém efeito na representagao dos indices. Primeiro, os dois ultimos indices
de Rf,, se referem a derivagao, que pela comutagao impoe o # p. Segundo,
nos dois primeiros indices, p representa o tensor da base sob derivagao, e o, a
mudanca de dire¢ao que a derivagao promove. Assim, para expressar a mudanca
de diregao, temos que o # p. Com isso, ha duas curvaturas principais que irdao
se converter em duas variaveis de indice, o que leva a repeticao de indices entre
o primeiro e o ultimo par de indices: se o primeiro par é a3, em qualquer ordem,
o segundo também sera a3, nao necessariamente na mesma ordem, com alguma
convengao sobre sinal adotada, e.g., R35, = —Rj,5. Terceiro, a métrica diago-
nal possui somente indices simétricos, entao —R%a,géa somente sera produtivo
se multiplicado por &,. Por fim, se g, = —¢°?, entdo —R5, 58080 = Rgaﬁgﬁﬁ,
e a expressao se contrai em um escalar.

([0p, 05 ]&p) 80 — ([Ou, 0v]8,)8, =(R),,,8.)8, = Ruuguy (4.61)

npy =V

O arranjo na forma matricial facilita a visualizagao na expansao dos indices.

&l [0 T&HLl[0 Tl leo] [Tl 0 3
aoao |:é1:| _|:F?O 0 F(ljo 0 é; o 0 1“(1)01-‘(1)0 & (462)

Para o indice temporal, é esperado que, pela correspondéncia com a métrica,
chegue-se a um valor nulo, o que é demonstrado substituindo-se a expressao em

[4.57) e tomando que g11T8, + gool'§; = 0
A componente radial corresponde a 9101911
&
s } (4.63)

5 &| _[alg 0 é0+1“81 0][ry;, o0
e 0 arl] |& 0 Th) [0 T lé

_ [euIg, + 16,78, 0 &g
= { 0 orl +TLTL | |8 (4.64)

Os indices alternados sao anti-diagonais (produzem valor nulo, o que é es-
perado quando derivam pelo tempo).

&9 gy 0 } { 0 F(l)o] [éo] { 0 Fgféo} {éo}
001 || = Dl = N 4.65
01 [el] [ 0 THI[TYY o0& o, 0 & (4.65)

A forma alterna:

| _[ 0 &iTg] [& 0 T41[r9 07 e
0100 {él] B {alr(l)o 0 8, + o, o 0 T4 e (4.66)
= 0 0150 + Tgol'11 | [&o
- |:81F(1)0 + I‘(1J0F81 0 é; (4.67)
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Seguindo o que se propoe em , a diferenga dada por menos
deve ser anulada por uma operacao complementar. Tomando a matriz
que resulta dessa diferenca, o produto que ela gera é anulado, peculiarmente, por
uma permutacido da antidiagonal pela diagonal. Tomando que I'§; +T't; = 0,
tem-se:

-9, — 219, 1Y, 0 _|[-Bu 0 (4.68)
0 —Tgo + 210, T 0 Roo '

Fora da comutagao, a introdugao dessa matriz nao afeta o equacionamento da
variagao da base. Isoladamente, a operacao bilinear entre os elementos da base
por essa matriz, observa-se o balanco expresso em pela reciprocidade entre
goo = —g'', o que também permite expressar contracio g°°Ryo = R, enquanto
g"Ry; = —R.

Considerando para além da equivaléncia na contracao, e fazendo con-
dizer com a variagao balanceada, os tensores Ryy e R1; possuem a mesma razao
hiperbélica do tensor métrico, equivalendo na condicao estrutural do espago-
tempo pelas identidades que formam. Tomando a soma dos valores contraidos
R = g9 Ry + g'' R11, define-se uma funcio escalar caracteristica E que fatora
o termo comum da comutacao.

T
éo _gllR 0 é()
N | =0 4.69
[91] [ 0 QOOR] [el} (4.69)

Outra operagao que se torna trivial, a identidade na propria defini¢ao com
relagao & métrica, pelo mesmo parametro e pela mesma relagao hiperbolica.

~ 1T ~
€p gllR 0 €o
~ | =—R 4.70
[el] [ 0 gOOR:| LJ 470

Nos termos do tensor métrico, as expressoes obtidas por (4.42a)) e (4.42b)
resultam na equiparticao da curvatura entre espaco e tempo.

Roo =%9"" 911900 (4.71a)
R11 Z%gooaugoo (47112))
R=— (500611811900 (4.71C)

Apresentadas as propriedades similares, a diferenciagao introduz o conceito
de curvatura. Enquanto a métrica normalizada representa rotagao hiperbolica,
a forma bilinear adjunta possui elementos de curvatura.

Pela métrica normalizada, o conceito de curvatura é feito com relagao a
curvatura do movimento e, em analogia entre a curvatura intrinseca e curvatura

80Parece causar estranheza denominar escalar de Ricci, considerando que ele é uma definigio
geral para o espago, enquanto que o escalar apresentado é resultado de especificidade da
rotagao hiperbolica da base cinemética por uma métrica normalizada. O uso intercambiado
da terminologia no decorrer do texto é feito em beneficio do leitor, uma vez que as expressoes
s80 as mesmas, exceto a conceituagio e a generalidade.
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da cinematica convencional, a dire¢cao de curvatura do movimento é a mesma
da aceleragao normal.

O entendimento é feito ao considerar uma correspondéncia que a variagao
de primeira ordem teria com a velocidade da variagao da base, o que tornaria
a variacao de segunda ordem aceleracao da variacao da base. Essa aceleragao
pode ocorrer de forma “tangencial’, projetada na direcao original do vetor em
derivagao, aumentando a magnitude; ou a aceleracao faz variar para uma dire-
¢ao “normal”, direcao distinta que altera a direcao. A mudanga de direcao da
aceleragao normal, nas operagoes realizadas acima, é realizada na ocorréncia de
representagao por matriz antidiagonal; assim, em e , as operagoes
resultam em uma direcao distinta do operando original. Essas mesmas matri-
zes antidiagonais coincidem com as operagoes que nao comutam. Em termos
de operagao diferencial, se a variacao primeira altera a dire¢ao com relagao ao
operando, entao a diregao original é retomada pela reincidéncia da mesma ope-
ragao (duas curvaturas); se a variagdo primeira preserva a dire¢ao, entao sempre
resultard na direcao do operando. De outra forma, a alternancia de operadores
sempre resultara na alteracao da dire¢ao com relagao ao operando. Curvatura
intrinseca do movimento é a medida da variagao de direcao. A rotagao hiper-
bolica é a intensidade de transferéncia, enquanto a rotagao de segunda ordem é
a variacao dessa intensidade.

Ainda com relagdo & cinemética convencional, curvatura tem grandeza di-
mensdo dada pelo inverso do raio, [I/R] = L™}, enquanto que a funcio escalar
resultante da métrica normalizada possui grandeza [R] = L=2, o que é expli-
cado pela forma quadratica das expressoes. Nao obstante, a referéncia a uma
superficie deve correlacionar-se com a posigao indicada no parametro funcional
na caracterizacao da continuidade.

Pela simetria esférica do problema, mais de uma posi¢ao resulta no mesmo
parametro radial e deve compartilhar um mesmo valor, formando uma superficie
de equivaléncia. Alternativamente, para cada valor radial, pode-se tragar uma
superficie, e os valores distintos entre diversas superficies devem formar um
gradiente. Continuidade hiperboélica implica na continuidade espacial.

Se, por um lado, no balango pode-se fazer alusdo a curvatura médial39)]
[53], e com isso superficie minima[73][7], por um entendimento de que ordina-
riamente o valor zero da derivada segunda é um ponto critico, por outro lado,
a abordagem “geométrica” nao traria informagao nova, dado que a minimizagao
redunda na simetria esférica, que esta na formulagao do problema, e nao atende
o interesse no comportamento dindmico. Ainda, a soma é mais promissora
que o balanco, dado que na primeira equagao a funcao é fatorada. A superficie
fechada encerra um volume, e a generalizacdo do teorema de Gaul-Stokes pa-
rece uma abordagem adequada para determinar a continuidade do espago, mas
hé questoes sobre o significado do espaco e a simultaneidade temporal que limi-
tam essa abordagem. |§| A questdo recai na representacdo da massa pontual
representar por distribui¢do volumétrica e o seu resignificado categorico para o
tensor densidade-energia.

Recobrando o processo de emissao Rayleigh que trouxe aqui, é interessante
apontar que a equagao de Poisson possui a mesma grandeza dimensional da
curvatura.

81Reiterando o expresso na sec. , seria resquicios de espago absoluto newtoniano pressu-
por que mapeamento holonémico é a solugdo final, quando o espago se apresenta anisotropico
de acordo com a velocidade e questdes intrincadas de simultaneidade.
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[Vzﬂ =L (4.72)

c

Se assim o for, deve-se chegar a uma expressao similar a VF = R, que, além
da unidade dimensional, também se equivalha pela estrutura.

A elaboracao da expressao esta relacionada & variagao intrinseca, o que re-
mete, na terminologia cléssica, a forca de arranque. A forga estatica no ponto
no limiar do arranque, considerando , teria, apesar da velocidade nula, o
fator gamma nao nulo v, = 1/,/go0, devido & métrica do espago. Pela expressao

[2.74), obtemos 9, g'' = ¢! f! no arranque.
Seguindo (2.77)), tem-se o valor para a variagao segunda:

0 0
5905119, 1 goo = 72511911‘(]11911% _ 72911%500 (4.73)

A relacao estacionaria por Poisson abre caminho para constru¢ao matemé-
tica similar as equagoes de Maxwell (a0 menos como seria observada em campo
fraco), se considerar que a elaboragao final depende da forma como o tempo é
tratado extrinsecamente na derivada covariante, visto em [2.7.2].

A expressao pela curvatura resultara na “velocidade de propagagao da mé-
trica”, consequentemente, a “velocidade de autotransporte” da propria curva-
tura. Uma descrigao melhor é a velocidade de atualizagao pela variagdo. A
distingao objetiva evitar teorizacao de fluxo, situagao em que traria confusoes
etéreas (ou de calibre).

A situagao fisica que se apresentaré seréa a atualizagdo da métrica diante da
oscilagao da posicao do corpo que a origina. Essa oscilacdo compoe o movi-
mento geodésico pela natureza ondulatoria da matéria. Com isso, a variagdo da
contracao espacial é acompanhada da variacao da dilatagao temporal: métrica
se propaga como onda intrinseca, nao como fluxo.

Acontece que, por consequéncia do equacionamento geodésico balancear as
forgas, a ondulacao ordinéria da intrinseca & matéria nao é emissiva. Por essa
qualidade, a fenomenologia é desafiadora, e a demonstracao do que se pressupoe
é indireta.

Por outro lado, fora da condicao geodésica, a proposta parte dessa oscilagao
sera emitida, retornando ao processo de emissdao de Rayleigh .

A equagdo rebalanceada para emissdo pela equagao , a emissio & cor-
relacionada a forca externa E,“ que se corresponde pela velocidade em excesso
da geodésica U“Eﬂ.

UFF, =& —UME, =0 (4.74)
A expressao, uma forma diferencial, d o resultado em uma unidade correlata

de poténcia especifica. A relagdo com a curvatura é trazida pela forma estatica
por Poisson.

dP = (v, dF) =v.-dF =v-VFdA (4.75)
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A curvatura, assim como a métrica, nao varia no tempo; as relagdes tempo-
rais sao extrinsecas & métrica. Pela derivada covariante temporal V, inclui-se a
variagao 0, intrinseca caso a varidvel nao dependa explicitamente do tempo.

VVF=V( '9F+V-F+VxF)=VV.F (4.76)

O que é possivel se os termos cancelarem-se entre si. Entao, em similaridade
a equacao de Maxwell, tem-se:

OF+V xF=0 (4.77)

Assim:

V x (VxF)=Vx (-0]'F)

=—c 'OV xF)
2072@ (8,5F) (478)
Ao mesmo tempo que:
V x (VxF)=V(V-F)-VF (4.79a)
V(V -F) =V(2rGp/c*) = kVp (4.79b)

A equagao homogénea sugere que a onda é devida a variagao de posicao do
corpo como fonte da métrica.

¢ 204F — V°F = kVp (4.80)

A equagado homogénea no vacuo mostra que a velocidade de propagacao do
espago de uma emissao desvinculada do corpo é constante.

¢ 204F -~ V?F =0 (4.81)

O resultado, curvatura se propaga em velocidade constante, seré ratificado
na agdo da curvatura.

4.4.3 Formas diferenciais e Analise funcional:
Variaveis Espaciais e sua Continuidade.

Nas segoes precedentes, é demonstrada a continuidade da rotacao hiperbélica do
tensor velocidade diante de um parametro espacial. Entretanto, ficam abertas
as propriedades desse dominio, em especial, continuidade do espago das variaveis
espaciais.

Mudanca categoérica evita base holonomica . Uma implicagao direta é
que formas diferenciais perdem o status de base contravariante. As consequén-
cias nao se restringem & base dual, trazendo implicagées como a continuidade do
espaco que é mapeada. Ainda que a anisotropia da trajetoria seja tratavel, outra
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condigao que ira se apresentar surge com a propria dindmica do espaco. Mé-
trica e curvatura que nao aceitam parametro temporal, e a variavel é extrinseca
a métrica por algum evento externo.

Um interesse especial nessas questoes reside na resolugao de integrais iteradas
pela consisténcia entre a continuidade da expressao pelos limites de integragao
e o significado fisico do processo.

Holonomia resolve o problema de mapeamento do espago e os seus campos.
Ainda que se possa criticar, isoladamente, que a forma nao é adequada & simul-
taneidade de situagoes dindmicas, o0 mapeamento do caso estacionario é solugao
particular que leva ao caso geral. Para um corpo central fixo, é possivel mapear
0 espago pela métrica sem se preocupar com a variagao da métrica no tempo
pelo movimento do corpo fonte, mas no problema de dois corpos é preciso, além
de um referencial espacial externo fixo, por conta da simultaneidade, eventos
que sejam referenciais temporais. No primeiro caso, a resolugao do espago; no
segundo, a resolugdo do tempo. A métrica normalizada coloca se em uma etapa
anterior a construcao do espaco-tempo.

A mudanga categorica da métrica normaliza[.2], ndo se restringe a conciliar
com a holonomia. A perda da necessidade de vinculagdo holonomica confere
liberdade de escolha da topologia.

Assim como a covariancia faculta que a escolha do sistema de coordenadas
seja arbitraria, uma vez que o invariante hiperbodlico seja satisfeito, a escolha de
uma estrutura topolégica também o sera.

A continuidade suave do espago nao é diretamente pelas variaveis espaciais,
mas indiretamente, implicita pela continuidade cinematica. Pelas questoes de
continuidade, assim como na topologia, substitui-se a integral riemanniana por
uma outra defini¢ao, e.g., integral de Lebesgue.

O significado fisico estd no tratamento distinto de espagos. A definigao
intrinseca do espago é pela métrica, mas a definicdo do tempo é extrinseca
a métrica. A concepcao concede que o espago é geometrizavel em situagoes
de regularidade temporal, quer por escala, quer por estabilidade. Por outro
lado, no espago inconstante, uma dindmica intensa de sua deformacao continua
inviabiliza o mapeamento espacial, restando mapear a sua deformagao no tempo.

Duas classes de representagao: no dominio do espago, os geometrizaveis; no
dominio do tempo, os vidveis pelo espectro. O carater predominante é mo-
dulado, mais uma vez, pela complementaridade entre tempo e espago. Assim,
depende se o mapeamento do espago pode ser considerado perene (um tempo
indefinidamente longo, ao tempo do ciclo) ou, no caso contrario, mapeamento
no dominio do tempo (que se tornara dominio da frequéncia).

O ponto critico da escolha de uma topologia esta na expansao da defini¢ao
de massa pontual. O simbolo delta de Dirac nao tem significado fora da integral,
e nao hé uma tnica forma de atribuir um significado & fun¢ao escalar.

/ M 63 (r)dV (4.82)
14

A analise funcional é recomendada tanto na escolha pelas propriedades on-
dulatoérias da matéria quanto na escolha pela distribuigao espacial de massa em
relagao ao centroide de massa ou momento. Pela dualidade da abordagem, um
centroide de uma distribuicao de massa sempre incorrera em uma oscilagao por
outro lado, a ondulacao tera uma distribuicao espacial.
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O destaque esta na repentina mencgao das propriedades ondulatorias da ma-
téria, que até entdao nao se fez presente nas analises. A omissao explica-se pelo
fato de nao ser discutida a inser¢ao do corpo no espago. De outra maneira,
antecipando o resultado de uma resolucao pontual, mesmo que nao se presuma
qualquer oscilagao natural, dada a indiferenca da rotagao hiperbdlica ao for-
mato, a solu¢ao no espago nao somente conduz, como somente sera possivel por
um movimento oscilatorio, independente da natureza da atracao. Assim como a
complementaridade entre espago e tempo, a relagao entre frequéncia e compri-
I%ento da oscilagao material intrinseca é contraparte das homoélogas a métrica.

Uma vez escolhida a composigao topologica, a métrica normalizada, a forma
do bilinear cinético precisa ser elaborada para metrificar o espago vetorial com
norma da varidvel de interesse.

Em uma breve apresentagao, a elaboragao temporal, por espaco de Hilbert,
explora como as propriedades ondulatorias da matéria vinculam-se a oscilagao
da métrica no espaco, concomitante a ser fendmeno intrinseco no tempo. A de-
marcagao do espaco pela manifestagdo ondulatéria da métrica, em consequéncia
da oscilagao do corpo fonte, substitui a atribuicdo de coordenadas arbitrarias,
dado que seja possivel estabelecer relacao de mapeamento pela regularidade
de uma frequéncia ou periodos demarcados pela oscilacao natural. Por serem
complementares, a graduacao do espaco por um menor comprimento de onda,
somente é possivel por uma maior frequéncia, enquanto que analiticamente re-
produz a defasagem entre momento e velocidade por metade de um ciclo de
oscilagao.

Uma elaboragao espacial pela anéalise funcional considera que a forma pon-
tual é um centroide por uma distribuigdo de massa. A construcdo do espaco
coordenado é conduzida pela forma convoluta do parametro radial, que absorve
o bilinear cinético como tensor métrico do espaco. E

Iniciando pela composi¢cao de um espago Banach dotado de produto escalar,
em vez de métrica induzida pela norma, o objetivo é alcangado pela realizagao
reversa, norma induzida pela métrica de distancia.

A investigacdo concentra-se no produto escalar, que serd a estrutura prin-
cipal na defini¢do do espago topologico, sobretudo pelas relagoes angulares. O
interesse especial é orientagao e rotagao.

A definigdo depende da especificagdo da fungao distancia (métrica da dis-
tancia luminica) definida pela integral no tempo da forma bilinear cinemética
(métrica diferencial). Percebe-se que a distancia radial coordenada é involuta,
observando que a norma do vetor é a mesma que a distancia radial paramétrica.

A congruéncia com que a medida radial deve fazer com a contraparte espacial
conduz a transposi¢do da forma bilinear cinemética como tensor métrico do
espago coordenado. @ Em outras palavas, para que a velocidade seja mapeada
como variagao do espago, v = &#, é necessario que o espago apresente mesma
métrica. Assim, a continuidade da trajetoria esté acoplada diferencialmente &

82 Aqui, oscilatorio nao leva necessariamente a um estado discreto ou quéntico.

83 Adverténcia sobre a nomenclatura convencional e a terminologia adotada. Na analise
funcional, métrica é fungdo distancia; norma é o comprimento do vetor; produto escalar
(operador bilinear) tem propriedades entre vetores, angulo e ortogonalidade.

84Na, concepcio do espaco em geometria curva, o comprimento sera a distancia luminca. Na
concepcao cinética, a curvatura é resultado de um calibre no desenho da escala espacial dado
pela forma bilinear e aproveitado como métrica.
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continuidade da rotacao hiperbdlica.

dr = dz® = d(ct) = C;l(:—o (4.83)

Ao observar que 1/,/goo0 = i1/911, chega-se a uma identidade involuta da dis-
tancia coordenada que equivale & transformacao da distancia em espago proprio.
atatng = X' X'y

B
pz/d?“: : (4.84)
0

v/ 9oo(7) a

Em dltima instancia, a medida do espago é dada pelo tempo. |§| Por dR =
cdr, evita-se o problema da “Trombeta de Torricelli”, que ocorreria na concepgao
geométrica de ignorar velocidade e tempo. @

Na forma covariante, a dimensdo x'&; é medida positiva-definida e involuta
pela métrica. A medida coordenada p = y/xlzln;1 ou o seu retrago ao percorrer
caminho radial.

Prosseguindo com as outras dimensoes espaciais, ainda no sistema esférico, as
componentes angulares podem ser obtidas pela complementaridade de métrica,
chegando-se & formagao da base para as dimensoes espaciais. Porém, ainda que
conduza a uma expressao correta, essa abordagem deixa de fora a interagdo
entre as dimensoes espaciais, como também a interacao com o tempo. Uma
forma é o estudo de orbitas fechadas.

O movimento de um corpo material esté sujeito a anisotropia e outras incon-
sisténcias. Para uma definicdo de area obtida por um periodo orbital, a curva
paramétrica que tenha uma velocidade geodésica nem sempre resulta em que o
trajeto é um caminho fechado, ou com fecho suave. Tomando como exemplo a
orbita de Mercirio: ou considera-se que a 6rbita fecha, mas nao em um periodo
consistente com a rotacao da base; ou considera-se o periodo de rotacao da base,
e a curva nao fecha.

Ciente disso, o importante é reconhecer que a escolha de uma orbita circular
neutraliza o efeito de anisotropia pela preservacao das orientagoes relativas.

Um contraexemplo interessante é chegar ao perimetro em distancia propria
sem considerar o movimento. O comprimento de arco, ao ignorar \/vFv,, tam-
bém coloca em questao como os limites de integracgao se relacionam cinematica-
mente. Considerando-se gamma e a velocidade constante no movimento circular
orbital % = pé, poder-se-ia fazer:

5£Cdx9 :71)9/T dr (4.85*)

A equagdo (4.85"* ) causa estranheza de diversas formas. Interessante é
destacar o disparate que esta na tentativa de perimetro por espago proprio, em
que somente ocorre efeito cinematico, algo como L = Lg/~, dado que o tensor

85Poder-se-ia parametrizar por modulacdo de frequéncia de uma emissdo, declinacdo para
o vermelho.

86 Na mudanca de variavel, é preciso do conhecimento do tempo, o que pode ser suprido por
medidas indiretas de modulagao de frequéncia ou energia.
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métrico para diregao de movimento angular é unitario. Ignora-se que a escolha
é radial. Essa “primeira aproximacao” motiva a discussao de algumas corregoes.

Analisando o lado esquerdo, sob uma perspectiva geométrica, o comprimento
que corresponde ao perimetro coordenado é percorrido sobre uma componente
métrica ggg = 1, portanto sem alteragao entre comprimento proéprio e coorde-
nado. Entretanto, sabendo que a posicao radial coordenada sofre contracao em
espaco proprio, infere-se que o perimetro sofrera reducao pelo posicionamento
correto. Nesse tultimo caso, o importante é observar que ou obtém-se uma volta
completa no espago préprio, ou obtém-se uma volta completa no espago coor-
denado.

A analise do lado direito, agora em perspectiva mecanica, a mudanca de
variavel torna o problema mais agudo: requer que a trajetoria seja percorrida por
velocidade orbital, e que o tempo necessario para que se feche um ciclo completo
seja conhecido. A perspectiva cineméatica requer aplicacao das leis de Kepler,
mas persiste o problema da escolha de referenciais apresentado anteriormente.

A razao entre perimetro e raio, 27, no espago-tempo envolve a vinculacao
temporal. E sensato evitar proporcdes e congruéncias que fogem ao dominio
da geometria, por afetarem expressoes trigonométricas e exponenciagao de ima-
ginarios. Em uma primeira ponderagao, poderia-se decidir por representar di-
mensoes do espago proprio de modo que os valores possam se expressar em
“verdadeira grandeza”. Por outro lado, além de dificultar todas as expressoes
coordenadas, também dificultaria a forma de encontrar as medi¢oes apropriadas,
especialmente quando envolve o tempo.

O mapeamento envolve escolha de escalas de tempo e espago; o destaque
estd no mapeamento extra de grandezas angulares. Transformagoes sao lineares
pela métrica e, como visto, grandezas angulares nao se transformam linear-
mente. Também é interessante mencionar que, em geometria nao-euclidiana, as
relagoes de dngulos mudam na trigonometria de tridngulo retangulo imerso no
espaco hiperbolico. A peculiaridade do espago mecénico de quatro dimensoes
que envolve tempo de rotagao.

A métrica fornece dngulos intrinsecos necessarios ao transporte paralelo, en-
quanto coordenadas empregam angulos extrinsecos. Anomalia na definicao de
angulo pela métrica, ainda que preserve o transporte paralelo, ocorre pela dis-
torcao entre o perimetro proéprio e coordenado da trajetéria em sua previsao
temporal.

Consequéncia dessa anomalia, a determinagao da area deixa de ser um pro-
cesso geométrico e torna-se um processo mecéanico pela forma como a grandeza
ira representar a intensidade real que tomara efeito nas proporgoes e congruén-
cia.

Ao final da sec. [2.7.1], menciona-se a excepcionalidade da métrica fixa em
simplificar a simultaneidade, decompondo-a em problemas simples. Ainda que
nao seja o valor exato, medidas de referéncia formam um padrao de comparagao
para referenciar as anomalias que possam existir.

As medidas de interesse particular sdo area e tempo de uma trajetoria or-
bital fechada. A medida escalar de &drea em um plano do espago para curva
paramétrica, a expressao é dada por:

87 Mantendo-se que direcdes angulares reduzem-se na mesma proporcao que a radial, sera
observado efeito de encolhimento do perimetro por essa escolha de mapeamento estatico.
Também, anisotropia estd4 no movimento, ndo no espago, e a distor¢ao cinematica afeta o
espago proprio.
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A= b e, s di (4.56)
T

Pela segunda lei de Kepler, o integrando se relaciona com o momento angular
h =r X v para um intervalo de integracao dado pelo periodo T'.

Abaixo, a medida tensorial por coordenada destaca a presenca de orientacao
tensorial pela presenca de indices direcionais.

A7 =1 %(zidzj — 2/ dx") (4.87)

Implicito ao que é discutido pelas variaveis contravariantes de coordenadas
esté a rotagao da base. [

Outra forma de determinar o periodo orbital é o evento de reincidéncia de
uma posi¢cao com a mesma dire¢do; em outras palavras, a recorréncia define a
rotacao da base movel.

Embora a base seja mo6vel por uma perspectiva coordenada, processa-se in-
trinsecamente o transporte paralelo; consequentemente, o referencial proprio
percebe a base fixa. A mesma percepcao de imobilidade ocorre com a base fixa
coordenada para a perspectiva do referencial coordenado, o que, em reverso,
para o espaco proprio, serd movel.

Nesse caso, a rotacao é restrita entre as componentes espaciais. Essa rotagao
trigonométrica ocorre independentemente da rotagao hiperboélica entre espago e
tempo e, embora nao afete o tempo, processa-se em uma taxa temporal. Ainda
assim, o efeito secundéario induz & direcdo do movimento, como visto em e
2.7.6], e por essas relagoes sistémicas pode ser observado em Kepler.

Enquanto pela base holondémica o mapeamento do espago é conexo se nao
houver torgao ao circular pelo espago, no espaco nao-holonémico a perspectiva
deixa de ser puramente geométrica, os deslocamentos nao se fazem sem veloci-
dade, e a previsao de anisometria desfaz a preocupacdo com torcao. Entretanto,
a continuidade do mapeamento do espago nao-holonémico somente é possivel
conhecendo-se as relagbes sistémicas que resolvem a coeréncia entre as escalas
espaciais e temporais nas relagoes transcendentais para rotagao.

Ademais, o espago orientado [7] resolve algumas questoes topologicas so-
bre a quiralidade da base, nem sempre presente em definigoes holonomicas por
questao da algebra de sua base estar vinculada a comutatividade de operagoes
diferenciais.

Deslocamento no espago nao se faz sem velocidade, o que leva ao periodo
orbital. A se¢do seguinte explora as relagbes temporais por abordagem keple-
riana. A seguir, os formalismos para integrais iteradas da base, rudimentos da
algebra da rotagao da base em perspectiva geométrica de espago absoluto pela
auséncia de consideragoes sobre simultaneidade.

Formalismos. Discute-se o aparato matematico para integrais iteradas. Abstrai-
se problemas de simultaneidade, o que é ilustrado no célculo de integral de
volume.

Uma regiao tridimensional do espago representa uma escolha de simultanei-
dade, pois a integral de volume exige um sistema de coordenadas especifico para

88 Refor¢ando o apontado em , uma métrica exponencial seria mais adequada.
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definir o instante da medi¢ao. O resultado é inerentemente nao-covariante, uma
vez que é vinculado ao referencial do observador. Tais problemas encontram
amparo no uso de pseudotensor, como o pseudotensor de Landau-Lifshitz ou
o pseudotensor de Einstein. Entretanto, na abordagem desenvolvida, o uso é
preterido devido & mudanca categorica e & motivagao de expor o sistema coor-
denado. B9

Abstraindo-se dos limites de integragao para um caminho fechado, as formas
diferenciais relacionam a rotagao da base com medidas de &rea coberta pelo
movimento circunscrito a um intervalo de tempo.

Seguindo a o teorema de Green (Kelvin-Stokes) para o o perimetro , a
medida de area é:

A= [ W el dar e (489

O produto obtido por proje¢ao diedral, equagao [3:27], opera sobre a base e
produz um escalar de difeomorfismo, para duas dimensoes, elemento de invari-
ancia de area.

A= // l(de"s,, dz’e,)] (4.89)

Em geometria, o ajuste métrico vem de J#. Até aqui ndo se tem a operacio
definida; a definicao virda da identidade de Lagrange construida da identidade

de Binet-Cauchy para (3.39)), ou médulo em (3.40)).

(8, % &,)% = ConuvEomume 7" (g, €,), (eq, €g)) (4.90)

2!

O primeiro par de simbolos de Levi-Civita indica os indices livres, enquanto
o segundo par atua na permutagao. O indice zero fixo em &gk, assinala a
nulidade do produto por na dire¢do temporal, (ey x €,)? = Opou,. De uma
forma geral, deve-se obter:

<<éf B) - <B7é># <é&> - <aé>> = <<é B>7 <é7&>> - <<ﬁ, B> <aé>> - <<Bé>~ (é’a» + <<é f)>7 <avé>>
(4.91)

A expressao ¢ avaliada nas condigoes & # BAe ¢ # (Ai,Apor conta do simbolo de
Levi-Civita, e (4,b) = —(b, ), bem como (¢,d) = —(d, &). A multiplicidade ¢
rebatida pelo fatorial, e a identidade de Binet-Cauchy se estabelece se, e somente
se:

{(a,b), (¢,d)) = ((a,¢), (b,d)) (4.92a)

89 Pseudotensores nao sdo uma “falha” covariante; eles revelam uma condicdo intrinseca
nas Equagées de Campo pelo tensor energia. Uma particula com energia ndo possui posi¢ao
definida, entao nao faz sentido dizer que uma densidade de energia nao possui posigao definida,
pois densidade é func¢do da posigao.

Essa condig¢do tornar-se-a recorrente e explicita no desenvolvimento normalizado pelo uso
do delta de Dirac.
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ou equivalentemente

((b,a),(e,d)) = ((a,d),(b,e)) (4.92b)

A identidade de Lagrange é obtida fazendo-se & = & e b = d. Ajuntam-se
os termos temporais para a definigdo de (3.39); com isso, deve-se ter:

(éu'éu)Q H=v

(8, x &,)2 UAEVAUAEOAV#0
(€ €.) g0 H#0Av=0
goo- (& &) pu=0Av#0

O quadrado produto é definido em partes por outros trés produtos de acordo
com os indices. Para indices simétricos, opera-se pelo produto escalar, enquanto,
se os indices sao distintos, contanto que nao inclua o indice temporal, opera-
se pelo produto vetorial. Nos dois tltimos casos, os indices sao distintos e
necessariamente um dos indices é temporal; tem-se, na representagao quadratica,
o produto por escalar.

Relacionado com a independéncia, as dimensoes espaciais possuem diregao
em que sao ortogonais, ou seja, a escolha de uma direcao elimina a possibilidade
de outra, enquanto o tempo é sempre concomitante, portanto nunca é ortogonal
as diregoes espaciais.

Em consequéncia, o quadrado do produto diedral resulta em um determi-
nante da menor de ordem 2 em relacao a matriz métrica para os dois elementos
dos indices em questao.

(4.93)

(éu X éu) : (ép« X él/) :(éu : éu)(él/ ' éu) - <<é,u«7 éu>7 <éV7 éu>> (4943)

(8 X &) - (&, X &) =6,,6" — 8"5" (4.94b)

Além da definicdo de modulo, o produto quadruplo.

(8 X &) - (8, X 87) = 6,,0"7 — 6701 = &," " eonp” (4.94c)

A definicdo do produto diedral pode ser refeita pela composicdo por soma,
cuja nulidade dos termos é mutuamente exclusiva, multiplicada por coeficiente
denotado por uma “unidade anticomutativa”. ﬂ

(8 &) = <\/(éu-éy)2 + (8 x é,,)2) a (4.95)

2

Aplicando-se sucessivamente a condi¢ao para identidade de Jacobi:

<<éa, (8us &), (85, (&, éo>>> = <<ém &), ((&u: &), (&, éa>>>
= <<éa, 83), ((8,, &), (&, é,,>>>

(4.96)

90 Algumas propriedades sio similares, mas ndo todas as da algebra geométrica. O ntimero
~ uv . . ~ . ~ )
§¢"" & simplificacdo notacional para G~ - e, em 13.39)
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Se ocorrem &, = ég, &, = &, e €, = &,, tem-se o determinante da menor
ordem 3, o que corresponde ao cofator.

1

gﬁA = 3‘5Ra#p5Aﬁyagaﬂguung (497)
1, .

TIM = 3|€Haup6)\ﬂuagaﬁg;wgpo (4.98)

EA af _

1
gg aﬂgnaupg)\ﬁuo'gaﬁg#ugpg — 7E€NQHP€)\BV0'9#V9PU (499)

,ig

1 1
*5KQ#P€>\5WQI{)\9aﬁ = - *5ﬁa”p5)\ﬂygguugp6 (4.100)

2! 2!

O determinante do tensor métrico normalizado é sempre unitério, e o cofator

torna-se o elemento inverso. A coincidéncia traz a convergéncia de alguns con-

ceitos. O primeiro destaque vai para covarincia, especificamente para o simbolo
de permutacao na formulagao de tensor relativo, ou densidade tensorial.

1

e = ~ ~ ~
m eu»eu>> e)\>

B& =0 s (10D

1{€u: &)

Definir o simbolo de Levi-Civita de ordem inferior de indices como tenso-
res relativos € e Tensores absolutos €. A normalidade da métrica converge os
simbolos na definigao do tensor de quatro indices

A ponderacao pelo determinante da métrica, em vez do Jacobiano, reflete
como a transformacgao é equacionével pela razao entre as métricas e o determi-
nante do produto g,, = J[le,f/guz,,/ ser igual ao produto dos determinantes;
nesse caso, sao sempre unitarios e, tendo em consideragao que estao sendo tra-
tadas mudangas entre sistemas de coordenadas, sao transformagoes passivas. O
determinante unitario torna os simbolos de quatro indices iguais €,,xx = €pvax-
A normalizagdo é redundante para o tensor que ja € normal. Os simbolos de
trés ou dois indices sdo mais elaborados pela duplicidade. Outra propriedade
que poderia ser apontada remete ao dualismo de Hodge.

1
geﬁa“penﬁwgaggw,gw (4.102)

A operacgao pelo produto diedral nem sempre resulta em um escalar. Tam-
bém é til definir os indices.

A . 1 1
(82, &3)|* = 5501W€01wga69pa = 5500511601“’3501”‘79%%0 (4.103)

Outro destaque vai para covaridncia. O quadrado do produto triplo <<é s €u), ég>2
ou o produto dos “conjugados”

(8, &), &,)((8", &), 87) = ey (4.104)
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Como resultado, defini¢coes dao suporte matemético as integrais iteradas.

1
V=g # [{(d2"8,,, dz”&,), dz7¢,)| (4.105a)
: S

V= ///v|\<<é“, &), &) - da" dx¥ da” (4.105b)

O significado fisico das integrais iteradas depende da demarcagao, quando
possivel, de uma regiao de simultaneidade, o que é denotado pelos limites de
integragao.

4.4.4 Kepler e Kepler

A secdo anterior inicia a investigacdo das condig¢oes de continuidade do espago-
tempo que satisfacam o invariante de velocidade. Uma regido de integracgao,
um aberto, é sujeita as condigoes dindmicas do proprio espago, € o mapeamento
coordenado condiz com as equagoes de movimento, orientacao e rotagao da base
envolve equacionamento circular nas questoes de simultaneidade e resolugao
desse mesmo espago.

Considerando que busca-se mapear o espago pela condicao do calculo de
area percorrida em um caminho fechado, o intervalo de integragao condizente
com equagoes de movimento do espago é obtido do mapeamento espacial que se
procura resolver. Também hé complexidades adicionais: quantidades mudam
dependendo do referencial coordenado escolhido, por questoes de simultanei-
dade, de forma néao covariante, @ e o fato de a propria condi¢do de movimento
produzir um caminho fechado.

Na falta de invariante, uma medida pelo referencial proprio como padrao de
unidade é comum a todos os observadores. Impasse é resolvido na vinculagao
entre as variaveis do espago-tempo, que, na condicao estacionaria, podem ser
estabelecidas como unidade padrao.

Estabelecida uma o6rbita que siga a primeira lei, equacionamento de Kepler
para as outras duas fornece relacoes entre o periodo orbital e as grandezas de
raio, perimetro, dngulo, e area. A escolha de um fundamento e a simplificacdo
para orbita circular idealizada sao diretamente equacionaveis por . Apos
substituicao e manipulagao:

2\ ? GM
2
(%% > p 5 (4.106)

Assumido p = r, o parametro radial é involuto & distancia radial por (4.84]),
e, dividindo por c?, chega-se a:

2mp > GM
o~ - = 4.107
(7 e ) c2r ( )

Com isso, obtém a velocidade circular em unidade natural Sy = vg/c ao
mesmo tempo que se relaciona com a métrica por:

91 Ver comentéarios sobre pseudotensores em .
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CjTJ\;[ =gn—1 (4.108)

Excetuando-se o fator ¢? recém adicionado, a equacdo é uma reformulacio
da relacdo de Kepler para o periodo orbital. E simples observar que a sua apli-
cagao para o periodo orbital, embora nao seja diretamente equivalente, converge
assintoticamente para o anélogo cléssico conforme o raio cresce. A discrepancia
produzida pelo produto 7,72 tende, no movimento circular considerado, ao va-
lor unitario conforme o raio cresce e a métrica torna-se unitéria, assim como o
fator de Lorentz com decaimento da velocidade.

E esperado que, conforme o raio descreca, ocorra dilatacdo métrica do tempo;
entretanto, a equac¢ao nao proporciona as variaveis coordenadas uma transfor-
magao relativistica convencional. @ Tomando que 77 = g11, a transformagao
do periodo orbital coordenado por esse fator nao resulta no tempo proprio. Por
outro lado, o fator ndo poderia ser aplicavel ao perimetro ¢ = 2mwp, exceto por
aceitacao da anomalia angular e fenémeno da redugao do perimetro exposta na
secao precedente. Ainda assim, para uma formulagao kepleriana, a velocidade
circular é dada pela expressao:

o = 7,72 B (4.109)

Por se tratar da velocidade circular, nao se projeta na direcao radial, nao
cabendo o valor de /g11, muito menos o quadrado 2.

Essa relagao, por si s6, cria um padrao de regularidade. O fato de nao ser
metrificivel corrobora a ideia de que a variavel tempo é extrinseca a métrica
por algum evento externo. A indicagdo é que se deve procurar um fendmeno
periodico intrinseco ao corpo, mas nao relacionado com a métrica.

Uma medida com referéncia externa a métrica é a area, especificamente a
velocidade areolar. A relagao de Kepler para velocidade areolar envolve o mo-
mento angular. Para o movimento circular, a forma trivial de momento angular
H = 2mmr?/T, ao aplicar o quadrado (T/27)? = m?r*/H? e substituindo na
expressio da terceira de Kepler (T/27)% = r3/GM, entdo H? = m>*GMr. De-
nominando o raio critico & expressao R. = GM/c?, chega-se a:

— = /Rer (4.110)

O momento angular classico para uma velocidade orbital circular em unidade
natural v = ¢f3y no espaco plano.

Seguindo a indicagdo anterior para velocidade v = ca, é interessante observar
que, para o raio coordenado igual a raio critico, r = R, a velocidade circular
transformada torna-se o = 1. A nogao é que, assim como = 1, essa é uma
velocidade critica. Outro fato notéavel é que a coincidéncia com o raio critico
expressa uma média geométrica.

Assim, se 0 < a < 1, entdo pode-se formular a progressdo geométrica:

92Aqui é considerada transformacdo das varidveis coordenadas pela métrica c
¥2(c®t2go0 + ztx7 g;5)

2t2 —
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o’r<ar<r (4.111)

Como a restrigao da velocidade implica que R, < r, entao deve ser possivel
encontrar um par «q e 1 tal que R, = a%rl. Assim, para v = ca, tem-se que o
momento angular é Hy = mcayry; a progressao torna-se:

H
R.< — <nr (4.112)
mc

Sabendo que Hy/mec = +/R.ri:

R. <R <1 (4113)

Embora o enquadramento forneca equacionamento da rotacdo, ainda nao
é suficiente para encontrar uma expressao que resolva a orbitagdo por uma
escala de tempo consistente com o periodo de rotacao da base. Entretanto, o
enquadramento da entendimento do que precisa ser resolvido.

Para atender a necessidade de covariancia, o periodo de rotagao estaria re-
lacionado a um invariante, idealmente massa de repouso, a velocidade limite ou
ambos. A sua escala temporal deveria ter relacao com a escala espago na forma-
¢ao da velocidade; porém, a anomalia angular originada na relagdo entre o raio
e 0 perimetro nao é resolvida nem pelo espago coordenado, nem pelo espaco pro-
prio, mas por uma velocidade, seguindo a temética cinematica. A situagdo em
que hé mais incognitas que equagdes é agravada pela restricao ao movimento
circular para evitar anisotropia. Um ultimo fato que pode ser acrescentado:
momento angular conserva-se sobre «, nao sobre . |§|

Condizente com a proposta de que o tempo é externo & métrica, a indepen-
déncia da forma intrinseca tanto explica o que foi (ou nao) obtido quanto o que
seria conveniente para resolu¢ao. Ponderando que a 6rbita em si é uma forma
de oscilagao, frequéncia gravitacional é a frequéncia natural que o corpo adquire
pela gravitagao.

O corpo deve oscilar por uma frequéncia natural, sendo a fundamental no
repouso. O menor periodo vem da oscilagao méxima, que na 6rbita circular é
pela velocidade do limite @ = 1. Assim, expressoes andlogas a frequéncia e com-
primento Compton consideram o perimetro )\g = 27 R, como o comprimento de
onda dessa oscilagao gravitacional:

H; me?
N =— F=— 4.114
— § = (4.114)
A partir desse fundamento, a distribui¢do dos momentos angulares segue o
mesmo padrao pelo momento angular, de maneira que os comprimentos de onda

93 Nos paragrafos que antecedem as equacdes e (2.98b)), discute-se brevemente a
conservacao da diregdo do momento angular. A consideracdo mais recente é sobre o médulo
em coordenadas. O importante é observar ambos, médulo e dire¢do, que convergem para a
forma conservativa conforme o raio cresce.
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coincidam com a extensdo do perimetro orbital, tem-se A’ = 277 e obtém-se
expressoes anédlogas ao comprimento e frequéncias de de Broglie: @

H )\: m 02a
G 1 0 G 0 1 G

_ = o 4.115
mcoy (65} 1 H1 fo ! ( )

Nao é possivel prever um fenémeno de auto-oscilagao para orbita por um
corpo fixo; entretanto, abandonando a idealizacdo e deixando esse corpo fixo
mover, pode-se chegar a uma ressonancia orbital de dois corpos se as condigoes
de equilibrio forem favoréveis.

A ponderagao feita, o dilema se a frequéncia é intrinseca ou extrinseca é
encaminhado de uma forma inesperada: é autoinduzida pela reciprocidade, ne-
cessidade de dois corpos.

Ainda assim, nao h& uma resolugdo analitica, mas indica onde procurar:
experimentacao ou analogia, ou ambos.

A exigéncia de que a massa de um corpo possua frequéncia natural de re-
pouso tnica torna controverso que f§, diferente da frequéncia Compton para
fe = mc?/h, seja um valor para orbitacdo geodésica. Consequentemente, os cor-
pos gravitacionais estao propensos a decaimento orbital. Se assim o for, havera
emissao de ondas gravitacionais na mesma razao do decaimento, em consequén-
cia do desvio geodésico pela dissonéncia entre as frequéncias associadas a uma
mesma massa. Qutra conclusao que se pode tirar é que a emissao serd continua,
uma vez que a emissao discreta exige, mesmo que intermitente, 6rbitas estacio-
narias. O importante é que, assim como ocorre com a constante de Planck e a
velocidade de Sommerfeld [°| na ondulatéria quantica, os valores de Hy e aq, ou
pelos que decorrem deles, tém concepgao experimental; porém, esses valores po-
dem ser obtidos na correlagao cruzada entre os processos de emissao e mecanica
ondulatoria.

A relagado entre o momento angular Hye a constante de Planck A é obtida
na relagao pela massa de Planck my,.

=h (4.116)

Considerando que a relagdo expressa validade para uma média geométrica
mp = vV Mm, entao pode-se generalizar:

M M
et GMm (4.117)
my ch

94 Frequéncias estendidas ao espaco métrico. Na condicdo de onda estacionéria pelo mo-
vimento em 6rbita circular, o comprimento é associado ao momento do corpo por meio do
momento angular fundamental.

Evidencia a natureza ondulatéria em uma situagao especifica. De outra forma, pela gene-
ralidade, a expressao para uma velocidade nula tornaria a frequéncia indefinida e, com isso,
ondulatoéria inconsistente.

95 QOriginalmente, a velocidade de Sommerfeld ndo se limitava apenas ao raio fundamental;
ela era empregada para calcular qualquer velocidade que atendesse & mecénica e a geometria
da orbita quantica do elétron, variando de forma continua em cada ponto da trajetoria. Aqui
é empregada exclusivamente a Orbita circular, sendo que o raio fundamental eletrodindmico
equivale & constante de estrutura fina, denotada por aj.
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A questao experimental é apurar quanta divergéncia entre os comprimentos
ondulatoérios produz em decaimento. Uma proposta pela soma das massas, ou
média harmoénica dos comprimentos, de um sistema de dois corpos é apresen-
tada em trabalhos anteriores [f0]. Em sintese, o raciocinio é que, em ambos
0s casos, gravitagao e ondulatéria quéntica, a energia cinética torna-se ener-
gia radiante: como energia cinética independe da natureza da forga, a energia
radiante também independera.

O desenvolvimento homologo para o eletromagnetismo principia com o mo-
delo de Bohr para o atomo de hidrogénio, porém presumindo uma métrica de
atracao entre proéton e elétron.

2

q

=1 _— 4.118

gu + 4dmeg mec3r ( 2)
1 q2
R, —r = 4.118b
"o ATeg MeC? ( )
70

=— 4.118

T1 a% ( C)

Submetendo ao mesmo desenvolvimento aplicado & natureza gravitacional,
encontram-se 7g: raio classico do elétron; rq: raio de Bohr; ag: velocidade de
Sommerfeld e a constante de Planck.

Enquanto a ondulatéria é introduzida na gravitacao, a metrificagao é in-
troduzida na eletrodindmica. A mecinica é a mesma, mas a dinamica atende
as peculiaridades de cada natureza. Gravidade é geometrizavel para todos os
corpos, pois aceleracdo (ou curvatura) independe da massa. Por outro lado,
a atracao de natureza eletrodinamica na proporcao da frequéncia natural da
massa gera niveis de estabilidade e transi¢oes discretas.

4.4.5 Ressonancia Orbital e Movimento Oscilatorio

Na subsecao anterior, investigacdo sobre o periodo orbital faz a exigéncia de
uma frequéncia para o corpo. Entretanto, embora a frequéncia Compton seja
apropriada como frequéncia natural para equilibrio na oscilagao forgada pela de
natureza eletrodindmica, nao o é para a gravitacao.

A frequéncia Compton é tida como intrinseca ao corpo. Entretanto, o feno-
meno é regulado pela intensidade promovida pela natureza da atracdo. A formu-
lagao sugere que, embora nao possa ser considerada extrinseca, é autoinduzida
pela reciprocidade, suscitando necessidade de dois corpos. Consequentemente,
vem de uma relagao sistémica.

Prever um fendémeno de auto-oscilagao para érbita de dois corpos pelas con-
digoes de equilibrio implica em chegar-se a uma ressonancia.

Até entao, trabalham-se conceitos intrinsecos e em uma Unica posi¢do pon-
tual. O sistema de dois corpos traz questoes sobre simultaneidade dos eventos.
Também é interessante apontar que a agao ocorre em retardo, e a laténcia é
conveniente como referéncia temporal.

Ainda na relatividade restrita, Poincaré foi um precursor do estudo orbital
e simultaneidade, motivado pela aberragao de Lorentz.

As resolugoes para o espago plano esquematizadas em um diagrama de forga
¢ momento.
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(b) Simultaneidade em
(a) Velocidades por um  dois instantes e aberra- (¢) Diagrama de forgas
observador coordenado. Gao. considerando o retardo.

Figura 1: Dois corpos em orbita circular.

As ilustragoes em [1| representam um sistema de dois corpos, constituido de
um corpo maior e um corpo menor, ambos em trajetoria circular. Considera-se
que as distancias sao grandes o suficiente, de maneira que 0s corpos possam
ser considerados pontuais. Também, que o espaco plano seja uma aproximagao
consistente com a magnitude das massas.

A primeira figura, estabelece uma referéncia de posigoes e velocidades
obtidas por um observador coordenado em um instante.

A figura [ID] retrata a agdo retardada, retrocedendo a trajetoria pregressa
pelo tempo de laténcia em consideragao a propagagao em velocidade finita.
Como o tempo de propagacdo entre os corpos é o mesmo ao retroceder pela
mesma quantidade angular, o evento é restrito a dois instantes, indicado pelo
pontilhado. E possivel constatar, por desigualdade triangular, que as distancias
obtidas na propagacao, embora sejam iguais entre si, sao ligeiramente menores
que a distancia coordenada por um mesmo instante.

A figura [Id ilustra a aberracao pela velocidade da posicao aparente para o
observador préprio em relagao a posicao obtida pelo observador coordenado.
O destaque vai para o balango entre forcas. No diagrama, as forgas seguem a
mesma dire¢ao da linha de visada que cada observador proprio em um corpo
possui em relagao ao corpo oposto.

O fato de que a forca obedece ao observador proprio torna desafiador um
balango analitico. Uma explicacao para a discrepancia dos angulos pode ser
sustentada pela aberragao relativistica promovida pela velocidade; entretanto,
o cendrio rotacional é disputado. [93]

Considerando que, no diagrama de forcas da [Id, as distancias sao ligeira-
mente menores, a atracao pelo inverso do quadrado promove uma forca ligei-
ramente maior, ou, de outra forma, a velocidade no instantaneo apresentado é
inferior & velocidade orbital necessaria para orbita circular.

Laplace[61] foi o primeiro a considerar o resultado da velocidade finita da
gravitacao, resultando no decaimento orbital. Para o caso em consideracao, seria
a tendéncia instantanea, mas cumulativamente, para um campo conservativo, a
energia potencial torna-se cinética, o que permite fazer algumas consideragoes.

A diregao da forca retardada néo é exatamente ortogonal a dire¢ao da veloci-
dade presente, alguma aceleragao tangencial é produzida. A intensidade inicial,
como argumentado, é infima, mas faz observar que, para um possivel “decai-
mento”’ a direcao da velocidade tendera a se alinhar com a forca, ganhando
mais aceleracao tangencial, o que, apés certo tempo, resultara em uma veloci-
dade tangencial acima da orbital, o que poderia desfazer a tendéncia de queda
de corpo se, proporcionalmente, a componente angular da velocidade tornar-se

104



menor que a componente tangencial da velocidade antes de vencer a distancia
entre os corpos. O importante é que, dependendo do condicionante, é possivel
cogitar que a trajetoria oscile dentro da orbita originalmente prevista.

A decomposicao da velocidade orbital em componentes radial e angular torna
oportuna a aplicagao do sistema de “forgas” da geodésica pela métrica normali-
zada, apresentada na [2.7.6].

Ty

(a) Diagrama de for¢as do corpo apds o
semi-latus rectum do periastro.

Figura 2: Vis-Radix e Vis-Redux.

Para uma trajetéria orbital, vis-radix sempre atua na direcao de alinha-
mento entre os corpos e sua intensidade tem por referéncia a distancia, enquanto
vis-redux é sempre perpendicular & velocidade desenvolvida pelo corpo, mas a
intensidade tem por referéncia o angulo que a velocidade faz com vis-radix,
assumindo valor nulo quando paralelo ou maximo quando ortogonal.

A introducao desses novos fatores também introduz complexidade dindmica
ao equacionamento. Analise é simplificada, observando-se resultante por sua
decomposicao radial e tangencial em consideragao sobre o raio que seja compa-
tivel com velocidade, algo que pode ser entendido anilogo a manobra orbital
pela modulacao da aceleragao tangencial.

O mecanismo de reversdo da dire¢gdo de queda ou fuga. Partindo do pres-
suposto de que a orientacao circular é estavel, pois a vix-reduz é nula, quanto
maior for a dire¢ao de queda, mais branda torna-se a forga, permitindo que a
velocidade seja compativel com um raio maior. Em reverso, quanto maior for a
direcao de fuga, mais intensa a atracao, tornando a velocidade compativel com
um raio menor.

A tendéncia de restauracgao a orbita de equilibrio confere uma estabilidade
dindmica. O sistema torna-se um oscilador harménico.

O acoplamento entre os corpos cria ciclo de autorreforgo [2] que amplifica
as forcas, acelerando até que se chegue a um extremo. A frequéncia natural
de ressonéncia ocorre pela energia maxima que a configuragao do sistema pode
transferir ao corpo.

Um corpo material ndo pode acelerar até a velocidade da luz; a frequéncia
méxima que comporta é pela velocidade relativa & métrica. O excesso acima
desse limiar ¢ rejeitado e explica a relagao com a radiagao ao final de [£.322).

Seguindo o raciocinio de que, na trajetoria geodésica, o estado de movi-
mento é inercial, e os calculos sdo pela massa de repouso Fy = mc?, chega-se
a frequéncia Compton[69], que corresponde a vibrar como se fosse um corpo
imaterial.

A estabilidade em fase na configuragao dipolo promove o cancelamento da
ondulagao, enquanto em um desbalango de fase, o excedente escapa da oscilagao
na forma de onda.

Analiticamente, é desafiador achar trajetoéria que satisfaga as condicoes ex-
postas. Uma solucao que atenda a vis-radix, vis-redux e propagagao deve re-
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sultar na oscilacao ressonante entre os corpos. Por outro lado, nao faz sentido
resolver geometricamente, quando a geometria é a incégnita em questdao. O
melhor a ser feito é propor uma geometria e ver se satisfaz mecanicamente. O
objetivo é obter uma trajetoria geodésica, evitando a emissao vista em [£.3.2],
que deve satisfazer o equilibrio de forgas e o balango de momento. O palpite
estudado consiste em compor o movimento de orbitagao com os parametros de
oscilagao. A trajetoria idealiza a estabilidade orbital; m 0 ansatz é por uma
epitrocoide na forma geral:

(R 1) [cost P cos((q+1)8) (4.119)

+1

A substituicado na forma geral das para os pardmetros orbitais e os paré-
metros oscilatorios. A correspondéncia mecanica vem do periodo de oscilagao
implicito nos comprimentos adotados, obtidos da se¢ao anterior. Faz-se periodo
orbital miltiplo do periodo oscilatoério:

ﬁ cosf — by
2 £y

cos((n+1)0) (4.120)

Uma trajetoria geodésica, obtida da forma paramétrica da epitrocoide, cor-
responde a segmentacgao do perimetro circular por miltiplos inteiros. A divisao
fracionaria do perimetro resultara no desalinhamento e consequente desbalan-
ceamento de forgas.

Tm B
(a) Sincronia coordenada (b) Calculo pelo referen- (c) Calculo pelo referen-
pelo padrao de regulari- cial da massa menor, pe- cial da massa maior, um
dade. queno erro de fase. micro-ajuste de fase.

Figura 3: Dois corpos em oOrbita epitrocoide por auto-oscilagao harmonica.

A situagao da[Ia] passa a ser retratada por [3a]; porém, para maior clareza,
a ilustragao contém um nimero reduzido de periodos e amplitude de oscilagao
excessiva ao que possa ser observado em uma situacao real. Em traco realista, o
angulo entre os instantaneos seria da ordem v/c, o que tornaria os comprimentos
de oscilagao pequenos e resultaria em nimero grande de segmentos. A amplitude
de deslocamento da oscilagao em relagao a orbita circular é infima; para qualquer
escala planetaria, seria representada como uma orbita circular.

96 Gravitacionalmente, a tendéncia sera de decaimento, mas o decaimento em si ocorre
em condicdo de integridade dos corpos e em consideragdo apenas & atragdo gravitacional.
Candidatos seriam corpos simétricos e altamente estéaveis, como estrelas de néutrons ou outras
no fim do ciclo de atividade que promovam perda de massa-energia, quer como emissao de
radiagao ou particula. Entretanto, a estabilidade vem com a perda do brilho préprio, limitando
a experimentacdo ao estudo de pulsares.
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A demarcagao espacial e temporal é surpreendentemente proveitosa na reso-
lucao dos diversos equacionamentos: a oscilagao torna-se um reloégio e um metro
natural. Intrinsecamente, da se¢ao anterior, o embarago causado pela falta de
um periodo orbital e a anomalia dos dngulos é resolvido por medidas relati-
vas da oscilacao. Extrinsecamente, a simultaneidade de eventos que marcam as
posicoes orbitais é graduada pela oscilagao.

Conhecida a periodicidade dos eventos, um “artificio” empregado (formali-
zado adiante) toma em consideracao a simplificagdo das distor¢oess angulares,
anomalia e aberracao. A defasagem angular entre o observador coordenado e
proéprio, mesmo que em casos extremos nao possa ser considerada, é conhecida,
portanto tratavel. A questao é escolher o mapeamento coordenado que retrate
0 espacgo proprio, e que também resolva a escala de tempo e simplifique a simul-
taneidade. A figura [3b| coloca o efeito retardado de propagacgao na situacao de
simultaneidade que seria percebida pelo observador coordenado, o mesmo [3d.
Esse mapeamento facilita as transformacoes angulares, simultaneidade covari-
ante a todos os referenciais ao custo de uma pequena imprecisao.

O equilibrio dindmico de forgcas da situagdo defasada é simplificado para
o equilibrio “estatico” na situacao em fase, com o beneficio da covaridncia na
simultaneidade. O que se obteve é a representacao em que todos os observadores
constatam simultaneidade do que classicamente seria a terceira lei de Newton,
ou a preservacao de causa e efeito.

Convencionalmente, postula-se a conservagdo de momento em que a laténcia
na variagao, forga retardada, é promovida por emissao de particulas de atragao:
essa é a adaptacao da segunda lei de Newton. Entretanto, a descricao apre-
sentada concerne & curvatura do espago, e a trajetoria geodésica é homologa
da primeira lei de Newton. Ou seja, a descricao é de um cenério inercial de
conservacao de momento; assim, o processo de emissao, ao final da sec. [£.3.2],
ird atuar com referéncia a esse estado.

O artificio revela algo inesperado. Simultaneidade proibe que dois eventos
separados espacialmente sejam absolutos. A reciproca que se coloca é que, se os
eventos sao simultaneos em todos os referenciais, como exigido pela causalidade.
Logo, nao se pode localizar a posi¢ao de maneira absoluta.

Causalidade e agao-reagdo, a distancia transcende a representacdo pontual
da mesma forma que o determinismo mecénico é transcendido pela simultanei-
dade da conexao causal. Uma forma sofisticada de evidenciar é pela involugao
em [4.834] onde r = p: ou a distancia ¢é resultado covariante, ou ¢ um parametro
funcional que nao se transforma com a métrica. |§| A distingdo torna-se signifi-
cativa quando a mobilidade da métrica torna a avaliagao da distancia um evento
de simultaneidade, como ilustrado em [Ib]. A nocdo simples, a paralaxe entre
dois observadores posicionados lado a lado, modifica a percep¢ao do angulo de
fase, algo similar ao que é obtido em experimentos de dupla fenda, pelo fato
de que a oscilagao é um evento temporal e depende do tempo que alcanca cada
observador.

Posto que o equacionamento continue vélido, a abordagem consiste em ado-
tar a onda de fase similar & descrita por de Broglie [27] . Admitir que qualquer
uma das posigoes que difira pela fase seja equivalente.

97 Vide (@.84)) .
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Enquanto todas as outras coordenadas sao covariantes e determinadas pelo
equacionamento, variavel de fase é intratavel e aleatoria.

(a) Arbitrariedade e falta de covariancia da
fase incognita.

Figura 4: Onda de fase.

O movimento oscilatorio produzird outras peculiaridades. Assim como no
movimento em 6rbita circular, a distancia entre os corpos deve se manter cons-
tante. Oportuno mencionar uma medida para um centroide de massa pela
velocidade coordenada. As velocidades variam de forma que o ponto descreve
um circulo perfeito.

(a) Oscilagdo do centroide de massa.

Figura 5: Centroide de massa.

Outra forma simples de constatar consiste no observador acompanhar, rota-
cionando com o0s corpos, mantendo o eixo entre eles fixo no campo visual. Os
corpos estariam oscilando de um lado para outro, com o centroide a uma distan-
cia fixa entre os dois. A consequéncia dessa constatacao é que, se as particulas
elementares oscilam, entao todas as composicoes feitas delas também oscilarao.
O destaque esta na preservacao da distancia entre os corpos, em detrimento da
preservagao da direcao.

A situac@o estacionaria estabelece um padrdo de regularidade ciclica. A
simultaneidade da causalidade, agora, pode ser entendida pela forma como a
antecipacao do padrao retardado permite representagao por sintonia de frequén-
cias. A segmentagao por inteiros discretos impossibilita equacionar a trajetoria
da transicao, somente a estabilidade.

Analiticamente, onda de fase é uma folga temporal da simultaneidade, que
se traduz na folga espacial na amplitude maxima obtida em meio ciclo.

A estabilidade do sistema binario descrita depende do alinhamento de velo-
cidades e balango dos momentos. Esse tltimo é analiticamente peculiar.
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A demonstracgao chega a uma representacdo que abstrai a estabilidade diné-
mica em favor de uma simplificacao estacionaria. Com isso, a distancia relativa
entre os corpos é constante. Entretanto, enquanto a métrica subentendida em
[2.7.6] ¢ para o corpo fixo, no sistema binario representado, a métrica esta em
movimento. Em sintese, a dindmica nao deixa de existir, e a demonstragao é a
transformacao para dindmica da métrica.

A dindmica ondulatéria da métrica é de interesse de sua propagagao, como
visto adiante. De imediato, consequéncia no alinhamento da velocidade.

E proveitoso definir uma trajetoria conjugada dentro do limite de amplitude
da folga de onda de fase. Essa trajetoria permite posicionar a velocidade de
maneira que o alinhamento direcional é preservado em todo o deslocamento.
Além disso, é marcado por miltiplas efemérides de apoastro e periastro.

Pm
Tm -
S
Py
(a) Momentos na perspec- (b) Momentos na perspec-
tiva intrinseca do corpo tiva intrinseca do corpo
de massa maior pelo refe- de massa menor pelo re-
rencial do corpo menor. ferencial do corpo maior.

Figura 6: Trajetoria conjugada para alinhamento dos momentos.

As trajetorias conjugadas apresentam padroes distintos. Posi¢ao preserva a
distancia, como ilustrado em [7a], enquanto a trajetéria do momento preserva o
paralelismo, como ilustrado em [7D].

T - T
mw

(a) Preservagao da distancia. (b) Preservacao do paralelismo.

Figura 7: Padroes conjugados.

Velocidade é o fundamento primario do desenvolvimento da métrica nor-
malizada. Pela sequéncia de exposi¢ao, a trajetéria de posicao foi apresentada
antes da de velocidade, mas por artificio de argumentagao de evitar-se pressupor
o que se pretende demonstrar. A ordem reversa exige pressupor as oscilagoes
do corpo e da métrica. |§| Na forma direta apresentada, a oscilagao é a tunica
solugao possivel: a natureza oscilatoria da matéria é estrutural.

A ideia de estarem conjugadas desfaz qualquer ordem ou dominancia, tornando-
se importante apenas quantificar a disparidade entre as trajetorias, que, pelo

98 A trajetoria conjugada do momento seria a forma propria real. A dinamica do espaco e a
simultaneidade coordenada explicariam a defasagem induzida; entretanto, o processo é melhor
descrito pela ondulatéria.

109



padrao regular, resulta em miltiplos de meio ciclo. Entretanto, escolhida uma
ordem de apresentacao, as trajetorias tornam-se subordinadas, como ilustrado
em [6al e [6H).

Analiticamente, a defasagem entre momento e posigao foge ao trato meca-
nico ordinéario. Fisicamente, a defasagem ira implicar na indeterminacao da
simultaneidade de posicao e velocidade.

Entendimento simples de como efeito materializa de maneira real vem da
analogia com circuitos em corrente alternada. Nesses circuitos, um elemento
capacitivo ou indutivo introduz defasagem entre tensao e corrente. Colocando
velocidade como corrente e posi¢ao como tensao, é preciso achar um componente
indutivo da defasagem.

A onda métrica que ird se formar, obviamente, ndo € transversal para o
movimento proposto, mas também nao é longitudinal, a exemplo da contragao
do perimetro mesmo com a variagao radial, ou da contraparte temporal que afeta
indistintamente todas as diregoes. [?] Embora seja conveniente representar na
forma longitudinal, o efeito pode ser transversal conforme . A onda, nao
depende de defini¢ao de espago; ao contréario, é ela que da a defini¢do de espaco.
A distancia dessa vez nao se restringe & medida intrinseca fisica da propagagao
por um ponto fixo, mas também aos efeitos cinematicos da mobilidade do ponto
de emissao. O indeterminismo analitico de determinar a velocidade do espago
no espago vem da forma involuta; a circularidade limita a aceitar a medida que
se constata em evento de definigao.

A velocidade da métrica nao ¢ infinita; seu efeito nao é instantaneo. Embora
se possa apontar que o pulso de velocidade tera um efeito de pulso de espaco,
a resolugao recai no problema de evento de simultaneidade que se pretende
resolver.

Parte do movimento métrico é contemplada na aberracao com relagao a ve-
locidade orbital; deixou-se de lado a velocidade com que a métrica percorre a
amplitude de oscilagdo. A velocidade na métrica é composicao da velocidade
relativa ao corpo, intensifica ou atenua seu efeito; assim, as distancias sao es-
premidas ou esticadas em relagao a contracao ordinéria sem velocidade.

Assim como o indutor introduz a defasagem, ocorre por um mecanismo de
atraso de corrente em proporgao & variacao; a defasagem da trajetoria conjugada
vem da distor¢ao em proporcao & velocidade.

Um outro elemento orbital que surge, a trajetoria conjugada, da origem a
um spin intrinseco ao decompor a velocidade circular e de giro. Ainda que tenha
importancia, nao é significativo para a anélise em questao.

A geodésica somente se dara por raios inteiros quando a atracao proporcionar
uma oscilagdo na frequéncia natural da matéria. Fora dessas condigoes, e na
auséncia de outros efeitos, a consequéncia é que ocorrera o decaimento orbital,
algo que foi antecipado na secao anterior. Nao se obtém uma expressao para
periodo orbital gravitacional, pois ele varia com o decaimento, ou seja, T #0.

A atencédo recai sobre a frequéncia natural da matéria: o que determinaria
exatamente o seu valor. Massa seria um elemento gravitacional pela correspon-
déncia com massa inercial; entretanto, a frequéncia natural da massa é obtida
de fendmenos eletrodinamicos.

Por outro lado, o tempo é um elemento sistémico; a sincronia entre o relégio
intrinseco e as relagoes extrinsecas do periodo orbital é por evento de simultanei-

99 A natureza da onda é intrinseca, mas o formato depende do movimento da fonte.
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dade. Diante da variabilidade da escala de tempo pelas deformacoes cinematicas
e gravitacionais, os corpos conseguem se colocar no mesmo andamento. O me-
canismo do tempo é ligado ao mecanismo de massa pela frequéncia natural. O
mecanismo massa-tempo é vinculagao em frequéncia.

Recapitulando, o mapeamento do espaco pela introdugao de variavel coorde-
nada e arbitrariedade topologica na sec. [£.4.3], seguido da correlagao sistémica
entre escalas de espaco e de tempo [£.4.4]. Condizente com a analise funcional,
a elaboracao fornece os elementos para as representacoes: centroide de massa e
ondulatoria.

A cinematica entre dois corpos ocorre em espaco topoldgico em reciprocidade
por ressonancia. Entretanto, nesse sistema fechado, a constituicdo de coorde-
nadas nao é suficiente para a resolucdo da inser¢ao do sistema binario em um
espago-tempo; as quantidades incognitas dependem da definigao de um acopla-
mento/conexao pelo observador. Diante dessa impossibilidade de formular como
um sistema isolado, em razao da externalidade temporal, a ponderagao é que nao
se define uma estrutura absoluta, mas uma interface para um sistema. Fator de
acoplamento pela sincronicidade temporal exige codeterminagao dindmica com
a externalidade. A recorréncia do mecanismo de reciprocidade e ressonancia
torna o sistema universal, pela exigéncia de inclusao de todos. Espago-tempo
nao é uma ocorréncia isolada, nem absoluta, nem multipla.

O sistema nao é resolvido isoladamente, a sincronicidade dos eventos em
causalidade com a externalidade. Causalidade temporal é fator ambiental. Em
suma, as propriedades da matéria no sistema descrito nao podem ser diferentes
de outro coexistente que possa ser encontrado em outra coordenada.

Embora ainda nao se possa reduzir a um mecanismo simplificado a diversi-
dade de observadores, as relagoes sao suficientes para produzir expressoes ana-
liticas que possuam verificacdo experimental pela amostra do observador que
descreve o sistema.

Concedendo que a estabilidade depende da discretizacao do raio orbital, al-
gumas caracterizagoes podem ser feitas por consequéncias imediatas. Primeiro,
quais sao as distancias orbitais. Segundo, qual a discrepancia entre a fundamen-
tal gravitacional e a frequéncia natural. Terceiro, qual a razao de decaimento.
Uma ultima questao: o que realmente é a onda métrica e sua relagao com a
onda gravitacional.

A discretizagao ocorre consoante a segmentacao do perimetro orbital. Na
composicao final, a distdncia radial aumenta tanto pelo nimero de segmentos
quanto pelo comprimento de cada segmento. Consequentemente, embora os
segmentos aumentem linearmente por um paradmetro n, o perimetro aumenta em
maior proporcdo, que, pelas relacoes do momento angular, sdo da ordem n2. ITEI
O aninhamento de poligonos da figura[8|ilustra uma perspectiva do crescimento
linear, imaginando-se que as figuras estariam inscritas em uma circunferéncia.

Conforme o raio aumenta por um fator n, por v} o< 1/r, a velocidade vp = ca
deveria cair por n? para se manter em uma orbita circular de menor atracio,

100 Enfatizando a circularidade, refazendo o mesmo desenvolvimento para a natureza eletro-
dindmica, chega-se a uma indefini¢ao: frequéncia eletrodindmica aponta que massa inercial
possui equivaléncia gravitacional, e vice-versa. A escala de tempo de um sistema influenciada
por fator ambiental desconhecido.

101Tomando o como velocidade, o6rbitas circulares distintas se relacionam por hi/n =
(a1/n2)(nr1) = anrn = hy; um raio maior é equilibrado por uma velocidade menor, en-
quanto se mantém a oscilagao hy = (a1 /n?)(nr1)n = nhny.
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mas, para manter a relagdo entre os comprimentos em [L.115] o raio decai por
n? com uma velocidade menor para fazer caber um comprimento de oscilacdo.

Ainda por , a velocidade diminui o quadrado para manter o momento
ou manter a oscilagado. Em consideragao aos efeitos cineméticos, conforme o
raio diminui continuamente, maior velocidade, menor comprimento (contragao

espacial), maior frequéncia (dilata¢do temporal) até o limite (4.114) . @

(a) Segmentagao de crescimento linear.

Figura 8: Segmentacao.

Segundo destaque, o periodo orbital gravitacional possui efemérides oscila-
torias distintas das que seriam produzidas pela frequéncia natural da matéria.
A oscilagao forgada pela atragao gravitacional ndo produz uma fundamental na
frequéncia natural da massa (Compton), o que é sintetizado na relagao (4.116)).
Gravidade, embora descoberto o padrao oscilatorio, nao é discretizavel. Re-
lacionado a isso, um terceiro destaque: o corpo deve produzir uma razao de
decaimento. Entretanto, outros efeitos tomam parte, e a intensidade pode ser
baixa ao ponto de ser reversivel pela perda da massa na vida tutil.

Por fim, o padrao oscilatorio deve produzir uma onda métrica, que pode ser
posta como uma emissao escura, uma onda de contencao em vez de onda de
emissao. Secao seguinte aprofunda essa questao ondulatoria. Além dos inde-
terminismos e representacao da diversidade de observadores, existe tratamento
além da covariancia.

4.4.6 Ondulatoria e “Onda Piloto”

Na resolucgao para o sistema binario da sessao anterior, a oscilagao é um conse-
quente, nao um antecedente. A resolugdo mostra-se a tunica solucao viavel ao
equilibrio dindmico para composicao geodésica por tornando a oscilagao
um elemento estrutural de todo equacionamento. licitamente, uma nova
coordenada ao dngulo de fase particulariza a forma com que cada observador
passa a instanciar o espago-tempo, tornando inapropriada a representagao geral
pontual pelo desencontro que possa advir. Ainda que o novo parametro angular
seja uma questao menor, outros problemas colaterais a oscilagao surgem: corre-
lacdo entre posigao e momento. A solugdo que atenda a todos os observadores
reside em uma representacao cuja coordenagao de eventos de simultaneidade
posicional é feita por um padrao de regularidade do proéprio movimento: onda
material. Consequente ao movimento corpuscular, também ha onda métrica de
natureza imaterial.

1020 padrao crescente dobra a cada nivel (n+ l)2 —n? = 2n+1; o préximo nivel se distancia
pelo ntimero de orbitais do subnivel (nimero do maior orbital do subnivel superior).

103Embora a temporizacio seja pela referéncia & orbita circular, a extrapolacio nao é feita
pelas condigdes de equilibrio de forga e momento entre os corpos.
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O desafio torna-se sistematizar uma representagdo que preserve a signifi-
cancia das medigoes fisicas. A resolugao oscilatéria apresenta um quadro de
resultados diversos: aponta-se se a solugao no equilibrio existe; ou, se houver
uma solugao fora do equilibrio, como prosseguir de maneira dissipativa.

Dominado pelas frequéncias naturais e suas modulagoes pelo movimento,
uma distingdo feita, admitindo que fenémenos relativisticos sdo sempre fenome-
nos oscilatérios, é se as condicionantes do equilibrio oscilatério resultarao em
um padrao de movimento discreto. A condigao de ressonancia e 6rbita estavel
sao marcos de conservacao de energia e referéncia para os casos emissivos. Por
outro lado, uma realizagao similar & vista em recai na resolucao por ba-
lango entre onda material e onda imaterial: as duas maneiras sao conjugadas
no balango.

Um primeiro topico de discussao é a representacao da onda-material, na qual
o ponto oscilatorio é elevado & qualidade de onda. Seguido de onda imaterial, a
oscilagao da métrica por consequéncia da parte material.

Ponderando por um paradmetro de dngulo de fase, uma mesma condigao
oscilatoria pode ser obtida por miltiplas solugoes, ver fig. [dal o que se traduz em
uma familia de curvas representando a trajetoria, quer seja no equilibrio, quer
seja na emissao. A sobredeterminagao do movimento incorre em indeterminagao
da posicao fisica. Concomitante a isso, a apreciagao do movimento nao é feita
por um dnico observador, que deve chegar a um consenso sobre suas observagoes.

Resolucao por oscilacao possibilita discriminar como as indeterminacoes vém
de naturezas distintas: multiplicidade das solu¢oes (modulagéo de fase), multi-
plicidade dos observadores (frequéncias naturais). As principais consequéncias
serao incerteza na simultaneidade de posigao-momento, sistematizagao da abs-
tracao do exterior e plano de orientagao.

A equacao apresenta a variavel de angulo de fase £, introduzida por
generalidade da solucdo. Essa varidavel nao corresponde a transformagao de
nenhum parédmetro coordenado, nem é relacionada por aberracao ou anomalia
angular. Analiticamente, como qualquer valor é valido, a solugao se constitui
de uma familia de curvas. Entretanto, fisicamente somente um dos valores seria
valido, e a solu¢ao tnica condiz com o corpo ocupar posi¢ao no espago. Por ou-
tro lado, a resolugao rigorosa na sincronicidade dos eventos, posi¢ao e distancia
diante da propagacao deixa de fora os efeitos em potenciais observadores. Con-
siderando a paralaxe que dois observadores lado a lado experimentariam pela
pequena diferenca no tempo de propagacao, chega-se a uma representagao geral
de onda de fase para incluir todos os angulos de fase que constituem a solugao
valida, ilustrada na figura[4].

O parametro é introduzido de forma aleatoria, no sentido de que nao se
correlaciona com qualquer outro processo que nao seja sua relacao com o corpo
reciproco; sua participacao em qualquer outro é acidental. Embora exista um
ponto de contato dnico, nessa perspectiva de fase, a posicao aparente torna-se
dispersa entre os observadores, o que pode ser denominado modulagao de fase.

A realizagdo do ponto de contato torna-se uma questao de interagdo. Um
observador que se programe para colisao perfeita entre o seu centro de massa
contra o do corpo em observacao devera corrigir as variagoes produzidas pelo
seu movimento e pela métrica que se adentra. Exceto por acidente, a fase
originalmente observada ird mudar, o que leva a modulacgao de frequéncia.

A situacao da onda de fase transfigura se quando os observadores sdo postos
em movimento relativo um em relacao ao outro. Anélogo ao Doppler relativis-
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tico, a velocidade produz modulacao de frequéncia. E interessante observar que
a covariancia da métrica normalizada relaciona a energia cinética a0 mesmo
tempo que as frequéncias sao relacionadas a velocidade por . Ainda que
tratavel, a modulagao de frequéncia acrescenta um grau de indeterminismo na
posigao.

Considerando um universo de observadores, cada um possui acoplamento
com objeto observado diferente. Tanto o ponto de origem de uma emissao quanto
um possivel ponto de contato sdo peculiares. Entretanto, a mesma peculiaridade
sera proveitosa, observando que interagoes dependem de ressonéncia, na busca
por uma representacao que resolva simultaneidade.

Uma representagao das frequéncias de superposi¢ao de ondas equivale & co-
variancia por todos os observadores. A conjugacao do equilibrio de momentos
em uma posi¢ao na convolugao de ondas permite o encontro das posigoes por
convolugao das ondas em sintonia. Essa representagao é condizente com topo-
logia do Espago Hilbert na analise funcional referida na sec. [1.4.3]. Modulagao
de frequéncia absorve um universo de observadores na forma de harmoénicos, da
mesma forma que ocorreria na convergéncia em um sistema de particulas.

Sistemicamente, a simultaneidade é modulada na relagao entre posigao e
momento. Analiticamente, a defasagem ¢ trivial pela relagao de derivada sin() e
cos() na representacao ondulatéria. O significado dessa defasagem ao observador
estd em anomalias, enquanto ao espago proprio dos corpos laténcia.

A aberracao ocorre, simplificadamente, pois quanto mais rapido, tanto maior
a amplitude de oscilagao e maior a defasagem pela velocidade. Por outro lado,
quanto mais lento, mais distante e maior a laténcia. A defasagem entre a ano-
malia esperadalTEI para o momento e a anomalia esperada para a posi¢ao ocorre
pois, além da velocidade orbital, a oscilagao produz uma velocidade radial. A
velocidade altera como a métrica define o espaco, e a medida alternativa de
distancia passa a ser sua maneira de propagagao, de ocorréncia pela variacao da
métrica. Diante da circularidade, algum compromisso deve ser feito: admitido
como parte do ansatz, pendente de confirmagao. Também, pela involugao que
ocorre na , nao é possivel calcular distancia radial pela velocidade, pois
a transformacgdo covariante em g, (r) = A% AYg,.(r) ndo afeta o parametro
covariante.

Uma nogao do que ocorre é ilustrada segundo o que se sugere na figura [7D)].
A trajetoria que preserva a distancia fixa, figura[3], dificulta o balango direcional
do momento, enquanto que a trajetéria que balanceia o momento, na figura [f],
dificulta a distancia entre os corpos.

O que se propde é que as medidas de posigdo nao resultardo, no rigor do
formalismo apresentado, o perfeito balanco de momento. Em contraponto, o
reverso também ocorre, ou seja, tracar as posicoes pelo equilibrio de momento
nao resultara na posigao perfeita. Em ambos os casos, admite-se serem limitadas
por alguma incerteza conhecida.

O entendimento é que se poderia determinar observacionalmente os momen-
tos indiretamente ao acompanhar a simultaneidade de sucessivas posi¢oes no
tempo de um sistema bindrio com precisao suficiente para evidenciar a oscila-
¢ao; entretanto, esses valores nao iriam correlacionar com o momento que toma
efeito no balango entre os corpos. Por outro lado, poderia-se obter a medida
“direta” do momento (supondo alguma medida por modulacdo de frequéncia),

104 Aqui, pondera-se em consideracdo o equilibrio na frequéncia natural da matéria.
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mas o retraco das trajetorias ndo daria as posi¢gbes simultaneamente perfeitas.

Em uma situagao gravitacionalmente mais realistica, a estabilidade pressu-
posta da lugar ao decaimento. Na simultaneidade entre posi¢ao e momento,
deve-se descontar o desalinhamento de fase responsavel pelo desbalanco.

A constatacdo direta dos efeitos da mecanica ondulatoéria gravitacional € uma
proposta desafiadora. A viabilidade pratica da observacao direta da modulagao
de fase no movimento corporeo é desfavorecida pela baixa amplitude a1/, dada
na equagao , em relacao as medidas astrodinamicas envolvidas. |TE| (0]
decaimento gravitacional, fora das condigoes ideais e extremas, também nao é
notavel. [09]

Um observador terrestre que observasse Jupiter poderia obter a posicao
espaco-tempo perfeitamente exata do centro de massa do astro. Ao repassar
a informagao relativistica da representagao pontual da trajetoéria a um obser-
vador marciano, esse correlacionaria essas mesmas medidas com uma diferenca
equivalente a fase de uma trajetoria ondulatoria pelo observador terrestre. Em
realidade, ambos estao vendo o mesmo envelope de onda do movimento jupite-
riano, mas como Marte estd se movendo por um vetor velocidade diferente do
da Terra, e o angulo de fase nao é covariante, a diferenca somente é nula ao
acaso. A fase é especifica ao observador devido & aberragao; cada qual vé a sua,
o que faz analogia a localiza¢do de um arco-iris por dois observadores. A descri-
¢ao ondulatoria é fundamentalmente invariante, enquanto o ponto coordenado
é uma conveniéncia amostral por uma perspectiva especifica.

Feitas as devidas consideragoes e colocadas as questoes de praticas e viabili-
dade de lado, o importante é conceder que, se fossem possiveis medidas perfeitas
de posicao, elas nao seriam absolutas pela sua relacao de fase.

Aprofundando a idealizagao, prossegue-se o detalhamento analitico da repre-
sentacao ondulatoria. No mapeamento coordenado, Angulos nao se transformam
linearmente, e as relagoes pelo periodo orbital dependem de um referencial ex-
trinseco por uma condig@o de sincronicidade temporal. Simplificada na observa-
¢ao de trés fatores: a calibragem angular, a oscilagao do tempo, e a externalidade
correlacionada aos observadores.

Os dois primeiros fatores foram assunto das se¢oes anteriores, sendo: a) o
angulo que tem efeito ndo dado somente pelas relagoes estaticas da métrica,
como no produto vetorial em ou em , depende da velocidade, como
em ; b) movimento da métrica produz variagdo no tempo. Oscilagao do
tempo é o correlato temporal do mecanismo para se chegar a uma sincronia no
alinhamento. Em c¢), os observadores sdo implicados no calculo da posigao e
devem, pela mesma algebra, indicar a orientacdo que satisfaz relagoes temporal
e direcional.

Assumem-se observadores inerciais que sigam trajetoria geodésica que per-
mita distinguir diregoes fixas. |TE| A existéncia de velocidade entre observadores
manifesta diferenga no dngulo entre os pontos de referéncia das diregoes fixas,

1050 mesmo argumento pode ser dado para explicar por que o fenémeno nao foi notado até
entdo. A magnitude dos termos é tao negligencidvel que possivelmente deva-se considerar
que nao é absorvida por processos geoldgicos e seja aparente pelo movimento da superficie do
astro. Também nem todas as érbitas serao circulares; hé efeitos de precessao, etc.

106() decaimento gravitacional é pequeno. Recessdo entre os corpos. Ver nota

107Diregdes fixas determinadas por medicdes de quasares distantes. O texto emprega geodé-
sica como sinénimo de intrinsecamente inercial pela auséncia de pseudo-forgas; a composigao
por diregao fixa permite transformagao de Lorentz entre os observadores.
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bem como a composi¢ao entre transformacoes de Lorentz com relagdo & obser-
vagao do sistema binario estudado, o que produzird rotacao de Wigner sobre
uma modulacdo de frequéncia. Angulo e tempo sdo fundamentais no mapea-
mento coordenado do sistema binério pelos observadores. A medi¢ao da posi¢ao
sera exata se, supondo que um dos observadores, para atestar a posi¢ao coorde-
nada, deve interceptar um dos corpos apenas pela predicao de posigao futura.
A desconsideragao da transformacao do espago do observador pela mudanga de
movimento torna o sucesso um evento do acaso.

O espago é dindmico e em transformagao continua, nao afeta somente a
evolucao de perspectiva de um mesmo observador. A resolucao extrinseca de
simultaneidade e causalidade introduz dimensao extra-covariante pela natureza
dindmica, o que se mostra condizente com a perspectiva de diversos observado-
res, mas, contraditoriamente, a dindmica nao é perfeitamente covariante entre
os observadores.

A consequéncia dos indeterminismos é que nao existe medida absoluta de
posicdo na precisdo do comprimento de onda da oscilagdo. A discussdo nao
é recente; a novidade sao os ingredientes novos trazidos pela abordagem no
tratamento do problema.

O enquadramento permite encaminhar para uma abordagem conhecida a
representagao da dualidade entre ponto e onda. Em um primeiro momento, re-
presentacao pontual figura como microestado em que se descrevem os processos
internos ao sistema binario; macroestado, uma forma funcional capaz de carrear
indeterminismo dos observadores e algebra para resolucao do microestado. A
perda de especificidade do microestado é toleravel nas condigoes existentes.

#

As propriedades ondulatérias ndo sdo proeminentes na gravitagdo, porém
a especificacdo do processo deve ser consistente com a teorizagao, medicdo e
interpretagao.

Exceto por nao manifestar carater discreto, a aleatoriedade nas préaticas
adotadas na interpretagao de Copenhague é a mais adequada a componente os-
cilatéria. A discussao relevante, como historicamente ocorreu, esti no confronto
com a proposta de onda-piloto, uma vez que h4 existéncia de ondulagao da mé-
trica participando dos fenémenos. A proposicdo é que, embora gere padroes
de interferéncia, é indeterministica pelas mesmas razoes de aleatoriedade apre-
sentadas para oscilagao corpuscular. E preciso estratificar o comportamento
ondulatorio da métrica.

Na descricao do equilibrio por trajetéria geodésica, a causalidade do ba-
lanco de momento é artificio do padrao de regularidade temporal pela oscila-
¢ao corpuscular. Como o corpo é ponto de referéncia de origem da métrica,
ocorre a consequente oscilagao da métrica. Por essa mesma condicao de re-
gularidade, a propagagao métrica deve formar uma onda estacionéria. Essa
formacao fundamenta-se no mesmo artificio da simultaneidade da causalidade;
o padrao de regularidade cria ilusao de nao-localidade.

Em outra perspectiva, a propagacao da métrica dentro do equilibrio pode ser
entendida como emissao escura, |TE| e seu padrao estacionario forma-se quer por
ser rebatido, quer por ser anulado entre os corpos, em decorréncia da conservagao

108 Ondulacdo intrinseca & métrica, que é especifica de um acoplamento e que ja esté ener-
geticamente contabilizada.

116



do movimento. Por outro lado, quando ocorre o desbalanceamento, também
ocorre vazamento, e a emissao torna-se luminosa, |TE| carregando a energia do
decaimento. Essa ultima colocagao permite descrigao do processo de medigao
da posigao por suas relagoes sistémicas.

Uma definicao geral para continuidade de macroscopico ao microscépico:
medi¢ao, o ato de coletar amostras definido por um protocolo e contexto do que
esta sendo medido. Sistema ampliado inclui interface (contorno na fronteira) e
transdutor (elemento de reagao).

Na forma idealizada, medigao causa perturbagao nula; na pratica, arbitrari-
amente pequena. Entra em questao também a duracgao da medicao infima em
relagdo a quaisquer variagoes no sistema, deixando de lado a questao da rever-
sibilidade. Em diversas grandezas cléssicas, realizacao idealizada é obtenivel:
velocimetro com inércia e atrito nulo, voltimetro com resisténcia infinita. Os
mais ilustrativos sao termodinimica e ensaio de materiais.

Em um termémetro, devido ao acoplamento, ha necessidade de equilibrio
térmico com um reservatorio térmico. O transdutor de capacidade térmica
infima minimiza a perturbacdo, laténcia e o transiente.

Em outro extremo, o contexto de uma prensa para ensaio destrutivo de
corpo de prova. A interacao fisica entre sistemas é mais proeminente; nao é
possivel minimizar a perturbagao. O mais importante é ilustrar que sempre hé
amalgamacgao de propriedades intrinsecas, ainda que procure-se minimiza-las.
Na amalgamacao referente, se o transdutor deformar-se com o corpo de prova,
a medigao torna-se um hibrido das duas propriedades. A resisténcia & ruptura
é um estado latente, revelando um valor intrinseco ao acoplamento.

Medigao idealizada, aquela que separa o “sujeito” (medidor) do “objeto” (me-
dido), colapsa nos processos fundamentais. A medigao idealizada falha no nivel
fundamental porque nela o transdutor e o objeto possuem a mesma ordem de
grandeza de acdo. A medigao néo revela o estado do objeto; ela define o estado
estacionério do hibrido formado pelo objeto e pelo transdutor. Sintetizando o
efeito de “carga” do transdutor e a inércia do registro em uma medigao: para
um transdutor registrar algo, ele precisa mudar seu proprio estado.

Dentre as medidas possiveis, a posi¢ao é conhecida pela amostra da emissao
de sua oscilagdo, ou ainda por alguma outra emissao que sofra modulagao pela
métrica (brilho proprio ou refletido). O corpo é imperceptivel, exceto pelo
contraste em relagao & oscilagao de equilibrio. Por fim, separabilidade é uma
ilusao de escala, se o objeto ja estiver manifestado em uma causalidade tnica
ou nao.

Nos corpos celestes, um planeta (fosco) s6 revela sua posigao se for iluminado
por uma estrela ou se ocultar uma fonte de luz (transito), enquanto um elétron
precisa de contraste (estimulo) e “iliminar” o elétron exige um salto energético
que altera permanentemente seu estado anterior.

4.5 Acao da curvatura

Agao da curvatura concerne a formulagao lagragiana da parte imaterial do pro-
cesso gravitacional (ou eletrondindmico). A agdo da curvatura concerne & for-
mulagao lagrangiana da parte imaterial do processo gravitacional (ou eletrodi-
namico).

109Vinculada em espago-tempo a um emissor, mas sem acoplamento com um receptor espe-
cifico, constitui um excedente que poder4 “iluminar” qualquer corpo.
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Iniciando pela nocao de que ondas gravitacionais e eletromagnéticas propagam-
se & mesma velocidade constante, a indicacao é que a aplicagao do principio de
Hamilton regride da agao minima para o principio da menor distancia, e a
equagao de Kuler-Lagrange torna-se geodésica luminica. Entretanto, o caso é
degenerado para as equagoes corpusculares, pois a formulagao fundamenta-se no
limite da velocidade, e a forma Euler-Lagrange é trivialmente nula. Como con-
sequéncia, a propagacao imaterial segue por processo peculiar, e a formulagoes
segundo consisténcia sistémica.

A proposta em forma aberta é coerente com a arbitrariedade topologica do
espaco, natureza da iteragao, discretizagao e acoplamento ao processo, ou seja, a
representacao da onda depende da representagao do meio. Entretanto, apesar da
diversidade de casos, faz-se necesséario equacionar alguma condigao de contorno
quando confrontado com a materialidade corpuscular, e o enunciado conceitual
auxiliam no entendimento das formulagoes. Transpoe-se o tensor métrico regular
como métrica do espago, e denomina-se a propagacao da métrica como sendo
a velocidade de atualizacao de sua intensidade pela mudanca de posicdo. A
meétrica nao varia intrinsecamente no tempo, e a variagao é devida ao movimento
da massa que origina o tensor.

Meétrica espacial é o descritor do mapeamento coordenado para o espago pro-
prio; entretanto, o efeito relativistico ocorre tanto pela atualizagao da posigao
quanto pela celeridade que ocorre. Rastrear a intensidade que a métrica possui
em uma posicao do espago em um instante no tempo torna-se um evento de
simultaneidade de dificil realizagao. Convencionalmente, abstrai-se o corpo ori-
ginador da métrica pela adogao de um modelo de propagacao extrinseco, porém
resultaria na circularidade em determinar o movimento do espago por medida
do proprio espago que se movimenta. A solu¢do recai em uma formulacdo de
uma func¢ao lagrangiana intrinseca, mas a formulagdo do movimento imaterial
pode ser obtida de outra forma.

A dindmica do espago é motivada pelo mecanismo de autotransporte men-
cionado em , métrica induz o proprio “movimento”’. Entretanto, a mengao
de transporte é capciosa, e a cautela é tanto com o que é “transportado” quanto
com como é transportado: intensidade métrica transita por onda. A especifici-
dade elimina modelo o de fluxo.

Observada a deformacao temporal ggg, pela curvatura, produz intrinseca-
mente uma transi¢ao gradual d11ggg que afeta uma vincinadade. Infere-se pelas
posigoes coordenadas que dilatagao temporal induz contragao espacial consoante
ao desenvolvimento do escalar de curvatura. Taxas e resultam em
(4.71c), que torna a reforgar (em segunda ordem) a dilatagdo temporal. Em ou-
tras palavras, como néao é desconexo de continuidade, afeta adjacéncia. Outro
aspecto: ao induzir a manutengao do proprio estado, produz um efeito inercial.

Gradualidade na transferéncia da intensidade métrica é ocorréncia da la-
téncia temporal. A variacdo espacial é correlata a variagdo temporal quando
ocorre por uma velocidade c. Pela eq. , a variacao temporal, extrinseca,
induzida pelo movimento, é tal que:

1
gatatgoo = 811900 =-R (4122)

A velocidade de propagagao deve ser a mesma velocidade inferida em (4.81)).
A relagao com a velocidade limite coordenada surge da variacao temporal, ao que
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foi iniciado em (|2.66)), é consoante ao que foi produzido pela derivada covariante
temporal em (.76). Simplificado, V2gg = 0.

A expressao é reconhecidamente uma equacao de onda, e o mecanismo de sua
produgao reforga o modelo oscilatorio introduzido na sec. [£.4.5. A determinagao
da velocidade pode ser, em tese, obtida experimentalmente pela conveniéncia
ondulatoria da expressdao ¢ = Af. Embora um equacionamento seja satisfatorio,
o entendimento traz outros questionamentos: a onda métrica intrinseca por
dilatacao temporal e contragao espacial, como ira se manifestar extrinsecamente.

Velocidade de propagagao da métrica, pela sua origem material, relaciona-
se & frequéncia fundamental de oscilagao da matéria. Entretanto, o modelo
harmoénico desta nao se decide entre uma origem gravitacional ou eletrodina-
mica da fundamental: a oscilagao gravitacional depende da massa inercial, mas
a frequéncia fundamental da eletrodindmica depende de carga elétrica. Ponde-
rando por analogia classica, a questao sobre a mesma velocidade de onda para
meios de “rigidez” diferente é intrigante: ondas gravitacionais possuem a mesma
velocidade que ondas eletromagnéticas. Transposto para a realidade métrica, a
eletrodinamica causa deformacdo na métrica gravitacional para se propagar: o
mesmo conflito na determinagao da frequéncia natural da matéria é repassado a
contraparte imaterial. Ainda que seja razoavel que a propagagao independente
do meio seja atribuida & extrinsecidade temporal do periodo pela variagdo 9y goo
introduzida pela derivada covariante temporal, algo mais pode ser obtido pela
forma como a métrica introduz propriedades relacionadas & natureza da atragao.

A sessao também discorre sobre outras consequéncias que podem ser in-
feridas. Pelo equacionamento imediato, se a velocidade é constante, entao a
aceleragao ¢ nula. A equagao de Euler-Lagrange nula surge da acio igualmente
lagrangiana nula. Embora haja trivialidade da agao, o valor nulo indica como
balancear as quantidades relacionadas nas ondulatérias da matéria. A agéo
nula também indica auséncia de desvio geodésico, e a distancia é percorrida em
velocidade constante, congruente com a medida métrica.

Homologa a uma métrica espacial, onda imaterial poderia ser entendida como
uma amostra temporal e espacial. Entretanto, a proposta de equivaléncia entre
duas representagoes é equivocada: métrica normalizada é um elemento prima-
riamente cinemético e a sua ocorréncia em mapear o espago é circunstancial;
por outro lado, onda é o conjugado espaco-temporal produzido pelas relagoes
extrinsecas & métrica, na condicao de que as relagoes de covarincia, simulta-
neidade e causalidade sejam demarcadas por eventos dos periodos oscilatorios,
como visto na resolucao da secao anterior, com efeitos no corpo. Ou seja, ao
contrario da métrica, onda reproduz as indeterminagoes posicionais entre corpos
que nao estao diretamente representadas em uma formulagao geomeétrica pela
métrica. Uma fungdo de onda de emprego em formulagao lagrangiana esta em
concordancia com a topologia por espaco de Hilbert, e a equivaléncia entre mé-
trica e equagao de Dirac é apresentada adiante. Entretanto, o desenvolvimento
de uma mecénica ondulatéria do continuo foge ao proposito do texto.

Com respeito a polaridade, ITl_TI reiterar-se a natureza intrinseca da onda nao
depende de definigao de espago; ao contrario, é ela que dara a definigao de
espago.

110Ainda que a derivada reiterada produza termos indefinidos V x (V- A) e V- (V- A), as

definigdes remetem-se & sec. [4.4.2]
Hlver texto que remete a nota .
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4.5.1 Geodésica (radial) do Féton

O desenvolvimento ¢ uma adaptacao simplificada de Max von Laue[I01] B com
o proposito especifico de evidenciar similaridade entre lagrangiano material e
imaterial. Pelo tratamento 6ptico da gravidade, a variavel indice é assumida na
perspectiva de um observador coordenado em espaco plano, uma vez que nao ha
como considerar a velocidade da luz do observador proprio que ja se encontra
nessa velocidade. Em vez de considerar a velocidade da luz variavel, um “indice
de refragao” do espago é definido.

Uma definigao para geodésica radial nula do féton pelo tensor métrico nor-
malizado segue de /P*P, = 0. O f6ton ndo possui massa e a equagao ¢ melhor
estabelecida se P* = hlw/c, k] = hK", com k = 2ra/\ ¢ w = 27 /T, entdo para
c = Af o foton possui K#K,, = 0. O relacionamento conduz a V*V,, = 0. EI

Restringido para o movimento radial, pode-se supor, para o equacionamento
nulo da velocidade, que haja um parametro n tal que mecga o desvio em relagao
ao que seria o espaco plano.

Algoo = —ititgin® (4.123)

A difragdo ocorre em proporgdo & possibilidade de modular a frequéncia
da massa de repouso em ponderacao & velocidade. Tomando que para o féton

#'2' = clet, o parametro indice assume o valor.

n2 = 9% (4.124)
g11

A introdugao do indice evita a velocidade da luz varidvel n = c¢*(r)/c®. Nao
seria possivel, ainda que fosse visivel, aferir a velocidade ¢(r) por coordenada
devido & contracao espacial. A medida da velocidade é relacionada ao redshift
de sua frequéncia de propagacao. Pela natureza ondulatoria corpuscular, o caso
também é extensivel ao material.

A fragao relaciona-se com curvatura pela equagao (4.43)). Uma resolucao ge-
ral: a difragado inclui efeito da velocidade pela relagao implicita com a frequén-
cia natural. Em uma perspectiva ondulatoria, ambas as formulagbes, material
e imaterial do movimento, possuem uma frequéncia natural. Entretanto, en-
quanto materialmente a modulagao por essa frequéncia ocorre tanto por causa
cinematica quanto por causa métrica, imaterialmente ocorre somente por causa
métrica. Ou seja, o indice de refragdo possui medidas diferentes, possuindo
dispersao de acordo com a modulacdo da frequéncia natural. O caso imaterial
nao possui uso pratico em relacao as outras formulagoes, mas demonstra que o
corpuscular curva-se mais do que a luz. Além de balizar com velocidade da luz
na posigao, sugere como inércia esté relacionada a frequéncia.

Para essa forma corpuscular da luz, torna-se interessante produzir uma defi-
nicdo de funcdo lagrangiana relativistica que sirva tanto ao material quanto ao
imaterial do mesmo espago. A forma corpuscular convencional escreve-se:

112893 p.225.

113 Algo semelhante pode ser feito para a parte material. No movimento circular, o compri-
mento de Compton de e comprimento de de Broglie estendido de para compor
PH = he/Ae; h/Xp], entao K* = [wo/c, wo/ca].
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L= —me® (4.125)
= mCdt .

O espago proprio experimentado pelo movimento é dado por [ ds. A gene-
ralizacao pretendida procura uma expressao que abranja a condigao imaterial,
uma expressao pelo momento escalar p = ms que pode ser aplicada tanto ao
foton quanto a particula material. Assim, a relagdo com o momento vem por
alternativa a forma material p = v, '\ /P*P,. A segmentacio ocorre na escolha
do fator de Lorentz, e a expressao convencional aplica-se ao movimento corpus-
cular, enquanto, no caso imaterial, o valor torna-se unitario. Com isso, chega-se
a:

dse
dt
O valor trivialmente nulo coincide com o esperado para distancia espago-
tempo da geodésica nula. Na analise mecénica para luz, a velocidade constante
implica em aceleracao nula, e o caso também resulta em uma agao nula. Na
interpretagdo, ndao ha ganho (nem perda) de energia, e a deflexao ndo constitui
um desvio geodésico como descrito na sec. [£.3.2].
Substituindo-se a massa inercial por m = p/c, como o foton possui p = hfy/c
e, portanto, E = hfy.

=/ ggy + dlilgn2 =0 (4.126)

hfo

Le= 3 s (4.127)

Separagao entre a energia carreada pelo foton e a energia de transporte. O
que é implicito: a energia carreada varia pela frequéncia, energia de organizagao
meétrica, mudanca do espaco é abstraida por uma quantidade invariante.

A equagao expressa o que é conhecido da relagdo de dispersao relativistica
E? = p%c? + (moc?)?. O termo é legado da relagdo de dispersdo v = Af(\) da
optica cléassica, em que ondas com comprimentos distintos viajam a velocidades
diferentes.

O importante no propésito do texto é que a formulagao lagrangiana para
perspectiva corpuscular é trivialmente nula no movimento imaterial. O mesmo
deve ser esperado para o tensor curvatura da equagao . Acao nula para
autotransporte curvatura.

Ademais, a despeito do Laue, a métrica regular normalizada nao possui es-
fera de fotons, o que remete ao desenvolvimento em [£.4:4ho que diz respeito ao
comportamento assintotico material. Por outro raciocinio, a gravidade move-
se & velocidade da luz, consequentemente nao pode ser obstruida em razao de
sua velocidade. Uma implicagao: esfera de fotons é inconsistente com o de-
senvolvimento normalizado por ser uma solugao para buraco negro por métrica
de Schwarzschild. Ainda nessa outra metodologia, a equacgdo para um corpo
material é aplicada diretamente em equivaléncia imaterial.

4.5.2 [Entwurf $1-$5] Einstein e a equagdo de campo preliminar

As equagoes de campo da teoria geral da relatividade tém relevancia por serem
a principal referéncia sobre o tema, tornando indispensavel a correspondéncia
entre a forma holonémica e a métrica regular.
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A preferéncia pela formulagao preliminar justifica-se tanto pela métrica uni-
modular quanto pela especificidade do tensor curvatura.

Considerando que, apesar de fundamentos conceituais distintos nas formu-
lacoes, hé interse¢ao de aplicagao nos dois temas, torna-se instrutiva a compa-
ragao, onde cabivel. Uma primeira questao é apontar e contornar as incompati-
bilidades. Nesse quesito, a equagao preliminar é menos submetida & holonomia
ao propor um tensor unimodular. Nao se exige do tensor curvatura que a iden-
tidade de Bianchi seja satisfeita, com a consequéncia de que a conservagao de
energia, no critério que lhe é imposto, nao é assegurada em todos os casos.

O tensor densidade é o elemento estranho & métrica normalizada, mas tem trato
por particula pontual. Esse enquadramento também facilita o entendimento da
incompatibilidade entre a versdo preliminar e a versdo final da teoria.

A fim de motivar a discussao, € preciso imputar um propoésito e raciocinio ao
equacionamento. Iniciando pelo dltimo, uma vez que a formulagao lagrangiana
dé origem & equagao geodésica, nao ha um balango claro entre cinética e poten-
cial. O equacionamento depende da escolha de um formato de tensor métrico
condizente com a situacao fisica; entretanto, o tensor métrico ¢ um “parametro
livre”. Conjugado ao tensor métrico, o tensor curvatura é compativel com o
diferencial da equagao de Poisson. Equagao de continuidade é uma forma local
mais restrita do que a conservagao de energia, e a ideia das equagoes de campo
é equacionar a continuidade do fluxo gravitacional por um paradmetro mensu-
ravel do movimento: surge o tensor energia. O proposito primario é obter um
tensor métrico capaz de satisfazer as trajetorias geodésicas, evitando situagoes
dissipativas.

A versdo preliminar é “correta” para um caso mais geral, mas intratéavel.
E A versdo final é mais restritiva; o fluxo gravitacional transita somente por
trajetorias geodésicas e, redundantemente, conservativas. Como efeito colateral,
a holonomia introduz artificialidade ao processo gravitacional ao excluir casos
dissipativos. Ha falta de covaridncia entre sistemas de coordenadas e, ainda
que se fabrique um processo dissipativo por ondas gravitacionais, sofrem com a
escolha de coordenadas. [19]

A equacao de campo preliminar da teoria geral da relatividade se escreve:

R, = KO, (4.128)

114 A previsao de que haja um processo dissipativo é incompativel com a conservacio de
energia obrigatoria. Faz sentido que a conservagdo seja contingente a situagdes especificas,
como descrito na sec.

I15Relaxamento da condigao de conservagao exige balancear as situagdes de emissdo (processo
de Rayleigh), o que néo se apresenta de maneira evidente na forma candnica (geométrica) da
equagao geodésica.

116F possivel apontar uma série de nuances, indo e vindo da proposta preliminar para a
proposta final e sua triangulagdo com o tensor regular.

Um fato sutil da resolugdo: a métrica unimodular rejeita a proposta final das equacoes de
campo (n@o pode ser obtida por ela), o que pode ser correlacionado ao fato de que a métrica
nao pode ser estritamente conservativa, enquanto a holonomia exige que seja. Na resolucao
original, ainda pela preliminar, Schwarzschild inicia por métrica unimodular, mas logo em
seguida procede a uma transformagido (ndo-covariante) para coordenadas holonémicas. O que
esté implicito nessa transformagao, é que ndo ha covariancia entre sistemas de coordenadas.

1170 tensor de Ricci é preterido nos artigos entre 1912 e 1915. O tensor utilizado em 1913
era I',,, uma vers@o com redugdo do niimero de termos de Ricci, o que torna interessante
confronta-lo com o desenvolvido em (|
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A analise é segmentada em quatro assuntos, com os destaques para o Lado
Direito, o tensor de energia, parte material do processo; o Lado esquerdo com
o tensor curvatura, parte imaterial; o significado do Vinculo entre os dois lados
da equagao. Um ultimo destaque: O Divergente.

[A-Lado esquerdo]| Parte imaterial de (4.128), o tensor de curvatura para
métrica normalizada possui identidade de Bianchi trivialmente nula. A con-
sequéncia, a agao da curvatura nula, corresponde & velocidade de propagagao
constante de autopropagacao da curvatura, o que fora antevisto. Também é
relacionado ao determinante da métrica e pelo principio variacional.

A questao sobre principio variacional do determinante e acao nula esté inter-
ligada; um nao existe sem o outro. O trinémio identidade de Bianchi, holonomia
e conservagao, adicionalmente, a derivada do determinante nulo.

Confronta-se que, para métrica holonémica, o tensor de curvatura intro-
duz holonomia responsavel pela conservagao. Pela continuidade, conservagao
balanceia o divergente da curvatura por uma contraparte material, exigindo
identidade de Bianchi ndo nula para ser nula. A situacdo somente é possivel
por holonomia, métrica ndo-unimodular. Situagdo similar ocorre por principio
variacional, mas desta vez pelo determinante unitéario pela formula de Jacobi.

Para a métrica unimodular, os resultados serao semelhantes ao escalar de

curvatura de (4.71¢)), tem-se:

R,uu - %g/iDR = O,uu (4129)

O valor da expressao ¢é intrigante em ambas as perspectivas da relatividade
geral: se, por um lado, nao contribui para a conservagao nas equagoes prelimina-
res, por outro, embora atenda & condicdo divergente nulo, V, (R, — ¢, R/2) =
O, 0 faz de uma forma trivial, tornando-se inutil nas equagdes da proposta
relativistica final. Métrica unimodular nao tem resolugao pelas equagoes de
campo, pois nao representa holonomia, o que é tema da sec. [£.2].

A solucao da proposta final das equagoes de campo da relatividade geral
somente é possivel por métrica holonémica. A solucdo originalmente dada por
Schwarzschild desenvolve-se seguindo a proposta preliminar de unimolaridade,
por um conjunto de coordenadas nao-holonémicas, mas exige que seja possivel
um mapeamento para holonémicas. Por outro lado, em Hilbert esse mapea-
mento nao se apresenta por se tratar da proposta final. O mapeamento nao é
uma transformacdo no senso covariante normalizado, e a mudanca categorica
exige simetria esférica, métrica fixa e ser invariante no tempo, (g.,)" = 0. A
abordagem leva a cogitar que a continuidade é equacionavel de forma solavel
somente por um um mapeamento holondémico do espago, e que, implicito ao
tratamento de formas diferenciais, requer um processo estacionario.

O mapeamento para coordenadas holondmicas na métrica torna o determi-
nante det(g,,) # —1 ndo-unimodular, o que possibilita equacionar a métrica
por valor diferente do trivial em e para um corpo pontual na condigao
de vacuo.

Antecipar a conclusido de que a relatividade geral final é mais restrita, pois
somente, na abrangéncia conservativa, os casos em que pode-se mapear holo-
nomicamente. Nem todos os casos sao mapeaveis holonomicamente por um
geometria riemanniana.
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Para a métrica normalizada, a equagao é categoricamente diferente
do sentido dado na relatividade geral e tem explicagao no seu aparecimento nas
aplicacoes do principio variacional no escalar de curvatura. A velocidade de
propagagao imaterial é constante, portanto, com aceleragao nula.

A correspondéncia entre as curvaturas de ambas as métricas, normalizada e
holonomica, esté significada pela equagao de Poisson. Algumas substituicoes de
sao tteis para o tensor Curvatura:

Para g11 = —(1 + R./r)d11, tem-se:

d1g1n = — 2(1/z") g1 (4.130)
11900 = — 26006116119 ¢" 9" (1/2") D1 911 (4.131)

A expressao dada pela métrica é conveniente em um contexto geométrico,
mas obscura no contexto mecanico. A variavel f¥ em no arranque resulta
O g11|(v=0) = 0116111 |(y=0)/c*. Nessa velocidade, cabe diferenciar a condigao
estatica da condigao dindmica.

A situacdo dindmica esta vinculada a uma trajetoria geodésica e, principal-
mente, rotagao hiperbolica do tensor velocidade, o que é marcado por 4, # 0
(velocidade nula exclui o movimento circular). E Uma velocidade instanta-
neamente nula é ocorréncia da mudanca de diregdo do movimento. A situacdo
estatica, iminéncia do arranque, difere nas qualidades inercial e hiperbolica.
Curvatura ¢é a situa¢ao em que ndo se contempla nenhum movimento corpuscu-
lar especifico e se iguala a situag@o estatica.

O caso estatico possui um tratamento especial: o equacionamento nao segue
a intengao geodésica, mas também nao ocorre emissao, como exposto em [£.3.2],
devido & velocidade nula. Outra nuance: deve-se empregar a equagao ,
sem facultar o uso discricionario de , por conta de 7,.

Para deixar patente, a situagao estatica denotada por:

f' = (w=04=0) (4.132)

O que acarreta:

1
i—Q = —61g" o191 (4.133)

A simplificagao de (4.131)) pode se beneficiar dessas peculiaridades. Iniciando
pela introducao de:

fl
F'=— (4.134)
,‘Y’l)
Faz-se o analogo:
§' =T (=04-0) (4.135)

Assim, no contexto mecénico, o arranque pode ser expresso como:

18 Estatico, circular e radial sdo casos notaveis. Nao existe caso “exatamente” eliptico.
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§' = 201900 (4.136)

Por fim (curvatura pela equagio de Poisson):

81%1 = 0060(511611900 (4137)

A variavel §' deixa claro que se mapeia uma situacao estatica/estacionéria.

2 1
R = D500 s (4.138)

Equagao pode ser identificada como Poisson tensorial pela métrica,
em vez de ser por um potencial escalar. A adverténcia é que, embora pareca que
possa ser encontrado sem a necessidade do tensor densidade, esta é a expressao
para l-corpo central fixo. E importante destacar que a configuracao sistémica
idealizada nao é o caso mais geral.

A configuragdo de 1-corpo central fixo, apesar de facilitar a simultaneidade,
é degenerada por nao atender ao balango pela contraparte, visto na sec. [1.4.5],
e ndo contemplar a velocidade relativa, como a forma mais geral por ,
exceto pelo caso em que a velocidade é nula, como ocorre na escolha estacionaria
em , o que, em consideragao a um sistema de particulas, corresponde a
um centroide de massa.

O significado sistémico de propagagdo imaterial da atragao (forca) resul-
tante (componente estatica) do centroide de um sistema de particulas deve ser
replicado na contraparte material, o tensor densidade.

O equacionamento abstrai a natureza ondulatoria de sua propagacao, mas
deve ser encontrado na contraparte.

[B-Lado direito] Parte material da equacio (4.128), o tensor densidade
opera sobre uma distribuicao produzida por um sistema de particulas no es-
paco. A concepcao analitica conflita com a abordagem pela métrica norma-
lizada o enfoque é para pontual, enquanto uma conceituagao sintético é mais
adequada.

A métrica normalizada trata de mecinica do ponto material, abstragao para
corpo pequeno o suficiente para ser considerado pontual, ou ainda, centroide
de uma distribuicao e o seu deslocamento geodésico. Essa tltima é a forma de
interesse da secao.

Um sub-sistema de particulas circunscrito a uma regiao do espago pode ser
mecanicamente representado por ponto material correspondente ao centro de
momento. Na copresenca de outros subsistemas e preservando as caracteristicas
pontuais, a dindmica da atragdo que se estabelece entre as partes é simplifi-
cada no movimento dos centroides, e, com isso, a recorréncia recursiva para o
centroide resultante permite abranger casos mais complexos.

Por outro lado, a métrica normalizada estabelece relagoes diadicas; a com-
posicao direta entre trés ou mais corpos é dificultada por questoes de simulta-
neidade e causalidade, tomadas por relagoes dois a dois. Admitir que, por logica
indutiva, todos os sistemas possuirao um centroide mecanico, tomado por base
a formacao de atomo elementar, viabiliza a representacao pontual.
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A motivagdo para o tensor densidade pela teoria da relatividade é abran-
gente e de cunho analitico: do movimento das particulas & continuidade do
espago. Especificidade sintética da distribuicao explora peculiaridade abstraida
pela fungao delta de Dirac e analise funcional. [1]

Y iy TR (4.139)
= | ——md(r)dr .
dr dr

O tensor é dado na forma pela densidade pontual (Landau e Lifshitz)[63].
Representa densidade de evento de simultaneidade: no entendimento estipulado
para métrica normalizada, nao é possivel acompanhar a simultaneidade, mas
sim a condicionante peculiar de um observador: centro de momento. A repre-
sentagdo pontual de uma densidade (por classe de equivaléncia) é amostral, ou
outra representacao possivel pelo delta de Dirac.

Regredindo do espago-tempo para o instantaneo de densidade espacial, um

sistema de particulas possui densidade pela composi¢ao pontual.

p="> mué*(r—ry) (4.140)

Uma forma mais elaborada leva em conta que o arranjo de particulas é
instantaneo no tempo. Com esse aprimoramento, surgem questoes de simulta-
neidade e, ainda que seja possivel ignorar a especificidade de variacao do tempo
FEI na obtencao do escalar massa total, o mesmo nao seria possivel em outras

grandezas.
M= /// S a6 (x — 7)) AV = /// u(r) dV (4.141a)
X :ﬁ /// / Zn:mn(SB(x e (4.141D)

O contrassenso que surge esta na representacao de massa-pontual por um
centroide de posi¢gao definida. Isso traz um certo descompasso com a nogao
de oscilagao dos corpos e consequente oscilagao do centroide de massa. figff],
Por outro lado, um ponto de massa com comportamento oscilatério seria mais
compativel com as definigoes das secOes anteriores. IE_TI

Esse mesmo raciocinio do centro de massa e energia de repouso para uma
massa pontual aplica-se na densidade.

Esse mesmo raciocinio do centro de massa e energia de repouso para uma
massa pontual aplica-se na densidade u(r). Uma particula com energia nao
possui posicao definida; portanto, nao faz sentido dizer que uma densidade de
energia possui posicao definida.

As velocidades em devem ser medidas por algum ponto. O centro
de momento expressa o equilibrio e é um centroide de inércia fixo, pelo que se

119 A delimitacdo temporal, ou por um volume de controle espaco-tempo, tornar-se-4 uma
questao recorrente. Ver notas .

1208eguido formalismo integral da sec. .

121 Ainda que se colete os indicios ondulatérios, a abordagem pontual é de entendimento mais
simples.
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sugere na fig. [f] Ao referir-se a esse centroide mecanico, introduz-se incerteza
posicao-momento, pelo que a mesma figura ilustra. Ainda assim, a resultante
devera possuir um centro de momento fixo. A incoeréncia aparente ¢ devida a
inversao que se coloca na apresentagao ou omissao de equagoes: o equilibrio no
balanco dos momentos é a condicao imperativa.

Seguindo as indicagoes precedentes, em coeréncia com a composi¢ao topolo-
gica, sec. [£.4.3), faculta-se prosseguir pelas propriedades ondulatoérias ou densi-
dade de distribuigao, sendo o segundo mais expressivo para o espago. A fungao
de Dirac somente faz sentido dentro de uma integral, e atribui-se um significado
fisico & analise funcional da posicao obtida pela integral como a amostra de um
instantaneo por um observador particular.

Os diversos observadores concordam sobre como a causalidade pode ser con-
jugada por um mesmo centro de momento, sendo esta uma propriedade sobre
todos os pontos materiais da distribuigao. Sintetiza que a extensao espacial é por
um instantaneo e temporalmente extrinseco, ou seja, nao se furta da existéncia
de um observador.

Nesse enquadramento, a distribuicao é sobre o espago amostral de obser-
vadores que possam coletar sobre o estado dos corpos segundo perspectivas
covariantes. O conjunto dos arranjos de simultaneidade de observagoes passa
a possuir caracteristicas termodindmicas. Macroestado, microestado sugeridos
na sec. [£4.6] mesmo idioma que, embora por uma conotagao diferente, traz
homogeneidade no formalismo para diferentes escalas.

Em microescala, como um sistema de particulas se organiza em relagao ao
centro de momento, intengado que pode ser ilustrada por um desenvolvimento
pela fungao de Green para muitos-corpos.

st = [ " @)s(e — w0 do (4.142)

Macroestado subentende um volume de controle em que densidade compre-
ende uma classe de func¢oes de um mesmo arranjo.

Relatividade Geral escolhe a distribuicio dada por Poisson V2p = 47Gp
da massa pontual para a func¢ao delta de Dirac (o mapeamento holonémico do
espago exige campo e rebalango da variagao de Bianchi), enquanto normalizada
é aberta a outras possibilidades.

O entendimento feito pela métrica normalizada, o tensor sintetiza macro-
propriedades de um centroide de massa e, como tal, traz questoes sobre ser
exatamente localizavel. O significado de V,0OM = 04 é trajetoria geodésica
do centro de massa, e corresponde a atravessar uma curvatura V,RM = OKY.
Nesse quesito, a condigdo de geodésica é muito mais abrangente (restritiva) que
o divergente V,0M" << V,0", e o estudo da relacao entre os dois temas da
continuidade no transporte material.

[C-Divergente] As divergéncias entre a métrica normalizada e a métrica ho-
lonémica da relatividade geral, conceituais e estruturais, confrontam-se com a
concordancia em formalismo, principios e concordancia de resultados em campo
fraco. A intriga é desfeita no entendimento simplificado das condicionantes dos
respectivos modelos energéticos, sendo possivel apontar onde se originam e de
que forma terminam.
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Equagoes de continuidade sao leis de conservagao mais restritivas sobre a
criagao e destruigcao de uma quantidade fisica localmente. Esse requerimento de
causalidade é bem adequado a formulagao de teorias de campo.

0
Q+§1§ jdS =0 (4.143)
ot %

O fluxo por uma fronteira explica a variagao quantitativa. Com @ = fv pdV,
teorema de Gaufs e chegar a forma diferencial:

dp .
B +V-j=0 (4.144)
O fato importante é que, para isso ocorrer, em leitura ao teorema da di-
vergéncia de Gaul-Ostrogradsky, estd na passagem da medida total por area
(macro, independe da distribui¢do) para a densidade de volume (micro, depen-
dente de distribui¢ao).
Considerando a integral no tempo do teorema de transporte de Reynolds,

formula-se:
dp .
///pdV:/// —dth—k/# jds dt (4.145)
v v Iy ot ¢+ Jov

No segundo termo do lado direito da equagao, aplica-se o teorema da di-
vergéncia de Gauft-Ostrogradsky para composi¢ao do “jato” de quantidade J =
[ep; j]. A diferenciac@o sobre o indice dy = 9/9(ct) simplifica o integrando com
respeito ao volume, e com isso a da expressao diferencial da continuidade para
a forma tensorial:

9,J" =0 (4.146)

Seguindo na proposta, deve-se considerar uma familia ou classe de equivalén-
cia para a distribuig@o, a analise avanga ao abstrair as propriedades por fungao
representativa dessa familia. Na tultima expressao, o termo J* dS dt nao pode
ser colocado como area sem um “gauge” Qo El

/ 35 JHdS dt =Qq — / / 0, " dV dt (4.147)
tJOV tJV

E preciso solucionar a disparidade entre a continuidade material e a repre-
sentacao do fluxo imaterial. Tomando que:

Q' =) k® = év Jkds (4.148)

1220 conceito de distribui¢do de densidade difere de fontes e sorvedouros por evitar o surgi-
mento de dimensoes extras por onde as quantidades surgem ou desaparecem.

123 A quantidade total Q¢ denota que evita-se a representacdo de ponto singular do delta de
Dirac.
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Se p ¢ a densidade de @, tao logo kP seja nulo, o termo 9, J* condiz somente
ao movimento interno ao volume sem atravessar a superficie de controle e o
sistema é fechado. Entretanto, é esperado vincular k® = R, e a ponderagao é
sobre o imaterial. Se a matéria nao flui por meio da superficie de controle, entao
outra quantidade escapa. Simplificadamente, representa a energia-massa que
“projeta-se” ao exterior pela superficie correspondente ao ganho de cinética em
relagao & massa de repouso pelas relagoes relativisticas do movimento interno.

oz// 8MR‘“’dth:// 8H(J“v”)dth:/¢ ¥ dSdt — Q
tJV tJV tJoOV

(4.149)

Assim, ) é o balanco entre a componente temporal e a componente de
movimento espacial.

Q= [ 9,J'd'z=0 (4.150)
oU

A expressao de continuidade classica informa que a mudanca de densidade
intrinseca somente acontece em decorréncia de um gradiente; nao hé criagao ou
destruigdo de matéria, nem o seu teletransporte. Com relagao ao espago-tempo
relativistico, deixa de fora a energia de organizagao: a forma como a massa
se organiza condiciona a resposta inercial, pois, se, por um lado, uma maior
velocidade produz uma “massa relativistica” maior para a métrica local. Porém,
um observador externo enxerga mais lenta a dispersdao mc®cgoo. Em sintese, a
energia necessiria para mover inercialmente o centroide dessa distribui¢ao nao
diferenciara entre densidade material e imaterial no resultado em macroescala.
Especificamente ao transporte, a condigao importante é a densidade cons-

tante ser equacionada por sua variacao total nula.

% =0o(cp) + 0"k (p) =0 (4.151)

A despeito de a densidade aparente ser nula, a densidade intrinseca O:p
pode nao o ser, uma vez que se contraponha como complemento da contraparte
espacial para o resultado nulo. Ou seja, a variagao intrinseca da densidade
varia em razao do gradiente experimentado no movimento. FEI A variacao
intrinseca no espago esta conjugada a uma variagao intrinseca no tempo. Para
uma quantidade constante, a variagao ocorre por efeito espago-tempo, portanto
incompreensivel, como o esperado pela variagao diferencial de volume det(g..) =
0.

Com isso, tem-se que:

d
O, JH :d—f+ POk =0 (4.152)
Como consequéncia da variagao de densidade ser nula, tem-se que o diver-
gente da velocidade deve ser nulo (invariancia do elemento de volume e veloci-
dade independente da posi¢ao).

124 As consideracoes de densidade intrinseca sao de interesse para o volume espaco-tempo
em sua contragao espacial pela dilatagdo temporal.
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ov* =0 (4.153)

O caso classico de interesse estd no movimento orbital. Um mesmo resultado
dessa abordagem seria chamado, em astrofisica, de solenoidal. O movimento
sempre possui divergente nulo, o que é anadlogo a um limite newtoniano de
situagao de conservacao pela escolha de uma trajetéria geodésica V#(’y’u“) =0.

A ponderagao feita é que a trajetoria geodésica é condigao de transporte mais
adequada que a equagao continuidade, satisfazendo o requisito de transporte.
Para a densidade, é esperado, no caso relativistico, que a dilatagao da com-
ponente temporal, intrinseca, seja compensada pela contracao da componente
espacial.

Outro destaque sobre a propriedade da matéria, para o fluxo circular uni-
forme, poeira em oOrbita circular, que se caracteriza por ser um vortice irrota-
cional: tanto o divergente é nulo quanto a vorticidade 0 x ¥ = 0 também o é.
™3] A conjungao entre o divergente -7 = 0 e vorticidade & x ¥ = 0 ¢ denotada
em 0,v" = 640,07 + ehd,vY, e as expressoes também sao condizentes com a
nogao de que o transporte paralelo V,0O"” é mais restritivo do que o divergente
V,,©""; a satisfacdo do primeiro implica na do segundo.

#

A forma mais geral da equagdo da continuidade inclui fontes e sorvedouros
como pontos de “singularidades”. Na perspectiva da continuidade, constituem
uma excegao a exclusao do teletransporte, ou ainda transvio para “dimensoes
extras”. Embora esse seja um ponto de atengao para ocorréncia local, o interesse
estd em outras ocorréncias em escala global.

%+ jds =% (4.154)

Um equacionamento dessa maneira deixa de ser solenoidal: o objeto de con-
trole deixa de ser o espaco que define a superficie de controle coordenadas e
torna-se distribuicdo de matéria no estudo do divergente. A quantidade X
esquiva-se da fronteira convencional pela superficie de controle definida em coor-
denada generalizada, o que faz surgir “extra-dimensionalidade”, pois o envelope
0;@Q néao é o mesmo que a superficie de controle operada para a quantidade X.

A quantidade @) é uma variavel de macroestado observada como resultante
pelo exterior da fronteira superficie. Dependendo do contexto, pode ser deno-
minada global, sintética, on the shell, integral, em oposicao & local, analitica, off
the shell, E diferencial. Uma vez que a condicionante (o que se conhece) seja
a varidvel macro, as variaveis micro perdem especificidade, o que é denotado na
familia de fungoes por classe de equivaléncia.

125Em alusdo ao éter luminifero, supor-se-ia inicialmente um fluido de viscosidade nula. A
vorticidade exige uma viscosidade infinita, como a de um corpo rigido, confrontando-se contra
a defini¢ao inicial.

126 o ff the shell: interacbes internas cancelam-se mutuamente e nio chegam a influenciar a
resultante sobre a superficie.
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Q= V(Pi)ie}'@ dv (4.155a)

fcz:{ o ‘ /prde/VQﬁ(r)dV:Q} (4.155b)

No interesse relativistico, o envelope material viabiliza o que de outra forma
seria impossivel acompanhar por condi¢oes de simultaneidade: entrada e saida
de particulas simultaneas para preservar o balanco. A conveniéncia do valor nulo
em circunscreve a distribui¢do a um sistema fechado pelo seu proprio
autoconfinamento, extinguindo a necessidade do controle por simultaneidade.

A expressao denota a independéncia da distribuicao. A funcao dis-
tribuicao representativa da familia é feita pelo valor em macroescala com auxilio
do simbolo de Dirac 6(r). A generalidade é proveitosa quando a distribuigao
nédo segue um padrao funcional: ou por ser estatistica, ou por ser dinamica.

A quantidade global @) resulta em representagao espacialmente singular para
a definigao local do espago-tempo. O ponto importante é que nao deixe de ser
solenoide para tornar-se divergente ou, pior ainda, afete a continuidade para
esquivar-se do divergente. Dado que a distribuig¢ao por funcao de Dirac coincide
com a defini¢do polo, alguma atencdo deve ser dispensada nesse conceito.

Singularidades podem ocorrer na forma de singularidades coordenadas, sin-
gularidades nao-removiveis ou singularidade por polos. O primeiro é exempli-
ficado no uso de coordenadas esféricas por uma meétrica ndo-normalizada. A
questao foi discutida anteriormente, com destaque de que dngulos nao se trans-
formam linearmente, afetando a normalidade da métrica. Outro argumento
refere-se especificamente a sec. [2.8], com destaque de que transformagoes co-
variantes nao se restringem a mudangas coordenadas e possuem consequéncia
na percepgao cinética dos observadores. A transformacao deve ser normalizada
para preservar as propriedades da métrica, o que se relaciona com o segunda
forma de ocorréncia, singularidades nao-removiveis.

Singularidades nao-removiveis sao saltos infinitos por lateralidade (400, —00).
A descontinuidade infinita (ou assintota vertical com sinais opostos) leva ao co-
lapso do divergente: ponto nao pode ser definido nem como fonte, nem como
sorvedouro. Em algumas abordagens fisicas, as condigoes permitem que seja
tratada como mudanca de coordenadas. E Nesse altimo caso, a situagao é tao
ou mais indesejavel que a anterior.

Polo é uma singularidade holomorfica, diferenciavel em uma vicinidade bola
aberta. Descontinuidade infinita por uma assintota vertical em que a vicini-
dade converge para um mesmo sinal. Ele nao causa o colapso do divergente: é
fonte ou sorvedouro. Para defini¢ao de cada polo, existe uma fun¢ao ponto-zero
com a mesma taxa de varia¢do (complementaridade espago-tempo). Apesar de
o polo espacial pela derivada covariante ordindria V, produzir um resultado
divergente, pode-se fazer o entendimento de que a derivada covariante temporal
VH garanta que seja solenoide no espago-tempo ao suprir o termo faltante para
satisfazer a definigao, em substituicao a real condicao distributiva. O significado
esta no transporte geodésico da quantidade macroscépica por referéncia ao seu
centroide, enquanto em particulas elementares, a impenetrabilidade.

12"Mudanga de variavel em Kruskal-Szekeres, Eddington-Finkelstein, Painlevé-Gullstrand
revelam a “singularidade nua”.
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A representacao da distribuicao da quantidade ) pela representacdo por um
polo espacial é util na Lei de Gauft do fluxo imaterial.

Entretanto, embora no caso de jato de matéria construido por nao
haja um fluxo de matéria atravessando superficie de controle, a representagao
pontual é motivada na lei de Gaut é o fluxo imaterial. Essa é a distingao
categorica entre as leis de Gaufs e a equagdo da continuidade geral com
a presenga de fontes e sorvedouro.

A existéncia conjugada de uma quantidade imaterial Q' = x®, proporcio-
nal ao material, segue trajetéria diferente pelo fato de a geodésica imaterial,
ilustrada na se¢ao sec/.5.1], ser distinta da material. Ainda que a quantidade
Q esteja autoconfinada por seguir a geodésica material, ndo ha curvatura que
detenha uma quantidade imaterial.

No teorema de Gauf o transbordo pela superficie de controle segue a mesma
indicacdo de gradiente J*dS = 0,J* dV por uma constante diferente. Adap-
tando as categorias, se, por um lado, no caso material, a matéria esta contida
no confinamento gravitacional, por outro, no caso imaterial, a variagao nula de
velocidade indica auséncia de aceleragao.

e

A perspectiva classica dada até aqui apresenta nogoes intuitivas preliminares
na conciliagao de duas tarefas antagonicas: controlar a distribuigao material e
o fluxo imaterial da curvatura.

Nesse contexto, pode-se trazer ilustracao de nuvem de poeira. Para uma
composicao do tensor momento-energia.

Or = JHVY (4.156)

Considerando que o transporte paralelo V0" é mais restritivo que o di-
vergente V, 0", a derivada covariante temporal VN(@“VQW) é beneficiada pela
invaridncia da métrica V,{gw = 0 e a condigao solenoidal do jato V,.J* =0 na
simplificacao para:

V. OM =JV, (yv") (4.157)

A dualidade na interpretacao: em microescala, a condicao solenoide é enten-
. L v
dida como continuidade, enquanto em macroescala observa-se o transporte por
geodésica. Em ambos os casos, é valido o equacionamento:

V,.0" =0 (4.158)

Pelas consideracgoes anteriores sobre a relagao com o divergente do tensor,
também ¢é valido V,0*” = 0. Em ambos os casos, a condicdo do tensor
momento-energia resulta na geodésica.

Ve(yv") =0 (4.159)

Pela rotagao hiperbolica e pelo cancelamento dos indices alternados, é vortice
irrotacional puramente imaterial, independentemente das condigoes materiais.
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Similar ao exposto na ocasiao de , a particula deve seguir trajetéria geo-
désica, sem colisao para evitar perda de energia e sem decaimento (e consequente
colapso).

Incompressibilidade refere-se & mudanga de volume. Na métrica normali-
zada, o elemento diferencial de volume é o determinante da propria métrica:
como a derivada é nula, o volume é constante. A coeréncia nisso é que a densi-
dade do espago é dada pela propria métrica espaco. Em contraste, quando indi-
ferente ao transporte paralelo pela trajetoria geodésica, o transporte solenoidal
pelo divergente nulo é sobre a densidade do elemento transportado. Assim, no
caso holonémico, a curvatura é o antecedente e resulta na consequente variagao
da métrica. Isso explica os termos espaciais nao-normalizados da holonomia em
vez da complementariedade entre espago-tempo da normalizada. IE

Ainda assim, em holonomia, a condi¢ao de continuidade do divergente nulo
é conservativa da quantidade transportada, no entendimento de que o gradiente
permite escrever potenciais balanceados. Ou seja, mapear no espago um campo
métrico em vez de tratar por relagoes diadicas como na métrica normalizada.
Algumas questoes que surgem dessa abordagem estao na transformacao de escala
por calibre, mas, em geral, campos potenciais simplificam o processo.

A abordagem normalizada pode mostrar se mais equilibrada, entretanto res-
trita a dois corpos, enquanto a holonémica é mais direta. Dentro da limitagao do
que se é esperado para uma representacao, a delimitagao conceitual de critérios
balizam escolha para uma aplicagao.

Pela proposta normalizada, a gravitacao é geometrizavel por uma holonomia
da mesma maneira que a regularidade da propensao manifesta da dindmica é
mapeavel de maneira latente para todo um espago por um potencial. Congruén-
cias e razoes de medidas espaciais préprias a substituem a forma analitica por
uma forma geométrica.

[D-O Vinculo] O entendimento de vinculagio vem da relagéo analitico-sintética
entre microestado e macroestado. A massa pontual faculta a escolha topo-
logica, apresenta formulacao de critério de mapeamento pela correlagao entre
quantidades intensivas e extensivas em complemento & recorréncia intrinseca no
remapeamento extrinseco.

As equagotes da fisica sdo expressoes de proporcionalidade ou definicdo de
identidade. Tomando como exemplo a lei dos gases ideais.

PV
— =kpT 4.160
~ B ( )

Os dois lados da equagao correlacionam uma mesma quantidade fisica. A

temperatura do gés ideal é proporcional a pressao e volume do recipiente. Em
outra equacao da termodinamica estatistica sobre gases ideais, tem-se:

(E) = 1mv2

2 rms

= ngT (4.161)

128Como na métrica normalizada ndo ha limite de densidade para curvatura, pode-se es-
pecular sobre sua relagdo com os processos Breit-Wheeler e Bethe Heitler para o caso da
eletrométrica.
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Essa expressao de proporcionalidade pode ser tomada como defini¢do para
temperatura, entendido que o fenémeno macroscopio ¢ medido pela energia
cinética média das particulas de géas.

Essa expressao de proporcionalidade pode ser tomada como definicao para
temperatura, entendendo que o fendmeno macroscopico é medido pela energia
cinética média das particulas de gas. Assim também o é R = kO. Pela relagao

de Bianchi trivial em (4.129)), pode-se escrever (4.128) como:

%g,wR = kO, (4.162)

A expressao de proporcionalidade nao explica a natureza do fenémeno, en-
quanto a defini¢ao de identidade o faz.

Seguindo a teoria cinética dos gases da termodindmica classica, pode-se su-
por uma nuvem de gas que possua volume inicial correspondente a baixa den-
sidade. Com o passar do tempo, colapsa em dire¢do a um ponto tnico devido
& atracao gravitacional. O volume de controle inicial nao estd em equilibrio e,
além da cinética do gas, deve-se considerar a acao do potencial como um “pistao
gravitacional”.

Temperatura é estritamente intensiva apenas quando o sistema esté em equi-
librio térmico, porém deixa de ser “estritamente” uma medida intensiva quando
o sistema esta em equilibrio térmico nao-local. Também nao é intrinseco, uma
vez que o valor esperado depende da configuragao total, dada pela gravidade,
pela quantidade de massa, densidade e estagio de evolugao.

A teoria cinética dos gases define temperatura apenas em fun¢do do movi-
mento cinético. Na nuvem colapsante, a medida intensiva pelo equilibrio pode
ser substituida pelo teorema virial. Afirma que, para um sistema mantido unido
por gravidade, um valor médio para energia cinética total é igual & metade do
potencial gravitacional liberado. O potencial deixa de ser ignorado, e a discus-
sdo torna-se sobre sistemas dinadmicos. A formulacdo de “invariante” na forma
hamiltoniana H = T+ V', energia especifica orbital ou vis-viva completa o novo
quadro.

A temperatura, pela estatistica termodindmica dos gases ideais ,
possui a mesma estrutura da velocidade RMS que o tensor momento-energia
(4.139). Reinterpretando a ilustragdo, o volume de controle, no instante do
quadro inicial da nuvem de gas, a dispersao nao concentra massa suficiente para
produzir uma curvatura significativa. Conforme o sistema evolui, a formacao
de um adensamento central produz aumento da curvatura métrica. Tensorial-
mente, se o sistema nao estiver em equilibrio local, o valor esperado (tempe-
ratura/pressao) nao é um ntmero simples, torna-se dependente da diregao do
fluxo (quer por anisotropia ou viscosidade).

O trago nas equagoes ou resulta em uma expressao de mesma
forma da operacao andloga nas equagoes de campo R,, — ¢, R = kO, da
Relatividade Geral, sendo uma comparacao de significado.

Em ambos, o traco muda conforme a nuvem se comprime; a geometria do
volume de controle precisa se adaptar “instantaneamente” para satisfazer a equa-
Gao.

b
|

e (4.163)
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Em comparacao, a Relatividade Geral possui uma dupla tarefa: dar forma e
movimento & distribuicao de matéria, concomitante ao mapeamento do campo
de curvatura meétrica. |Tig‘| A equacgao expressa uma identidade do espago pela
continuidade do transporte da densidade de energia. O mapeamento como pro-
priedade do espaco introduz holonomia. Estritamente conservativo, difere da
métrica normalizada por sua “organizacao energética’”: simetria esférica, orga-
nizacao da parte nao normalizada, auséncia de fontes e sorvedouros.

Por outro lado, a métrica normalizada toma como uma expressao de
proporcionalidade, é sempre por um volume de controle por exigéncia da fungao
de Dirac, sendo assim uma medida do sistema pelo seu centroide de massa. @

/R: /ne (4.164)

Mantendo a comparacao com o virial da nuvem de gés, a equagao faz a
correspondéncia entre “energia potencial” de uma posicao pelo substituto equi-
valente de e energia ganha no impulso por colisdes no ponto.

Popular virtualmente o espago por uma amostra representativa da materia-
lidade ao potencial.

Aspecto estatistico (indiferenca ao microestado) é oportunamente reaprovei-
tado na representagao das dindmicas. Posi¢oes sao eventos de simultaneidade, e
a exigéncia de uma integral coloca a perspectiva de um observador como amos-
tra, |TE| 0 que remete a equagao .

Métrica normaliza descreve movimentos por massa pontual, e a equagao
refere-se a um centroide. O tratamento de corpos extensos foge ao escopo
dessa proposta; entretanto, o “viral métrico” pode ser sugerido para confrontar
o modelo de equilibrio hidrostatico estelar, IE Outro ponto de interesse, em
estruturas extensas, anomalia dindmica na rotacao de galéxias.

4.5.3 [Entwurf $6] Gravidade e Eletromagnetismo: Vacuo e Meio
Dielétrico

Seguindo a proposta preliminar da relatividade, embora a métrica afete to-
dos os campo por sua transformacao covariante, somente a gravidade responde
diretamente a variagao segunda do tensor métrico. A propagacao de onda ele-
tromagnética é geometricamente condizente com a curvatura gravitacional e,
uma vez que ondas gravitacionais deslocam-se na mesma velocidade, pressupoe
natureza compartilhada.

Na mecanica de onda gravitacional, onda de variagao intrinseca da métrica,
corresponde a autopropagagao dessa métrica em sincronicidade, atualizagao de
seu efeito no espago, como sugerido na sec. [£.4.6]. Onda eletromagnética seria

129 Nota: essa é a dupla tarefa de densidade energética. Adiante a dupla tarefa de tenséo-
pressao.

130 Segue conforme e

131Na geometrizacdo do problema, mapeamento simplifica a natureza dinamica do sistema,
mas a propria idéia de metrificar todo o espago, em vez da relacao diadica, introduz espago
absoluto.

132 A intensidade dos efeitos métricos pode ser desconsiderada no limite de Chandrasekhar.
O limite de Tolman-Oppenheimer-Volkoff é de maior interesse para métrica normalizada, e
uma equagao de equilibrio hidrostatico para métrica normalizada é apresentada adiante.
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perturbacao na métrica gravitacional, possuindo a mesma mecanica, mesmo que
por outra natureza.

Eletrodinamica classica possui seu proprio formalismo covariante, escala de
calibre, que nao apresenta a mesma regularidade da geométrica que a métrica
gravitacional. Entretanto, a convergéncia entre as duas naturezas ocorre na
aceitagao da mudancga de escala.

A onda métrica no espago atua pela alternancia na escala de contragao do
espago e dilatacao do tempo. A onda eletromagnética, nessa mesma concepgao,
implica que uma carga elétrica deveria produzir efeitos no espago-tempo capazes
de propagar-se pela métrica. Uma abordagem pode ser elaborada para como os
corpos produzem ondas. Uma vez que o cancelamento de cargas resulta em corpo
de carga neutra representado apenas pela massa, entao, em vez de polarizagao
elétrica do espago-tempo gravitacional, uma abordagem mais consistente seria
a composicao da neutralizagao do espago-tempo elétrico.

Seguindo uma idealizacao classica, suponha um atomo 'H, prétio composto
por e~ e pT em uma posicdo A. Em um instante do tempo, no eixo de alinha-
mento do dipolo elétrico, a carga negativa e~ é montado verticalmente abaixo
da carga positiva pT. No mesmo instante, outra particula 'H, em uma posicao
equatorial B, encontra-se distante o suficiente da primeira particula para evitar
forgas de Van der Waals e nao formar uma molécula diatémica.

A situacgao é instavel, entre outros motivos, pela inércia distinta entre as
particulas de carga e~ e pT de um mesmo atomo, mas a disposicao oferece
distancias e forcas para uma analise estatica da resultante no instantaneo.

Na posicao alternada idealizada entre as cargas de dois atomos, é esperada
atracao.

pt e~
e pt
1H em A 1H em B

Figura 9: Instantaneo da disposicio espacial de dois atomos *H.

Analise da resultante de forgas indicaria que cada par elétrico, ao mesmo
tempo que atrai, atua no sentido de separar as particulas do outro par, o que é
contido e superado pela atragao do par. Por uma distancia grande o suficiente,
a configuracdo é vista como atracdo entre duas cargas neutras 'H.

Supondo a eficiéncia total na neutralizagao de cargas, analisar como a resul-
tante emula atragao por movimento geodésico em proporcao das massas resul-
tantes e razao com gravidade esperada para massa resultante de cada dtomo.

Retoma que o movimento por trajetoria geodésica condiciona a variavel de
velocidade ao equacionamento geodésico para preservar a velocidade limite. As
variaveis coordenadas em sao condicionadas por uma resultante da cur-
vatura em . Em uma inspegao cuidadosa, atracao é aditiva para situacao
de “arranque” pela sua composi¢ao priméaria dos efeitos da variagdo métrica; en-
tretanto, as variaveis coordenadas nao sao separaveis e a “resultante pela soma
direta de potenciais nao é possivel. A questao torna-se circular; se houvesse
uma algebra de métricas, resolver-se-ia o impasse surgido por sua auséncia. O
sistema de particulas é melhor analisado pelo tensor energia.
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O tensor energia possui unidade de energia por volume, atendendo ao in-
teresse externo por uma massa de repouso; e unidade de pressdo no interesse
de composigao interna e como se equaciona a uma resultante de forgas .
Isso explica a “anatomia” e “fisiologia” do tensor, mas falta o entendimento do
“metabolismo”. No tensor, a energia depende apenas da cinética, e nao depende
da natureza da forca que a impulsiona, como apresentado na eq. . A
adicao de velocidade nao segue uma escala linear de energia: quanto maior for
a velocidade, mais energia seria necesséria para o proximo incremento. Nesse
raciocinio, seria inercialmente mais “pesado”; entretanto, negligenciam-se os efei-
tos métricos. Na orbitacao, uma maior velocidade somente é obtida com uma
maior proximidade, e a concentracdo de massa incorre na sobreposicao dos efei-
tos métricos individuais. Por um lado, isso explica a intensificagdo da curvatura
resultante; por outro, cada corpo estara exposto a um efeito métrico maior.

O tensor energia expOe a primeira parte, que relaciona a cinética com maior
curvatura. Implicito, h4 a energia de organizacao e de formacao: se cada corpo
estd exposto a um efeito métrico maior, entdo a parcela mcc®gyy pela métrica
resultante da equacgao de dispersao relativistica serd4 menor, explicada como
energia de autogravitagao. @ Em outra perspectiva, um observador externo
percebe o corpo com velocidade menor por efeito de ggg, portanto mais leve
pela “massa relativistica”. A questdo da energia de formagao: a concentracio
somente ocorrera com perda de energia em processo natural de orbitacao. O
corpo s6 decai se perder energia.

A forma “traco escalar” relaciona a energia virial & curvatura por uma
constante de escala. Em gravitagao, todos os corpos sofrem a mesma aceleracao,
pois a forga exercida é em proporgao & massa, enquanto na eletrodinamica a
aceleracao depende da carga. Gravidade é geometrizavel, ou seja, é possivel
atribuir uma mesma curvatura de uma fonte métrica para todos os corpos.
O processo de neutralizagdo entre as particulas elimina interacdo com carga
externa, mas nao ajusta a escala de curvatura. Construir um tensor de curvatura
de eletrodindmica neutralizado exige duas mudangas de escalas. O escalar de
curvatura para uma natureza de atracao depende da forga estética, como visto
em . Assim, a relagao de escala entre duas curvaturas pode ser posta por
uma constante.

Re = Rgli(e/g) (4.165)

Com isso, a relagdo do tensor curvatura com o tensor energia torna-se:

Re = ’igﬁ(e/g)@e (4166)

A relagao revisita uma constante da hipotese de Dirac; distrativa para discus-
sdo em curso, aprofundamento na interpretagao é postergado para outra secao.
O importante aqui é que essa razao implicaria em um volume de controle ma-
ximo por um horizonte de particulas. Fizl Torna-se premente analisar o tensor
curvatura.

133 Atomicamente a perda de massa é observada “defeito de massa” pela eletrodinamica.

134 A razdo recai em grandezas coincidentes com a “Hipotese de Dirac para Grandes Nume-
ros”. Pela necessidade de um volume de controle, a limitagao pelo raio pela idade do universo
é conveniente. Aqui é denominado Horizonte de Dirac.
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F, e?

e — 4.167
F, 4meoGmpme ( )

Kle/g) =

Em uma concepgao mais moderna, as particulas em ©. seriam localizadas
por . Ao contrario de teorias de campo, em que campo é atributo do
espaco, a métrica normaliza fundamenta-se na realidade cinemética material;
com isso, a delimitagdo de um volume de controle, como exposto em .
A necessidade de um controle de volume implica na escolha da distribuigéo.
Embora tenha procuracao para uma funcao representativa do centroide
de massa, a formulagao possui suas nuances.

Centro de inércia em movimento inercial é apresentado em pela
condicao do transporte paralelo. Similar a , tem-se:

1
- — [ Rav 4.168
X 27T/ ( )

Tal qual a forca resultante é uma simplificagao para as forcas atuantes “den-
tro” de um corpo, a curvatura resultante reside na capacidade de abstrair ponto
material por uma distribuigao representativa, trazendo a importancia de um
volume de controle :métrica normalizada é demonstrada somente para
massa pontual.

O tensor ©,, depende apenas da cinética das particulas, sem mencao a natu-
reza que produz a curvatura, enquanto o tensor I, é curvatura metrificada pela
natureza da atragao. O fator de acoplamento x, contanto que seja constante,
pode relacionar atragoes de naturezas diferentes.

Da equagao , é possivel simplificar R = GM/(c*r?), e com p oc M /r?
tem-se que R o« Gp/c?. Com isso, é possivel chegar ao equivalente da resposta
inercial-gravitacional & presenga de uma curvatura. Em reverso, uma curvatura
somente ocorre pois 0s corpos possuem uma resposta inercial gravitacionalmente
valida.

G/pH dv = H/gmanV (4.169)

Posto de outra forma, a constante gravitacional G é um fator de proporcio-
nalidade com que inércia a atua sobre curvatura. Escolhendo pg a distribuigao
de massa para o atomo de hidrogénio 'H por massa pontual, chega-se a uma re-
sultante gravitacional. Por outro lado, a composi¢cao massa energia deve refletir
a cinemética pela soma individual de seus constituintes, como predito em

o / (2 M.5(r) + v2M,6(r)) dt (4.170)

Embora as velocidades sejam resultados da eletrodindmica, o entendimento
é que expressam uma relagao de proporcionalidade em vez de uma identidade do
espago. Sai do roteiro analitico das equagoes de campo da relatividade geral, mas

1350 movimento é inercial a despeito da sua oscilagio pela natureza ondulatéria, como
ilustrado em @
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que possui enquadramento sintético pelo tensor métrico regular. A constante
de acoplamento kg para o arranjo, aqui um intercambio eletrogravitacional.
)

Gpy = kyO (4.171)

Percebe-se que a densidade resultante p = MJ(r) varia com a distancia
radial r,, = n’r; entre as particulas, seguindo a sequéncia de raios estaveis do
modelo de Bohr.

A massa total do atomo varia com a emissdo e absor¢ao de energia, em
contraparte & mudanca do radial e consequente variacao cinética nas particulas.
Sendo assim, a diferenga de massa entre dois estados estaveis leva a uma variante
da formula de Rydberg adaptada para relacdo massa-energia. Entendido que
v = ca na eq. (4.109)), a expressao de energia corresponde a:

1Ry = hcRy = a®mec?/2 (4.172)

A energia liberada pelo decaimento orbital é o fundamento mecanico por
detras da equacao e sua relagdo com (4.172)), substituindo no tensor a
velocidade 8 = v/c pela velocidade o em Valente da eletrodinamica,
a velocidade de Sommerfeld. O tensor energia ressignifica a massa das particulas
constituintes p™ e e~ pela sua velocidade para uma nova massa de repouso
resultante 'H, descontada a energia liberada em cada nivel. A proporcionalidade
com a curvatura é trazida por uma constante de escala.

A proporcao dada pela razao entre F,/Fy e as forgas gravitacional e eletros-
tatica ndo possui uma denominagao oficial como uma unidade de medida. Na
fisica tedrica, ela é central na Hipotese dos Grandes Numeros de Dirac. Para o
atomo de hidrogénio, resulta em, aproximadamente, 2,26 - 1037, [°9]

A existéncia da expressao justifica conceitualmente por que a soma
das massas nao pode ser dada diretamente pela soma das massas na métrica
gi1 = 111 + Ge™2 >;(m;i/ri)11. Em outro aspecto, uma “soma” das métricas
individuais ignora todas as questoes de “mobilidade” apresentadas em sec. [2.2].
Por fim, a métrica regular é demonstrada para distancia a partir de uma tnica
posicao fixa radial, a variavel coordenada de derivagao, o que nao acontece por
conta da dispersao de pontos do termo . (m;/r;), por movimentos independen-
tes. Entretanto, a convergéncia desses pontos permitiria uma tnica distancia
de derivagao.

Tomando um tensor métrico de natureza eletrodindmica, em que o espago-
tempo é afetado por k, = ¢*/4megmac?, e considerando que a diferenca entre
as massas do elétron e do proton seja de tal ordem que o centroide de inércia
possa ser representado pela posicao coincidente ao proton, formular-se:

136 Aqui o foco é a preservacdo da massa. Ainda que se possa especular sobre variagio na
defini¢do da escala do tempo extrinseco, como deixa aberto emm aqui as constantes fisicas
s&o tratadas como constantes.
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kq
Atragao: g11 = (1 + ) (4.173a)
r 11

Repulsao: hi1 = (1 - > (4.173b)
11

ko — kp

Neutro: f11 = gllhlﬂ’]ll ~ (1 + r

) , (r>>90) (4.173¢)
11

Conforme mencionado anteriormente, gravidade é geometrizavel, ou seja, é
possivel atribuir uma mesma curvatura de uma fonte métrica para todos os
corpos. Todos os corpos sofrem a mesma aceleracao, pois a forga exercida é pro-
porcional & massa, enquanto na eletrodindmica a aceleragao depende da relagao
entre carga. Assim, um e~ pode possuir duas métricas, uma em relagdo a outro
e~ e outra em relacdo a um pT.

Atracao segue a normalidade da métrica, sendo que em r+§ o deslocamento
0 é considerado fixo, segue orbita circular fixa e ndo entra como variavel do
movimento. Repulsao possui sinal relativo negativo, indicando a condi¢ao de
particulas de mesma polaridade. Apesar de o sinal negativo apresentar questoes
de singularidade em proximidade com raio critico, a interpretagao em cargas de
mesma polaridade representa impenetrabilidade, reafirmando que: nao é uma
propriedade do espago, é uma relagao entre corpos.

Em proximidade ao atomo de 'H qualquer particula é sujeita ao dipolo
formado pelas particulas constituintes. Nessa regiao, faz-se a analise de sistema
de “forcas”. Entretanto, ha convergéncia da condigao de neutralizagao e ponto
material, ambas alcangadas se distante o suficiente para ser considerado por um
tnico ponto.

A convergéncia pontual é observada na métrica quando r >> § > k, con-
digdo em uma “aritmética das métricas”’, é possivel sem recair nos problemas
enumerados anteriormente.

O produto triplo-métrico fi; = gi1h11n'! em inclui o termo n'!
para preservar a variancia. IETI Para raio grande, o termo que envolve o raio
quadratico torna-se infimo por k.ky << min(k, kp) < 1. Outro termo resolve
para:

ka _ Ky ko — (rks _%) ~ (ko — k) _ (ko — k) ~ (ko — k)

r—¢6 r r(r+9) T or(r+6)  r+6 T
(4.174)

A expressao resultante converge assintoticamente para métrica que varia
pelo inverso da distancia. Em condicdo de grande distancia, satisfaz e,
por conseguinte, . As cargas neutralizadas emulam a resposta inercial na
mesma proporc¢ao que a gravidade.

Ondas gravitacionais e eletromagnéticas propagam-se na mesma velocidade,
sao da mesma espécie, embora originadas por especificacao de carga diferente.
Oscilagao na contragdo do espaco e dilatacdo do tempo. Aqui a defini¢do de
tempo torna-se mais importante.

137poderia ser g11h'1n1.
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Em um entendimento simplista, pode-se dizer que gravidade é uma onda
eletro-neutra, |TE| o que seria tendencioso pela decomposi¢ao inicial de cargas
elétricas. O reverso seria afirmar que a polarizacao do meio altera a magnitude
da curvatura. Ambas sdo influéncia da escolha inicial de representagao; a forma
mais equilibrada é pela ondulatéria. As naturezas elétrica e gravitacional estao
conjugadas, e a temporizacao da onda depende das duas.

A neutralizagdo faz predominar o caréter inercial, e o caso ideal elimina-
ria tanto a carga quanto a massa. Supondo que, em vez da manipulacao da
variagao radial §/r — 0 do desenvolvimento anterior, fosse possivel reduzir con-
tinuamente a distancia entre as particulas de carga, nesse caso as particulas et
e e, fazendo com que a distancia ¢ entre as particulas seja tao pequena quanto
possivel, teria-se em para os corpos na vicinidade do dipolo a resultante
dada pelo limite gi_r)% f11 = m1, descrevendo o processo conhecido de aniquila-

¢ao entre particulas. Faz nota que, nesse caso, a discussao relevante seria por
consideragao sobre k.k, e que a expressao mais adequada para seria a
pela métrica exponencial g;; = exp(k/r), ITEI que constitui uma discrepéancia
com a métrica convencional em raio pequeno, mas ambas possuem a mesma
convergéncia em raio grande. Como anteriormente, as limitagdes métricas sao
superadas no dominio da frequéncia.

As frequéncias de propagagao se originam por uma oscilacao “forgada”; re-
tomando a discussao que segue a figura [§] e se estende para o texto da indexa
a nota [I00] A frequéncia natural depende tanto da inércia quanto de cons-
tantes de natureza elétrica. Aspectos diferentes de um mesmo fendémeno, e a
circl%liridade indica uma relagao sistémica.

A atragdo é um fendmeno ondulatorio, que pode ser decomposto pela domi-
nancia elétrica (proporcional a carga) ou inercial (proporcional & massa).

Mecanismo de massa-tempo, ou, simplificando, mecanismo de massa com-
pleto, deve contemporizar com outros fenémenos além da aniquilagdo massa-
carga: processos de criagao Breit-Wheeler e Bethe-Heitler. Confrontados com
as novas ideias de “campo” e “onda’” e de estipulagao de uma densidade de cur-
vatura limite; mecanismo de massa do decaimento beta de um néutron.

4.5.4 Acao de Hilbert

A acgao de Hilbert, é antecipada no entendimento de que a curvatura se propaga a
velocidade constante; portanto, a equacao de Euler-Lagrange, aceleragao, é nula.
Na forma convencional para métrica normalizada, a aplicagao do resultado de
Euler-Lagrange ‘geral’ seria . Nessa leitura prévia do resultado de Hibert,
curvatura nula é somente auséncia de massa, pois o tensor densidade também
seria nulo ©,, = 0,,.

H&a uma colisao entre o que a expressao Euler-Lagrange pode apresentar:
propagagao, por seu significado geodésico; formulagao de forga, por seu signifi-
cado dinamico; propagagao de forga, pela combinagao de ambos.

138 Qutra ideia que teria apelo, gravidade seria forca residual ou emergente, tal qual ocorre
na descrigdo da forga nuclear em relagdo a forga forte. Por outro lado, pelo potencial de
Yukawa, decaimento exponencial induzido pela neutralizacdo, a atragao elétrica deixaria de
“ofuscar” a natureza inercial.

139 Métrica exponencial normalizada é elaborada adiante. Cf. e

140 O espaco Minkowski é cineméatico, mas néo é cinético, como sera visto adiante.
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A expressao Euler-Lagrange conjuga dois significados: propagacao, por seu
significado geodésico; formulagao de forga, por seu significado dindmico. Em
sintese, propagagao de forga, pela combinagao de ambos.

A segdo encaminha a reformulacdo lagrangiana de Hilbert no interesse do
tensor métrico normalizado. O termo variacional para acao de Hilbert se de-
compoe em:

6(\/§R) :5(\/§Ruuglw) = (6\/§)Ruuguy + \/gglw(dR;w) + \/ERW(@(“”) )
4.175

Trés termos independentes sao obtidos da aplicagao do principio variacional
na agao:

(0\/9) Derivada do determinante (4.176a)
(0R..) Identidade de Palatini (4.176b)
(0g"") R Remanescente (4.176¢)

Em comparacao com a forma holonémica, ocorre eliminacao do termo pela
derivada do determinante, e destaque vai para revisao da férmula de Jacobi
da derivada do determinante na condicao de dependéncia funcional entre as
componentes métricas. Na métrica regular, o determinante torna-se a fungao
implicita para as componentes métricas, tornando os termos interdependentes
no acoplamento diferencial. Como o determinante é constante, o resultado é
nulo. Além disso, a especificidade da métrica normalizada estd na existéncia
de duas curvaturas cardinais, sendo que a curvatura temporal estd sempre em
reciprocidade com a curvatura pelas componentes espaciais, vista na sec. [2.5)].

Determinante da Meétrica Como a métrica normalizada é unimodular, o
cofator € igual a inversa;
Seja o determinante dado por:

y 1
det(gus) = Gmndy pe? I e g gis g ( (4.177)

5ade€abcd)

A expressao destaca a expansao por cofatores de Laplace. Pode-se obter o
cofator do elemento g,,, ao eliminar esse mesmo fator da expressao e ajustar as
permutagoes para obter indices livres. Assim, uma operacao cofator pode ser
expressa;

1

Cof(g**)m" = (5;”6;L€pijk5qTStgirgjsgkt (5abc5abc)

(4.178)

abed

Repara-se que é reduzida a ordem das permutacoes de £%°“c,p.q = 4! para

gbeg . = 3.

Imn Cof(gus)™™ = 4 det(gus) (4.179)

Entao, na versao reduzida:
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1

—_— 4.1
(4€abc€abc) ( 80)

mn __ smgn _pijk_qrst
cof (gux)™" = 6, 65" 1 girgjs Gr
Seguindo a expansao de Laplace, a operacao de cofatores de um tensor co-
variante é um tensor contravariante. Em reverso, pela manipulagao de indices,
obtém-se defini¢ao da operagao de cofatores do tensor contravariante, denotado
na forma covariante cof(g**)n.

No caso de transposicao, o que afeta a mudanga dos indices nos simbolos de
Levi-Civita e7*¢P™st (ou entdo 6767).

mn

cof (Gux )™ = adj(gus)™™ (4.181)

Repara-se que, como os indices m,n sao fixos:

gnkéﬁm adj(gss)™" = 51]:1 det () (4.182)

Entao:

g adj(ge)™ s
—_— = 4.183
9nkOm, det(g**) m ( )
As expressoes possuem uma definicdo de inversao pelas propriedades estru-
turais.

j * 3k wy f * 3k Ve
g = 240(9e) g =<0t (4.184)

|G| | G|

O tensor é ortogonal, em relagao & transposigao matricial, entao, pela mani-
pulacao dos indices da operagao, caso de inversao:

gH" = cof (g™ )" (4.185)

_COf(g**)/w _adj(g**),w

G = , == 1.186
= g =] (4.186)

Tlustrando para métrica esférica normalizada:

det(gsx) :5Pijkgqrstgpqgir9jsgktm (4.187)
:EqmthqglrnggBt =
=0123e0123 559633900911
:5012360123900911

01_01
=€ € good11
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O resultado esperado pela equagdo (2.54) . O refinamento nos simbolos de
permutacdo vem ao fixar indices 2,3 e €923, que se tornam 9" para permutacao
entre 0,1; ou seja, Ep’235qr2352253ggpqgir torna-se igual a eP*e?" g, reduzido
para os indices 0, 1.

61'j€mn :6zm53n _ 5zn63m
801601 :500511 _ 501510 _ 500511 (4188)

Na métrica normalizada, inversao, cofator e adjunta sao, diante da mani-
pulagdo da ordem de indices, conceitos unificados. O determinante unimodular
pode ser pelo produto de qualquer componente por seu inverso.

det(gsx) = guv adj(gus )" (4.189)
A derivada do determinante é pela regra do produto entre uma componente

vezes o seu cofator, que torna:

0det(ges) _ 0w 99" _ 9w L 09w _ gap
agaﬁ 09ap m agaB 09ap " GuvYuv 09ap

(4.190)

Identidade de Palatini . O resultado normalizado é similar ao holonémico
no aspecto de nao contribuir com a agao. Com atencgao a férmula de Voss-Weyl,
por atengao ao determinante da métrica.

T 1 0+/det(gux)
w7 Jdetlge) | 0r

(4.191)

Sua aparicdo em demonstragoes ocorre no divergente V,AY. Especifica-
mente, o desfecho g"”éR,, = V,X": quando a variacdo é pela métrica no
limite, o termo nao contribui para a agao.

1 0
7\/5814

U’ (v/gU") (4.192a)

i = igvi(\/ﬁUi) (4.192D)

V.U
\[

Remanescente A acdo resultante corrobora, para métrica normalizada, a

equagao preliminar (4.128)) .

_ 18
N

R

(4.193)
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A escolha entre o significado geodésico ou dindmico da equacado de Euler-
Lagrange também influencia a ocorréncia de variaveis ciclicas ou ignoraveis. A
interpretagao pela dindmica entre dois corpos vincula simetria e conservagao
a reciprocidade. A forma geodésica, a abstracdo de um dos corpos, coloca a
meétrica como substituto na associagao entre simetria e conservagao.

O caso normalizado, pela exigéncia de restringir a relagdo entre dois corpos,
a simetria é atributo da relagao entre os participantes. Holonomia abstrai a
presenca de corpos pela formulagao de campo; assim, simetria é uma necessidade
holonémica que é contingente a formulacao formalismo. FEI

O tensor densidade-energia tem desenvolvimento similar. Para fazer constar:

S:—/mc2ds:—/<///ud‘/> c2d5=—////“§2dm4 (4.194)

Densidade lagrangiana A a4:

Ay =—— (4.195)

Principio variacional:

S(V=9Am) = = V=9(6Am) + (B=7) A (4.196)

Como o determinante da métrica é constante, o termo d,/g nao segue a
formula de Jacobi para derivada do determinante, vista anteriormente.
O tensor densidade é:

2 6 1
S _ pcit i = 2 pit i (4.197)

a _\/\56-9#” \Y ;jglij;l’guy

EM:// AMdV:—cj///udV (4.198)

4.5.5 Energia em escala absoluta: De Emilie para Emmy

nv

Historicamente, as leis de conservagao de energia surgiram em sequéncia das leis
de Newton. A se¢do apresenta uma revisdo normalizada para conservagao.

Na situagao de dois corpos, seguindo as leis de Newton, um corpo se mantera
inercial e somente pode ganhar (ou perder) momento, por varia¢do proporcional
4 massa, se sua reacao corresponder a uma agao de outro corpo.

A condigao é independente de a forga ser de contato ou agao a disténcia,
difere apenas pelo modo ou forma de transferéncia da forca, mas nao as quan-
tidades: a posicao espago-tempo no instante de contato é a mesma entre dois
corpos, enquanto a interagao a distancia, a sincronia da ocorréncia do balango
é avaliada como um evento de simultaneidade.

141 A condicso necessaria para a aplicacdo do teorema de Noether para conservagio de energia
é que a energia cinética seja expressa em coordenadas generalizadas.
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A terceira lei equivale ao principio da conservagao de momento. Na agao
a distancia, a conservagao do momento, balango simultédneo aferido por todo e
qualquer observador, é possivel, apesar do tempo de propagagao, por um padrao
de repeticao periddico que torna o movimento ondulatério. A simultaneidade do
momento em uma posi¢ao tem incerteza por, ao minimo, um ciclo da oscilagao.
Tempo extrinseco & métrica, visto na sec. [2.7.2] entdo é possivel relevar essas
questoes temporais até que se obtenha uma resolucao espacial.

O diferencial do impulso vetorial que um corpo A obtém em uma colisao
elastica com outro corpo B é dpy = pdt = —dpp, ocorre no mesmo diferencial
de tempo. Embora o moédulo da forca F' = p seja igual para ambos os corpos
na colisdo, a aceleracdo que decorre depende da massa de cada corpo. Assim,
ainda que a forga seja a mesma, a quantidade de movimento trocada nao seré,
pois a expressao € inversamente proporcional a respectiva massa. m, ou & mp.

Um mesmo lagrangiano de ponto material pode ter varios enquadramentos,
segundo o encaminhamento. Enquanto em uma abordagem geométrica o enten-
dimento é feito pelo caminho minimo, em uma abordagem mecénica, é preferivel
a decomposicao em varidveis de momento e energia.

ds 1
=m—=— H 4.1
L mdt mw/p Pu (4.199)

Conforme afetado em proporcao inversa da massa, e com relagao ao va-
lor absoluto do momento, o diferencial de energia cinética teria uma forma
(1/m)d(\/p"py), o que corresponde ao diferencial do lagrangiano, ou seu vari-
acional. A raiz na forma covariante é laboriosa, introduz termos redundantes.
Uma simplificagdo consiste na remogao da raiz, acompanhada do fator 1/2,
chegando-se a cinética proposta pela Marquesa de Chételet, que difere de wvis

viva pelo mesmo fator do diferencial sem a raiz, é melhor por energia pdx.
Relacionado & magnitude das componentes espaciais, tem-se:

—d(p?) = i2p’€ dpy, = i2p’“pk dt = 2p"py, Ly (4.200)
2m 2m 2mak

Pela integragao e escolhendo-se os intervalos apropriados para cada situagao,
obtém-se uma expressao de energia cinética. A expressao pode continuar a ser
elaborada para uma forma espacial mais interessante, similar ao principio de
D’Alembert.

A acdo a distancia, diferente da forca de contato, tem curso prolongado e
continuo no espago e tempo, e torna interessante o mapeamento do movimento
nessas variaveis. Convencionalmente, o uso de coordenadas generalizadas é feito
para ignorar restri¢des holondémicas. Entretanto, essa abordagem é problemaética
por ignorar a energia do movimento da base . Evita-se essas coordenadas
holonémicas, preferindo um sistema que se demonstra transformar-se covarian-
temente. (2.103)) .

Na meétrica normalizada, transformacao covariante é um ajuste de escala
energética, no entendimento de que energia cinética é relativa a velocidade e,
portanto, ao referencial. Entretanto, a transformacao afeta todas as varidveis,
inclusive as coordenadas, dado que a transformacao é conservativa pela invari-
ancia da expressio W = FFz) = A?FjAfcxj.
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Retornando a situagao de dois corpos, a aceleracao do corpo de massa my4
ocorre por reacao a influéncia & distancia exercida pelo corpo B, o que é a agao
de A

Fidx; —maa‘de; =0 (4.201)

Pretere-se o uso de coordenadas generalizadas (holondmicas) em preferéncia
as variaveis coordenadas isométricas apresentadas na sec. 2.3.2]. Deslocamentos
arbitrarios presumem a inexisténcia de forgcas holondémicas, e a transformagao
covariante é pela mesma razao obtida das varidveis cineméaticas, o que é provei-
toso nas substitui¢oes subsequentes.

ds = 2% gy = Oy (4.202)
v al'k Tk = 85% Tk '
Assim:
ig 7--ia$id _ d (0% d i d [ O dzy,  (4.203)
maa‘dr; = & o, T 7mAdt T o, T — MAL 7 \ o T .

Onde os diferenciais comutam, entao:

@\ o | = omn (4.204)

Assim, aplicando tanto (4.202f) quanto (4.204)), chega-se a:

gz — ma (5270 4 7 0% 4.205
maa xz—mAdt T o, T) — MAL i T (4.205)

O termo sobre derivada parcial IE pode ser substituido por uma expressao
lagrangiana que s6 possui o termo cinético L4, = muPuy /2 para as k-variaveis
espaciais. Uma vez que se possa atribuir uma fungao lagrangiana que siga a
equagao de Euler-Lagrange, a substitui¢ao por L4, = \/pFpr/m.

d 85 d 85 dxy = F'd (4.206
mAE (975%14’“ Tk mA@ A, QT = Ty . )

Similar a equagao 7 temos que o mesmo procedimento pode ser apli-
cado ao corpo B. A forga entre os corpos é a mesma, porém com sentidos
opostos, F' = F4 = —Fg. O mesmo ocorre com a orientacao dx; de cada
corpo; com isso, pode-se escrever a relagao de direta agao-reagao entre os corpos
sem a mediacao da forca:

M2Notar que a velocidade contravariante v = v*(t) ndo varia no espago, mas a covariante
vi(t, x) = v*(t)gri(z) sim.
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Ly =mala, —mpLlp, (4.207)

Fazendo Euler-Lagrange, tem-se que agao-reagao correlaciona-se com a reci-
procidade entre os corpos e envolve uma série de simetrias fisicas.

O equacionamento, embora correto, nao é pratico; somente é possivel conhe-
cer a equacao de um dos corpos se for conhecido o movimento do outro, o que,
por recorréncia, envolve conhecer o movimento do primeiro. Uma resolucao é
obtida na abstragao de um dos corpos por campo.

Na lei da gravitacao universal, a proporcionalidade da forca entre os corpos
é pelo produto das massas e inverso do quadrado da distancia. A expressdao de
proporcionalidade permite mapear a reagao FEI que um corpo possui para cada
posicao que outro corpo potencialmente assuma. A agdo & distancia torna-
se abordagem por campo a partir do eletromagnetismo de Maxwell; o efeito
retardado pela propagacao causa reagao deslocada no espago-tempo. @

Para cada agao, uma reagao. Nesse modelo, a acao gravitacional de um corpo
é acompanhada de uma reacao dindmica do campo acondicionada na forma da
simetria que teria pelo par, se ndo fosse abstraido o corpo pelo meio.

As construgoes importantes para fatorar esses grupos de simetria do campo
sao as transformadas de Legendre, transformadas pelos colchetes de Poisson
ou pelos colchetes de Lie. A decomposicao por operagdo diferencial atua em
variaveis especificas, expondo constante.

Transformada de Legendre atua em pares de variaveis conjugadas. Na ter-
modindmica, mapeia varidveis intensivas em sua contraparte extensivas. No caso
relativistico, pelo tensor densidade, velocidade poderia ser considerada uma va-
riavel intensiva, enquanto momento teria o papel extensivo por depender da
distribui¢ao de massa. Uma nomenclatura mais apropriada seria variavel forma
integral e forma diferencial.

A, =2 4 4.208)
P00 (4

Para o lagrangiano £ = /p”p,,/m, o hamiltoniano H = AL resulta em:

H=1 0 L—-L=0 4.209
~"oi - (4.209)

Algebricamente, o valor nulo é esperado, pois a transformada de Legendre é
uma operacao involuta, enquanto o lagrangiano é uma quantidade autoinvoluta
nessa operacao; portanto, a transformada de Legendre para o lagrangiano resulta
no proprio lagrangiano. Nulo: nao existe outra forma de mapear, sem mediagao
por outra varidvel.

Pela explanacao postulada, o hamiltoniano nulo indica a correspondéncia
direta entre as variaveis velocidade e momento. Recobrando que se preteriu o uso

143Campo vetorial de aceleracdo no arranque mapeado para campo escalar pela relacio de
gradiente.

144 Propriedade no espaco como meio é causa comum tanto para as forcas eletromagnéticas
quanto para a propagacao de onda.
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de coordenadas generalizadas, o resultado indica nao haver outro mapeamento
entre as variaveis.

O fato mais notoério: se as varidveis sdo mapeadas diretamente, ndo existe
mediagao entre as variaveis. Ou seja, nao é mediado por campo. Sem a consi-
deragao de dois corpos, as simetrias nao estao diretamente acessiveis. Tomando
como exemplo o teorema de Poisson, uma quantidade Q:

dQ  9Q

- = a+ {Q,H} (4.210)

Nao existe mediagao, definitiva ou transitéria, por qualquer propriedade re-
lacionada & posi¢ao. Lagrangiano é puramente cinético.

A aplicagao do teorema de Noether para conservagao de energia requer que a
energia cinética seja expressa em coordenadas generalizadas. IZEI A alternativa
estd no teorema da energia generalizada, trivialmente correto: H = E =0, a
energia é conservada e nao varia no tempo.

d (oL [\ _dH_ oL Lot
i\for )= w T (4.211)

Outra forma: reescrever o lagrangiano.

2
K
L=-"TC L —mP=—-2 (4.212)

Assim, o lagrangiano assume uma composicao de energia:

K
— +mc? =K +mc? (4.213)
Y

Refazendo (4.209) para (4.212]), chega-se & energia total:

H=FE =mc (4.214)

Para um sistema de particulas, retorna a ©*” por . A conservacao
é condicionada pela proibicao de advecgao para fora do volume de controle e,
seguindo modelo sugerido em (4.171)), seré constante se nao emitir radiagao de
qualquer tipo, analiticamente por (4.31a]) e (4.31b)).

Partindo da mecéanica newtoniana, acao e reacao é relacao simétrica reflete a
condi¢ao de um balanc¢o no equacionamento. Ao abstrair a acdo e reacao entre
0s corpos por um campo, a formulagao desse deve se dispor como meio de troca
um substituto equivalente. O condicionamento do espago a um campo torna
o processo holonémico, na concepgao normalizada, mas simplifica por permitir
apenas trocas conservativas, em oposi¢cao a processos dissipativos vistos por

(4.33) pela elaboracdo de (4.23)). O importante na discussdo que se segue é
que a auséncia de variagao em uma quantidade é devida a variacao nula ou

145Explora simetrias da formulacdo de significado mecanico.
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cancelamento mutuo, quer seja por dois corpos ou pela emulagao de um deles por
campo. Um equacionamento pode se beneficiar da simetria para uma formulagao
holonomica.

Simetria na agao e reagao entre dois corpos depende da sincronicidade dos
eventos, condi¢ao que deve ser emulada pelo campo. @

Angulos nao se transformam linearmente, um tema recorrente apresentado
na sec. [2.3.2] em contraponto & sua ocorréncia holon6émica da sec. [4.2.1], e
com consequéncias sobre transformacao de medidas de area e perimetro orbi-
tais da sec. [£4.3]. A questao é ilustrada na concepgao geométrica que leva a
“Trombeta de Torricelli”, exposta em , ou cinematicamente nas anomalias
e aberragoes. Nao é possivel uma razdo p/2r = 7 comum ao espago coordenada
e proprio; sugere uma “constante 7 dindmica” que dependeria do raio e/ou da
velocidade no trato trigonométrico “alinhado” entre os dois referenciais. Fzrl

A conservacao do momento angular, pelo disposto em e , nao
ocorre para as variaveis coordenadas. O desregramento é mais pronunciado
em distancias radiais “pequenas”, mas converge assintoticamente para a regra
conservativa conforme o raio cresce.

O entendimento dessa situacao é sintetizado na observacao de que, se hou-
vesse conservagao, 0s COrpos nao emitiriam energia, pois seria algo proibido
pelo balango do equacionamento. Assim, equagoes conservativas descrevem uma
parte do processo, enquanto uma equagao geral nao suprime as condigoes me-
canicas de emissdo, como as demonstradas na sec. [£.3.2] Nesse enquadramento,
a questao deixa de ser intratavel e encaminha o remapeamento adequado.

A sec. [£:44] contém o equacionamento para condigao ondulatéria de [£.4.6],
que aponta para uma regularidade intrinseca de sincronicidade temporal com
um referencial extrinseco. Ou seja, hé simetria, entao é possivel representar
conservagao no mapeamento por campo pela maneira como os corpos se sincro-
nizam.

Uma vez que o efeito métrico da velocidade em espago proprio esteja devi-
damente equacionado, o mapeamento da velocidade 8 = v/c para a em
para satisfazer a terceira de Kepler (4.107), e com isso o momento angular pela
segunda de Kepler.

Angulo ¢ definido pelo periodo orbital , em que o tempo coordenado
é uma variavel externa sincronizada pela informagao de « sobre a frequéncia
fundamental. Em sequéncia, é preciso de uma escala de regularidade temporal
para definir a velocidade orbital « e, com isso, o periodo orbital que iré fatorar a
escala angular do periodo orbital. A circularidade do mecanismo massa-tempo
faz surgir constantes sistémicas, sendo o coeficiente de definicdo extrinseco ao
processo: a sincronicidade entre os eventos é global.

A auséncia de linearidade nas transformagoes das quantidades angulares
também esta presente no produto vetorial em vis-redux, que nao é prontamente
definido de forma ordinaria. Seguindo uma defini¢ao de produto vetorial por

(4.95) , a identidade de Grassmann que define triplo produto em (2.96al) e (2.96b)

nao segue as definigdes ordinarias de angulo e/ou fungao de arco.

146 Egpecifico ao campo retardado, a causalidade na atracio ocorre pela formagio estacio-
naria, simultaneidade constatada por todos os observadores, é efeito da regularidade. Ver:

;i Efeitos angulares conhecidos que possam ser correlacionados: arrasto de referenciais, efeito
geodético (precessdo de de Sitter) e o caso rotacional, precessdo de Lense-Thirring.
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lve® (vea)| =v [va SIN(’(/)):| SIN(7/2) = av? SIN(z))

sxp) Y 2Ol Ive v a/l

llal - [lvf> llal - {lv]l

A arbitrariedade na omissao de v /4%, o que poderia trazer a velocidade o
ao equacionamento, e presumindo uma identidade para fungao de arco em 7 /2.
Também sugere, se as propriedades assim o permitirem, que:

[veall=|ve(vea)|/||

4.6 Torcao

Torgao é um conceito da geometria riemanniana que tem consequéncia sobre
como deslocamentos diferenciais produzem caminhos consistentes por conexao
das bases holonémicas. O desenvolvimento apresentado, embora empregue as
mesmas técnicas e notagoes, nao se diria enquadrar nos critérios da disciplina
referida e, até mesmo, refuta os principios holonémicos. Ainda assim, proposta
mecanica nao termina sem conciliar com geometria riemanniana. O ponto em
comum entre as duas matérias estd na natureza intrinseca da aplicagdo em
fendmenos elementares, idealizados dos fundamentos mecanicos, que possuem
equivalente geométrico. Entretanto, ainda que o estudo de massa pontual em
sistema de simetria central por um ponto fixo caiba no tratamento da geome-
tria, eis um motivo para nao fazé-lo generalizado: fenémenos nao-elementares
possuem topologias mais diversas.

Espaco de configuracao definido pela rotacao hiperbélica no invariante de
Lorentz; a mecanica pelo tensor métrico normalizado é holonémica e se funda-
menta em principios nao-riemannianos. O tensor de curvatura nao é definido
pela forma convencional riemanniana. Figl A conexao mecénica, que na forma
conservativa é pela continuidade por deslocamentos mecénicos por principios
variacionais, é uma aplicagdo que condiciona a base & natureza cinematica. A
consisténcia esta na condi¢ao do tensor métrico de velocidade promover rotagao
hiperbolica, o que, na forma nao-conservativa, é observado na preservacao da
razao hiperbolica entre as componentes do tensor curvatura.

O tensor métrico normalizado é indiferente & existéncia de torgao, pois, dife-
rente do homoélogo riemanniano, a conexao tem fundamentos na invariancia da
cinética hiperbolica; ndo existem restrigoes holonomicas da base. Ainda assim,
o entendimento do tensor de tor¢ao e sua participacao no tensor de curvatura
sao relevantes pela condicao de transcricao da métrica cinematica para métrica
holonomica. O que se torna relevante é a forma dos deslocamentos diferenciais.

4.6.1 Elemento de Linha Infinitesimal de Minkowski

Elemento de linha é preterido no desenvolvimento normalizado, e sua auséncia
é justificada pelo seu viés holonémico em detrimento da perspectiva de conti-
nuidade cinematica.

148Na secdo anterior, a curvatura R, foi obtida de maneira puramente mecanica; portanto,
a concepgao independe da curvatura riemanniana R .
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A formulagao holonémica satisfaz a continuidade de um espaco diferenci-
almente mapeével, exigindo a auséncia de torcao. Partindo dessa abordagem,
a forma geral do tensor métrico é consequéncia da condi¢ao de continuidade
diferencial no espago.

Intervalo espago-tempo, medido pela distancia em tempo proprio percorrida
pela luz, experimenta dilatagao do tempo e contragao do espaco segundo uma
estrutura métrica no movimento de um corpo material. Presumindo que haja
curvatura, o tratamento do espago apoia-se nas propriedades lineares das ope-
racoes diferenciais para formar um elemento infinitesimal: um deslocamento
pequeno o suficiente para ser considerado “plano”. A medida de tempo coor-
denado é pontualmente metrificacdo para o tempo proprio por ggy em razao
de sua dilatagao temporal, enquanto espacialmente por g;; para as contragoes
espaciais. A condigao de convergir para o espago plano torna a forma diagonal
desejavel.

Adr = Agoodt? + g11da® + goody® + g3zdz? (4.216)

Regredindo ao espago plano e expandindo na forma bilinear, um primeiro
ponto de atengao é determinar se os termos omissos seriam trivialmente nulos
ou estruturalmente nulos.

al™n o 0 0 dt
dz| o -1 —1.0 1.0 |dz
2 _ *
=gyl loo 10 -1 10| |ay (4.217")
dz| o =10 1.0 =1 | |dz

ds? = dt® + dx® + dy® + dz?

A forma correta é dubia, sem maiores condicionantes. Na verdade, ambos
estariam corretos, Figl e uma primeira condigao seria a homogeneidade da forma
preservada pela convergéncia em massa diminuta ou raio grande por uma mé-
trica curva.

A forma simbolica motiva outras condicionantes. A associatividade pela
simetria da métrica resulta em uma anticomutatividade dos diferenciais.

ds? = dt - dt noo + dx - dx 1y + dy - dy 122 + dz - dz 33 (4.218a)
+ (dx - dy + dy - dx)n12
+ (dy - dz + dz - dy)n2s
+ (dz - dx + dx - dz)n31

A associatividade pela comutatividade dos diferenciais resulta em uma an-
tissimetria da métrica.

ds? = dt - dt oo + dx - dz i1 + dy - dy naz + dz - dz 133 (4.218b)
+dz - dy(ma + n21)
+ dy - dz(n23 + 132)
+dz - dx(n31 + m3)

149Meétrica de Minkowski é cinemaética, mas néo é dinamica.
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No caso ([£.218a]), tem-se uma anticomutatividade oculta; no caso (4.218D)),
tem-se uma antissimetria indesejavel.

Escolha da métrica, para componentes espaciais, segue o apresentado nas
equagoes de (3.20al) até (3.20i). Nessa forma, para a convergéncia na métrica

de Minkowski, o importante é que lim B = 1.
p—00

9ij = 0ij + (B = 1)(&; - p)(Z; - p) (4.219)

Ao contrario da sec. [3.1], prossegue-se com a escolha da anticomutativi-
dade do diferencial. Uma forma de representar é por nimeros imaginarios, e a
sugestao altera a estrutura do diferencial.

A assinatura e numeros imaginarios escrevem-se:

dt ] fgo 0 0 07 7[dt
1d¥ 0 gu 12 Giz| |2dE
Jjdy 0 go1 g22 g23| |JdY
kdz 0 gs1 g32 g33| |kdZ

ds* = (4.220%)

ds® = dt*goo — da’g11 — dy*gao — dz*gs3

4.6.2 Torgao e Orientacao

Orientagao é implicita em Geometria Diferencial[7] , pois as superficies trabalha-
das sao extrinsecas, e os casos de auséncia sao ignoraveis; implicito, mas tratavel,
em formas diferenciais [I0]. Ainda, a falta de uma forma explicitamente ori-
entada também é tratavel pela desnormalizacao das grandezas. |Ti6| No caso
classico, ha alerta sobre superficies como fita de Mobius ou garrafa de Klein;

no segundo, a continuidade da integracao de formas diferenciais somente é
possivel em espagos pressupostamente orientados. Na métrica normalizada, os
ntmeros imaginarios introduzem explicitamente orientagao.

A nocao intuitiva reconhece que uma medida escalar de area é a mesma, inde-
pendentemente da ordem dos seus fatores. Formas diferenciais possuem arranjos
mais elaborados pelo simbolo de Levi-Civita, exemplificado pelo diferencial que
se forma com . A forma simplificada é:

[6AF - jAG| = A7 iAZ| (4.221)

Desnormalizacao atua na norma de maneira distinta: coeficientes sao obtidos
apos fatorar variaveis ignoraveis em uma diregao.

|sA7 - G7AQ| = ||F7A0 - i AL (4.222)

Artificio de introduzir o recurso notacional para equacionar operacoes sobre
o espago holonémico. Distingao entre indices covariantes e denotar orienta-
cao explicitamente por imaginarios, em equivaléncia aos resultados conhecidos.
(Abdica da generalidade no niimero pelo nimero de dimensoes)

150Variaveis por mapeamento matematico de posi¢io dispensam a homogeneidade dimensi-
onal. A combinagdo de esféricas r, 0, ndo da medida de area, mas de perimetro e “angulo
solido”.

151 Convencionalmente, néo é tratado como torcéo.
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Prosseguindo com essa extensao holonémica, grandezas tensoriais nao sao
necessariamente orientaveis. A métrica e os simbolos de Christoffel sdo coe-
ficientes normalizados e, como norma implica, suas “direcionalidades” nao sao
necessariamente orientaveis. Nos simbolos de Christoffel, a taxa de variagao da
base (leia~se taxa de variagao do espago proprio) por uma coordenada (ndo ori-
entada), enquanto a métrica é uma quantidade intrinseca que nao é relacionada
por uma taxa alguma.

Indices variacionais promovem a independéncia direcional e denotam quali-
tativamente que uma quantidade somente é afetada por outra de mesma diregao,
geralmente decomponivel pelo simbolo de Kronecker 5; O principal propésito
estd na demonstracado de invaridncia diante das transformacoes de escala. A
interoperabilidade entre diregGes é feita sob o simbolo de Levi-Civita sfj, con-
tragao exclusiva entre duas diregoes em uma terceira. Apesar de definir uma
orientagao, cancelam-se aos pares e nao participam do invariante, sendo quanti-
dades ignoréaveis para um balango geral do invariante. El Convencionalmente,
sao colaterais as grandezas associadas que exigem defini¢ao pelo simbolo. Dado
o quadro geral, a preferéncia por simetria e comutatividade, simplificagdo dos
termos ignoraveis, é realizédvel por alinhamento com uma diretrix E que pro-
porcione simetria de indices em coincidéncia com simetria coordenada, o que
nao é possivel em cartesianas.

O simbolo 5% opera direcao segundo uma orientagao; entretanto, é apa-
gado pela contragdo (substitui¢do por outro simbolo). Também néo é possivel
decompor entre os operandos, uma limitagao em representar a algebra antissi-
métrica implicita. Os imaginarios satisfazem essa necessidade. A concordancia
com indice nao significa que sao redundantes e a auséncia de notacao faculta a
algebra.

Todos os elementos da base possuem instrugao de covariancia intradimensio-
nal pelos indices, e como tornam explicito como operam interdimensionalmente
. Uma vez resolvido o fundamento, a preferéncia notacional por imagina-
rios é uma conveniéncia.

Consequentemente, os demais tensores correlatos a base também terao ori-
entagoes pela propagacao das orientacoes, como o tensor métrico , mas ha
casos mais ilustrativos para tor¢ao. Incidentalmente, os simbolos de Christoffel
nao somente possuem a mesma disposi¢ao, mas também compartilham a fungao
interoperabilidade do simbolo de Levi-Civita na forma normalizada.

Holonomia exige a perda dessas qualidades nos tensores correlatos com a
base, como a simetria dos indices anotados em [50], a0 mesmo tempo em que a
mesma funcionalidade passa a ser suprida externamente.

O emprego de ntimeros imaginéarios nao € inédito na relatividade, eletromag-
netismo e quantica, ou mesmo em alternativas por &algebras anticomutativas.
Exceto pela ondulatéria de Schrédinger, a atengao vem da propriedade comuta-
tiva quando se passa dos colchetes de Poisson para os Lie, nas matrizes de Pauli
e Dirac. Faz-se o caso desapercebido no operador de d’Alembert e na equagao
de onda.

Operador de segunda ordem, correlato ao operador de Laplace, ndao possui
uma forma primeira sem a métrica de Minkowski. Uma representagao escalar

152 O cancelamento mutuo de simbolos de Christoffel faz parte da demonstracdo de que a
derivada covariante de Levi-Civita resulta em um tensor (ver: Grinfeld p. 125). O simbolo
também pode figurar como tensor ocasional. Ver: (42) .

153Direc¢do que atua como um autovetor.
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livre sem a necessidade da métrica, é:

0 0 0 9]
-ttt 5 4.223
cot  10xr joy koOz ( )

Entre as permutagoes possiveis dos quatro indices, o zerésimo pode ser consi-
derado neutro e nao participa de maneira convencional nas permutagoes no sim-

bolo de Levi-Civita €gxp, (4.91), ou seja, €oijx = €ijk, entdo €0, = €0opr = 0.

0 0 0 0
8 — <Cat, %7 E’ m) (4.224)

A nulidade dos termos de segunda ordem vem pelo teorema de Schwarz-
Clairaut.

_— - (4.225)

0? 0? 0? 0? 0? 0?
Y (8y81: B (3‘z8y> —Jk <3z8y B 8y82> — ki (85682’ B 823x>
A natureza ondulatoéria esta presente em todo equacionamento. Especifica-
mente para o imaterial, como em , consiste na oscilacao da contragao
espacial em contraparte da dilatagao temporal, mecanismo que descreve forma
de propagacao, enquanto a geometria da onda depende do movimento da fonte
de emissao. |TE| Um terceiro aspecto é o seu efeito, que pode ser transversal
conforme . A caracterizacao transversal, no entendimento de que nao
expressa a passagem de um fluxo de um ponto para o outro; longitudinal, no
entendimento da compressao espacial na direcao de sua propagagao, e essas ca-
racterizagoes indicam que codificam vérios sinais, a depender do transdutor, sua
orientacao e frequéncia de ressonéancia, se for o caso.

4.6.3 Transcrigao Cartesiana

A similaridade no formalismo tensorial entre as formas holonémicas e cinemé-
ticas deve-se ao tratamento intrinseco que ambas promovem; entretanto, ex-
pressam diferencas conceituais em suas proposi¢oes. A mudanca do dominio
da velocidade para o dominio do espago é marcada também pela terminologia
sobre um mesmo tensor, que distingue a perspectiva mecanica da perspectiva
geométrica.

Contraste entre pares homoélogos: os simbolos de Christoffel holonémicos
apresentam-se no trato de torcao, enquanto os simbolos de Christoffel cinema-
tico, inducao.

Tomando que a seméantica dos tensores na forma mecéanica é mais abrangente,
uma vez que a geometria tratada concerne ao caso em que haja regularidades e
simetrias, é possivel estabelecer a compreensao das formas transcritas, explicada
pela relevancia que a velocidade, tanto em direcao quanto em intensidade, possui
nas duas modulagoes.

154Ver nota .
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Na métrica regular, o simbolo de Christoffel representa o coeficiente de in-
ducao que atua pela diregao e intensidade, portanto anisotropica: tanto maior
a velocidade, bem como tanto maior o alinhamento, maior a intensidade. Por
outro lado, a regularidade da fonte fixa e simetria de um sistema de coordena-
das movel torna o fenémeno intrinseco mapeével no espago recuperével pelas
propriedades geométricas da ocorréncia do fendmeno pela recorréncia no ponto.

Ainda que se possa condescender, no caso de simetria esférica, que o feno-
meno é atribuido intrinsecamente ao espago, nao hé a mesma complacéncia
na mudanca de sistema cartesiano por nao encontrar as mesmas simetrias: a
covariancia falha.

O entendimento da causa mecanica dessa falha permite a transcrigdo ho-
londmica (sem torgao) cartesiana, ainda que ndo covariante com a holonomia
esférica, dado que angulos nao se transformam linearmente.

A compreensao conceitual inicia-se na forma como os deslocamentos diferen-
ciais sao concebidos.

Partindo da perspectiva cinemética, deslocamentos diferenciais arbitrarios
nao sao conservativos, exceto aqueles que, em razao da intensidade e diregao
da velocidade, atendem a principios variacionais. Entretanto, em analogia ao
dissipativo atrito classico que depende da velocidade, um deslocamento dz pode
ser, em baixa velocidade (ou ponto de arranque), considerado nao-dissipativo.
Deliberadamente suprime-se o efeito a velocidade para adequar-se ao modelo.

O modelo holonémico nao sabe como trabalhar a indugao da velocidade,
exceto na simetria. A base movel absorve efeito da velocidade, eliminando as
assimetrias, rendendo um tensor de tor¢ao zero. Por outro lado, a alternativa
seria a introducao de campos vetoriais ou outras abordagens, como as de Cartan.
E O artificio que se faz presente na base cartesiana reproduz o mesmo efeito
por meios diferentes.

Desnormalizacao para holonémico, assim como em esféricas, ocorre pela ma-
nipulacao simbdlica entre os homélogos cartesianos.

Partindo de , com referéncia a um valor conhecido, as componentes
espaciais possuem “covariancia ocasional”, %] o que permite substituir
por JO T JYTH,, ilustrado por J3" = kJ§* e por J, = i.J,.

2 7m 173 _ 7201 7my (s 71\3

Ji T3 T s = Jo (K J3) (8],)T (4.226)

Em vez de proceder & conversao usual entre sistema cartesiano e esférico,

preceder a definicao de um novo simbolo simétrico pela variagao intrinseca da

base com relagao a uma coordenada possui resultante pela soma dos correlatos
antissimétricos.

)

a?(iél) = kil3,(kX3) + jil3,(j%o) + 4015 (i%;) + 1370, (1%o)  (4.227a)
Q. . . P 1 e . .

@(362) = _kJF§1(kX3) - JJF§1<JX2) - ZJF%1<”'X1) - 1ZF(1)2(1X0) (4.227b)

155poderia-se dizer que Cartan, quando ndo emprega formas diferenciais, contorna a torcao
na fita de M&bius por considerar um sistema movel, em vez de coordenadas fixas ao espago.

156Ver nota m
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Percebe-se que, em um primeiro momento, considerou-se a base simétrica
por i€; e j€;, o que tornaria similar a , enquanto se espera . A
falta de consisténcia vem da propria holonomia, mais especificamente, do dis-
criminante holonomico (4.8), ao qual as igualdades se prestam. Uma expressao
[i01, 2] = 0 poderia ser escrita por ke 40; jO; = 0, satisfazendo o teorema
de Schwarz-Clairaut. De outra maneira, se fosse considerada a simetria, nao
haveria distingao entre os sinais e seria imediato que X; = €.

9 .. e

@(zel) = —iT%,%; (4.228a)
a .. ko
5T 082) = T %e (4.228D)

Pela mesma consisténcia notacional, falta o imaginario de cada uma das
variaveis de diferenciagao &; = 9/i0z". Considerando que j = ki e que ¢ = —kj,
a simetria nos simbolos Ffj = F;?i é obtida pela comutagao dos imaginarios.

9 .. 0

m(ze,;) = —jil'}; & = 15T %, = &) (4.229)

8(’1,5(}1)('7 J

Alguma concessao ¢é feita na desnormalizagdo para holonomia. Assim como
esférica, o determinante da métrica deixa de ser unimodular; em cartesianas,
perde-se projecao e rejeigao de [3:2.1]. Também néo ¢ esperada a transformagcao
esférico-cartesiana entre holondémicas, uma vez a transformacao de angulos nao
é linear.

det(gw) # —1

5 Natureza do Espaco-Tempo

Natureza do espago-tempo refere-se a representacao apropriada do espago para
a métrica normalizada. Ainda que o fundamento descrito procure ser concilidvel
com a nogao ontologica do espago, o que se torna relevante é a descrigao sistémica
comum a um vasto espectro de solugoes.

Do atomo a fronteira do cosmos, gravitacao e eletrodindmica abrangem feno-
menos que se estendem por trinta e seis ordens de magnitude. A coexisténcia de
fenémenos em amplitude de escalas diversas delimita o que é significativo e o que
é abstraido para uma resultante de causa-efeito. Nao obstante, rela¢oes cinemé-
ticas ndo buscam reinterpretagao, como em Umdeutung de Heisenberg[48] , que
substitui descrigoes cinematicas cléssicas. Em vez disso, predica um imperativo
topologico, a escala de velocidade que devera ser satisfeita no espaco ontolégico
por uma representagao topologica.

Outras situagoes tornam-se interessantes: compositividade, vacuo, espago
plano, tempo e generalidade por métrica. Rudimentos existenciais para satisfa-
zer especificidades de leis da fisica, mas nao generalidades matematicas. |TE]

157Escapar da armadilha da generalizacio matematica: entre todos os espagos imaginéaveis e
descritiveis, nem todos sdo adequados/apropriados.
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5.1 Imperativo Topolégico

Variaveis de velocidade sao independentes das varidveis de espaco. Uma deter-
minada posigao pode ser populada por corpo com qualquer velocidade, e a de-
marcagao por um referencial permite descrever e/ou constatar extrinsecamente
fatos intrinsecos.

A despeito da descrigao ser feita por referencial externo, a velocidade é con-
dicionada pelo seu momento, e a qualidade intrinseca desse impeto nao varia
de forma absoluta, mas relativa ao movimento de outro corpo. A conservacao
de momento entre dois corpos pode ser expressa analiticamente, independente-
mente da escala de espago, pela arbitrariedade promovida pelos indices covari-
antes. Velocidade é propriedade intrinseca da relagao entre dois corpos que nao
possuem movimento relativo acima da velocidade limite. Na cinética, a escala
de dilatagao temporal é inversa da contragao espacial, rotagao hiperbolica, e o
equilibrio dindmico por essa relagao é estrutural por uma oscilagao fundamental.

A generalizacdo da rotagao hiperbolica ndo se restringe ao caso geometrizé-
vel. Rotagao hiperbdlica é expressa independentemente de qualquer estrutura
de espago, que é valida se a deformagao dessa estrutura espacial pode satisfazer
a rotagao hiperbolica.

Conhecidas as condigoes de movimento e estabilidade na regularidade, a
situacao inversa é atribuir escala de tempo pela regularidade peridédica e demar-
car distancias em proporcao as medidas do movimento ou da velocidade limite.
A regularidade desse relogio natural, independente de referenciais externos, é
consequéncia da condigao de estabilidade intrinseca.

Avangando na descrigao intrinseca da velocidade, o bilinear cinemético, na
condicao estacionaria por um corpo fixo, possui mapeamento de geometrizavel.
O tensor métrico resultante dessa condi¢do, como a denominacdo implica, déa a
defini¢ao de comprimento, angulo, area e volume.

A defini¢ao relativistica da velocidade nao reside na escolha de uma topo-
logia especifica, mas de um imperativo topolégico que satisfaga o invariante
de velocidade. Ainda assim, representacdo requer um espago de configuragao:
fronteira material, volume de controle. Seguem questoes sobre o ambiente, sua
dimensionalidade e sua natureza.

5.1.1 Espago Métrico e Dimensionalidade

2

A defini¢do de distancia é o rudimento de um espago métrico. Pela adi¢do
de estrutura, a grandeza escalar é operada pelo produto interno especificado
por uma forma bilinear, a mesma que define ortogonalidade. Ortogonalidade
hiperbolica possui suas especificidades em relatividade especial, mas é restrita
a uma forma bilinear simétrica.

A operagao bilinear pelo tensor métrico normalizado na forma cartesiana,
termos espaciais na expressao , possui defini¢ao tensorial de paralelismos,
exemplificado em V*V,, = c?, e ortogonalidade, observado na derivada A*V, =0
da expressao anterior. Ortogonalidade tensorial apresenta produto interno nulo,
porém o mesmo critério nao é aplicavel aos tensores da base. Simplificadamente,
a propria rotagao hiperbolica coloca, indiretamente, os tensores covariantes em
combinacao linear entre si.

Ortogonalidade implica em restricao da cardinalidade dimensional na pro-
dugdo de uma base linearmente independente. O que pode ser demonstrado é
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que a dimensao do espaco tensorial, i.e., a cardinalidade da base, nao pode ser
maior (nem menor) do que é estabelecido.

Convencionalmente, o processo de Gram-Schmidt, ortogonalizagao, parte de
um conjunto de vetores e prossegue por uma defini¢ao de projegao ortogonal, tal
qual em [3:2.1], definida pelo produto interno. A necessidade de idempoténcia
conduz a proje¢ao diedral, sec. [3.2.3], e a ortogonalidade deixa de ser expressa
pela nulidade do complemento ortogonal para ser expressa por um conjunto de
nimeros imaginarios, que externaliza a comutatividade da operagao e proprie-
dades simétricas dos resultados. A adogdo deste conjunto, isoladamente, coloca
uma restrigao na generalizagao por expansao do nimero de dimensoes ou a su-
bespagos; entretanto, esse recurso nao introduz artificialidade na propriedade.

Supondo o espago métrico em que nao exista uma restrigdo estrutural da
dimensionalidade. Por um corpusculo singular, obtém-se a propriedade reflexiva
da distancia. [%]

d(A,A) =0 (5.1a)

Por dois corpisculos nao coincidentes, a reflexividade encontra representagao
por um eixo.

d(A, B) = d(B, A) (5.1b)

Trés corpiisculos e o plano: uma vez que cada par de pontos nao coincidente
representa um eixo, por trés pontos, pode-se obter dois resultados em relagao a
desigualdade triangular:

d(A,C) =d(A, B) + d(B,C) (5.1c)
d(A,C") #£d(A, B) + d(B,C") (5.1d

O transito entre os pontos da primeira expressao é descrito como um eixo,
e os pontos sao ditos colineares, enquanto a desigualdade da segunda expressao
¢é atribuida & existéncia de outra dimensao, ou um eixo extra. Dois eixos nao
colineares definem um plano e um total de duas dimensoes espaciais.

Supondo, agora, quatro corpisculos que ndo estao restritos ao mesmo plano,
pela representacao de um tetraedro, obtém-se equagoes:

d(A,D)? = d(A, B)? +d(B,D)? (5.1e)
d(A,D)* = d(A,C)* 4+ d(C, D)? (5.1f)
d(B,C) #0 (5.1g)

Pelo segmento AD, é possivel definir dois planos, um por B e outro por
C. O espagamento entre os planos distintos exige uma dimensao extra & dos
planos existentes. Ainda que néo seja possivel expressar a ortogonalidade dos
planos, também nao se podera expressar combinagao linear de um pelos elemen-
tos do outro. Os dois semiplanos que partem do mesmo segmento de origem
AD definem um angulo diedro e um total de trés dimensdes espaciais.

158 Também pode ser referido como autodistancia, ou também identidade dos indiscerniveis.
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Extrapolando para cinco pontos, A, B,C, D, E, a analise recai no resultado
anterior de quatro pontos em relagdo as combinagoes que possam ser feitas em
relagdo ao quinto. Supondo que chegue a uma quarta dimensao espacial, a
conclusao esperada é que sempre sera possivel reduzir uma delas & combinagao
linear das outras.

Considerando-se a distancia AE, passando pelo espaco BCD, o segmento
AFE formaré planos com BC, CD ou DB. Uma vez que esses segmentos tam-
bém definem planos entre si, haverda redundancia na forma como um podera
ser expresso em combinagao de elementos direcionais dos outros. O padrao de
permutacao na mudanca de dire¢ado. A mudanca de um plano recai em outro
existente. Na nocao, pode ser expressa nas mudangas de direcao do itinerario
((A,B),C) = D, em que se admite a permutacao ciclica ((D,A),B) = C. A
substituicao de um ponto entre quatro por ((A, B), E) = D, entdo a permutagao
recai em uma das combinagoes existentes ((D, A), B) = E. Os pontos de che-
gada serao diferentes, o que é expresso diretamente, mas a contagem de mudanca
de direcao serd a mesma, o que, pelo principio da identidade dos indiscerniveis,
resulta na mesma dimensionalidade.

A permutacao entre os elementos é correlata ao determinante de complexos
pela formulagao de identidade em que projecao e rejeicao sao disjuntos.
A operagéo por orientagdo, dois operandos possuem um resultado univoco pro-
jetado em um terceiro existente, e o espaco orientado terd um conjunto de trés
dimensoes espaciais.

A definicao de dimensionalidade por ortogonalidade também existe no espago
de Hilbert, porém atende ao critério de dindmica convoluta em vez de orientagao.

5.1.2 Auto-Organizacao

A equagao vincula a estrutura do espago-tempo a distribuicao de matéria
que ela procura organizar. O tensor energia foi inicialmente descrito
como uma forma cadtica de organizacao ITigI caracteristica do sistema de n-
corpos estabelecido por Poincaré.

Ordem surgida do caos remete a padrao estatistico com recorréncia fractal,
tanto em autossimilaridade de escala. Conceito de organizacao pela correlagao
com energia de vinculo e sua entropia de autogravidade e defeito de massa.

O tensor energia © expressa um centroide por uma massa constituida em
(4.164) e a curvatura resultante R por massa menor que a soma dos constituin-
tes. ['°] A forma pontual qualifica como quantidade intensiva, ou um microes-
tado. Uma quantidade em extensiva, delimitada por um volume de controle, é
uma quantidade macroescala.

©dV = (0) = (P\V (5.2%)
I

A delimitacéo de um volume de controle implica na perda de covariancia, [[°]]
uma vez que se vincula & coordenada de observador; porém, a restricao somente

159Na proposta preliminar das Equagdes de Campo da Relatividade Geral, o volume de
“massa incoerente” é descrito por der Stromung inkohdrenter massen na composicao de
Spannungs-Energietensor der materiellen Strémung.

160Ver texto que se remete a nota .

161 Covariancia é recepcionada na métrica normalizada, sec. ; a transformagao entre
estados de energia estacionarios e conhecidos da suporte a transformacao coordenada.

160



trona explicito o que ja estava presente implicitamente na definigdo. O tensor
representa densidade por evento de simultaneidade; um condicionante peculiar
de um observador é amostral por uma classe de equivaléncia. @

O tensor energia possui grandeza em dimensdes [©**] = ML~1T~2 nas uni-
dades do sistema internacional, ¢ expresso em Joules por metro ciibico (J/m?)
ou Pascal (Pa). No lado direito da equivaléncia acima, pressdo é a variavel que
satisfaz a sentenga. Manipulando a relagao linear, a expressao define uma pres-
sao (P) com qualidade extensiva, uma vez que seria definido um valor médio.

Ha uma contradigao inerente ao tensor-energia entre o que propoe e o que
se pretende. |ﬂ_=31 Em analogia, temperatura é estritamente intensiva apenas
quando o sistema estd em equilibrio térmico, o que, em sua auséncia, é subs-
tituido pelo teorema virial. A perspectiva de diversos observadores nao seré
covariante, pois a quantidade se transforma de maneira linear: depende exten-
sivamente de todo volume e, como nao esté em equilibrio, o estagio de evolugao
serd percebido de forma diferente entre os observadores. Havendo equilibrio,
entao os termos de nao-linearidades seriam suprimidos, e a covaridncia seria
possivel, mas o sistema seria evolutivo.

O contorno vem do entendimento de que o cerne do conflito esta em tratar
uma quantidade em equilibrio. Supondo que a transformagao seja lenta o sufi-
ciente para ser considerada em equilibrio, é possivel modelar variagao marginal,
mas nao o seu curso evolutivo. Apesar dessa limitacdo, o equacionamento revela
relagoes interessantes. Prossegue-se supondo o equilibrio.

Supondo o equilibrio e, quando fora da integral de volume, a quantidade ©
é intensiva e, embora seja obtida por uma defini¢ao cinética, o resultado recebe
unidade de pressao. @ Ademais, definigao é pela massa dos constituintes,
massas da microescala, enquanto a resultante pela curvatura R é expressa pela
massa constituida resultante em macroescala. A diferenca entre quantidades é
entendida pela maneira como a organizagao da matéria no corpo indisponibiliza
parte da energia para manutencao de sua estrutura, o que se reflete na forma
de redugao de massa. [0

A transformagio da quantidade intensiva (microescala) em extensiva (ma-
croescala) é um fator de escala e pode ser replicada na pressao P. Supondo que
a aplicagao diferencial desse fator de escala seja funcionalmente linear por pesr,
o produto por parcela V/m, = 1/p, normalizaria a constituigdo interna a ©.
Assim, pg/p. € escala de proporgao.

nO = peﬁ‘L@ =-VP (5.3)
My
A quantidade m, é a unidade de massa dada por um corpo de referéncia
constituido, e a contagem média fatora a um escalar n em equivaléncia a con-
tagem quanto a esse mesmo corpo de referéncia. A pressdo passa a ser uma
quantidade intensiva pela disposicao dos corpos em microescala, mas com os
seus valores de massa transformados em macroescala.

162Ver comentario sobre pseudotensores , e .

163peter Landsbert “Thermodinamics with Quantum Statistical Illustration”. p.142: “Nao
misture propriedades intensivas e extensivas”.

164 Aqui, a pressdo é tratada abstratamente, mas pode se referir a pressdo de estagnacio para
deter o corpo, ou pressao de radiagdo pela sua natureza ondulatoéria.

165Veja texto que se remete & nota .
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p="dag (5.4)
Moy
Conforme O varia, parte da energia torna-se estrutural na forma de inér-
cia. Seja m a somatoéria das massas de repouso constituintes em microescala,
e M a resultante constituida em macroescala. As energias de repouso possuem
expressoes diferentes de acordo com a escala.

(micro) : AEy =Am-c* =0 (5.5a)
(macro) : AU =AM -¢* #0 (5.5b)

Como correspondente & energia total em microescala E = ymc?, a macroes-
cala decompoe-se em:

dH =~y dM + Mc? dy (5.6)

Essa ultima variavel, permite fazer analogia & termodindmica classica; tem-
se:

U=PV-H (5.7)

A elaboragdo por essa forma prossegue pela energia livre de Landau [62],
e o ensemble grande canénico tem em vista que a energia total e o niimero
de particulas no sistema sao “fixos” para satisfazer o pressuposto de variagdao
marginal lenta. A linguagem familiar, emprestada da fisica estatistica, comunica
a nogao do processo irreversivel para obtengao da quantidade transformada e
o sentido de evolugao, mas a margem de erro aumenta conforme se afasta do
ponto de equilibrio em que é calculada.

As quantidades H e U relacionam-se entre si pela transformada de Legendre,
que conjuga quantidade intrinseca P a extrinseca V. Por esse mesmo padrao,
uma varidvel extensiva estaria conjugada a quantidade © intensiva.

A variavel extensiva n = pesr/p,, sintetiza o equilibrio em macroescala em
um nimero médio pela razao entre densidades. A dinimica interna estabiliza
a distribuicao devido & permutacao de um arranjo de interagoes de massa para
outro produzir a mesma classe de equivaléncia de interagoes. Um quantificador
para classe de equivaléncia, com referéncia ao processo combinatério, é obtido
pela expansao binomial.

z ok

(1+5) = - (Z)ZZ:-:ZZ! (5.8)

k=0 k=0

Em um entendimento por convolucao binomial, @7 a expansao fornece um
nimero de valéncia de ligacoes na estrutura organizacional pelo o potencial

166Uma partigdo de tamanho z/z considerando k ligacio entre (z/2)* interagdes convolutas é
expandido em varios niveis de agregacao que escalam em um espectro continuo de combinagoes.
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de interagoes que uma densidade normalizada para n elementos possui quando
z — 00.

O equilibrio é pontual pela média, e uma contagem completa relaciona o
espago amostral dos pontos de equilibrio pela sua proporgao de ocorréncia.

O importante é observar que a estrutura em macroescala, medida na razao
entre volumes, é sustentada pela dindmica organizacional em microescala. Essa
dindmica vincula parte da energia & estrutura, refazendo o valor de massa da
mesma maneira que ocorre gravitacionalmente por autogravidade ou atomica-
mente por defeito de massa. A razdo dada por m expressa uma relacdo para
massa constituida em macroescala e sua variabilidade por . Associado a
isso, ha soma das massas constituintes. A quantidade associada ao nivel de orga-
nizagao promovido pela dindmica interna sera denominada entropia do processo
de vinculo, denotada por &.

Assim como P esta conjugado a T, temos que a organizagao da densidade por
n esta conjugado a ©, mas sem nenhum ganho para transformacao de Legendre.
A substituicao de n pelo correlato funcional &, por ser taxa relacionada, estender
a transformacao Legendre.

C] on (5.9)
06 ’
O entendimento é que a atividade medida por © da a medida da variagao
de energia pela variacao da dindmica estrutural.
Retornando & analogia termodinimica, o equilibrio é uma situagao estacio-
néaria equivale a variacao de arranque (4.137)). O estudo do néo-equilibrio é feito
pelas relagoes reciprocas de Onsager.[79]

Jp =lep; vpl = [eps; (5.10a)
Jo =[cu; vu] = [eu; o] (5.10b)
Js =[es; vs] = [es; js] (5.10¢)

Onde o fluxo js é dado pela combinagao dos outros dois, que, por sua vez,
sao definidos por:

HE P IR o)

A conservagao de massa segue o disposto na sec. [£.5.2]. A formulacdo da
conservagao de energia total tem suas proprias peculiaridades, como visto na sec.
[455.5, e reiterado em (5.6). A energia interna U varia por (5.5b), e o mesmo &
esperado de sua densidade u. Admite-se que a contribui¢ao devido & variagao de
volume macroscopico seja negligivel, devido a velocidade macroscopica baixa.

A analise passa pela equagao de continuidade pelo transporte de Reynolds
das quantidades consideradas.

dip+ V-3, =0 (5.12a)
o+ V - ju, =0 (5.12b)
Os+V - j, =0 (5.12¢)
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A quantidade s é densidade de entropia e o respectivo fluxo é js. Admitindo a
irreversibilidade do processo de equilibrio, toma a forma o = 0;5, para expressar
o aumento de entropia. Essa condicao torna a variagao total da densidade
entropica D;s dependente da velocidade com que se processa, e a condigao de
baixa velocidade macroscépica também se aplica a essa quantidade.

Seguindo pelo disposto na sec. [£5.2], as quantidades materiais sdo inter-
nas a superficie de controle, o fluxo material pelo superficie de controle é nulo.
Em microescala, o representa um sorvedouro pontual de energia (ou fonte de
entropia). Em macroescala, uma integral da lei de fluxo imaterial por
computaria apenas o saldo da producgao de entropia pela superficie de controle,
sendo necessério indicar uma fonte para a quantidade imaterial que transborda
pela fronteira. Apesar dessa complementariedade entre duas perspectivas, essa
quantidade irradiada nao é explicitamente identificada no equacionamento de
continuidade, e o fator correspondente deve ser incorporado a especificagao das
expressoes. Nesse propoésito, um fator de intensidade de radiagao térmica emi-
tido pela matéria em termos da temperatura é incorporado a fenomenologia.

Devido as especificidades do estado da matéria, a resolugao prossegue com
particularidades. A proposta de modelar colapso de uma nuvem de poeira por
sua gravidade motiva o equacionamento subsequente. Adotando a difusao pela
lei de Fick, presume-se que a proporcionalidade a concentragao possui boa cor-
respondéncia & atracao gravitacional.

j, =DVp (5.13)

Fluxo é proporcional ao gradiente da concentracao, e a mudanga desse gradi-
ente depende da difusao. A concentracao de massa p depende da reorganizagao
de matéria py pelo nimero de particulas n, formada por (5.8). De maneira
similar, adota-se a difusdo de Arrhenius, colisdes proporcionais ao nimero de
particulas. Inclui-se o termo ©%, referente & radiacdo térmica emitida pela ma-
téria, para a ponderacao entre “colisoes inelésticas e elasticas”.

PV
p = poexp(n) =pg exp (—@> (5.14)
1 1 PV
D= @DO eXp(n) _TC'—)‘lDO exp <®) (515)

O fluxo j, é dado pela lei de Fourier, no entendimento de que a ondulatoria
material segue um modelo de onda evanescente, tal qual a equagao do calor
deriva dessa lei.

ju=—kVT (5.16)

A taxa de producao de entropia o pela resolugao da continuidade no trans-
porte. A variacao intrinseca no tempo da densidade entrépica é igual & combi-
nacao linear das variagbes correspondentes para densidade de massa e energia
interna que, por sua vez, equivalem ao divergente dos respectivos fluxos.

s 10u —udp 1 ; —
- e

%o To T T 7Y kY (5.17)
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O fluxo entrdépico segue a mesma combinagao linear. A substitui¢ao pelos
valores conhecidos é:

. 1, —p,\  ds . _ 1. -, —p
V-js=V <T.]u> +V <T.]p) = *EJF.]uV(f) +JoV (T) (5.18)

A taxa de producao de entropia é generalizada para:

e R B

Uma forma bilinear positiva-definida para o nao-equilibrio indica que a pro-
ducao de entropia local somente aumenta, exceto no equilibrio absoluto em que
¢é positiva semi-definida. Os termos simétricos da anti-diagonal L., indicam
reversibilidade no processo, como uma mudanga em p pode provocar mudanca
em u e vice-versa. O valor nulo denota independéncia.

A expressdo para o presume o equacionamento linearmente proporcional
proporcionado pela baixa intensidade, ou préximo do equilibrio. Em condigoes
extremas, a dindmica original de Onsager deixa de ser linear e o equacionamento
mais adequado entra em disputa com conceitos aplicados. E] No interesse texto,
viabilizar uma demonstracao da auto-organizagao é suficiente; ainda assim cabe
formular um argumento, embora nao unico, IE para seguir a mesma restricao
do original.

A mudanca de variavel de temperatura para Sg = 1/0, beta termodinamico,
é conveniente como transformagao para um “sistema coordenada” que incorpora
a restricao de nao haver temperatura absoluta nao positiva. Supondo que o
limite de temperatura segue em analogia ao limite relativistico de velocidade
pela rotacao hiperbdlica, a transcrigao para uma analogia mais acertada torna-
se:

1
Y860 = 5 (5.20)

Nesse esquema, a linearidade opera em reverso ao analogo cinemético com
v8 = /1 — (Be)?. Valores de baixa intensidade para S resultam em yg — 1.
Com isso, a expressao y33e — e, correspondendo a valores altos de © que, pela
analise do gradiente V(1/©), sdo mais lineares. Uma razao para essa linearidade
acontecer estaria no fato de que um maior valor de © implica em uma maior
velocidade cinética das particulas, limitadas pela velocidade da luz.

A sugestao de que o acoplamento diferencial entre a intensidade na produgao
de entropia segue a condigao do limite da velocidade material é conveniente.
Uma formulagao por matriz diagonal e uma razao hiperbdlica pelo determinante
unimodular, tal qual , coloca L, na condicao de métrica e continuidade
por uma curvatura. Entretanto, a expressao ¢ para producao de entropia nao

167H4 divergéncia nos conceitos fundamentais e interpretacio dos fenémenos entre as formu-
lagdes propostas pelas “escolas termodinadmicas concorrentes” Termodinamica de Processos
Irreversiveis, Termodinamica Racional e Termodinamica Irreversivel Estendida

168Qutra argumentacio seria feita pela delimitacio temporal de (8), ou a equivaléncia a
“variagdo de arranque”, ou uma taxa marginal.
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é adequada para um modelo completo, e uma métrica com esse principio de
hiperboloide, ainda que invariante no tempo, é apresentada adiante.

Correlato ao desenvolvimento apresentado, as propostas de Prigogine[85][86]
apontam a importancia da entropia na evolucao de estruturas dindmicas. O
argumento da correspondéncia entre modelos de auto-organizacao na analogia
pela termodinamica irreversivel é verificado pela concordancia da condigao de
estrutura dissipativa, dada pelo transvio geodésico em , e existéncia de
processo de bifurcagao, que aqui é demonstrada pela condi¢cao ondulatoria sec.
e como emissao envolve condi¢ao de simultaneidade de diversos agentes.

Importante ressaltar que, embora a elaboragao apresente a auto-organizagao
do espago-tempo pela matéria como consequéncia da relacao entre estrutura dis-
sipativa e energia de vinculo, o equacionamento nao deve ser tomado como uma
forma geral definitiva, restringindo-se a uma condigao particular de demonstra-
¢ao do fendémeno.

Em sintese, colocando-se o potencial Landau como uma fungao-onda do am-
biente, calculou-se a situagao de onda estacionéria por um equacionamento in-
dependente do tempo. De outra maneira, a tensao de “arranque” promovida
pelos gradientes relativos nao é o curso da transformagao, dado que a variavel
tempo nao esta envolvida.

A definicdo do tensor energia normalizado em possibilita parametri-
zac¢ao temporal para um ponto no espago. Entretanto, o tensor métrico nor-
malizado ndo possui variagao intrinseca no tempo, visto em [2.7.2], portanto
o tratamento é dispensado ao tensor curvatura e, transitivamente, ao tensor-
energia normalizado. Além da delimitagao temporal, restricao por volume de
controle desfaz a caracterizagao pontual. Fzgl

O tensor-energia normalizado, na forma diferencial, é a manifestacao de uma
resultante local em ponto do espago-tempo. A resolucao de sua integral é um
evento de simultaneidade, como visto na sec. [£.4.5] de um observador sobre
todos os pontos em seu volume, e ha adverténcia para abstracao do tempo de
propagagao necessaria para definigdo das operagoes da sec. [£4.3]. Em outras
palavras, o resultado é valido, mas ha perda da covaridncia pela representagao
geométrica incorrer em um espago absoluto. m

Por outro lado, a condi¢do de média no temporal para (©) deve ser coerente
com o tempo de propagacao correspondente as distancias do volume especifi-
cado pelo observador. Nesse enquadramento, a auséncia de variagao do tensor
no tempo limita a observagao a apenas de variagao marginal pelas taxas relacio-
nadas das variaveis sistémicas. |TE| A possivel manifestacao real dessa dinadmica
sistémica limita tanto o espaco por um horizonte quanto a percepg¢ao de uma
janela de tempo. Essa ultima ponderagao faz reflexdo sobre um tensor-energia
normalizado Oy que abranja todo o universo.

Ainda que fosse Oy parametriziavel no tempo, nao seria possivel definir uma
unidade de tempo absoluto, tornando-se coerente a sua invaridncia no tempo. A
explanagao expoe as limitacoes do tensor-energia normalizado. Também motiva

169 A derivada covariante temporal da conta do transporte paralelo, ndo da variagao intrinseca
no tempo. Deixa de ser um ponto pelo simbolo §(z) de Dirac para ser uma representagdo por
centroide.

170No caso presente, a possibilidade de mapear todos os pontos do espaco torna o espaco
geometrizavel, mas recai, caso nao seja estacionario, em um espago absoluto. Comparar com
o visto adiante no espaco de Minkowski, que nao é cinético.

171 As taxas pelas relagdes de Maxwell da termodinamica.
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o argumento para exposi¢ao de como a auto-organizacao é estruturada por au-
tossimilaridade. Uma defini¢ao da seta do tempo, ou irreversibilidade do tempo,
é vista adiante.

Auto-organizagado é descentralizada e, na auséncia de um ntcleo de coorde-
nagao, requer situagao de nao-equilibrio permanente, o que motivou a exposi¢ao
por Onsager e Prigogine. Nas relagoes sistémicas, hé o efeito retroativo em que
cada particula do sistema move-se em dire¢ao ao ponto de equilibrio, e, quando
todas fazem isso ao mesmo tempo, acabam por fazer mover esse ponto, pro-
movendo uma persegui¢ao interminavel. Essa codeterminacao implica que as
partes e o todo se moldam concomitantemente e o sistema manifesta proprieda-
des semelhantes em diferentes niveis de organizacdo: autossimilaridade.

O sistema é cadtico, o que, pela teoria geral sobre o assunto, pode apresentar
“espacos de fases” fractais, o que, para um conjunto de particulas, manifesta-se
como autossimilaridade estatistica. As leis fisicas mudam conforme a escala,
mas mantém uma estrutura holarquica.

O que realmente esté sendo organizado é a causalidade, um dos aspectos da
seta do tempo. Entendida a invaridncia no “tempo cosmolégico” para causali-
dade.

Nessa mudanga de foco para o espago fasico, é interessante observar que
a geometrizagao do espago em um fractal segue similar as leis de poténcia,
enquanto a dindmica material é exponencial. A Lei de Poténcia é invariante
de escala (ndo possui uma escala caracteristica). Fl?l A exponencial possui
uma escala caracteristica (o tempo médio ou meia-vida) por taxa de variagao
constante. Temporizagao é implicita no padrao de regularidade temporal que a
organizagdo promove. Assim, a dispensa do tempo no equacionamento anterior
transparece que é o sistema que autorregula o seu padrao de tempo. m

Autossimilaridade permite arbitrar a referéncia independentemente do pa-
rametro temporal. Regredindo a condicao do universo atual Oy para uma
situacao passada Oy, em que, em reverso do processo expansivo entre as duas
situagdes, toda massa do universo estivesse contida em um raio R, = GMy/c?,
raio este factivel pela métrica normalizada e que permite chegar a um universo
Op.«. Nessa condigao antecedente, toda matéria possuiria menor entropia que a
atualidade e estaria contida em um horizonte que, pela métrica da atualidade,
seria R,. Na realidade desse universo pregresso, inexiste um espago além do seu
horizonte; trata-se de um sistema fechado, e as relagoes métricas e de curvatura
se fazem sobre as condigoes de sua contemporaneidade. O raio mensurado por
uma condicao futura nao tem sentido. Se assim o for, entao a recorréncia é
possivel. Nesse universo Oy, do passado, é possivel retroagir ao seu anterior
Oy, , dessa vez para um raio R, = GMU*/02 das condigoes métricas de sua

172Lei de Poténcia possui invariancia de escala f(\z) = (Az)~F = A\"F2=% « f(z). Ao se
multiplicar o argumento x por um fator A, a forma da fungdo ndo muda, apenas a amplitude.

173padrao em macroescala de tempo. Em microescala, mecanismo massa-tempo. Ver nota
100| e o texto que remete a ela.
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contemporaneidade. ITI

Oy =Oy. exp(w) (5.21a)
Ous =Oy., exp(wx) (5.21b)
Ou =Oy«, exp(w — wy) (5.21¢)

Embora os tensores pela métrica normalizada nao possuam variagao tempo-
ral, cada ciclo define implicitamente unidade de tempo pelo raio em tempo-luz
que mede o horizonte da respectiva época. A contemporaneidade de uma época
é uma janela temporal continuamente movel. O espaco de fases traga uma spira
mirabilis, El e a auséncia de condicao inicial absoluta pela forma fractal também
aponta como o universo somente é comparavel consigo mesmo pela evolucao da
sua organizagao interna, o que é apreciado pela cronologia que cada observa-
dor faz por coordenadas. Espiral logaritmica também resulta em uma condigao
“heréclita” E apresentada na simetria local do tempo.

A contrapartida em microescala, o mecanismo massa-tempo descrito ao final
da sec. [1.4.5], a frequéncia natural é controlada por constantes que estabelecem
coesao temporal, e o tempo é um elemento sistémico. Nao hé definicdo de um
tempo absoluto, porém a cronologia experimentada por todos os observadores
vem pela codeterminacao das relagoes de causalidade.

Uma escala caracteristica, ou fator de escala, também se apresenta nas equa-
¢oes de Alexander Friedmann, embora tenha uma participacdo no equaciona-
mento analitico, enquanto no texto presente esteja restrita a equagoes sintéticas.
|T_771 Apesar de ser uma ponte de ligagdo conceitual com o modelo teérico prece-
dente, a correspondéncia direta entre os parametros nao é necessariamente vé-
lida, devido & mudanga categorica em Uma abordagem distinta é necessaria
pelo fato de que a métrica normalizada mostra-se inadequada para representar
explicitamente variacao intrinseca.

A relagao entre deslocamento para o vermelho por distancia na distribuicao
de galaxias medida por Hubble, na interpretagao de Doppler relativistico na ve-
locidade de recessao entre galéxias, é recepcionada como uma medicao analitica
em relagao ao sintético (©) da macroescala.

O parametro de Hubble para recessao entre galaxias é uma grandeza de di-
mensdo inversa de tempo, [H] = T~1. Tal qual o beta termodinamico, incorpora
a restricao de nao haver tempo coordenado nao-positivo, ou o equivalente por
frequéncia. Para além desse qualitativo, nao é direto estabelecer uma relagao
com a escala caracteristica, quer pelo expoente em , quer pela razao en-
tre fatores que figuram nessa mesma expressdo. Ainda que um adimensional

174Poder-se-ia retroagir indefinidamente pela métrica normalizada sem chegar a uma singu-
laridade. Entretanto, quanto mais plana a relacao entre o universo imaginario do passado em
relagdo & perspectiva presente, menor o efeito de distor¢do da curvatura temporal. O raio em
questao é excessivo, mas equaciona para uma condigdo conhecida.

175 Espiral logaritmica aparece em desenvolvimento anterior, também relacionada com situ-
agao de nao-equilibrio permanente em razao do decaimento orbital.

176 A nocdo de impermanéncia e ordem surgida do caos esta presente em diversas culturas
e tem penetracdo na ciéncia. Parafraseando Oppenheimer, essas ideias nao sao coisas com-
pletamente inéditas ou novas. Elas tém uma histéria mesmo em nossa prépria cultura e na
filosofia budista e hindu.

1770 desenvolvimento normalizado é incompativel com a singularidade da “hipotese do atomo
primordial” de Lemaitre, bem como a concepgao geométrica de de Sitter, tendo curvatura na
auséncia de matéria.
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Dy(1/H) = H/H? possa ser produzido, apenas uma das medidas seria conhe-
cida: o expoente é um adimensional incognito, e os fatores nao possuem medida
experimental precisa. Por fim, o equacionamento da relacao entre as grandezas
de escalas distintas envolve alguma presungao estatistica.

A apresentacdo da auto-organizacao da o contorno geral do fenémeno de
evolugado. Adiante, uma métrica de referéncia é elaborada para descrever uma
mecéanica do fenémeno de Doppler em larga escala.

5.2 Espago de Minkowski

Meétrica de Minkowski, conforme visto na sec. [3.2.2], é primordial no entendi-
mento da condig¢ao hiperbélica entre as componentes temporais e espaciais do
tensor velocidade diante de transformacgoes covariantes discretas. A métrica nor-
malizada, transformacdo continua do espago-tempo, se insere no mesmo grupo
matricial, mas em condigdo mecéanica distinta. O espago de Minkowski é estri-
tamente cinemaético, e a supressao de causas do movimento também suprime
modalidade mecéanica, quer holonémica, quer normalizada. A neutralidade é ir-
reversivel por ser acompanhada da perda de caracterizagao inercial pela auséncia
de resposta a massa. A indiferenca inercial torna o caso assintético comum entre
as modalidades métricas.

Minkowski é identidade assintotica de diversas familias matriciais. No seu
proposito cinemético, aceita variantes da assinatura ou composi¢ao algébrica
(42177 ). Segue a apresentagao de alguns conceitos relevantes na conceituagao
do espaco-tempo normalizado.

5.2.1 Cinematico e Nao-Cinético

A principal razao da métrica de Minkowski nao ser cinética estd na defini¢ao
mecanica pela expressao de Euler-Lagrange. Uma variavel de momento nao é
obtida por uma velocidade constante na operacao diferencial, pois a derivada
interna nao esta definida e, com isso, também o termo cinematico depende das
relagoes sistémicas. [[79]

49 5.22
dt \ 9i (5:22)
Sistemicamente, valores métricos podem ser instantaneamente constantes
por um ponto de inflexao, e o valor conjuntural ndo afeta a conducao estrutural.
O caso de limite lateral, ou limite no infinito, ndo coloca o valor no dominio
funcional. Com isso, nao entra em nenhuma definicao métrica normalizada.
Analisando por outra perspectiva, a continuidade no transporte material,
sec. [£5.2], a incompatibilidade existe pela definicdo de massa. Embora a geo-
metria permita atribuir & métrica de Minkowski uma curvatura nula, na métrica
normalizada ZTRW, pelo entendimento de que o cerne de R = kO esta na de-
finicao de um centroide de massa nao nulo. Implica, na tradugao geométrica,

178Isoladamente, mesmo quando um termo é indeterminado, a expressdo sobre o simbolo
passa a ser determinada da sua resolugdo para relagoes sistémicas, o que acontece com a
maioria dos simbolos nulos. Normalizada, acrescenta alguns termos por derivada covariante
temporal . No caso Minkowski, o sistema néao esta definido. Ver nota .
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que seja possivel um volume de controle no raio da “esfera osculatoria” por uma
diretrix.

Meétrica normalizada é um sistema diddico, e os referenciais sao relagoes
relativas aos corpos participantes, e a definicao de inércia é intrinseca. EI A
inércia é definida intrinsecamente pela velocidade em relagao a transformagao
hiperbélica da velocidade, em oposi¢ao & dependéncia do espago coordenado
por um referencial. Assim, na métrica plana, também ha perda do referencial
relativo da inércia intrinseca. A auséncia de referencial intrinseco, o movimento
relativo é definido exclusivamente pelo observador por referéncias de inércia
externos.

Por fim, um caso limitrofe é apresentado por métrica de natureza elétrica.
Na operagao de neutralizagdo (4.173c)), a aniquilagdo da massa no limiar da
métrica torna-se minkowskiana.

Exceto por um ponto de inflexao, o valor é assintotico e transcende o dominio
da normalidade. O caso também é condizente com [.6.1]

5.2.2 Vacuo

O vacuo é uma discussao correlata a auséncia material da métrica de Minkowski.
Vacuo é o vazio material, e a atencao da discussao sobre a parte imaterial, o
que se correlaciona com o conceito de campo e suas propriedades operativas.

A auséncia de matéria em um volume de controle fechado, vacuo, nao torna a
métrica dessa regido em um espago plano. Qualquer proposi¢ao vem da defini¢ao
métrica de uma vicinidade exterior; a mesma metrifica o volume. O referencial
meétrico é sempre em relacdo ao ponto material de origem, e o mapeamento de
curvatura como propriedade do espaco é uma conveniéncia de abstragao.

Campo é a abstragao da agao-reagao no espago-tempo por efeito retardado,
uma simplificagao para resolugao dindmica. Campo potencial escalar, por con-
cepcao métrica, é o mapeamento holonémico posicional, e campo vetorial vem
da necessidade de calibrar as velocidades relativas.

A simplificagao por campo é conveniente e proveitosa. Entretanto, nao existe
um substituto equivalente ao conceito de propriedade e efeitos de campo na
forma normalizada. As defini¢oes sao feitas de maneira distinta. Espago norma-
lizado é composicao topologica solenoidal, demarcacao de transporte de eventos.
O tratamento entre as duas representagoes estd em reconhecer os efeitos ana-
logos. Enquanto na métrica normalizada o espago é solenoidal pelo transporte
paralelo, a continuidade do transporte de campo segue o divergente tensorial.

Seguido o desenvolvimento da sec. [£.5.2] campo possui dupla tarefa de meio
e permeio. Além de ser meio solenoidal, também atua como mediador por
abstrair a acdo-reacao do corpo omisso. Consequéncias do divergente, colateral
& conservagao e continuidade do transporte, o mapeamento atribui ao espaco
propriedades da distribuigdo de matéria. Com isso, incompressibilidade (4.151)),
vorticidade e eliminagao de fonte e sorvedouros (singularidades).

Em adicao ao volume de controle desprovido de massa, efeitos estrangeiros
& definicdo do campo sdo introduzidos de maneira complementar. As condigoes

1791nércia ¢ intrinseca, proposigio de que o “acelerémetro interno” possui valor sempre nulo
em uma trajetoria geodésica perfeita. Um referencial externo fixo tem pouca utilidade diante
de trajetoria curva geodésica, e na adogao de um sistema de coordenadas da sec. [2.3], a
atracao central presume corpo fixo com referencial ao centro de momento de um sistema. A
forma mais elaborada vem em @
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da velocidade limite e sua direcionalidade pela anisotropia aparecem na forma
de forca de reagao do campo, polarizagao do vacuo e outros elementos virtuais.
Também difere no tratamento de energia e simetrias, visto sec. [£.5.5, pela
inclusao de potencial.

A abstracao do corpo reciproco de acao-reacao é substituida por uma equi-
valéncia, ou simetria, na transformacdo de escala. Retornando a sec. [£.5.2]
poder-se-ia definir o movimento J = [cp; j] pelo mapeamento da composigdo
A = [¢/c; a] de um potencial escalar espacial e um vetorial que satisfaca as
condigbes de velocidade limite. Assim, pelo operador de d’Alembert, tem-se
0%’A =1.

A componente escalar ¢/c segue conforme a aceleragao de arranque (4.136)).
A componente a é um campo vetorial cujo rotacional corresponde a um campo
vetorial conhecido. A definicao dessa tltima componente torna aparente a de-
pendéncia da exterioridade, abstraida na indiregao da propriedade de ser lago
fechado no divergente do rotacional.

Como resultado, o campo nao é determinado de modo tnico; depende da
escolha do calibre, arbitrariedades por ser independente do movimento do corpo
reciproco de agao-reacao.

a—a+Vy (5.23a)
oy
Py (5.23b)

Tomando como exemplo o eletromagnetismo, um maior potencial elétrico
produz um maior potencial magnético, mas também uma maior taxa de variagao
em relagao & velocidade do potencial, e depende da diregao e intensidade de
movimento do campo potencial.

5.2.3 Ponto de Inflexao

Na representacao métrica do ponto material, o decaimento da métrica ao inverso
da distancia é assintotico por limite no infinito.

Tlgglo Juv = Nuv (5.24)

O limite lateral condiz com o raciocinio cinemético da segao anterior. En-
tretanto, a realizagao mecénica dessa condicionante espacial, embora em con-
cordancia com a exclusao, ocorre de forma diferente. Posi¢bes sao alcancéaveis
por velocidade no tempo, e a velocidade limite impoe condicionante temporal a
distancia espago-tempo.

Um horizonte cosmolodgico é conveniente & exigéncia de um volume de con-
trole para distribuicao de matéria pela equacao . Essa mesma exigéncia
cria uma situacao inusitada: pode-se procurar por pontos de inflexao ao volume
cosmologico e quantificid-los de maneira alternativa.

lim o4 =nuw (5.25)

(r—rq)—0
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A situacao pela qual a métrica alcanga o valor unitario nao viola o disposto
na se¢ao [5.2.1], uma vez que a situacao é conjuntural por um ponto de inflexao,
em contraponto a uma definicao estrutural. Também, o limite infinitesimal
nao possui a lateralidade existente do limite no infinito. Por fim, auséncia
da assinatura, que a métrica unitaria fica entendida como indefinicao de um
referencial inercial ou direcao preferencial.

A métrica o, nao trata de um centroide de massa, redu¢do ao ponto ma-
terial por , mas expressa uma neutralidade diante de uma vizinhanca.
A situacdo de neutralizagdo, vista na equacao , expressa a nogao de
que a sobreposicao de métricas possui alguma equivaléncia com a aditividade
de atragdo. O mesmo cenério de neutralizagdo exige um volume de controle

cosmologico (4.167) que coincide com horizonte. @

Até entao, buscou-se a resultante exterior & superficie de interface entre
o exterior e uma distribui¢do de matéria no volume interno. A condigdo de
horizonte cosmologico impossibilita a exterioridade, e a formulacao se inverte.
A aditividade da atragao gravitacional remete ao teorema dos cascos esféricos
de Newton, em inspecao ao resultante no interior.

A formulagao de um casco cosmologico é viavel na escala galactica, onde
podem ser encontradas distancias compativeis com o modelo. Assumindo uma,
distribuigao de simetria esférica, definido um unitario para o tamanho médio de
uma galaxia, distancia intergalatica média de mil vezes a escala unitaria e um
horizonte dez milhoes de vezes o tamanho galético, proporgoes 1 : 1K : 10M,
entao o total chega na ordem de trilhao de galaxias.

Em sintese, a descricao apresenta a nocao que se tem em cada galaxia cen-
trada no interior de seu respectivo casco cosmologico relativo como se estivesse
centrada em uma métrica unitaria, portanto inercial. Entretanto, essa situagao
passa por um ponto de inflexdo, o que impede que se enxergue as outras por
um espago plano. Nessa descri¢ao, o fendmeno da recessao entre galaxias é uma
necessidade e nao possui causa mecanica identificavel, sendo emergente da dis-
tribuicao total de massa e da necessidade de uma métrica que satisfaca a rotagao
hiperbolica para existéncia das defini¢oes de causalidade e simultaneidade.

A extrapolacao do espaco por uma métrica sera elaborada adiante para ilus-
trar o caso peculiar.

5.3 Tempo

Tempo, em uma defini¢ao técnica, é a medigdo em contagem continua por um pa-
drao de regularidade periddica de eventos de um fenémeno. A correspondéncia
entre o fendémeno periédico tempo coordenado com um outro fendmeno, des-
vinculado do primeiro, por uma correlagao temporal, evidencia que ambos sao
escalonados por regularidade intrinseca. Como consequéncia, a variavel tempo
coordenada formada pelo padrao periédico torna-se, conjugada a uma fungao
de estimativa da correlagao, preditora dos processos: nem o tempo coordenado
se desvia de sua regularidade, nem o processo observado se foge ao seu padrao
interno.

Correlagdo nao ¢é causalidade, e um terceiro fenémeno pode ser a causa da
sincronicidade na correlacao entre o tempo do relégio coordenado e os valores da
funcao de estimativa. Entretanto, eliminando-se qualquer outra possibilidade,

180Ver nota(134)) .
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nao existe um tempo universal absoluto. Outra ocorréncia vai para a descri¢ao
de fendémenos que se expressam por independéncia de uma variavel de tempo
(sincronicidade por outros meios); ainda assim, ha causalidade entre as partes.

Tempo ¢ uma variavel extrinseca & métrica normalizada, vista na se¢ao[2.7.2],
e a periodicidade entre fenémenos, vista em [1.4.5], resulta, pela causalidade
involuta, na separagao de fase entre varidveis posicdo e momento, vista em
4.4.6|, inviabilizando a resolugao por um invariante temporal, como também
uma frequéncia natural pelo mecanismo massa-tempo. A externalidade da va-
riavel temporal sugere sua coligagao com auto-organizagao, o que, na forma
sistémica por [5.1.2] coloca a formagao do tempo como uma das resultantes que
cada observador obtém pela forma sistémica de organizagdo da harmonizagao
universal.

As estruturas temporais sao auto-organizadas por autossimilaridade, o que,
por recursao infinita, torna-se irreversivel. Nesse pressuposto, investiga-se a
correspondéncia convoluta pela decomposicao dos padroes de regularidade.

Partindo-se de um fenémeno periédico, frequéncia constante, dado pela gran-
deza escalar f(t). O seu padrao de regularidade pode ser retratado pela corres-
pondéncia convoluta na decomposigao por série de Fourier da funcao periodica.

f)= > cnexp(iwnt) (5.26)

n=—oo

Em uma descricao, a segmentagao do processo em subcadeias em que um
subprocesso desencadeia um subsequente em maior intensidade, modulando a
frequéncia do fendémeno. Em outra perspectiva, a referéncia temporal pelas po-
sicoes e velocidades segue em correspondéncia & modulagao métrica e cinematica
da frequéncia.

Considerando que a regularidade periddica equivale & situagdo estacionario
de equilibrio dindmico, a harmonia existe nos estados igualmente estéaveis e
a transigao discreta entre eles é estudo da eletrodindmica quantica [I03][102].
Em contraponto, o fendmeno ndo-periodico f(t) e sua transigdo continua nao
poderiam ser mais decompostos da mesma forma que o peridédico. Além disso, a
correspondéncia entre frequéncia constante e conservagao de energia indica uma
mecanica ondulatoéria continua.

No dominio do espago, a trajetoria geodésica é conservativa, o que é ob-
servado pela ortogonalidade expressa em e , e a trajetoria mais
geral é dissipativa. Se, de modo similar, a aplicagao de uma base ortonormal de
autovalores estabelece a relagao da série com a transformada de Fourier, entao,
em F{f}(&) = f(£), caso haja convergéncia para fungao original, os coeficientes
da série podem ser obtidos pela transformada.

o0

FO= en-0(E—wn) (5.27)

n=-—oo

O critério de estabelecer um estado de equilibrio que simplificaria a forma de
evidenciar o desequilibrio. De outro modo, a taxa de modulagao da frequéncia
(em funcdo da mesma) exigiria critérios de intensidade no balango entre energia
retida e energia perdida na modulagao. Um desenvolvimento nesse sentido é
apresentado trabalhos anteriores [70] .
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Invertendo a abordagem para macroescala, ainda que em estado de nao-
equilibrio, a coesao temporal vem da codeterminacao por recorréncia de sua
autossimilaridade em escala. |TE| Em escala local, o principio que orienta a
se¢ao é auto-oscilacao [2][51]. A abordagem em larga escala, marcada
pelo nao-equilibrio, na interpretacao pela auto-organizacao de Prigogine, sec.
[(£.1.2], a sincronicidade ocorre pela forma como todos concorrem para a mesma
frequéncia.

O mecanismo de codeterminacao temporal é adaptado do formalismo do mo-
delo Kuramoto, [59][97] que trata de como osciladores com frequéncias naturais
diferentes alcangam um mesmo parametro temporal sistémico.

Retomando o paragrafo inicial, considera-se a situagdo em que observadores
distintos escolhem um como referéncia temporal oscilador estavel e constante.
Uma escolha apropriada confiaria na frequéncia Compton de uma massa conhe-
cida. Para qualquer escala de agregagao, e em ocorréncia recursiva, o tensor-
energia (©) sintetiza na forma pontual centroide para a massa constituida que
produz curvatura R. Assim, recorrentemente, um tensor em uma escala menor
representa uma quantidade de massa que entra na composicao de uma escala
de agregacao acima, até a totalidade universal de (Oy). Como a inércia de
uma quantidade de massa produz uma frequéncia natural em resposta a osci-
lagao forgada, é possivel associar ao tensor a frequéncia natural do equivalente
de massa. A equivaléncia matéria-energia se estende para massa. Assim, com
simplificacdo da notagao, tem-se:

QW = em [h, (5.28)
w=0"g,, (5.29)

O problema com essa proposta é que, conforme os tensores-energia evoluem,
as escalas de tempo mudam aleatoriamente em proporcao & dindmica individual
de cada subsistema. Sem um referencial global para sincronizagao dos relogios
intrinsecos, a coordenacao do ritmo seria instavel. A despeito desse prospecto,
a forma dindmica cria um mecanismo de sintonia fina para harmonizacao da
estrutura. O desequilibrio da instabilidade pode igualmente ser potencial que
conduz ao equilibrio. O universo é bem afinado pela convergéncia ao estado de
maior harmonia.

Assumindo, em uma distribuicdo simétrica de osciladores sobre um mesmo
acoplamento, em que cada oscilador individual tenha frequéncia intrinseca cons-
tante e esteja operando com magnitude sin(w;T + ¢;), entdo possui como fase
total 0;(t) = w;T + ¢;. Considerando que o pardmetro de fase é propenso a mu-
dar por influéncia da densidade de fase local de outros osciladores, entao uma
velocidade de deriva vy = df/dr é definida por:

d 0;(t) + d ) (5.30)
Z0.(t) = wi + —bs )
dt " odt™

Velocidade de deriva é composta de frequéncia intrinseca constante w; e do
termo de acoplamento d¢;/dr, que define a mudanga baseada na sua posigao
em relagao a fase média ¢ da distribuicao em questao:

181Ver texto que remete a nota m
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do;
dr

= Krsin(y — 0;) (5.31)

Nessa modulagao dindmica de fase, o K é a for¢ga do acoplamento; r é o
parametro de ordem, média da fase coletiva da populagao . A senoide pode
ser entendida como uma &lgebra de fasores, mas pela parte imaginaria.[106]

O parametro de ordem da a medida de coeréncia de fase, o quao sincronizado
o grupo esta. Na forma complexa, é a média geométrica de todos os osciladores.
Uma representacao desse centroide de fases pode ser mapeada no circulo unitario
complexo.

N
. 1 )
— _ p(t) 10, (1)
(7)) = r(r)e™ = N;e ' (5.32)
j=

A estabilidade do estado estacionario é demonstrada na convergéncia do
nimero de osciladores N — oo. IE A forma analitica do caso continuo pelo
limite possui uma densidade estacionéaria p(f,w). A evolucdo para esse estado
é encaminhada por Strogatz [96], aproveitando-se do continuo para formular,
na especificacao euleriana, a equagao de continuidade para a forma temporal e
normalizada dessa densidade.

O¢(cp) + 0p(pvg) =0 (5.33a)

Flw,7)= /Tr p0,w,7)df =1 (5.33b)

—T

O continuo permite que a distribui¢ao de frequéncia natural intrinseca g(w),
originada no limite do continuo, seja integrada para todos os dngulos 6 e todas
as frequéncias naturais w. Da andlise pela equagao de continuidade vy = df/dr,
tem-se:

oo 27
r(t)eV® = / / e p(0,w, t)g(w) db dw (5.33¢)
—o0 JO

Quando g(w) = §(w — w;), a expressao simplifica para:

27
r(t)e?® = / e (9, t) db (5.34a)
0

A interpretacao é que a codeterminagao nao é expressa diretamente na
frequéncia intrinseca constante (Compton). Apesar do pressuposto, a quan-
tidade pode evoluir colateralmente em consequéncia do efeito em sua composi-
¢ao. Seja como for, a falta de participagao do parametro intrinseco no parametro
de ordem também torna adequada a adaptacao pela frequéncia da extrinseca

1820utros casos séo possiveis no modelo original. Aqui, o interessante é o regime sem flutu-
agoes, com o comportamento da populagio explicado nos termos da densidade e sua parti¢do
entre ancorados e & deriva.
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(Broglie), que fatora os efeitos ambientais na perspectiva do observador. A
reformulacao da densidade para a equagao da continuidade, nesse cenério, tam-
bém substitui o tempo proprio pelo tempo coordenado, e retrospectivamente
terfamos g(w) = §(6 — 6;).

F(0,1) = / " 0.6,y d0 =1 (5.34D)

—T

Na forma reestruturada integral, permite-se a expansao de Fourier. Também
é conveniente aplicar o ansatz Ott-Antonsen, [8I] que aplica substituicdo dos
coeficientes ¢, (t) = a(t)™ e resulta em uma expressao fechada exata.

oo 27
r(t) = / / e O0O=v®) (0, w, t)g(w) d dw (5.35)
—o0 J0

A densidade p(6,t), que esta restrita a uma circunferéncia, pode ser repre-
sentada por série de Fourier.

o) =5

1+ i (cn(t)e™ + cfl(t)e_img)] (5.36)

O ansatz contrai em uma progressao geométrica por uma tnica funcao com-
plexa.

p(t) =

1 = n _imwh * (g \n ,—1imh

oo |1 > (a®)"e™ + ot (t) e )1 (5.37)
n=1

Na integral de 7(t), o termo e!(nt0 da distributiva é simplificado pela or-

togonalidade dos conjugados, exceto quando o expoente é nulo, o que ocorre
quando n = 1, assim:

Ft) = o (t) = a(t) = 7*(t) = r(t)e”¥® (5.38)

Substituindo na equagao da continuidade, a velocidade de deriva torna-se:

Vo = g[m)e—w — 75 (8)e™®) = iKr(t) sinh[i(0 — )] (5.39)

A forma hiperbolica da densidade ¢ obtida por > ° 2" =z/(z+1) e a =
re'. A expressdo é o nicleo de Poisson; a forma hiperbélica, pela identidade
de Euler, sera proveitosa na equacao da continuidade.

1 1 — 2 1 1— 2
0.1) = 5- = - 5.4
p(6:1) 2r 1 —2rcos(@ — ) +12 2w 1— 2rcoshli(f — )] + 12 (5.40)

O fluxo j = pv é expresso por:
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. —Kr(1-1?%) sinh[i(6 — )]
)= 2 1 — 2rcosh[i(6 — ¢)] + 72

(5.41)

A resolugao da equacao da continuidade sai pela substituicao das expressoes
encontradas e, para o referencial rotacional di/dt = 0, resulta em:

% = %(1 —r%)r (5.42)

Essa equagao de coeréncia de fase é uma variante da fungao logistica dife-
rencial e sintetiza os pontos criticos na mecénica de sincronizagao.

Supondo r = 0, dessincronizado, entao dr/dt = 0, porém é instavel: qualquer
perturbagdo que produza r > 0 desencadeia dr/dt > 0.

Se 0 < r < 1, sincronizagdo parcial, entao dr/dt > 0, é estritamente positiva:
uma vez desencadeada a dindmica é autossustentada pelos constituintes.

Na convergéncia t — oo, sincronizacao perfeita, o sistema também converge
assintoticamente para dr/dt = 0, o que ocorreria precisamente quando r = 1.

Uma vez em marcha, o processo é irreversivel. A despeito de serem pronta-
mente calculaveis, ambos os pontos criticos em que dr/dt = 0 sdo assintdticos. A
resolugao da equagao diferencial no tempo traga uma curva que nao tem comego
nem fim, e a forma crescente mantém a relagao de ordem.

== = = 2 (o) < ) (649

Ainda, se r’ o (1 — ;U2) x, entdo r < 12 /2—x* /4, ou seja, a fungao sombreiro,
associada ao estudo de assimetria.

No contexto da codeterminagao, pela generalidade da escolha do observador,
o parametro de coeréncia r obtido pelo tempo coordenado é compartilhado entre
todos os observadores. A compatibilidade da escala de tempo, precondicao de
ordem causal pela variavel extrinseca, é propriedade sistémica, ainda que este
nao seja deterministico.

O resultado também é compativel com o contorno temporal da recorrén-
cia fractal em espiral logaritmica da auto-organizagao em [5.21c. Na ocasido,
explanou-se sobre a inferéncia recursiva na autorregulacao da escala temporal
na reversao da expansao. Uma elaboragao similar é cabivel sobre o horizonte de
espaco e janela de tempo.

Na formulagao de uma escala de ordem de tempo absoluta, a escolha de um
ponto zero por constante de integragao é arbitraria e atende a critério
de conveniéncia. Embora a escolha do tempo zero corresponda a criar uma
restricao, similar ao beta termodindmico na escala absoluta, no caso presente
seria uma artificialidade. O recorte temporal ndo atende aos critérios de uma
escala no senso convencional: a janela de tempo é moével e impossibilita formular
unidade, portanto nao atende as propriedades de linearidade.

Ainda que a existéncia de um horizonte de espaco conjugado a uma janela de
tempo nao se apresente diretamente no equacionamento presente, o parametro
pode ser incorporado de uma forma pragmatica. Um valor de raio critico de
um horizonte, em conjugagdao ao respectivo pardmetro de ordem r, &, foi ou
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serd interceptado por todo observador coordenado em algum momento ¢ de sua
existéncia. Em outras palavras, mapeia temporalmente o que e quando cada
observador enxerga.

Consoante a essa concepgao holistica, a concordéincia que dois observado-
res distintos fazem com relacao as respectivas medigoes parametro de ordem,
por suas relacoes em um espago-tempo evolutivo, o ponto critico estabelece a
sincronicidade na relagao simultaneidade e causalidade.

O ultimo destaque para independéncia de especificidade de microestado con-
clui em sintese as caracteristicas inexoraveis da natureza do tempo: infinito,
irreversivel e imponderavel.

6 Meétricas Notaveis

A normalidade do tensor métrico estabelece propriedades estruturais a rotacao
hiperbélica que independem de um formato especifico, de métrica. Propriedades
conjunturais surgem de formatos modelados pela especificidade do problema e
revelam padroes ocultos & generalidade estrutural.

A divisao arbitraria entre essencial e acidental torna-se ténue diante da com-
plexidade sistémica. Analogo separacao que existe entre “anatomia, fisiologia e
metabolismo”, propriedades funcionais evidenciadas na composi¢ao da comple-
xidade entre forma e funcao.

Seguem duas métricas que satisfazem a teméatica normalizada, e que revelam
a natureza de outros padroes da interacao entre espago, tempo e matéria.

6.1 Corpo em Rotagao e Geodésia

A secao apresenta alguns rudimentos para métrica normalizada de um corpo em
rotagdo. A métrica normalizada é tipicamente definida para um ponto material
que representa o centroide de uma distribuicao de massa, visto em . (0]
ponto material ndo possui definicdo de rotacdo; entretanto, é possivel a repre-
sentagao pela parametrizagao métrica.

A abordagem consiste na extrapolagao para um corpo rotacional em conside-
ragao aos resultados que seriam obtidos no limite newtoniano para a geodésica.
A elaboracao fundamenta-se na semelhanca que expressoes, como ou a
forga estatica de arranque (4.136)), possuem com as expressoes gradiente do po-
tencial classico ou suas variantes. Essa similaridade permite elaborar a métrica
por expressoes conhecidas & forma rotacional cléssica.

Contanto que atenda & condigao de nao variar no tempo, a escolha dos
pardmetros que figuram no tensor métrico é tanto conveniéncia da coordenada
quanto da forma de aturagdo da curvatura. O formato resultante é descrito por
simetria em superficies de equivaléncia.

6.1.1 Corpo Rotacional: Clairout-Somigliana-MacCullagh

A distribuigdo de massa de um corpo rotacional, segundo o teorema de Clairout,
assume a forma oblata no equilibrio gravitacional diante da forga centrifuga da
rotagdo. O formato resultante reflete a redistribui¢do de massa fluida que é
necesséria a recomposicdo do campo gravitacional para equalizar/neutralizar a
acao promovida pela mesma rotacao que motiva a movimentacao. Passando da
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expressao geocéntrica para geoidal, a equagao de Somigliana expressa a dire¢ao
normal a superficie da atragao gravitacional. Forca é maior nos polos que no
equador devido & proximidade com o centro de massa e menor forca centrifuga.

Formula de MacCullagh normalizada com expansao em harmonicos esféricos:

o(r,0) GM

c? cr

R2
1 — Jo—5 Ps(cos0) (6.1)
T

Para um corpo em equilibrio hidrostatico, a superficie fisica é uma superfi-
cie equipotencial. A condigdo de massa fluida, para o tempo geoldgico, como
qualquer forca tangencial & superficie, ird causar fluxo. O potencial total, pela
soma do potencial gravitacional e do correspondente ao campo de velocidade,
deve ser constante por toda superficie. O potencial da gravidade efetiva é dado
por:

GM R? (3cos?6 —1 1
Constante = ——— |1 — Jo— 28 T | - sw?sin e (6.2)
T r? 2 2

Assim, denominando ®gavitacional O termo que expressao de MacCoullagh e
2,2 & 2
Deinstico = (1/2)w?r?sin” 6

Defetivo = (I)gravitacional + Pinetico = constante (63)

Uma particula de teste no espaco externo ao corpo (r > R,), pela auséncia
de contato, nao é rotacionalmente tracionada; entretanto, a direcao do campo
é afetada pela distribuicao de massa da superficie nivelada pela rotagao. Nessa
situacao, para uma mesma distancia fixa r com relagao ao centro, a atragao
gravitacional é maior no equador que nos polos, devido a efeito do alinhamento
com distribui¢ao de massa.

6.1.2 Formulacao Métrica

O potencial pela férmula de MacCullagh é adequado a extrapolagao ao limite
newtoniano. A parametrizacao métrica compativel com o potencial é:

gHV (T’ 9) (64)

Os termos nao-nulos para os gradientes métricos sao:

01900 1911 02900 02911 (6.5)

Entre os simbolos de Christoffel ndo nulos, além dos quatro simbolos exis-
tentes (2.43af) na métrica simétrica Fgl, I‘?m I‘(l)07 I'};, seis novos sio necessarios:
%, T9, I'ly, T3y, T2y, T3, totalizando dez. Assim, os simbolos pela variagao
radial sao:
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210, =991 900 (6.6a
21 =9"d1.900 (

2050 = — 9" d1900 (6.6¢
2T}, =g''dign (6.6d

Os simbolos pela variagao perimetral:

22, = — g*202900 (6.6e)
2T}, = — g*dagn (6.61)
21, =g dagni (6.6g)
215, =g Dagn1 (6.6h)
2T, =9 D200 (6.61)
2090 =9"° 2900 (6.6))

Repare que a satisfazem (2.59al) (importante para geodésica reduzida). A
derivada da métrica relaciona a igualdade entre algum dos simbolos.

1900 =2g001'Y; = —2g11T'5 (6.72)
2900 =29g0ol'y = —2g22T5 (6.7b)
Dag11 =29111' 5 = —2g92T'] (6.7c)

Uma quarta igualdade é obtida pela derivada determinante da métrica.

1911 =29111'1 = —2911T, (6.7d)

A manipulacao simbolica evidencia como as quantidades “circulam” entre si
em proporc¢ao a métrica e diante da variagao espacial do tensor métrico por uma
diregao. As derivadas parciais do determinante da métrica unimodular sao:

01 det(gux) =goodrig11 + 91101900 = 0 (6.8a)
92 det(gsx) =g0002911 + 91192900 = 0 (6.8b)

Derivada do determinante da métrica, somente aparecem . Assim, para
radial, 01 goo e 01911, para perimetral doggg € J2g11. Os demais simbolos que nao
compoem esses termos sao vinculados pela igualdade nas definigoes. Entretanto,
como se observa na substituigao por , relaciona-se quantidade espacial a
temporal por uma mesma direcao de variagao, resultando em igualdade direta
entre os simbolos, como em .

6iT7, 4+ 6519, =0, (6.9a)
61T 5 + 00T 5, =02 (6.9b)
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As relagbes cruzadas podem ser agrupadas pelas variagoes. Os grupos sao,
aparentemente, independentes (ndo ha variagdo temporal da métrica.)

d1g00 = gool'01 = —g911T60 = —guiT'1, (6.10a)
2900 == gool'e = —g22T'50 = —g11 T}, (6.10Db)
dgi1 = gi1l'ls = —g22I'% = —gool'Ds (6.10c)

Derivadas de segunda ordem, como nao variam no tempo, possuem parciais
D2, 012,021, produzindo os termos 9,,I'%, e 8m1"’50. Além de (4.42a)), o mais
relevante deles é o associado 4 Ras.

922900 = —2g22021'5 = 29000210y + 49009 T0s (6.11)

Relacionado as derivadas de segunda ordem, derivadas dos simbolos de Ch-
ristoffel, 0117, e 0217,

Os tensores de curvatura Ry, Ri1 e Ros, equivalentes de Ricci, seguem o
disposto em [£.62]. A segunda ordem por duplo temporal é:

&| [0 TkI1T0 T&][&]  [TkTY 0 &
000 l:éa] _|:F20 0 r% 0 ép| 0 Fgorgo 8 (6.12)

Para dois indices espaciais, repare que a comutagao sera nula:

oo (@] _[0aT8, 0 Tfe] [ [T6. 0 ][F8. 0]
mhle T 0 aark,| & 0 TE |0 T e

an

= [ 0 T, +TE Tk | |a (6.13)

am=— an ek
Indices alternados entre espacial e temporal resultam em:

éO o an 0 0 ]_—‘go éO . 0 F(O)nl—\lao é()
000n [éa]_[o rk | re, o | |ex| — [Tk 10 0 & (6.14)

an~ a0

A forma alterna é:

o o [8] _[ 0 9aTk] [é L[o 5108, 07 [é
K - R 0 | &y, % o0 0 Tk ||ék
_ 0 OmThy +TE Tk 1 &g
a [&nrgo + 008 0 & (6.15)

Similar a (4.70), o escalar de curvatura sera:
9 Roo + 9" Rpn =R (6.16)
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Por (4.44)), tem-se uma equipartigao espago-tempo na forma:

R
—o0 _ J00 (6.17)
Rik gk
Entretanto, deixa ser exclusivamente tempo-radial.
" Roo — "' R11 — g**Rap =0 (6.18)

R 2R

oo _ 900 (1 + 22> (6.19)

Ry gn g Ry

Pela propriedade unimodular, o gradiente do determinante da métrica esta-
belece igualdade entre a componente temporal e as componentes espaciais.

500900

d1lg

=1 (6.20)

Métrica seguird rotacao hiperbélica para qualquer dire¢ao [£.39]. Entre-
tanto, a curvatura de Ricci seré relacao entre tempo e a totalidade do espaco,
diferentemente do resultado em [£.43] A situagao fisica distinta ¢ entendida com
razao, mas sem a equiparticao da curvatura no desdobramento entre as compo-
nentes espaciais. Resultante da mudanca de direcional, na curvatura ao possuir
elementos estranhos & diretrix e ao centroide de massa: métrica “geocéntrica”
pela composigao radial resulta em uma atracao “geoidal” pela parametrizacao.

Oign = — g% 3(;%7:]421%3 (3005220 — 1> (6.21a)
d11gn =2§2% - 12G£i233 (3008229 — 1) (6.21b)
02911 :3GMT7;]2R§ sin @ cos 0 (6.21c)

022911 :%(2 cos?f — 1) (6.21d)

A expressao da equagao geodésica temporal (2.52)) relaciona tanto os simbo-
los que expressam a variagao radial I');, I'{; quanto os angulares I'{,, I'Y) na
composicao da variagao do fator de Lorentz .

v 480 + 2280310 ,80 = 0 (6.22)

A equacao geodésica espacial na dire¢ao radial é composta pelos simbolos

1 1 1 1
I'6o, I'i1s Tig € T'ay.
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V2xFer +yqiter, + 22020k, — 422" Tk ey, 4+ 292@"d" T &, =0 (6.23)
Uma terceira equagao expressa a aceleragao latitudinal com relagao ao eixo
polar pelo centroide de massa pelos simbolos I'%,,T'%;. Esses simbolos sdo de-
finidos por G2g, @ pela expressao métrica e possuirao estabilidade na linha
equatorial. Entao, dependendo da condicao inicial, o movimento fica restrito ao
plano. Outra forma é dizer que, tomando por referéncia , é uma superfi-
cie equipotencial; entdo a componente métrica g;; nao descreve uma superficie
equimétrica.

Para campo fraco, 01911 € 02911 serdo uma boa aproximagao do limite new-
toniano para um problema estatico.

Para o problema estacionario, a tnica consideragao é que a velocidade equa-
torial nao deve ultrapassar a velocidade limite. Por outro lado, a situagao
dindmica de variagao da velocidade equatorial pela contracao do corpo deve
relacionar-se com perda de energia. O equacionamento perde a dependéncia ex-
clusiva espacial g, (r,0) e passa a possuir dependéncia cineméatica g, (r,0,v).
Reverter a forma oblata (ou mesmo chegar a forma prolata ou outra irregular)
implica em emitir energia para perder velocidade, situacdo que somente tem
sentido com um corpo companheiro.

Outras situagoes mais complexas envolvem dois corpos: a velocidade relativa
maxima entre as linhas equatoriais de ambos os corpos nao deve ultrapassar a
velocidade limite. O equacionamento devera ter em conta a inclinagdo e o ali-
nhamento entre os eixos polares, ou inclinagao com relagao ao plano equatorial.

6.1.3 Equilibrio Hidrostatico Relativistico

A equagdo geodésica mais geral é obtida estendendo a formula de MacCul-
lagh normalizada para modelo harménico esférico geopotencial, ®(r, 0, ¢), com
o acréscimo dos termos respectivos ao pardmetro adicional, ¢ similar ao para-
metro 6. A aplicacio classica desse modelo em geodésia sugere uma mudanga
de perspectiva do espago exterior corpo para o seu interior.

®(r,0,p) GM = R\"
=— 1-— — | P, 3 .24
=2 =2, nz:; In " . (cos 6) (6.24)
+ Z Z (termos longitudinais )
n=2m=1

Como o tensor métrico normalizado se ocupa apenas da representagdo pon-
tual, a distribui¢cao de massa do corpo é estudada pelo tensor energia ©# em
sua relagao com o tensor curvatura R*” em um volume de controle delimitado
pela superficie do corpo, por . A comparagéo feita, admitindo que o li-
mite newtoniano por (6.2)), as componentes espaciais do tensor energia O pela

definicao em (4.139)) , equivaleria diretamente ao segundo termo P jnetico do lado
direito de (6.2)), enquanto as componentes espaciais tensor curvatura somente

183 Notar que z¥ = 76, entdo, para evitar a substituigdo 8 = x%/r, o que afetaria a O2guv, &

sugestao é substituir § — r6/r para derivagdo no segundo indice, o que acaba resultando no
mesmo operador r~19/00 empregado no caso holonémico.

183



R* ¢ expresso variacdo de segunda ordem da métrica Og,. , mostrando-se in-
consistente com g7 = (1 + C_2<I>gravitaciona1)11. A incompatibilidade vem como
componente da métrica gi1, embora, da congruéncia ao campo, nao descreva
uma superficie equipotencial pelo mesmo contorno que define o volume de con-
trole do contorno do corpo material.

Entendimento retoma a proposicao para métrica normalizada de evitar a
dupla tarefa em controle material e imaterial, @ iniciada em e estendida
a [£5.2]. Em sintese, uma vez que tenha-se delimitado o fluxo material por
uma superficie de controle pela continuidade de Reynolds, analisa-se o fluxo
imaterial produzido por essa mesma quantidade pela Lei do Fluxo Imaterial de
Gau. Em comum, as duas expressoes se utilizam do Teorema da Divergéncia
de Gaufs-Ostrogradsky; entretanto, hé distingao categorica.

O tensor RM¥/k representa a propagacao imaterial da curvatura segundo a
lei de rotagao hiperbélica de contragao espacial e dilatagao temporal ,
enquanto o tensor energia (material em movimento livre) possui dimensoes
[©#"] = ML™1T~2 unidades no sistema internacional Joules por metro ctibico
(J/m3) ou Pascal (Pa), geralmente referido como tensao-energia.

A vinculagao é feita pela configuracao da Lei de Gauft do Fluxo Imaterial;
com isso, a energia representa uma “pressao de radiacao gravitacional” sobre
uma superficie de controle. Também, consistente com a densidade (4.151),
nao é esperado um fluido material Fzgl Portanto, o tensor tensao-energia "
assume a forma de um tensor-tensdo deviatorio pelas caracteristicas incomuns
de compressibilidade e viscosidade que modela.

Um tensor pressao em condigao isotrdpica nas componentes espaciais, a
exemplo do tensor tensao Cauchy pela consideragao do limite newtoniano, teria
as tensoes principais em equilibrio, ou seja, os termos da diagonal seriam iguais
entre si.

Embora o equilibrio hidrostatico nao possa ser apresentado diretamente,
pela falta de isotropia, pode ser formulado pela transformacao. Considerando-
se que a “pressao de radiagdo gravitacional” expressa em R*” /k seja equivalente
a pressao de estagnagao ©* sobre a parte material quando na condigao estatica,
ou seja, a pressao que seria obtida se toda a energia cinética fosse convertida
em pressdo em uma forma reversivel, obtém-se uma expressao de pressao total.

Pressao de radiagio incidente na absor¢ao perfeita, Phormal = (I/c) cos? 0, re-
sulta em uma componente de cisalhamento 7 = (I/c¢) cos@sin . Considerando-
se reflexao perfeita, absorcao seguida de reemissao, a componente tangencial se
anula, enquanto a normal dobra de intensidade.

I
Rlormal =2- C082 0 (625)
C

Um diferencial de pressao pela equagao de equilibrio hidrostatico de Newton
(por uma pressao isotropica) pela equagdo (2.86bf), sendo que velocidade nula
resulta em -, = 1, possui componentes espaciais:

184 A5 tarefas sdo contraditérias, uma vez que materialmente fundamenta-se pelo apresentado
em , enquanto imaterialmente por Equiparar por energia conduz a erro categoérico.
Ver também texto referente a nota [129].

185Ver nota .
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dP = padz* = pdﬂvde (6.26)
dr

O termo mais & direita relaciona-se com metade da derivada de ©FF en-
quanto o termo imediatamente & sua esquerda relaciona-se com a derivada da
parte espacial R** do tensor curvatura.

Considerando que a radiagao age pelo dobro da incidéncia, para evitar re-
acao na direcao transversal na resultante de absorcao e reemissao, a mesma
duplicidade deve estar presente no equacionamento g** Ryx, o que se apresenta
na adigao do termo temporal em . A expressao de pressao de equilibrio
hidrostatico com convergéncia para o limite newtoniano relaciona-se com a den-
sidade de forga:

V,P=r"'V,R (6.27)

Assim como a métrica normalizada diverge da métrica de Schwarzschild em
campo forte, o mesmo é esperado na comparagao com a equagao de equilibrio
hidrostatico de Tolman-Oppenheimer-Volkoff[80] . Algo semelhante pode-se di-
zer da relacdo entre a métrica rotacional normalizada e a métrica de Kerr[52],
em que nao faz sentido comparacao em campo fraco.

Equilibrio hidrostatico descreve uma situagao estética e, ainda que se possa
comparar a mudanca entre dois estados estacionérios, nao é esperado que o
desenvolvimento dindmico se apresente como instantineos da forma estatica,
pois, relativisticamente, envolve a velocidade com que o processo ocorre.

6.2 Meétrica Exponencial

A forma exponencial da métrica normalizada alcanca um grau avangado na
articulagdo matematica entre diversos conceitos. Processos exponenciais fo-
gem ao senso convencional, quer por crescimento,/decaimento, quer no encontro
em grupo de rotagao hiperbolica. Além disso, o formalismo encontra “isono-
mia” ondulatéria pela uniformidade no tratamento entre as categorias material
e imaterial.

A natureza ondulatéria compartilhada entre material e imaterial pelo in-
variante de velocidade decompde-se em frequéncia e comprimento de onda. A

decomposicao do momento em expressoes envolvendo propriedades ondulatorias
mediadas por f.. [FY]

PH =h K" K+ — {% 12:'} (6.28)

A motivagao do estado ondulatério surge ao estipular o estado inercial ao
equilibrio oscilatério intrinseco . Pela observagao coordenada, a atribuicao da
posigao do corpo e o seu movimento fazem-se sobre uma métrica fixa. O conflito:
se a métrica move-se em relagao ao corpo, entao é o corpo que se move em relagao

186 Aqui, fic é o parametro de acoplamento harménico (ou angular). Aproveita-se a familia-
ridade do simbolo da constante de Planck A no lugar de Hy. O parametro H; depende dos
corpos (ndo é uma constante universal). Ver (4.112]).
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a métrica, pois todos os referenciais estdo atrelados as posigdes métricas. Com
isso, as resolugoes de laténcia para efeito retardado na dindmica perde referéncia
de posigao. A solugao é passar do dominio do espago para o dominio do tempo,
ou melhor, da frequéncia.

A resposta em frequéncia de um corpo material a um estimulo depende da la-
téncia inercial de sua massa pela forma como a oscilagdo promove temporizagao
na alternancia de movimento.

Imaterialmente, a oscilacao métrica ocorre quando a dilatagao temporal e
contragao espacial variam alternadamente pela oscilagao de posigao do corpo
que promove a métrica que, por sua vez, reage a uma oscilacao métrica alheia.
Nesse mecanismo de equilibrio dindmico intrinseco, a sintonia em ressonancia
serd a condicao de estabilidade que conserva o movimento e indicara a auséncia
de forga, sendo, portanto, o estado de movimento inercial. Também por esse
mecanismo, a oscilagao métrica acaba sendo a forma de propagagao. As formas
material e imaterial acabam sendo conjugadas. O terceiro caso é de dissonéncia,
quando parte da oscilagao imaterial se desagrega, carregando excesso de energia
do transitério de desbalanco.

A distingao entre a oscilagao “forgada” sobre uma fonte material ou a forma
autossustentada com que o estimulo se propaga é feita nas componentes espa-
ciais.

ACompton U ©  material (6.29a)

i = J ABroglic: métrica (6.29b)
Ya. imaterial (6.29¢)
c

A vinculagdo com propagacao pela oscilagdo métrica da natureza da atracao
é obtida pela relacao de de Broglie estendida, aqui ao adotar a definicao de
frequéncias em , o que resulta em K*K, = 0. Por outro lado, K*K,, =
PP, /h? = (moc?/h.)? se remete a frequéncia Compton estendida . Os
dois primeiros sao atragoes, no sentido de que equacionam para uma geodésica,
enquanto o terceiro é forga propriamente dita, o que se relaciona com emissao
(4.35) e o que possa ser entendido por reagao de campo.

Uma visao mais detalhada do processo sistémico encontra-se nas se¢oes pre-
cedentes. Em sintese, corpo oscila intrinsecamente no espago-tempo em res-
posta ao estimulo da oscilagao da métrica. A autopropagacao da métrica pela
sua auto-oscilagao em proporcao & métrica na posicao propriedade das taxas
relacionadas (

. A oscilagao intrinseca E transita na velocidade limite em
concordancia com a velocidade de uma particula £ = h.w vista em[£.5.1]. Uma
descrigao mecénica mais completa, sem abstrair um dos corpos, aponta para
sustentagao ressonante do fenémeno, visto em sec. , enquanto a concepgao
ondulatéria ¢ elaborada em sec. [L.4.6]

Com relagao ao invariante de velocidade, é preciso uma relagao com a veloci-
dade ¢ = Af para a invaridncia do momento, sendo ambos resultados constantes
e mediados pelo acoplamento /.. Assim, enquanto, por um lado, o corpo mate-
rial evidencia a frequéncia “apropriada” & intensidade de atragao para uma onda
invariante, frequéncia natural do sistema massa-forca em resposta a atragao, por

187Ver texto que se remete a notam
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outro lado, o “estimulo” deve se manifestar de imaterialmente, permitindo su-
perposicao de ondulatoéria.

w?: onda material (6.30a)
K'K,, =< 0: onda métrica (6.30Db)
0: onda imaterial (6.30c)

Generalizando, as equagoes (4.114)) e (4.115)), para além do uso pela veloci-

dade de Sommerfeld, tém-se Compton estendido obtido por Ey = mc?.

he
Ac = ﬁ? fc
Seguindo o convencional, a energia de qualquer particula é pela componente
temporal Fy = mc? = hfc. Esses dois parimetros sao nocionais para a formu-
lacdo de ondas homogéneas ou nao-homogéneas, o que é feito pelos parametros
de Broglie estendido:

_ /PP, _ V"V, /PP, _ V"B,

31
e T oo (631)

/B = = fc = fc 7B (6.32)

/PP
A5 h b _ Ao (6.33)

Se as velocidades forem iguais na condigdo B = [y = 1, entdao a expres-
sao simplifica para fp = vfc e Ap = A¢ /7, resultando em uma equagio de
onda homogénea e, portanto, imaterial. Esse é um caso especial que define a
frequéncia fundamental pelo raio critico em (4.112).

Se as velocidades forem néo satisfazem a condicdo S # [y = 1, entdo a
expressao resulta em uma onda nao-homogénea que corresponde ao movimento
de um corpo material, a relagdo de Broglie convencional, com fg = ~vfc e
A = Ac/7vBk. Interessante destacar que Apfp = ¢/fk.

Se as velocidades forem iguais na condigao B = By # 1, entao a expressao
resulta em uma onda homogénea, portanto imaterial. A despeito de a velocidade
expressa nao ser a velocidade correspondente a um corpo material, a relagao en-
tre comprimento e frequéncia de onda serd Ag fp = ¢, definindo a velocidade de
propagagao. A equagao descreveréd a onda métrica imaterial de um corpo mate-
rial com velocidade ;. A condigao do coeficiente [y estar deslocada explica-se
pela modulagao de frequéncia por Doppler relativistico, o que é desenvolvido no
restante do texto.

Qualquer outro caso 8 = By = 1 expressa uma emissao livre com equiva-
léncia energia-massa pelo primeiro caso especial.

Os parametros da equagao homogénea de onda métrica ajustam os efeitos
cinematicos para o deslocamento Doppler relativistico no momento da emissao,
mas deixam de fora os efeitos métricos de sua propagacao, o que tornaré a onda
evanescente.
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Em consequéncia do equacionamento, faculta-se a escolha da representacao
ondulatoria do corpo em substituicao & sua contiguidade. O ponto material
nao se separa de sua adjacéncia imaterial, e a redundancia permite abstrair em
beneficio do tratamento homogéneo. Em sintese, a auséncia de uma superficie
de interface do ponto material é substituida pela colisao convoluta com seu
efeito métrico oscilatorio. A representacao faculta arbitragem dos casos em que
apropriado, como na eletrodindmica de particulas ou, em contraponto, colisao
de corpos gravitacionais extensos.

6.2.1 Onda Estacionaria

A frequéncia de Broglie [F¥] pela velocidade de Sommerfeld ca [F9] é definida
apenas para movimento orbital circular. A trato métrico da frequéncia requer
decomposi¢ao nos efeitos métricos e cineméticos. O fator de velocidade em uni-
dade natural, assume valores na faixa 0 < a < 1, e a equagao coloca a
variavel transformada no espago kepleriano planificado. Para esse espaco trans-
formado, seria esperado um fator de Lorentz similar ao do espaco de Minkowski
Yea = 1/4/1 — &% como uma medida de “equipoléncia luminica” dos efeitos cine-
maéticos. Nessa heuristica, a decomposicao da modulagao de frequéncia w = awy
entre efeito cineméatico e métrico seguiria a generalidade por uma forma ané-
loga ao convencionalmente estabelecido, expandido para w = wWpYea@V1 — 2.
@ Entretanto, por um critério energético, o que toma efeito é falta de lineari-
dade na escala pela forma convoluta (progressao geométrica para exponencial)
, e a relagao é uma conveniéncia da onda estacionéria.

Para referéncia, é interessante decompor o movimento circular nos termos
analogos aos efeitos cineméticos e gravitacionais por uma heuristica que facilite
comparagao. Fazendo J.o = 1/4/0'1g11 — 1, o efeito cinematico pelo Doppler
transverso da velocidade circular, o termo remanescente torna-se o fator que
toma efeito de modulagao métrica da frequéncia.

w _o? (Volgn—1)°

o ~ 11
wo o \/W = Yea (0" g11 — 1) (6.34)

O contra-exemplo aponta para a necessidade de um critério energético. A
heuristica o? = 6''g;; — 1 vem por . Embora a relagao seja valida
para o movimento circular, é uma relacao espuria pela generalidade, pois nao
satisfaz a natureza energética do fenomeno. Uma relacao alternativa é obtida,
observando que a equivaléncia a? = £'0;¢116'' também é valida no movimento
circular. Pela decomposicao proposta anteriormente, o fator cinemético tomaria
a forma .o = 1/4/2101911011 (e a auséncia explicita de uma velocidade seria
justificada pelo determinismo entre velocidade e Orbita circular concebido em
(4.107)), enquanto o fator remanescente atende pelos efeitos exclusivamente
métricos.

a? =a210g1.0M" =6tg — 1 (6.35)

188Ver nota .

1890 texto também se refere ao fator adimensional de velocidade em unidade natural como
velocidade binormalizada. Ver nota E@

190prosseguindo com E = v4moc®cPgoo = Yahewocd?G§oo, manifesta-se por uma curvatura,
nao pelo espago plano pressuposto, nem por uma transformacao consistente.

500
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Ignorando-se a variagao cinematica 7, em ((6.34)), tem-se que Aw = wpAgi1,
e uma boa aproximacao é:

Aw = W()81911511A$1 (636)

Entretanto, a despeito do gradiente, o valor principal de frequéncia w/wg =
(6'1g11 — 1) é incompativel com valores experimentais em campo gravitacional
fraco, que estdo na ordem de:

z = (Wow;w) ~ (511911 —1) (6.37)

A modulagdo w/wy se insere diretamente como termo métrico pela regressao
ao termo diferenciado da métrica (primitivo). Em outras palavras, a modulagao
métrica de frequéncia espelha o termo diferenciado da métrica.

Essas equivaléncias na modulagao de frequéncia em variagao da métrica tam-
bém sao observadas como efeito energético. ITEI

6.2.2 Modulagao Métrica de Frequéncia

Secao precedente apresenta relagoes entre a modulacao total de frequéncia, que
se relaciona com a parcela diferenciavel da métrica, e em dubiedade com seu
gradiente. A coincidéncia é peculiar pela forma algébrica da métrica, mas taxas
relacionadas, como , nédo s&o incomuns na forma abstrata da métrica.

A demonstragao direta do gradiente da métrica pela sua relagao com a mo-
dulacao de frequéncia é feita pela variacao de energia. A energia relativistica
PPy = E?/c? e sua frequéncia KYKy = w?, considerando a equagiao homogé-
nea.

Limite newtoniano, aplicado & , simplifica a resolucao do gradiente
métrico por decomposicao de efeitos: velocidade baixa do fator sub-luminico
cinematico v, — 1 equivale ao arranque v = 0 e limita a dependéncia ao para-
metro posicional. Campo fraco -, — 1: predomina o gradiente métrico em vez
do valor métrico. Pela consideracao a efeito isolado, o resultado do gradiente
permite recomposi¢ao no equacionamento geral.

Como a situacao progride por um contorno do envelope métrico. Varia-
¢ao percebida por desconsiderar os efeitos métricos dé a medida da métrica na
posicao.

A nogao geral, parte da energia relativistica PY = E/c é “despendida” no
autotransporte pela relacdo da energia com frequéncia K° = wq estar sujeita
aos efeitos temporais da métrica. A frequéncia desvanece. I@

dE  9E _ _,dP°

191Supondo que relacionar-se-ia energia pela variagio de “pressio de radiagdo”, ter-se-ia
dW = —PdV — VdP. Adiante é visto pela poténcia.

192 A perda de energia na atenuagao da frequéncia (desvanecimento) em vez de amorteci-
mento da amplitude (amortecimento).
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A métrica nao varia intrinsecamente no tempo, e a variacao é induzida pelo
deslocamento. Do termo temporal da geodésica:

£ _ a5 6.39
o er (6.39a)
dw o
—=a- .39b
prk (6.39Db)
Ainda pela geodésica, a = GM /r*:
dw  GM w
dt ¢ r?

Substituindo dr = cdt, chega-se & expressao similar ao que seria o limite de
(16.36]).

dv GM w

A integral resolve para posicao de emissao e absorgao:

Ou na proporgao:

w _ exp[-GM/(Rec?)]

wo  exp[-GM/(rc?)]

Para r — oo, espago plano (o que equivale também a razao pelo referencial
do observador) a métrica da parte temporal torna-se a razao das frequéncias.

Yo _ oxp ( GM) (6.41)

wo 2R

A taxa de decaimento é a mesma, independentemente da frequéncia. Assim
como a frequéncia é relacionada com o transporte de energia, a modulagao é
com a atenuagao energética. Qualquer frequéncia de uma emissao esté sujeita
a4 modulagao pela métrica. Por propriedade da derivacao exponencial, o caso
especial é quando a propria frequéncia, nao somente o seu gradiente, estéa relaci-
onada com a métrica, ou seja, é a ondulagao métrica. Somente uma frequéncia
segue K = w/c ao mesmo tempo que equivale a K = cgop para o caso ho-
mogéneo. Onda métrica, ou autopropagacgao, sincronicidade entre a atualizagao
de seu efeito no espago e a oscilagao induzida pelo movimento do corpo fonte,
como sugerido na sec. [£.4.6]. Assim conclui-se:

goo = exp (—GM> (6.42)

c2r
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Nessa nova formulagao métrica, as incongruéncias da se¢ao precedente sao
eliminadas. A relacdo da orbita circular em (4.107) torna-se:

o2 = &rin (6.43)

g11

Com isso, o ansatz da se¢ao anterior:

v (- ()G ew

Também ¢ interessante observar que, expandido na série de Taylor-Maclaurin,
h& uma boa aproximacao entre a formulacdo geométrica e a formulacdo expo-
nencial quando x >> k.

k
exp () ~1+ k (6.45)
x x

A aproximagao explica a métrica geométrica por uma equivaléncia
fraca. Poucas defini¢oes para uma métrica normalizada dependem de uma forma
funcional especifica. Na defini¢ao , replicada abaixo, o lado esquerdo
resulta em eV 9, U, tornando a fuga radial (ou gradiente entre 6rbitas circulares)
definida por 2|, = eV para a condicio de que 2v¥ = (v' - 0,U)eY, o que, com
algumas simplificacdes v*g'! = g1, se equivale a (2.832).

fl
Odign = 51151172;2 (6.46)

Outro ponto é que preserva a definicao para a velocidade de Sommerfeld
, o que é relacionado ao anterior.

Além do que é exigido para normalidade, a métrica exponencial satisfaz
outros requisitos, vistos a seguir.

6.2.3 Grupo Continuo

Meétrica normalizada é idealizada em um grupo continuo que representa no es-
paco das velocidades. Empregando imaginarios que satisfacam o produto die-
dral, a forma exponencial possui mapeamento direto da rotagao hiperbolica da
velocidade. Essa mesma estrutura normaliza a decomposicao base linearmente,
diferenciavel pela derivada covariante, o mesmo operador do grupo.

Seja o tensor gerador formado por paradmetros de acoplamento:

—12.GM/(c*r) 0 0 0
0 —i2.GM/(?r 0 0
Uy = 0 0 /(e*r) .0 0 (6.47)
0 0 0 —k%.0

A métrica exponencial normalizada pode ser definida por:
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9 = exp(Uy) (6.48)

O destaque da expressao estd na presenca nos imaginérios. Esses nimeros
sao definidos pelas propriedades de simetria e ortogonalidade do operador die-
dral em . Embora dispenséveis nessa sentencga, da ciéncia da manipulagao
“hermitiana”. Definindo 1 = ijk = —1, entdo 1> = (ijk)?2 = 1 e o conjugado
1* = (ijk)* = (—i)(—j)(—k) = 1, a matriz é decomponivel em termos conju-
gados. A definigao concerne a reciprocidade entre a componente temporal em
contraparte das espaciais.

A formulagdo de grupos de rotagao hiperbolica possui seu nucleo pela
reducao a forma diagonal.

sL.D) = { g

. 1
Z,],k€[1,3}0<g()0—_det(gw)<1} (649)

O grupo consiste nas formas bilineares que operam a rotagao hiperbélica do
tensor velocidade. Os elementos inversos g,,g"” = 1 sdo denotados na forma
contravariante na caracterizacdo ortogonal. A métrica de Minkowski esta in-
clusa nesse grupo por necessidade de um elemento identidade, a despeito de
sua realizagao mecénica apontada em [5.2.1]. A participagao como elemento me-
canicamente neutro segue uma definigao assintdtica, evitando-se a dubiedade
apontada em . Uma definigao estritamente cinética recai em um semi-
grupo, sem identidade e sem inverso.

S:{guu

Uma representacao possivel mapeia a atuacao dessas formas bilineares no
espago tensorial das velocidades pela base normalizada segundo sec. 2:3.3] Con-
soante a isso, a base e seu dual possuem representacao unitaria e referem-
se & perspectiva tangente éx = i,/ngr subentendida & perspectiva coordenada
€k = i\/Jkk N OPEragao gix = €y - €.

Outra representagao é possivel no espago de Hilbert. Tomando a identidade
de Lagrange de (4.93), ((&,, &,), (&,, éu>>2 = det (g, ), 0 volume espago-tempo
U = /det(g,,) é o produto de rotacoes exponenciais em uma interpretacao
ondulatoéria. Como ilustragao, considere uma composi¢do métrica pela sua pro-
pagacao da ondulatéria parametrizada, em razao da simplificagao algébrica, de
forma homogénea:

i7j7ke [173]:0<900:_

— <1 & :
o<l akgoo¢o} (6.50)

U(r,t,) = ehr-iwb—im/2 — 4 (6.51)

As componentes espaciais mapeiam para ntumero de onda do termo zkr, em
contraposi¢ao a componente temporal & frequéncia angular em wt,. Como, por
uma equagao homogénea, a soma é nula, a constante de fase im/2 é necessaria
apenas para se chegar ao sinal desejado do determinante unimodular ¥? = —1

193Elementos da base diedral formam um laco Moufang.
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pela identidade de Euler. O subscrito em t, refere-se ao emprego extrinseco do
tempo.

Similar & onda progressiva, uma onda evanescente é obtida pelo respectivo
expoente nao-homogéneo. [ Essa modalidade de onda coloca em evidéncia
a necessidade de modulacao de fase. Também, uma representagao por uma
equacgao na forma nao possuira relevancia pratica se os parametros k e w
nao possuirem uma defini¢ao funcional conhecida, como no caso estacionario da
forma homogénea.

Os parametros k e w nao sao pegas soltas na forma ndo-homogénea. As rela-
coes sistémicas dessa nova perspectiva evidenciam uma convergéncia de fatores
que a forma homogénea permitia ignorar. O quadro estacionario ¢ dominado pe-
las variaveis de espago e tempo, e a descri¢gdo mecanica de ¥ (r, ¢, w, k) ’wzcte, k—cte
preocupa-se com o equacionamento pela simultaneidade de eventos. No qu7adro
dindmico, a descrigdo mecénica de ¥(r, t,,w, k) ’t*:cte e ANEEM & sincroni-
cidade da resposta em frequéncia diante da modula(;éo dessa para uma posigao
fixa.

O determinante da métrica, no dominio do espago, é o elemento de volume
espago-tempo. Unitario, o determinante expressa a reciprocidade na decompo-
sicdo entre espago e tempo na coesao da velocidade limite. A correspondente
ondulatoéria do dominio do tempo na decomposigao conjugada de ondas espago-
tempo em relacao ao evento.

No primeiro, dominio do espaco fundamenta-se na reciprocidade de relagoes
estaticas (estacionarias); no segundo, dominio do tempo adequa-se a relagoes
dindmicas. Grupo continuo abstrai essas peculiaridades para o categorico to-
pologico, dominio do espaco para o dominio do tempo, pela forma que faculta
uma representacao mais apropriada para cada peculiaridade. Dualidade entre
o ponto material ser representado pelo elemento de volume, todo-parte, passa a
ser expressa na dualidade onda-particula.

O retrato mecanico depende do quadro que se observa. A impossibilidade de
uma panordmica espacial é amenizada pelo enquadramento mais adequado do
cenario dindmico. Torna-se relevante a onda material e sua adjacéncia imaterial.

U2 =) (6.52)

Nessa representacao do grupo, o entendimento é que hé invaridncia na com-
posicao entre onda material e o conjugado imaterial. Encontra respaldo na ané-
lise conceitual, identificando os elementos da nocao de acao e reagao. Também
sintetiza propriedades sistémicas, laténcia inercial e incerteza, pela defasagem
intrinseca a operagao.

Acao e reacao expressam reciprocidade entre dois corpos; o mesmo é esperado
na reciprocidade entre material e sua adjacéncia imaterial na abstracao de um

194 Meétrica néo varia intrinsecamente no tempo, somente extrinsecamente pelo movimento
de sua fonte. Como a ondulagdo viaja a velocidade da luz, as relagbes de simultaneidade
da distancia espago-tempo sao sistemicamente equacionaveis pela inclusao da variavel t., e
a diferenciag@o pelo subscrito indica tratamento extrinseco que deve ser dispensado a essa
varidvel nas operacoes de derivagao.

Por essa mesma propriedade nas relagGes sistémicas ao referenciar eventos no espago-tempo,
a parametrizacao atende a outras conveniéncias. O equacionamento métrico pelas variaveis
no dominio do espago parametriza o decaimento pelo tempo de propagacdo. No dominio do
tempo, espago de Hilbert, referéncia o decaimento por um parametro espacial.
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dos corpos. Assim, embora na construcdo harmonica espere-se o paralelismo de
fases, a mediacao estimulo-resposta introduz retardo pela propagagao no espago-
tempo. Além disso, a resposta em frequéncia, mecanismo massa-tempo, tera na
massa um fator de laténcia. Esses dois elementos introduzem uma pequena
discrepancia na forma de incerteza.

Proxima se¢ao expande para os rudimentos mecéanicos.

6.2.4 Equacao de Dirac

Consistente com ambos os principios ondulatoérios e relativisticos, também no-
tavel pela descri¢ao de spin e previsdo de antimatéria, a equacao de Dirac[28] é
uma aplicagao no espago-tempo de Minkowski. Uma variante estendida ao es-
paco curvo é demonstravel na métrica normalizada. A secao trata da adaptagao
pela exponencial e interpretacao do equacionamento.

Conceitualmente, o original de Dirac é uma equagao de campo por um po-
tencial. Apesar de a falta de curvatura ndo caracterizar holonomia, a fungao
lagrangiana é expressa em coordenadas generalizadas. Na interpretacao no es-
pago curvo, possui consequéncia no momento magnético anémalo e Yukawa.

Duas vertentes sao possiveis: uma na formulagao pela correspondéncia ondu-
latoria da forma pontual coordenada, outra abstrai diretamente a ondulatéria
na representagao de grupo continuo da métrica exponencial. Segue-se com a
construgao da primeira visao.

Na representagao pelo dominio do espago, um corpo de massa pontual é ori-
gem da coordenada métrica e a analise do movimento recai sobre um segundo
corpo sujeito ao influenciado primeiro. Na configuracao de dois corpos, a in-
teragao é reciproca. Presumindo que o equilibrio dindmico e ambos possuem
ondulagao intrinseca: a interagao entre esses corpos pela exposi¢ao & onda mé-
trica da contraparte. As quantidades descritivas das propriedades ondulatorias
mensuraveis nesse cenario, de acordo com sec. [6.2.2], sdo a frequéncia e sua
modulagao.

A frequéncia possui decaimento com a distancia, e sua evanescéncia |TE| é
expressa por:

w(r) = —coOy exp (—%) (6.53)

A frequéncia por uma posicdo nao varia intrinsecamente no tempo. En-
tretanto, a propria frequéncia flutua em razao da incerteza ondulatoria de sua
fonte. Essa variagao extrinseca pode ser indicada por uma variavel t,; o subs-
crito denotada a intengao extrinseca em uma reformulacao abrangente.

w(ts,r) = —cOr exp (—iwot* - %) (6.54)

Variacao extrinseca no tempo é presumida por derivada covariante temporal

V quando o termo introduzido ¢ delimitado por uma relagao sistémica. Um

balanco entre a variacao espacial e temporal existe na formulacao da equagao

de onda. Essa condi¢ao pode ser estabelecida pela modulagao de frequéncia da
onda métrica.

195Ver nota m

194



Orw(tu,7) = —COpyr €Xp (—iwot* — %) (6.55)

A evanescéncia da onda métrica esta relacionada a atracdo por (6.40)), ca-
racterizando onda de atragao.

cwd, (5) — <G¥> (6.56)

r

Conservagao segue por teorema da divergéncia ou Lei de Gaul. E esperado
que a onda métrica expresse a conservacao da massa.

N ///w; <i) dv — / (%) Arr? dr = AxGM (6.57)

E a relagdo se completa com ((6.42]).

goo(r) =exp (CGQZY) (6.58)

€

Na auséncia de uma posicao fixa do corpo, o espaco estard em constante
mudanga, algo que poderia ser descrito por goo(t«, 7). Na condigao de seguir um
padrao de repeticao peridédico, ou mesmo em baixa velocidade, nao se incorrera
em erro significativo. Entretanto, quando o corpo fonte move-se significativa-
mente, quer pela velocidade, quer pela distancia, o referencial feito ele torna-se
desatualizado. Isso inviabiliza sistemicamente que se retrace, extrinsecamente
pelo espaco, a posicao original do estimulo diante da inconstancia do mesmo. A
solugao requer mudancga de representacao.

Substituindo V — 8 em e também t, — ¢ no tempo coordenado,
obtém-se uma elaboragdo abstrata homogénea ¥y (t,7) = exp(iwot — iwor/c)
no espaco plano:

nlwa,uﬁl/\PH(tv T) =0 (659)

Uma decomposicao gog = (&g, &) para uma métrica diagonal possui corres-
pondente ondulatoério pela identidade:

2
O™ = (28181“/2) (6.60)
Presumida a covariancia entre sistemas de coordenadas, a expressao da forma

geral para a representacao de ((6.58)) a partir de gog = Wgo torna-se:

U =1p, -1, (6.61)

1960 tempo t. somente atua na variagio coordenada e é sem participacdo na variagio in-
trinseca da métrica. Ver nota @
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A curvatura segue a determinacdo da massa; da mesma forma, a oscilagao
replica essa correlagao. Pela contiguidade vista em , a vinculagao da
oscilagao da adjacéncia imaterial com a respectiva material é feita por ¥ =
\/— det(g,,) em equivaléncia ao estado material do momento.

m
PP,
m2c?

det(gyp) = (6.62)

A elaboracao torna-se consistente com ondulatéria por W2 = ¢1), mas com
adverténcia de que o resultado no equacionamento da onda imaterial métrica
que se segue de . A demonstracao apropriada da continuidade somente
é possivel por uma elaboragao lagrangiana, recaindo na formulagao de uma
equacao de Dirac estendida ao espago curvo.

Procedendo de maneira direta, o momento P* = h.K" é proporcional ao
tensor-onda e assume forma K"K, = ¢g"”(0,4)(0,1), na qual a ondulatéria de
U segue . A mesma expressao, em similaridade a , também pode ser
reescrita na forma de segunda ordem K*K, = ¢"V0,,%, com algum abuso. O
equacionamento direto resulta na equacao de segunda ordem:

K2g" (Ot - Op0) — mPc*ap-1p =0 (6.63)

A limitacdo imposta pelo termo 1) constante resulta em um equacionamento
em que 9, o 0,1 - 9,9 e, por conseguinte, 9,1 X g, OU seja, a variagao
de segunda ordem da ondulagdo é proporcional a métrica. A substitui¢io pela
segunda ordem também revela uma equac¢ao nao-homogénea de onda, ou .

Adiantando-se ao resultado de Dirac, a variacao de segunda ordem é propor-
cional a oscilagao material, enquanto no equacionamento direto, a variacao de
segunda ordem da ondulagao é proporcional & métrica. A interpretacao feita, as
expressoes sao distintas na forma, mas iguais no conteado: a oscilagao imaterial
da adjacéncia métrica espelha a oscilacao do ponto material pela contiguidade
vista em ((6.30b)).

A motivacao da formulagao lagrangiana é para “transporte paralelo”, no qual
a invariancia de angulos relativos no transporte visa preservar angulo de fase
diante da modulacdo de frequéncias, condiciona 1) = cte, consequentemente
9,.(¥1h) = 0, concomitante continuidade. Segue que, da primitiva mc(y), é
possivel a expansao:

—me = 0, ($) + 98 () — met - (6.64)

A formulagao lagrangiana deve fornecer subsidio para avaliar a agao estaci-
onaria entre a frequéncia e sua modulagao. Da expressao anterior, obtém-se:

L=D-0,(4) —med - (6.65)

A equacao de Euler-Lagrange, no dominio do espago, preocupa-se com con-
tinuidade pelo transporte paralelo. No dominio do tempo, continuidade da
ressonéncia na modulagao de frequéncia.

196



B, 0" — metp = 0 (6.66)

Segue de Euler-Lagrange, em uma leitura direta, que a “for¢ga” de modulagao
da frequéncia é proporcional a frequéncia pela sua inércia.
Segue das propriedades algébricas a decomposigao:

(hcu‘yﬂaw +me 1/)) (hc'(/}VB”z/) —me ¢) —0 (6.67)

Com isso, obtém-se a equagao de segunda ordem:

R2g" (Ot - 0,0) —m*c®1p = 0 (6.68)

Reiterando, se 0,9 o 0,9 - 0,9 e, por conseguinte, 0,9 X gu., ¢ uma
equacao nao-homogénea de onda.

A formulagao lagrangiana descreve uma condicao de onda estacionaria, ou
seja, conservativa. Assim como ocorre dissipac¢do pelo transvio geodésico, ex-
presso por , um similar ocorre na modalidade ondulatéria. Duas qualida-
des de dissipagao, de acordo com o ajuste de fase da periodicidade: emissoes
em um espectro discreto, emissoes em um espectro continuo. No primeiro, a
existéncia de pontos de equilibrio ocorre em intervalos discretos. Parte-se de
um ponto de equilibrio e chega-se a outro mediante emissao ou absorgao.

Emissao por um continuo inviabiliza a existéncia de pontos de equilibrio:
parte-se de um hipotético ponto de equilibrio e a dissipagao se prolonga conti-
nuamente até que alguma suposta condicao externa promova o equilibrio. Me-
canica ondulatoria continua: entre as dificuldades de uma formulagdo mecanica
para essa modalidade, conservagao nao é por estado de equilibrio, mas por ba-
lango entre termos. A despeito disso, ainda assim é preciso supor um estado de
equilibrio em que haveria conservagao.

A equagdo (6.57) sugere regra de conservagdo. Assim como o determinante
da métrica é elemento diferencial de volume, a funcao lagrangiana é um dife-
rencial integravel em um volume de convolugao. Uma formulagao hamiltoniana
por transformada de Legendre (#.208) revela H = —£L homologo ondulatério de
, e a equagao (6.68)) ¢ parelha com (4.212).

O giro intrinseco, associado a 1, é uma construgao em forma abstrata da
algebra subjacente. A conceptualizacdo mecénica e abordagem sao elaboradas
em trabalhos anteriores, e sua construcao remonta ao que é fundamentado em
Exceto pelo entendimento de que simetria no espago é uma abstracao,
a reciprocidade entre particulas m e uma caracterizagao mais extensa de anti-
particulas foge ao propédsito do texto.

Acoplamento oscilatério entre corpo e métrica é mediado pela parcela K*KH
cinética. Com atengao ao morfismo da forma tensorial, a ondulatéria 0., o<
Ou¥ - 0,9 sugere um termo K, andlogo a curvatura R,,, o que é visto no
acoplamento de Yukawa.

197Ver texto que se segue na indicacdo da nota
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6.2.5 Acoplamento de Yukawa

A equagao de Dirac analisa onda métrica em sua perspectiva dindmica, ainda
que em regime estacionario. Uma perspectiva estatica concerne & formagao do
gradiente de modulagao pela presenca de massa.

Frequéncia natural de oscilagao é a periodicidade com que uma intensidade
de forga produz alternéncia ciclica em torno de um ponto de equilibrio para uma
massa em razao de sua laténcia inercial. Em sintese, mecanismo massa-tempo
do acoplamento por uma forca. O perfil temporal de sincronicidade ocorre
em razao do tempo extrinseco, visto em [5.3], enquanto perfil espacial de sua
modulagao pelas condigbes métricas.

O tempo extrinseco é introduzido pela derivada covariante temporal Ve,
pela ondulacao métrica, realiza a condigao de onda ; a dindmica ondula-
toria ¢ abstraida em mc) - .

Na interagao entre dois corpos, em que um seja abstraido pela métrica ou
sua onda, a medida de tempo é sincronicidade intrinseca. A modulagao pelo
decaimento é o perfil espacial.

Posto em simbolos, em vez de goo(r,ts) = eiwt=wr/c de Dirac, a frequéncia
natural obtida da exponencial goo(r) = e~*"/¢,

Adaptando-se & intengao de Yukawa|I12], a atragao entre corpos no espago
é expressa por uma composicao da equagao de Helmholtz espacial. Na condigao
de variacao estritamente radial, tem-se:

VY = p?Y (6.69)
Yukawa expressa o Laplaciano V2 = V;; em coordenadas esféricas ndo-
normalizadas.
1 1 2
;311(58 Y)=uY (6.70)

Para o contexto apresentado, uma modificagdo da equagao de onda ho-
mogénea cuja variavel sob derivacao é independente do tempo. Essa condi-

2

cionante é candidata a métrica exponencial normalizada ao ansatz na forma

goo = exp(u/r)oo. Estudando a manipulagao (6.56)), regride a (6.35), em que
a? = z'01g116 @ Acertando-se o sinal do exponencial dessa expressao,

tem-se:

611($1Y) = 61(.23133‘161900(500) = 81(/,Ll‘1900500) (671)

Da relagao prévia, chega-se a:

Y = x131g00600 (672)

Em sintese, faz-se a equivaléncia exp(—wr/c) com exp(—pu/rc?) para a mo-
dulacao da frequéncia, algo que também é dado por . Expressao de mo-
dulacio w = p/r%c é alternativa para . Existe uma frequéncia evanescente
w(r), tal que:

198 Nesse ponto, mistura definicdes da métrica exponencial com a métrica nao-exponencial
goo =1+ ;L/C2T. Justifica por que a ndo-exponencial atinge o mesmo valor.
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exp(—wr/c) = exp(—p/rc?) (6.73)

Em outra manipulagao, a expressao recai, por (4.71c|), no escalar de Ricci.

51011 (2'Y) =221 019000 + ' 21 9119006

2 2
_s! M%OO +—611x1x1R:—#19010
x xlr

(6.74)

O polinoémio associado ao escalar de Ricci para métrica exponencial possui

extremo em r = —(2/3)u, enquanto a métrica é monotona.
2
B 2u
R = <T3 + r4> 9000” (6.75)

Generalizando, é interessante observar que dy,Y = p2Y possui solucio trivial
para Y = exp(twr) ou o conjugado Y = — exp(Fiwr), tanto onda evanescente
quanto progressiva.

O caso convencional de Yukawa estd em resolver wg. Um entendimento por

O0r(1/w) em (6.53) para uma elaboragao (6.56)).

Yy = Hemwor/e (6.76)
r

Além de fatorar o pardmetro de acoplamento, apresentado em , obtém-
se um valor de massa associado a frequéncia Compton wgy. Os parametros corre-
lacionam atracao e sua intensidade de alcance entre particulas com a existéncia
de massa. A generalidade dessa nocéao se estende a uma variedade de particulas;
o potencial de Yukawa é aplicavel & mésons e a massa fermionica.

O mecanismo massa-tempo, acoplamento métrico, possui frequéncia natural
pela massa na relagao de atragao, teoriza sobre como a inércia do corpo satisfaz
harmonicamente as relagoes de equilibrio pela extrisicalidade temporal, apresen-
tado na[f.4.5]e revisitado na sec. [.3]. Entretanto, essa perspectiva conservativa
de massa nao contempla a transmutagdo da massa fundamental. Ainda que
calculavel do caso estacionario, a mecénica oculta do balanceamento dindmico é
desconhecida. O elemento central dessa incognita esta nas interacoes mediadas
por neutrino e suas oscilagoes, e é razoavel considerar que nao se enquadre em
Yukawa, uma vez que nao possui interagao.

Nesse enquadramento, um roteiro de investigacao proposto, para métrica
normalizada, priorizaria entender o decaimento do muon e sua generalizagao
para todos os léptons. Em seguida, uma confirmagao no equacionamento pelo
decaimento pion ou entao do néutron livre. O assunto nao é oportuno no texto
presente pela omissao do giro intrinseco em sua caracterizagao mecanica.

6.3 Meétrica Extra-Hiperboloide e Hubble

A sec¢do propoe um substituto de bastidor para a métrica de Minkowski, prete-
rida em razao da incompatibilidade na conjuntura mecanica.
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Ao reconstituir metricamente os efeitos do espago na auséncia de especifici-
dade de um corpo, o objetivo prioritario da métrica normalizada na formulagao
extra-hiperboloide é explicar o aparente movimento super-luminico. Concomi-
tante a proposta de evitar a discrepincia com o invariante da luz, o formalismo
descreve recessao intergalética.

A composicdo concilia a lacuna mecanica da métrica de Minkowski pelo
ponto de inflexao [5.2.3] e reproduz estatisticamente as macro-variaveis da auto-
organizagao [5.1.2, ainda que estética e circunscrita ao volume de controle, ho-
rizonte de espago e janela de tempo descrita na sec. [5.3].

6.3.1 Apresentacao Conceitual

Auto-organizacao e principio de codeterminacao; curvatura do espago-tempo é
resultado da dindmica distribuicao de matéria e encontra precedentes em Fried-
mann [35][36].

A mesma dindmica que em Friedmann promove a curvatura do espago, em
Prigogine resulta na codeterminacao e flecha do tempo. Entre a estrutura con-
servativa do espago-tempo e a irreversibilidade de processos dissipativos, busca-
se uma conciliagado entre os autores.

As equagoes de Friedmann sao derivadas diretamente das Equacoes de Campo
da Relatividade Geral. Elas operam sob o principio da covaridncia geral e da
invariancia de Lorentz local (microscopica): sdo simétricas no tempo. Prigogine
depende crucialmente de uma escala macroscopica e de estados estatisticos de
muitos corpos.

O fato de Friedmann nao ter modelado microcolisdes ou processos dissipa-
tivos nao significa que eles nao existam no universo; ele descreve a restrigao
estrutural dindmica do universo conservativo e em conformidade local com No-
ether. Ondas gravitacionais ou formagdo de um corpo celeste sdo mecanismos
dissipativos. Mesmo que sejam processos locais energeticamente balanceados, o
saldo modifica a propor¢ao material e imaterial.

Na compreensao de Prigogine, sistemas abertos criam ordem a partir do
caos, mas eles precisam de um “cenério” e de condi¢oes de contorno fisicas
para fazé-lo. A métrica do espaco-tempo de Friedmann é esse cenério, porém
em um instantdneo absoluto, imune a ser dissolvido em mera estatistica de
probabilidade.

O formalismo normalizado, no que seja similar a Friedmann, opera sobre
uma restrigao estrutural dindmica; apesar disso, também apresenta condigoes
dissipativas explicitas.

A irreversibilidade do tempo é fendmeno holistico, e a entropia é conceito
macroscopico emergente. Essas formas nao reducionistas vém de interagoes
subjacentes, descritas por macrovaridveis. A forma analitica (micro), como a
de Friedmann, opera em um nivel de idealizagao que ignora a flecha do tempo;
sintética (macro) de Prigogine.

A abordagem de relagoes sistémicas que possuem um discriminante carac-
teristico na forma de macrovariaveis evita a armadilha do trilema de Miin-
chhausen. Linearizar recai em regressao infinita intratavel, enquanto principio
axiomatico postula que o estado geral das coisas necessita de condigoes de con-
torno apropriadas, como um horizonte de espago e uma janela de tempo. A
autossimilaridade é defini¢ao circular, mas o entendimento que é sintomatico de
fenomeno holistico pode ser resolvido em sua escala macro.
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A assimetria temporal nao precisa estar escrita nas leis microscopicas da
gravidade para ser real. Ela emerge como uma restricao global do sistema.
A expansao do espago-tempo de Friedmann impoe uma condigao de contorno
dindmica para todo o universo. Como o espag¢o estd mudando de tamanho,
os sistemas de particulas dentro dele nunca conseguem atingir um equilibrio
termodinamico estatico definitivo. E a propria expansao geométrica que forca
0 universo a ser um sistema aberto longe do equilibrio, criando o gradiente
necessario para que as estruturas de Prigogine (galaxias, vida, fractais) surjam
e se organizem.

6.3.2 Estrutura Cosmoloégica

Pela motivagao conceitual, a abordagem é conciliar continuidade da rotagao
hiperboélica com distribuicao dindmica.

Ponto de inflexao é uma proposi¢ao de expansao ou contragao. Em continui-
dade & proposta iniciada em [5.2.3], ponderar sobre a fundamentagao mecénica.

O formalismo normalizado, em razao de reciprocidade, |Tig| carece de uma
algebra de métrica. A resolucdo de miltiplos corpos é feita pela resultante de
forga. Em seu equilibrio, e em condigoes de serem suficientemente fracos, pos-
sibilita composicao por equivaléncia métrica, como em . A conjuntura
propicia a formulagao da representacao métrica por um “casco cosmologico”.
Nesse quadro, as grandes distancias cosmoldgicas nao produzem atragao sig-
nificativa por um corpo individual, e, em conjunto, a simetria por diregoes
antipodais possui resultante neutra.

Localmente, a resultante nula e sua vicinidade sao despreziveis, ainda assim,
relevantes para definicao de uma condigao de inflexao necesséria para a norma-
lidade. Em outra exigéncia métrica, essa aditividade deve ser delimitada por
um volume de controle da distribuicao material.

A definigao é intrinseca de cada posicao, e a situacdo, embora conveniente,
é contestavel em uma inspecao inicial. Escolhido um ponto, a insercao em
um casco produz uma vicinidade que, na auséncia da atragao sustentada pelo
proprio corpo, virtualmente é propensa a repelir, dado estar fora do ponto de
equilibrio, enquanto cada ponto enxerga o outro em situacido equivalente. A
contradigao é que seria uma clara violagao do principio classico em que se apoia;
entretanto, a representacao é para manifestagao em uma escala total do espago-
tempo em conjuncao com os efeitos ignorados pela cléssica.

A despeito do fato de a gravitagao ser primariamente atrativa, o invari-
ante da rotacao hiperbdlica pode induzir uma reacao contraria, como a acgao de
vis-redux na fig. [2a], observada na reciprocidade métrica em escala local. O
modelo da conta dos efeitos relevantes entre dois corpos isolados, e a questao
em aberto é sobre a descoberta dos efeitos induzidos pela interagao de varios
corpos. Ainda motivado por vis-redux, o perpetuum mobile na oscilagao natural
dos corpos seria candidato para interagoes secundarias que manifestam disso-
nancia na harmonizacao de sua ondulatéria. Um fundamento mais refinado:
campo proximo, campo distante pelo seu desacoplamento harmonico. Ainda
que nao faltem hipoteses para um mecanismo, o foco do presente restringe-se a
constatagao e mensuracao do fenémeno.

199Movimento relativistico entre dois corpos exclui o terceiro. Triangulagdo entre métricas
nao ¢é direta.
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6.3.3 Modelo Extra-Hiperboloide

No espago-tempo de Minkowski, as variaveis do movimento podem ser represen-
tadas em unidades naturais, com isso, funcionalmente mapeéveis em unidades
hiperbolicas. Seguindo a assinatura (—,+,+,+) e considerando apenas uma
das diregoes espaciais, a identidade hiperbdlica sobre a hipérbole unitaria:

S A e [

Segue dessa identidade, aqui denominada primeira identidade hiperbélica, a
equivaléncia ao invariante de velocidade em unidade natural por correspondéncia
paramétrica ao angulo hiperboélico.

ﬂo =tanh(u) (6.78a)
= cosh(u) (6.78b)
ﬁl =tanh(u) (6.78¢)
~B1 =sinh(u) (6.78d)

O argumento funcional, &ngulo hiperbélico, faz correspondéncia pela equi-
valéncia parametro funcional ao Doppler relativistico longitudinal.

= arctan = 1n ﬂ = fs
u(z) = arctan(B) =1 < 1_/3) 1<fr> (6.79)

O deslocamento de frequéncia devido ao Doppler relativistico longitudinal
permite aferir a velocidade por uma frequéncia de emissao conhecida z = f,/ f;..

2 _
B1 = tanh[In(z)] = o 1 (6.80)
Por essa expressao:
(z=1) = (B1=0) (6.81a)
(z—=0) = (B ——1) (6.81D)

No contexto da relatividade restrita, diversas variantes de modelos de movi-
mento hiperbélico foram propostas no estudo de referenciais acelerados. Entre
eles, o destaque vai para Rindler[90], aqui entendido no surgimento de um ho-
rizonte por condigbes do gradiente de velocidade; e Born[5], pela condigao de
continuidade do espago proprio.

Nesses modelos, assim como na métrica holonémica, a aplicagao é cinemética
e a abordagem é feita por coordenadas. Consequentemente, a forma bilinear
nao possui a unimodularidade para compor uma métrica normalizada, além do
exposto X.

Por outro lado, a abordagem normalizada de aceleragao por existéncia e
continuidade da rotagao hiperbolica, vista em [3.2.2], requer um escalar de cur-
vatura nao nulo, visto em [3.2]. A parte critica é mapear um espago em varidveis
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espaciais e sua continuidade. Visto na sec. [£.4.3] a normalidade métrica é um
imperativo categorico topolégico; cabe a escolha de uma representacao capaz de
satisfazeé-la.

Uma segunda composigao de identidades hiperbélicas, ou forma extra, satis-
faz invariante de rotagao hiperbodlica entre as componentes temporal e espaciais
do tensor velocidade.

1 = cosh®(u) {tani(u)} {_ tart)hQ(U) Cotl(l)Q(u)} L}an%l(u)} (6.82)

Duas novas variaveis sistémicas, em acréscimo a (6.78af), sao introduzidas
pelo tensor métrico.

g% = — tanh®(u) (6.83a)
g't =coth?(u) 200 (6.83Db)
B! =coth(u) (6.83c)

Do exposto anteriormente, o deslocamento de frequéncias é promovido pelo
efeito da velocidade. Porém, o mesmo efeito também é obtido pela métrica.
Cabe ressaltar que, diferente dos casos relativisticos anteriores, o resultado nao
é obtido na combinagao por superposi¢ao: ou se considera um, ou outro.

Dado o contexto, torna-se oportuno formalizar a origem da métrica de dis-
tribuicao dindmica da matéria. Pela admissibilidade, conjectura-se que tenha
por base a dissonancia harmoénica no comportamento ondulatério individual de
cada corpo material relativo & perda de acoplamento pela laténcia em campo
distante que, por efeito coletivo, emerge em recessao. Os corpos tornam-se
energeticamente distantes uns dos outros. Pela qualidade métrica de distorcer o
espago, o aumento da energia necessaria para alcangar outro se manifesta com a
distancia. De outra maneira, uma perda de energia, em que nao ha uma forma
convencional de emissao, a dissipagao é entropica pela energia da organizagao
do espaco.

O importante na explanagao esta no entendimento que nao ha um campo de
velocidade convencional, como ocorreria em um fluido estacionario. A auséncia
de vinculacao também pode ser explicada, como efeito estatistico da distribuigao
dinamica.

A descrigao inicial possui uma ambiguidade interessante: ou a frequéncia é
equacionada por Doppler, como seria no espago plano, portanto dependente da
velocidade; ou a modulagao ocorre ao longo da curvatura temporal do espaco,
portanto dependente da posicao. A despeito da dualidade, ambas as formas sao
proveitosas em expressoes.

O angulo hiperbdlico da métrica é elaborado para formulagao de coordenada
espacial por onda evanescente. Segue de (6.53)), as frequéncias de emissio ws =
27 fs e absorgao w, = 27 f;. sao relacionadas por:

wr = —cOr exp(—w;sr/c) (6.84)

2000 uso de covariantes (Bo; 1), no lugar das contravariantes (89; (1), especifica medidas
m “verdadeira grandeza” por congruéncia com unidades utilizadas pelo observador.
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Fazendo —u = —w,r/c, e tomando que —u(z) = In(z) = arctanh(y/—goo),
tem-se:

“r _ exp(—wsr/c) = exp(—u) (6.85)

Ws

exp(—wyr/c) = exp(—u) (6.86)

Em uma inspecao inicial, a especificidade da frequéncia nao é necessaria, so-
mente o decaimento. Todas as frequéncias decaem 4 mesma taxa, nao havendo,
portanto, frequéncia preferencial. Assim como a aceleragao independe de massa
acelerada, ha uma regra de proporcionalidade. Portanto, essa frequéncia ob-
tida pela métrica, embora coincida com o fator de deslocamento do Doppler
por velocidade, nao se trata de uma frequéncia extrinseca como a da emissao
cinemaética, mas de uma frequéncia intrinseca, como nos casos em que expressao
€ proposta.

A variavel espacial satisfaz a continuidade métrica da rotagao hiperbolica do
tensor velocidade pela trivialidade da dimensao espacial. Entretanto, quando se
considera mais de um corpo, uma distancia com origem comum no ponto central
resultaria, considerando a distribuicao dos corpos, no desencontro da modulagao
entre velocidade e posicao. Sendo assim, a coordenada nao é um mapeamento
que unifica posi¢goes por um ponto central; trata-se da distancia com relagao ao
horizonte relativistico. Uma medida do quanto deve ser percorrido para alcangar
a posicao superluminica.

Nesse referencial, a distancia é especificada com auxilio de um raio reverso 7,
medido em sentido contrério de r e a partir do ponto R,, que marca o horizonte.
Assim. r* = (R, — r) e a variavel auxiliar podem assumir valores positivos ou
negativos, necessério para investigar posicoes superluminicas. Nessas condigoes,
enquanto 31 e velocidade por coordenada, r = ¢ é medida em espaco proprio.
Nos parametros sistémicos, observa-se o quadro geral:

(z—=1;81 =0q) = (u — 0; g°° —0%; r =0) (6.87a)
(z—=0; fr=14) = (u — 00; —g% — 19 r = o0) (6.87b)

As velocidades podem ser expressas por sua dependéncia temporal r = c7.
Assim, y(Zo; #1).

~yep =c cosh (—c cr) do (6.88a)
. W
~yv1 =csinh (?07) 0 (6.88b)

A integral de dx,/dT = v, fornece as variaveis coordenadas (zo; 21).

1 . Wy

cto = oge sinh <?cr) 0o (6.89a)
Wi

1 = oge cosh (?CT) 01 (6.89b)

204



O célculo involuto do paradmetro métrico é: P-EI

t= [at= [ —eir -
/— g0

1
=—1In ‘cosh (&7) ’ +Ci=t+C 202 (6.90)
c

Wi

O tempo involuto, sub-multiplo de 1/wy, é ligeiramente menor que o tempo
paramétrico, resultando em uma velocidade maior. Com o efeito dessa aberragao
involuta, a posicao estara deslocada com relagdo ao que se apresenta parametri-
camente, e a defasagem pode ser entendida como uma certa incerteza. O espago
curvo é “acelerado”, em que a falta de linearidade impede o uso da transformagao
de Lorentz.

A expressao apresenta a laténcia do tempo, a transformacao do tempo que
ocorre no intervalo de tempo que se desloca. O significado fisico é mais facil-
mente compreendido quando expresso no dominio da frequéncia. O andamento
do tempo, contagem de ciclo de uma frequéncia, deve estar em sincronia com
a frequéncia temporal da posicao métrica; de outra forma, haveria perda de
simultaneidade. A defasagem temporal é salientada no célculo pela auséncia de
métrica, em que se teria t(f) = [dt = [d(1/f).

Com isso, x seré sub-multiplo do comprimento ¢/w,.

z=S1n ’cosh (&07')‘ +Cy=ct+Cy (6.91)
Wy c

A aproximagao das expressdes de = e t involutos para uma reta identidade
é tanto melhor quanto maior for o tempo proprio, simplificando a inspegao em
longas distancias. Como a razao entre eles ndo se modifica, ndo hé a moderagao
métrica de velocidade observada na razao homologa entre as variaveis de ((6.89a)).
O efeito de aberragao involuta da velocidade cineméatica pelo acoplamento tem-
poral da métrica é mais prevalente em “campo distante” cumulativamente do
que em “campo proximo”; afetando a medida do deslocamento z.

A especificidade da frequéncia é resolvida na substituicio H = w, para o
parametro de Hubble. A relacdo com a velocidade na posicdo métrica é obtida
na substituicdo ¢ = v¥/B%. A expressdo da posicio involuta torna-se:

1 4 Hr Hr
x=—v"In|2cosh | — | | tanh | — | &k (6.92)
H c c

A aberragao na velocidade é posta em evidéncia ao isolar a velocidade na
expressao:

Hx .
vg = ~ ctanh <w—cr) (6.93)
c

Hr
In |2cosh [ —
c

201Involugdo de r no parametro funcional guv(r) com relagio a sua integral r = ¢ [ dt, dada
em (4.84]). Também é associado & defasagem posicdo-momento. Ver texto que remete a nota

[7), o também sec. [LA5]e sec. [L21],

2Uma boa aproximagio para x grande: z ~ In|cosh (z)| 4 In(2), ou seja, uma boa substi-
tuicdo é C1 = zo + In(2).

205



Reformular a congruéncia das velocidades 6;v*(z,7) = v(x) para a defini¢do
de um campo de velocidades resulta na lei de Hubble.

1
x = Hv(x) (6.94)

Nessa forma, tomando que o tempo é infinito por , nao possui restri-
¢ao de velocidade. O significado fisico da velocidade superluminica é a perda
da causalidade; com isso, deixa de ser equacionavel pelo tensor normalizado. A
delimitacao natural de um volume de controle para também encontra
concordancia com o horizonte de espago [5.1.2] e a janela de tempo [5.3]. Ainda
que espago e tempo nao sejam finitos, o alcance da causalidade promovida pela
métrica o é. Uma representacao superluminica apropriada sera obtida no ma-
peamento por coordenadas e horizonte de Rinder.

Em consequéncia dos pressupostos apresentados, deve-se esperar uma varia-
bilidade nas medidas do mapeamento pela interacao de trés fatores: o primeiro,
as coordenadas sao tomadas por referéncia a distdncia da superluminica, o raio
reverso. Segundo, segue uma lei de distribuigao dindmica, nao um campo de
velocidades rigido. Por fim, tem por base o deslocamento Doppler longitudinal.
Ainda que o modelo ignore a velocidade peculiar, o efeito pode estar presente
pela interagao com corpos da vicinidade ou algum evento passado.

S _ v(1 4 Bcosb,) (6.95)

fr

Os valores atuais para a constante de Hubble variam de acordo com a téc-
nica apropriada a populagdo amostral. A medi¢ao “primordial”, pela radiagao
cosmica de fundo com referéncia indireta na regressao pelo modelo preditivo da
taxa de expansdo, fornece um valor para H = 67.4 + 0.5 (km/s)/Mpc, cerca
de 2.184 4 0.016 x 10! (1/s) em unidade do sistema internacional. (Mis-
sao planck). A medicdo de campo “tardio”, medida direta extrapolada da
escada cosmica por escala de distancias extragalaticas, fornece um valor de
H = 74.03 £ 1,42 (km/s)/Mpc, cerca de 2.3991 + 0.04602 x 10718 (1/s) no
sistema internacional de unidades. (|[JWST)

Por coincidéncia numérica, um valor de referéncia rapida para a medida no
SI pode ser dado por:

log(y)
2997924582

=2.3253 x 10718 0= (6.96)

O valor é intermediario entre as duas categorias de medigao e, nas unidades
convencionalmente adotadas na medigao, é 71.7512 (km/s)/Mpe. Reiterando
que o valor nao deriva de qualquer expressao, um outro valor proximo, seguindo
a mesma heuristica, seria In(y)/(2¢?) = 2.6771 resultando 82.6067 (km/s)/Mpc.
Em ambos os casos, as unidades dimensionais sao incompativeis com o experi-
mento observacional.

Meétrica normalizada nao varia intrinsecamente no tempo; extrinsecamente
trata do transporte dos corpos. Nesse caso, porém, o transporte decorre no
tempo e afeta todos, o que, por codeterminagdo, redefine a métrica. Apesar
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disso, o contraditério vem de [5.1.2], com o modelo evolutivo de Onsager nao
abordando evolugao para além da tendéncia de “arranque”. Uma concepgao de
evolugao viria por autossimilaridade, em que uma escala caracteristica, por ser
uma taxa de evolugao invariante, permitiria retroceder ou progredir nas macro-
variaveis do sistema.

6.3.4 Coordenadas e Horizonte de Rindler

A adaptagao das coordenadas de Rindler sistematiza as linhas-universo de refe-
renciais acelerados de tal feito que concordem com o mesmo horizonte.

Considera-se, por analogia, a perspectiva de acompanhar a linha-universo
(ct,T) de observadores em seu movimento “acelerado”. Ainda que o movimento
nao gere aceleracao intrinseca (nao-inercial), extrinsecamente o sistema de co-
ordenadas moéveis nao possui velocidade constante, e os formalismos se rendem
ao mesmo de ser nao-covariante.

Os referenciais movem-se com aceleragio propria pela equivaléncia ¢2/a, =
¢/wy. Prosseguindo de e , mutatis mutandis, as coordenadas
de posicao generalizada T e coordenada de tempo generalizada t descrevem
a perspectiva de um observador sob aceleragao constante a,. A condigao de
movimento faz surgir um horizonte de Rindler em R, para cada observador .
Admitindo que:

~ 1 t
¢t =—— arctanh (C> (6.97a)
w/c x
T =va? - 2t? (6.97Db)

O tempo ¢ denota a linha de simultaneidade do observador movel. (0]
dominio da funcao de arco hiperbélico limita a velocidade. Linha-universo z,
por , é a distancia propria (pela origem), considerando a aceleragio e o
tempo (dilatado pela métrica/acelera¢ao da linha-mundo), enquanto o tempo
proprio € expresso por 7 = (Ta, /c?)t.

O referencial (cf, Z) é acelerado; assim como nao é possivel transformacao
de Lorentz na transformacao anterior, o mesmo acontece na inversa. A trans-
formacao é obtida de (6.89a)), na substituigao = ¢/H.

ct =7 sinh (Hcf> (6.98a)
c

x =2 cosh (Hcf> (6.98Db)
c

Prosseguindo de (6.97b)), a substitui¢do de x = ct + xg é obtida por (6.91).
Com isso, a posigao do referencial movel em dependéncia a sua linha de simul-

taneidade temporal torna-se:

72 =2 — (ct)? = (ct — 20)® — (ct)? = T =zpexp (fcf) (6.99)

203Distancias T pela unidade de medida dos observadores acelerados que compartilham o
mesmo horizonte de Rindler. Tempo ¢ pela linha de simultaneidade para o respectivo obser-
vador.
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A velocidade nas unidades de espaco e tempo do referencial movel é:

d—f =0 exp (a—*ctj (6.100)
d Ry c?

A condigao superluminica é obtida de duas maneiras. Dependendo da escolha
de xg, o referencial ja desenvolve a velocidade em excesso. No caso contrario,
ainda assim a velocidade cresce indefinidamente; em algum instante ird superar
o marco relativistico.

As transformagoes entre sistemas de coordenadas ilustram a interpretagao
de covariancia apresentada na sec. 2.8 O fato de as transformagoes, tanto
temporalmente entre e quanto espacialmente entre e
(6.98b), ndo serem lineares correlaciona-se com o fato de serem nao-covariantes
diante da preservagao de normalidade na forma hy, = J'J} gmn. Embora a
expressao de energia nao seja conhecida, o efeito na forma de aceleragao o é, e o
processo é conhecido pela descrigao ganho energético presumido da aceleragao.

A aceleragao em si segue o transvio geodésico [£.33] embora a variagao de
energia nao se converta em emissdo/absorgao propriamente dita. Esse desba-
lango encontra explicagdo na autopropagagao da onda métrica da sec. [6.2], se
considerar que os corpos conservam energia por uma onda estacionaria refletida
entre eles em “campo préoximo”, e que em “campo distante” o tempo de propa-
gagao inviabiliza o laco de estimulo-resposta entre as interagoes até desvanecer
por completo na alienagao da causalidade. Porém, devido a natureza particular
da explanac¢ao, nao se demonstra como a distribuicao de matéria que motiva
o desenvolvimento contribui no mecanismo ondulatério dessa interferéncia des-
trutiva para além do que ja é expresso na indugao da métrica de estado.

6.3.5 Grupo Extra-Hiperboloide

O modelo extra-hiperboloide, apesar de ser um grupo, nao é contemplado pela
sec. [6.2.3]. A secdo traz o encaminhamento desse adicional pela forma exponen-
cial.

Dadas as identidades:

In | tanh(az/2)| = — arcoth(cosh(ax)) = — arctanh(sech(az)) (6.101a)
In |tanh(az/2)| = — In| coth(az/2)] (6.101b)
In| coth(az/2)| = arcoth(cosh(ax)) = arctanh(sech(ax)) (6.101c¢)

Torna-se adequado substituir as componentes métricas de (6.82)) pelas ex-
pressoes:

—tanh®(z) =e ™™ exp(—2 arctanh(sech(2z))) (6.102a)
coth?(z) =e™ %™ exp(2 arcoth(cosh(2z))) (6.102b)

Chega-se ao mapa exponencial homologo a (6.48)):

exp[—2arctanh(sech(2z)) — in] 0
0 exp|[2 arcoth(cosh(2z)) — 2ir]
(6.103)

g =
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7 Consideracoes Finais

A exposigao apresenta o tensor métrico normalizado como um formalismo geral
para interagoes elementares. A forma comum é obtida na complementacao, ao
metrificar as interagoes eletrodindmicas de particulas elementares e por repre-
sentar propriedades ondulatérias gravitacionais.

Em sintese, o desenvolvimento é estruturado na apresentacao e na gradagao
de assuntos inter-relacionados. Inicia pela especificagdo do formalismo tensorial,
abordando desde os rudimentos-base coordenada até a formulacao de conexoes
calculo necessérios na resolugao da continuidade por torgao; em seguida, no en-
quadramento de uma mecanismo dissipativa e com efeitos anisotropicos, trata
da consolidagao do espago pela condi¢ao de continuidade da rotacao hiperbolica.
Também envolve efeitos dindmicos, aberracdo, anomalias e natureza ondulato-
ria devido a simultaneidade de eventos. Prossegue-se com a sintese da curva-
tura pela inter-relacao entre os fendmenos na andlise dos mecanismos causa e
efeito. A conciliagao conceitual é obtida ao recepcionar a mecéanica vigente pela
admissao de novos processos. A consolidacao é encaminhada na producao de
representacao de métrica diversas.

Natureza comum do espago é possibilitada pela resolugao da continuidade
diante da tor¢ao, o que é proporcionado na elevacao da abstracao ao categorico
topoldgico. A intensidade dindmica de modificagao do espago-tempo determina
se 0 parametro predominante na interacdo serda o espago ou o tempo. Am-
bas as categorias topologicas, geometrizavel ou ondulatéria, tém em comum o
imperativo de satisfazer o invariante de velocidade.

A métrica normalizada propoe um refinamento teérico que endossa as teorias
experimentalmente comprovadas, ainda que nao o faga sem descartar interpre-
tacoes teodricas vigentes. Abrange um espectro de fendémenos e processos da
escala atomica & cosmologica.

7.1 Sintese Conceitual

Ao longo do texto, introduzem-se implicitamente conceitos em proveito da de-
nominagao convencionalmente estabelecida para a forma. Um enquadramento
apropriado expoe como todos estao inter-relacionados na coesao sistémica. Em
tempo, apresenta-se a sintese desse quadro sistémico.

Métrica normalizada é uma forma bilinear cinematica, um operador diddico
para representacdo pontual dos corpos. Em uma leitura simples, tem funcgao
homologa ao operador quantico de momento (m~!'p)?, mas sobre operandos
diferentes na composigao da operagao entre dois elementos. Corresponde a uma
operagao de evolugao hiperbolica do espago de momento em uma representagao
espacial do corpo.

Unitariamente, opera sobre a velocidade em coordenada espacial v*, mape-
ando para a coordenada cinética local v, passando da intensidade coordenada
para a intensidade real por um fator de calibre do espago-tempo, pelo ajuste
de calibre, dilatagao temporal e contragao espacial. O fator gama aplica efeito
cinematico e a velocidade da luz é obtida pela média geométrica ¢* = y?VFV,.

O carater normalizado indica que opera intrinsecamente, em contraste com
a extrinsicalidade da holonomia. Estabelece a escala de velocidade que deveré
ser satisfeita por uma representacao do espago. Além do acoplamento métrico,
espago como estrutura organizadora da matéria surge da continuidade e conexao
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observadas no tensor de curvatura, quando na fungao descritor do espaco topolo-
gico acompanhado do tensor- energia. Os simbolos de Christoffel relacionam-se
4 anisotropia que a métrica introduz no espago da velocidade.

A normalidade manifesta rea¢oes induzidas pela métrica, ou equacionamento
derivado dela, para preservagao da continuidade do invariante de rotagao hiper-
bolica. Moderacao da intensidade por +,, moderacao da direcao por vis-redux.
Em condigoes extremas, torna-se dissipativo, quer por processo de emissao,
quando na iminéncia do excesso de energia comportada para o invariante; quer
na expansao entropica do espago pela desconexao de agao desprovida de reagao.

Covariancia, na forma normalizada, é a transformacao entre condigoes ener-
géticas bem definidas. A mudanca de estado inercial é acompanhada da evo-
lucdo energética oriunda da forga de reacdo mediante emissao/absor¢ao. Nao
é esperado que se conhecga transformacao covariante por motivagao puramente
coordenada sem que se conhega a transformacao de energia envolvida no pro-
Cesso.

Dinamica oscilatéria é evidenciada na ressonancia entre corpos. A formula-
cao relativistica como um todo é apropriada ao equacionamento de onda. Uma
distingao qualitativa entre os tipos de onda que se superpoem é necessaria.
Onda basal de acoplamento, atragao entre os corpos. Constitui o estado vibra-
cional permanente por emissao corpérea em ressonincia com a vicinidade. Em
conjunto, flutuagoes basais sao estocésticas e constituem o estado fundamen-
tal do espago-tempo. Ondas de amplitude orbital sdo perturbagbes métricas
transientes de amplitude coerente. Uma terceira qualidade: ondas métricas de
acoplamento ressonante em que uma componente radiante vibracional efetiva-
mente se desacopla da fonte, por desarmonia com o transiente, para realizar o
transporte radiante de energia. Esta tltima corresponde ao excesso liberado na
preservagao do invariante hiperbélico.

As diversas partes cooperam entre si na preservagao do invariante de veloci-
dade.

7.2 Recapitulagao

Seguindo a proposta de que coordenadas nao devem possuir significado fisico,
a sec. [ faz consideragoes sobre as consequéncias cineméaticas do movimento da
base, resultando na eliminacao de dependéncias implicitas de simetrias holono-
micas no acoplamento entre base e varidveis paramétricas.

Restri¢oes holondémicas empregam simetria na simplificagao de forcas redu-
tiveis por variaveis circulares, sec. [2.1]. Embora proveitoso em forgas mapeéveis
por posigao, forcas dependentes da velocidade devem atentar a condigoes rela-
tivisticas. Entre as peculiaridades que cada simetria introduz, sistema esférico,
sec. [2.2] é de interesse da simetria central.

Parametrizagao na representacao da mobilidade da base também possui re-
lacao com a linearidade das transformagoes na configuragao de variaveis que
formatam as simetrias, [2.3].

Para uma base com independéncia paramétrica, é necessaria a separagao
entre os efeitos paramétricos autorreferenciais na mobilidade da base (implicitos)
e a representacao por identidades de operagOes vetoriais. Obtém-se base por
transformagao ortogonal, [2.3.1]e[2.3.2]. Essa base normalizada possui velocidade
com homogeneidade dimensional e transformagoes lineares[2.3.3]. Nesse sistema,
a velocidade ¢ expressa por coordenadas isométricas [2.4].
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Uma vez que as expressoes da velocidade e da base estejam determinadas, é
possivel escrever o invariante de Lorentz com o tensor métrico dado pela forma
bilinear da base.

A definigdo métrica é consequente em como a curvatura intrinseca do espago-
tempo ira se manifestar. Espacialmente, a atragao por uma resultante direcional
é coerente com uma tnica direcao espacial e, junto a essa restricao, a norma-
lidade métrica é resolvida por uma componente de variagao temporal. Na sec.
2.5]: caracterizacao em duas curvaturas principais, simbolos de Christoffel e
formulacao funcional da métrica. particularidade métrica nao varia intrinseca-
mente no tempo.

O calculo tensorial exige uma derivada direcional que preserve a covaridncia
das expressoes. Sec. apresenta derivada covariante-paramétrica capaz de
representar o isomorfismo na mobilidade da base, resolvendo as questoes de
dependéncia paramétrica por transformagao ortonormal.

Obtencao da geodésica pela expansao da derivada covariante na métrica
normalizada, sec[2.7.1], explora o acoplamento entre os termos espaciais e tem-
porais; essa complementariedade é explorada na simplificacdo da equagao ge-
odésica. A sec. apresenta a decomposicao da equagao geodésica e rea-
grupamento de termos pelas relagoes funcionais implicitas pela apresentacao do
elemento de volume e cruzamento no jogo de indices.

A sec. 27:2]trata do acoplamento temporal, uma vez que a métrica nao varia
intrinsecamente no tempo e sua variagao extrinseca pela derivada covariante.
Nessa abordagem, a extrinsicalidade do tempo torna-se uma questao sistémica
e de simultaneidade. A conformidade do transporte paralelo e ortogonalidade
tensorial invariante de velocidade do novo operador ¢ analisada na sec. [2.7.3]
pela formulagao mecénica da expressao de Euler-Lagrange na perspectiva da
derivada covariante temporal.

Prosseguindo na simplificagdo geodésica, a sec. propode a substituicao
de simbolos por expressoes de significado mecénico que explorem as peculiari-
dades da diregao cardinal espacial.

A definigdo de ortogonalidade e sua continuidade no transporte paralelo,
na 2.7, estabelece critério para o balanceamento direcional e equacionamento
entre os termos, permitindo a reformulacdo, na sec. [2.7.6], da resultante geodé-
sica que faz explicita a distingao entre os efeitos intrinsecos & posigao e aqueles
induzidos pela velocidade, tanto em diregao quanto em magnitude.

Em sintese da base normalizada, a sec. [2.§ faz a ponderagao sobre signi-
ficados e transformagoes, que nao se limita a coordenadas e é mais relevante
quando correlata a variagoes energéticas, enquanto a sec. [2.9) arremata ortonor-
malidade de transformacgoes isométricas e peculiaridade covariante do simbolo
de Christoffel. Conciliacao de Covaridncia e Energia com a base movel e Orto-
normalidade.

A proposicao de covariancia da base normalizada é posta em pratica ao longo
da sec. [3] pela demonstragao de covarincia na transformagao entre sistemas de
coordenadas, o que é obtido por representacao por identidades de operagoes
tensorais. O critério é revelador, e a resolucao preliminar da sec. pelo
reagrupamento de indices expoe conflito entre simetria e comutagao.

A resolugao do impasse inicia-se na formulagao de critério da sec. [3.2] pela
proposicao de uma dindmica hiperbodlica e sua formulacao a partir de instanta-
neos da métrica de Minkowski. Além disso, ao longo da transformacao cartesi-
ana e condizente com o equacionamento, é apresentada mudanca de conceitual:
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base atende & isometria cinemética da rotacao hiperbélica e concordancia com
a invaridncia do volume espaco-tempo.

A decomposicao em da base operagoes de projegao e rejeicao complemen-
tares & identidade é apresentada na sec. Nessa segunda decomposicao
da base, ha necessidade de reformulagao das operagoes e da reconstitui¢ao da
transformacao de Lorentz pela identidade das operagoes de projecao e rejeicao
da sec. [3.2.1| é caracterizada por rotacao hiperbdlica entre as dire¢oes cardinais,
operando a contragao espacial da diretrix em contraparte a dilatacao temporal.

A sec. [3.2:3] estabelece que o critério de preservagao da isometria do ele-
mento de volume espago-tempo é satisfeito na proposicao de um novo operador
de produto interno e que atenda a resolugao do conflito de simetrias. A sec. [3.2:4]
apresenta a forma cartesiana do tensor normalizado e concilia sua caracteristica
métrica como operador bilinear de grupo continuo.

A sec. [3:3] confronta as transformagoes ortonormais de coordenadas isomé-
tricas com a aplicagao mecénica, o que aponta a necessidade de novos critérios
de continuidade coordenada para a nova formulagao. A sec. [3.4] elabora sobre
especificidades dos simbolos de Christoffel na forma normalizada e sua decom-
posicao em operagoes espaciais, bem como o significado mecénico anisotropico
de desvio intrinseco induzido pela velocidade.

O desenvolvimento prévio apresenta solugao & transformacao entre sistemas
de coordenadas, mas a abordagem inesperada deixa em aberto a consisténcia
das representagdes que se possam fazer por ela. A sec. [4 investiga conexao e
continuidade da proposta normalizada, e expoe consequéncias mecanicas diretas
e sistémicas da estrutura do espaco-tempo. A premissa principal é a mudanca
categorica da natureza intrinseca que fundamenta o tensor métrico. A segao
inicia-se pela contextualizagao e defini¢oes preliminares, e segmenta-se ao final
na elaboragao de curvatura[4.4] sua agao [£.5] e a resolugao de torgao [£.6]

Conceitualmente, o principal diferencial da proposta normalizada é esquivar-
se da holonomia desde a definicdo da base. No desenvolvimento historico, a
sistematizagao mecéanica fundamenta-se geometricamente em propriedades in-
trinsecas do espago, o que ¢ brevemente visto em [£.1]. Em proveito desse valioso
legado, é necessario reformular as defini¢coes intrinsecas, evitando-se holonomia.

Representagao holonémica possui limitacoes incontornaveis na representacao
intrinseca por coordenada. Simetrias e escolha do sistema de coordenadas inad-
vertidamente introduzem holonomia, dada a necessidade de simetria e comuta-
¢ao do respectivo discriminante, exposto em [£.2.1]. Por outro lado, velocidade
relativistica deve ser independente do espago e, ainda que implicito, holondmica
introduz essa dependéncia. A sec. [1.2.2) cogita as questées inerentes a mani-
pulagao simbolica, e a sec. 3| estuda a conveniéncia de promover a variavel
cineméatica: trocam-se trés problemas (dependéncia, falta de homogeneidade
dimensional e isometria) por um tnico, continuidade.

A sec. [£3] formula continuidade pela varidvel cinematica no modelo de rota-
¢ao hiperboélica. A representacdo por transporte paralelo no espaco coordenado,
o caminho de equilibrio inercial, é expandida para abranger o transvio com
referéncia a0 mesmo equilibrio inercial. As duas questoes do calculo tensorial
resultam na formulagao do tensor de curvatura. Compatibilidade, na sec. [£.3.1],
versa sobre manipulagao simbélica no transporte paralelo pela operacao diferen-
cial do céalculo analitico.

Sec. [£:3:2] aprofunda-se no significado mecéanico de continuidade em desco-
lamentos mecénicos conservativo e nao-conservativo. A previsao de emissao,
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reacao induzida por desvio e rebalanceamento sdo resultantes das férmulas de
balanco e dissipagao dadas nos critérios de ortogonalidade do transporte paralelo
e quantificagdo do deslocamento mecéanico das condi¢oes de movimento.

A sec. [£4] sintetiza as relagoes de balango energético em um discriminante
de continuidade por variagoes de segunda ordem das relagoes hiperbolicas. A
sec. [f4.] trata da conjugagao da reciproca entre espago e tempo em variagoes
de ordem superior consolidadas na sec. com o desenvolvimento tensorial
para um escalar representativo da continuidade. A previsao de propagagao e au-
totransporte, bem como emissao no desvio geodésico, sao elementos decorrentes
dessa definicao de curvatura e de sua agao.

As sub-se¢oOes seguintes buscam resolucao da representacao no espaco. A
sec. discorre sobre continuidade no espaco coordenado e escolha topolo-
gica sob analise funcional. O mapeamento faz contingéncia sobre anomalias,
aberracoes e necessidade de delimitagao de variaveis de contorno do espago.
Também apresentam-se elaboragoes de formalismos tensoriais. A sec. [1.4.4] re-
ferenciais canénicos para resolugao do equacionamento geodésico no espaco em
caso extremo de atragao de simetria central. Equilibrio de dois corpos é anali-
sado na sec. A manifestacao de aberragoes e anomalias é acompanhada
de auto-oscilagao. A sistematizacao da complexidade dindmica é obtida por for-
mulacao ondulatéria pelos referenciais canénicos e frequéncia natural. Segue,
consequentemente, a necessidade de distingao e identificacao de elementos mate-
riais e imateriais na composigao sistémica. A sec. [£.4.6]discorre sobre significado
mecanico e interpretagoes pela dinAmica ondulatéria. A representagao pontual
é projecao de um ponto de contato da resultante observavel pelo acoplamento
ondulatorio intrinseco.

O aprofundamento do comportamento imaterial, propagacao e autotrans-
porte culmina na revisao dos precedentes historicos da sec. [L5]. A sec. [£.5.1]
elabora sobre as peculiaridades da autopropagacao imaterial, com destaque na
velocidade constante, portanto aceleragao nula, e variacao de energia mesmo na
auséncia de forga pela dependéncia da frequéncia.

A codeterminagao sistémica entre material e imaterial em um sistema de par-
ticulas é vista na sec. [£.5.2]em quatro segmentos, o primeiro que descreve a parte
material como resultante da atracao propagada de uma organizagao sistémica
estacionéria. A parte imaterial, segundo segmento, estabelece em equivaléncia &
primeira por externalizagao por representagao pontual da resultante de massa,
em representacao reduzida. O terceiro segmento aprofunda na composicao in-
terna da distribuicao de massa em equilibrio de um sistema de particulas. O
quarto segmento, delimitacdo do contorno, significado fisico da representacéao.

A proposi¢ao de uma natureza comum no acoplamento ondulatorio métrico
e generalidade de onda independente da natureza é apresentada na sec.
Postula-se que a compositividade de resultante por superposicao ondulatoria é
demonstréavel em sistema de particulas até o fundamental elementar trazido na
férmula de Rydberg.

O formalismo da ag@o de Hilbert para normalidade e sua interpretagdo como
propagagao imaterial em velocidade constante é visto em [4£.5.4], seguido da for-
mulagao energética para o corpo material, em [£5.5], seguido de uma breve
argumentagao sobre simetria e conservagao.

A quarta segao finaliza em [£.6] com a resolu¢ao de tor¢ao na representagao
da continuidade cartesiana holonoémica. Torcao e uma caracteristica da repre-
sentagao holonémica, e a demonstragao consiste no reverso do desenvolvimento
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precedente. Em[4.6.1], evidencia-se a arbitrariedade na escolha da representacao
e conformidade do elemento de linha com respeito & indefinicdo do diferencial
no limite. A sec. ressalta como superficies orientadas evitam ambiguidade
(e anisotropia) e a conformidade do operador de segunda ordem na represen-
tagao explicita por imaginarios e operabilidade de propriedades intrinsecas de
superficies. A sec. @ apresenta uma proposta de representacao cartesiana
holonoémica.

A sec. |p| apresenta elementos sistémicos consequentes do fundamento norma-
lizado; na sec. [5.1], pondera sobre como o condicionante de rotagao hiperbolica
estabelece, mesmo diante da arbitrariedade na escolha da representacao, conver-
géncia sistémica. A regularidade, independentemente de parametros externos,
é consequéncia da condicao de estabilidade intrinseca. Em correlaciona
cardinalidade de dimensoes e diregoes orientadas com natureza relacional na
distingdo de corpos de uma distribui¢do por um critério de ortogonalidade. A
sec. elabora sobre estrutura do espaco-tempo por auto-organizagao e co-
determinacao e suas limitagoes tangiveis ao modelo evolutivo em um sistema de
particulas.

A meétrica normalizada presume inércia intrinseca na continuidade da rotagao
hiperbolica, mas deixa omissa a condi¢ao basal em que ocorra na auséncia de
massa. A sec. [5.2] trata da metrificagao de condigoes de neutralidade mecanica.
O significado mecéanico (ou falta dele) é apresentado na sec. [5.2. A sec.
[£.2:2] analisa a auséncia de propriedades intrinsecas do vacuo, a importacao
pelo transporte e externalizagdo nesse meio solenoidal. A sec. propoe a
composi¢ao do panorama cosmoldgico que concilie a propriedade intrinseca com
referenciais inerciais extrinsecos.

Tempo ¢ um pardmetro extrinseco na métrica normalizada, e a sec. [5.3|
analisa sua externalidade e conclui na resultante que cada observador obtém
da convergéncia sistémica por consequéncia da dindmica de codeterminacao e
autossimilaridade.

A sec. [0] apresenta formulagoes métricas por condigoes estruturais peculi-
ares. A sec. [6.] estuda o equilibrio de uma distribuigdo de massa compacta
assimétrica em razao da rotacao. Em vez da dindmica tensor-energia, o equili-
brio estatico da deformagao é diretamente metrificavel. A sec. [6.1.1] contempla
a forma oblata de superficies equimétricas, deformacgao da simetria esférica, e a
sec. prossegue com a proposta de uma formulagao métrica adequada ao
potencial na convergéncia do limite newtoniano. Sec. [6.1.3] analisa o equilibrio
hidrostético e sua extrapolagao a relativistica.

A sec. @ apresenta formulagdo exponencial da métrica. O tratamento
ondulatorio homogéneo entre o material e o imaterial adequa a dindmica os-
cilatéria & natureza comum, e a sec. [6.2.1] apresenta modulagao de frequéncia
de uma emissdo em condi¢ao estacionaria. A sec. [6.2.2) analisa autopropaga-
¢ao e modulagao de onda métrica em razao ao seu proprio valor. A sec. [6.2.3]
apresenta formalismos da generalidade ondulatoria. Na sec. [6.2.4], dedugao da
equagao de Dirac por consideragao ao transporte paralelo e consequente preser-
vagao da conjugagao de fase na dindmica do processo de modulacao. Na sec.
[6:2.5], equagao nao-homogénea e a formagao de curvatura em presenga material
pela perspectiva ondulatoéria.

A sec. [6.3] formula métrica para representa¢ao em condigao de neutralidade
em macroescala de uma distribuicdo. A sustentacdo conceitual é apresentada
na sec. [6.3.1], que versa sobre efeitos emergentes da auto-organizacao e code-
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terminacao, enquanto a [6.3.2) discursa sobre mecanismos internos de natureza
ondulatéria.

Pressupondo a formatagao métrica adequada a distribuigao, a sec. ela-
bora sobre o efeito de Doppler relativistico nas condigbes métricas. A aberracao
relativistica no acoplamento resulta em distancias defasa a varidveis coordena-
das de uma forma peculiar, em correspondéncia & Lei de Hubble. A secéo se
encerra com ponderacao sobre a variabilidade estatistica inerente ao modelo.

A propensao a condi¢ao superluminica do movimento é analisada na sec.
[6-3:4], e 0 mapeamento por referenciais acelerados e horizonte conclui na con-
sequente perda da causalidade. A sec. [6.3.5] apresenta o formalismo de grupo
respectivo.

7.3 Conclusao

O tensor métrico normalizado constitui-se de uma modalidade mecanica lagran-
giana com extensao para dissipacao. Equaciona, pelo espago de velocidades, o
invariante que uma representagao do espago de posigcoes deve satisfazer.

Espago-tempo possui representagao distinta consoante o dominio de suas
variaveis. Geometrizavel no dominio do espago, ou ondulatéria no dominio do
tempo.

A aplicagao métrica é especifica para interagoes fundamentais em que haja
reciprocidade entre corpos que possam ser considerados pontuais e de massa
constante. A forma pelo tensor energia estende-se a um sistema de particulas.

Fundamentado no balango de momento, opera sobre equilibrio dindmico e a
natureza dissipativa ndo garante a conservacao. Ainda que o marco conserva-
tivo seja contingente, é base para simplificar a complexidade introduzida pelo
balango dindmico.

O formalismo comum descreve fenémenos eletrodinamicos de particula, uma
vez admitida a metrificagdo do mesmo, e fenémenos gravitacionais, uma vez
admitida a natureza ondulatéria dessa.

Relevancia da proposta esta no formalismo comum entre as duas interagoes
expressivas da fisica. O proveito estd no intercimbio do mesmo fundamento
observado em escalas e naturezas distintas.

A correspondéncia néo se restringe as relagoes cruzadas. No equacionamento
das respectivas naturezas, ainda que introduza a complexidade necesséaria na
investigacao de minticias de mecanismos e processos, o formalismo nao se afasta
da correspondéncia com formulagoes convencionais, compartilhando a mesma
notacao.

Embora seja indiscutivel a relevincia do precedente historico e de suas formu-
lacoes originais, o principio da navalha de Occam nos ensina que a proximidade
da verdade costuma caminhar com a parcimoénia. Ao desanuviar o modelo de
camadas acessorias, a simplificacao aqui adotada resgata o nicleo fundamental
do fen6meno fisico. Longe de ser um recuo metodologico, essa escolha valida-se
por oferecer a descrigao mais direta, elegante e operacional da realidade.

Por fim, ainda que surjam divergéncias conceituais, a compatibilizacao é em
beneficio de uma consolida¢ao harmonica.
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