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Resumo

Covariância propõe invariância de transformações coordenadas e a
aplicação em referenciais inerciais permite a resolução de uma diversi-
dade de problemas relativísticos do espaço-tempo. Entretanto, a aplica-
ção gravitacional restringe o uso ao sistema de coordenadas esféricas. A
transformação convencional para sistema cartesiano recai em problemas
de simetria e comutatividade que resultam na descontinuidade do espaço-
tempo pelo aparecimento de torção.

Coordenadas não possuem significado físico e a transformação entre
representações cartesianas e esféricas deve ser trivial. A resolução do ten-
sor métrico em coordenadas cartesianas por um grupo imaginário permite
a resolução da torção da conexão Levi-Civita e, em consequência, conduz
uma série de reconsiderações sobre o espaço-tempo.

A estrutura do espaço-tempo é revelada como construção topológica
pelo fundamento hiperbólico de Minkowski, formalismo que permite re-
presentar tanto as propriedades ondulatórias da gravitação quando a ca-
racterização métrica da eletrodinâmica.

O formalismo normalizado mostra-se produtivo, tanto na demonstra-
ção de sua consistência pela formulação normalizada do equilíbrio hidros-
tático de corpos compactos que sustenta ausência de singularidade (em
alternativa à equação Tolman-Oppenheimer-Volkoff) quanto em sua apre-
sentação de geodesia e corpos rotacionais (em alternativa à métrica de
Kerr). Equacionamento da auto-organização do espaço-tempo pelo ten-
sor momento-energia normalizado, como também questões cosmológicas
sobre inércia, tempo e sua irreversibilidade, caracterização entrópica e o
comportamento em larga escala. Métrica normalizada é um grupo contí-
nuo e permite a demonstração métrica da equação de Dirac, acoplamento
de Yukawa e lei de Hubble, além de ser propositivo em questões conceitu-
ais diversas, como simetria e polarização do vácuo.

Abstract

Covariance implies invariance under coordinate transformations, and
its application within inertial reference frames enables the resolution of a
wide range of relativistic spacetime problems. However, its application to
gravitation restricts its use to spherical coordinate systems. Conventional
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transformation to a Cartesian system leads to issues regarding symme-
try and commutativity, resulting in spacetime discontinuity due to the
emergence of torsion.

Coordinates lack physical significance, and the transformation between
Cartesian and spherical representations should be trivial. Resolving the
metric tensor in Cartesian coordinates via an imaginary group allows for
the resolution of the Levi-Civita connection’s torsion and, consequently,
leads to a series of reconsiderations regarding spacetime.

The structure of spacetime is revealed as a topological construction
through Minkowski’s hyperbolic foundation – a formalism that allows for
the representation of both the wave-like properties of gravitation and the
metric characterization of electrodynamics.

The normalized formalism proves productive both in demonstrating
its consistency – through the normalized formulation of the hydrostatic
equilibrium of compact bodies, which supports the absence of singularities
(as an alternative to the Tolman-Oppenheimer-Volkoff equation) – and in
its treatment of geodesics and rotating bodies (as an alternative to the
Kerr metric). Formulation of the self-organization of spacetime via the
normalized energy-momentum tensor, as well as cosmological issues re-
garding inertia, time and its irreversibility, entropic characterization, and
large-scale behavior. Normalized metric is a continuous group that allows
for the metric derivation of the Dirac equation, Yukawa coupling, and
Hubble’s law, while also offering insights into various conceptual issues,
such as symmetry and vacuum polarization.

1 Introdução
Coordenadas não possuem significado físico, e a representação de um mesmo
espaço deve ser independente da escolha de sistema de coordenadas.

O empecilho prático desse princípio está na forma como o arranjo coordenado
expressa a continuidade diferencial. O surgimento de torção é um obstáculo à
transformação.

O conflito é que a transformação entre sistema de coordenadas deve ser
trivial, e a condição de torção aparece por artifício da representação em uma
escolha particular de coordenada. A resolução proposta transborda a forma
algébrica convencional e refaz o entendimento intrínseco na natureza do espaço.

A refundamentação da base tensorial, seguindo um critério de normalidade,
evita dependências implícitas do espaço de velocidades em relação ao espaço de
posições. Um corpo pode transitar em uma posição com qualquer velocidade,
assim a velocidade é independente da posição. Relativisticamente, a mobilidade
da base deve ser condicionada ao espaço somente pela métrica, não pela arbitra-
riedade de variáveis paramétricas em conveniência da simetria na representação.

Seguindo essa proposição, a resolução cartesiana é obtida pela reinterpreta-
ção da relação entre simetria e comutatividade pela formulação da conexão que
satisfaça requisitos de orientação, além da independência paramétrica.

Como resultado, o formalismo tensorial obtido satisfaz a independência da
representação coordenada do espaço em elevação ao nível de abstração, promo-
vendo a independência da própria escolha topológica condicionada à continui-
dade.

A consequência mais direta dessa nova forma de conexão, também um grupo
contínuo, está em expressar o acoplamento dos corpos no espaço pelo mesmo
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formalismo a despeito da diversidade de natureza ou extremos da escala de
magnitude, o que é demonstrável em equações relevantes de campos distintos
da física. A consistência desse formalismo cria uma perspectiva promissora na
descrição de processos conhecidos e investigação de novos.

Ainda na introdução, a sec. 1.1 apresenta informação sobre a nomenclatura
do tensor, enquanto sec. 1.2 apresenta recorte histórico sobre como o desenvol-
vimento do aparato matemático prioriza a generalidade coordenada em vez da
especificidade mecânica.

A sec. 2 caracteriza a normalidade do tensor pela isometria na forma para-
métrica e preservação da estrutura isomórfica da derivada direcional em trans-
formações, o que é sintetizado na redução geodésica.

A discussão da sec. 2.1 apresenta a motivação do uso de coordenadas genera-
lizadas e sua redefinição na necessidade de evitar o duplo propósito de simetria
ou restrição holonômica no uso de variáveis cíclicas. As considerações específicas
às coordenadas esféricas são feitas na sec. 2.2 , que também aponta questões de
parametrização na representação da mobilidade da base em relação a transfor-
mações. A independência paramétrica na base esférica é obtida ao longo da sec.
2.3, iniciando-se com a decomposição da identidade por operações vetoriais e
transformação ortogonal da sec. 2.3.1 , seguido da elaboração sobre linearidade
das transformações coordenadas, sec. 2.3.2 , e terminando na ponderação da
normalidade pela participação na constituição de uma base, na sec. 2.3.3 .

A formulação de covariância na transformação do tensor velocidade é apre-
sentada na sec. 2.4 , satisfazendo a forma paramétrica da transformação que
preserva a estrutura isomórfica da derivada. A sec. 2.5 explana sobre preserva-
ção do determinante unimodular (elemento de volume), isometria, preservação
da norma por duas curvaturas cardinais: tempo e diretrix espacial. A sec. 2.6,
apresentada a derivada covariante-paramétrica capaz de representar o isomor-
fismo na mobilidade da base na transformação entre sistemas de coordenadas.

A sec. 2.7 se ocupa da equação geodésica pela métrica normalizada e expan-
são derivada covariante-paramétrica. Na sec. 2.7.1 é feita a decomposição da
equação geodésica e reagrupamento de termos, enquanto a sec. 2.7.2 explana
sobre o acoplamento temporal e a consequente derivada covariante temporal.
A sec. 2.7.3 concilia a formulação mecânica pela derivada covariante tempo-
ral. A simplificação prossegue na sec. 2.7.4 , que promove a substituição de
símbolos, e avança pela sec. 2.7.5, com a reconstituição geodésica pela relação
de ortogonalidade entre tensor velocidade e aceleração. A sec. 2.7.6 finaliza
o rearranjo espacial na representação cinemática da equação geodésica. Uma
ponderação sobre sobre o significado das transformações serem correlatas a vari-
ações energéticas é feita na sec. 2.8 , e a sec. 2.9 discorre sobre generalidades de
transformações isométricas diversas e peculiaridades do símbolo de Christoffel
covariante na mudança entre sistemas de coordenadas.

A sec. 3 apresenta representação em coordenadas cartesianas, satisfazendo
a covariância na transformação entre sistemas de coordenadas obtida, mais uma
vez, pela representação por identidades de operações tensoriais. Uma resolução
preliminar é apresentada na sec. 3.1 por reagrupamento de índices.

A reorganização simplificada gera impasse na resolução do conflito de si-
metrias e comutatividade, e a sec. 3.2 apresenta proposição de uma dinâmica
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hiperbólica e sua formulação a partir de instantâneos da métrica Minkowski,
iniciada na sec. 3.2.1, na decomposição da base operações complementares à
identidade: projeção e rejeição. Após reflexão sobre questões de direcionalidade
e preservação de propriedades em espaço plano, avança pela sec. 3.2.2, com a
reconstituição da transformação de Lorentz pela identidade das operações de
projeção e rejeição e breve discussão sobre generalidades sobre transformação e
grupos. A sec. 3.2.3 trata da direcionalidade e preservação de propriedades em
espaço curvo, e a sec. 3.2.4 apresenta a forma cartesiana do tensor normalizado.
A sec. 3.3 complementa o desenvolvimento com a elaboração de transformações
por matrizes ortonormais nas variáveis coordenadas, seguida, na sec. 3.4 , das
elaborações sobre especificidades na forma normalizadas.

A seção 4 é dedicada ao estudo da curvatura por sua conexão (derivada) e
continuidade. Iniciada por um breve recorte histórico, sec. 4.1 , que evidencia o
viés holonômico e generalidade coordenada em vez da especificidade mecânica.
Prossegue com a sec. 4.2 no estudo da representação intrínseca e respectivas
reformulações. Confronto entre o enquadramento holonômico e não-holonômico
e a eliminação da dependência holonômica implícita se inicia na sec. 4.2.1 ,
com a contextualização das peculiaridades de transformações, homogeneidade
e simetria por discriminante para formas diferenciais. A sec. 4.2.2 discorre
sobre o pressuposto de velocidade e sua independência do espaço, mas possui
implicitamente dependência holonômica. Substituição da representação pela
sec. 4.2.3, obtém-se independência, homogeneidade dimensional e isometria,
em contraponto à continuidade não ser predicada por coordenada.

A sec. 4.3 estuda formulação de conexão e compatibilidade não-holonômicas
no modelo de continuidade rotação hiperbólica e respectiva derivada covariante.
A sec. 4.3.1 busca compatibilidade na definição dos símbolos e para operação
do transporte paralelo. Significado mecânico de continuidade em descolamen-
tos mecânicos conservativo e não-conservativo é apresentado na sec. 4.3.2 e a
continuidade diferencial em deslocamentos variacionais é revista para desvio e
rebalanceamento por dissipação por fórmulas de balanço.

A análise da continuidade é encaminhada por curvatura na sec. 4.4 por va-
riações de segunda ordem e relações hiperbólicas. A caracterização pela decom-
posição das curvaturas principais da rotação hiperbólica e taxas relacionadas é
feita na 4.4.1 , seguida do desenvolvimento tensorial para um escalar representa-
tivo na síntese tensorial e escalar na sec. 4.4.2 . As resoluções para continuidade
no espaço coordenado e escolha topológica são apresentadas na sec. 4.4.3 e o
equacionamento geodésico por propriedades orbitais, tempo (sincronia) e mo-
mento (definições angulares) são feitos na sec. 4.4.4. O estudo do equilíbrio
de dois corpos é apresentado na sec. 4.4.5 resultando em fenômenos de auto-
oscilação, aberrações e anomalias. A atribuição de uma frequência natural, o
significado mecânico e interpretações pela dinâmica ondulatória são vistos na
sec. 4.4.6.

A sec. 4.5 aprofunda-se no comportamento imaterial por ação da curvatura,
primeiro, na sec. 4.5.1 , por especificidades imateriais diante da métrica pela
deflexão da luz sob curvatura métrica no desenvolvimento normalizado, e em
seguida, na sec. 4.5.2, forma geral da codeterminação sistêmica entre material
e imaterial. A sec. 4.5.3 aborda a generalidade de onda por natureza comum
elétrico/gravitacional, e a sec. 4.5.4 formalismo da ação imaterial na forma
normalizada, complementada pela sec. 4.5.5 na formulação conservativa de
energia.
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A resolução de torção na representação cartesiana holonômica é vista na sec.
4.6 . A sec. 4.6.1 discorre sobre a arbitrariedade na escolha da representação e
conformidade do elemento de linha por ambiguidade e indefinição do diferencial
no limite. O uso de imaginários na representação explícita de orientação em su-
perfícies é visto na 4.6.2. Uma proposta de representação cartesiana holonômica
é apresentada na sec. 4.6.3 .

A sec.5 aborda ponderações diversas e critérios para uma formulação sistê-
mica mais geral da composição estrutural na representação do espaço-tempo.
A sec. 5.1 discorre condições abstratas na escolha da representação por con-
sequência do invariante de velocidade, entre elas cardinalidade de dimensões,
visto na 5.1.1, e correlaciona orientação e natureza relacional, seguido de macro
condições consequentes na organização em sistema de partículas, visto em sec.
5.1.2 , em que a estrutura do espaço-tempo é descrita por auto-organização e
codeterminação.

Em outro extremo, a sec. 5.2 inspeciona a identidade assintótica da condição
hiperbólica e sua neutralidade mecânica. A realidade em que nenhum sistema
está perfeitamente isolado, o significado mecânico do espaço neutro (ou falta
dele) é analisado na sec. 5.2.1. A sec. 5.2.2 avança na neutralidade de propri-
edades intrínsecas do vácuo, e a sec. 5.2.3 apresenta formulação de critério na
proposição de composição estrutural alternativa.

A sec. 5.3 investiga a origem estrutural da extrinsicalidade temporal e sín-
crona na conformidade de simultaneidade entre os corpos, sua irreversibilidade
e imponderabilidade.

Sec. 6 apresenta formulações métricas por condições diversas. A sec. 6.1
explora formas assimétricas por rotação estacionária. Na sec. 6.1.1 , apresenta
perda de simetria esférica por deformação rotacional, e a sec. 6.1.2 propõe
composição estática pela métrica por assimetria e relações estáticas do espaço-
tempo. A sec. 6.1.3 analisa o geopotencial e geóide no equilíbrio hidrostático.

A sec. 6.2 fundamentação métrica para representação hiperbólica de pro-
cessos ondulatórios por sua representação exponencial. A sec. 6.2.1 apresenta
rudimentos da onda estacionária por partícula-onda. A sec. 6.2.2 dedução da
métrica exponencial por modulação métrica de frequência. A sec. 6.2.3 desen-
volve formalismos e generalidade abstrata por ondas. Na sec. 6.2.4, dedução da
equação de Dirac fundamentada no transporte paralelo e preservação implícita
de ângulos de fase no processo de modulação. A sec. 6.2.5 elabora correspon-
dência da representação com escalar curvatura.

A sec. 6.3 formula métrica pela curvatura residual de fundo da auto-organização
dinâmica de um sistema de partículas. A sec. 6.3.1 pondera sobre estados
emergentes em macroescala de processos em microescala, e a apresentação da
motivação conceitual estrutura por codeterminação é vista na sec. 6.3.2 . O de-
senvolvimento na sec. 6.3.3 segue por contingência as condições superlumínicas
no mapeamento do Doppler longitudinal. A sec. 6.3.4 apresenta mapeamento
por referenciais acelerados na presunção de horizonte superlumínico e conse-
quente perda da causalidade. A sec. 6.3.5 apresenta o formalismo de grupo da
métrica.

A seção 7 encerra a exposição com síntese e conclusão.
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1.1 Regular e Normalizado
Globalmente não-degenerado, o tensor métrico regular do presente texto refere-
se a um tensor métrico que é suave (diferenciável) e não-degenerado (determi-
nante ̸= 0) em todos os pontos livres de uma variedade, e cujas componentes não
possuam nem singularidades coordenadas, nem singularidade não-removíveis. A
despeito da indicação acima, não-degenerado pode ser encontrado na literatura
como uma propriedade algébrica pontual, enquanto, de forma distinta, regular
é a propriedade de campo ou variedade ser diferencialmente suave.

A afirmação de não-degenerescência absoluta e universal em todo o domínio
da métrica depende da definição desse mesmo domínio. A representação pontual
do corpo deixa como domínio os pontos livres r > 0. Assim, ainda que a métrica
de Schwarzschild seja introduzida como uma solução para o espaço-tempo fora
de um corpo para o domínio r > R (onde R é o raio do corpo que seja maior que
o raio crítico), ela ainda seria posta como não-regular nos conceitos definidos
acima tanto por haver singularidades coordenadas 1 quanto singularidades não-
removíveis em sua representação pontual.

Tensor unimodular é aquele cujo determinante det(gµν) = ±1. Entretanto,
essa denominação genérica é utilizada em outras teorias gravitacionais onde a
condição de determinante fixo é uma restrição fundamental. O texto emprega
a denominação ‘tensor métrico normalizado’ para referir-se aos tensores métri-
cos que apresentem a unimodularidade do determinante em todo domínio por
reciprocidade entre a componente temporal e uma das direções espaciais, sem
fazer distinção da forma funcional de suas componentes que possuam curvatura
não-nula, excluindo-se a métrica Minkowski.

Tensores normalizados são grupos de contínuos em estrutura, 2 e diversas for-
mulações métricas descrevem especificidades mecânicas. No decorrer do texto,
a terminologia também é empregada de forma intercambiável ou para referir-se
a formulações específicas.

Condizente com a métrica ser a forma bilinear, no contexto puramente ge-
ométrico, a métrica normalizada pode ser caracterizada como tensor de não-
metricidade, isso devido à especificidade da continuidade holonômica colocar-se
como antecedente, em vez de consequente mecânico. No desenvolvimento histó-
rico, essa caracterização evidencia o predomínio de abordagem intrinsicamente
geométrica em definições extrinsecamente mecânicas, o que é visto a seguir.

1.2 Recorte Histórico: Álgebra Anticomutativa
Geometria tem estreita relação com fenômenos lumínicos, uma vez que a percep-
ção das formas geométricas é trazida pela propagação da luz. Também pode-se
dizer que, nas formas geométricas dos corpos materiais, a prontidão com que
forças interatômicas entram em ação, em última análise, é consequência da
transmissão em velocidade da luz, conectando luz e geometria tanto no meio
material quanto imaterial.

Na forma mais sofisticada, a ocorrência de geometrias não-euclidianas na
natureza está associada à peculiaridade eletrodinâmica ser limitada pela veloci-

1Deixa-se de lado qualquer sugestão de mudança de coordenada, pois a transformação
coordenada e o seu significado energético são os assuntos abordados.

2Aqui, incluída a métrica Minkowski como elemento identidade, um elemento mecanica-
mente neutro.
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dade da luz. Em outro aspecto, ainda que todos os efeitos sejam bem descritos
na atualidade, a introdução das matrizes de Pauli e Dirac pode, ainda, ser con-
siderada abrupta em relação ao que é apresentado nas álgebras eletromagnética
e geométrica. Recorte histórico evidencia os resquícios de descompasso no de-
senvolvimento histórico.

Geometria é trazida à forma analítica por René Descartes e Pierre de Fermat.
No interesse cinemático, a forma analítica separa os graus de liberdade em que
pode ocorrer independentemente em orientações concorrentes (La Géométrie).
Descartes, em 1637, também nomeou de número imaginário o termo que surgia
como artifício na solução de Cardano.

A geometria segue desacompanhada do imaginário. Quase um século depois,
em 1730, Abraham de Moivre conecta o número imaginário à trigonometria pela
potenciação. Euler, em 1748, faz conexão pela exponenciação pela manipulação
de séries de potência, e em 1799, Wessel descreve o plano real-imaginário.

Apesar de sua inserção trinométrica e exponencial, o número imaginário so-
mente entra na composição de seu próprio espaço abstrato. Em 1806, Argand
prova o Teorema Fundamental da Álgebra para coeficientes reais e comple-
xos. Em 1816, Gauß apresenta outra prova. O corpo dos números complexos
torna-se algebricamente fechado com o Teorema Fundamental da Álgebra, por
d’Alembert-Gauß.

Essa primeira vertente do recorte histórico segue dois enfoques distintos:
um por Hamilton com os imaginários, chegando ao eletromagnetismo; outro
ramo seguirá com Clifford, ambos influenciados pela abstração do espaço e a
generalização da geometria de Grassmann.

Grassmann, entre 1841 e 1862, [42] 3 apresenta a proposta de espaços ve-
toriais por combinações lineares. A conciliação da notação ocorreu com Felix
Klein, quando, entre 1898 e 1933, montou a enciclopédia “Encyklopädie der
mathematischen Wissenschaften mit Einschluss ihrer Anwendungen”.[1]

Hamilton usa as ideias de Grassmann e estende o plano complexo de Gauß,
sendo o primeiro a ser desenvolvido em quatro dimensões. No plano de Argand,
cada número representa naturalmente um vetor bidimensional com uma compo-
nente real e outra imaginária. Em 1843, Hamilton busca um sistema de vetores
adequado ao espaço físico pela simples generalização da álgebra complexa para
números tridimensionais. Entretanto os vetores ĩ, j̃ e k̃ obtidos por Hamilton
são adequados para representar rotações, mas não são adequados como vetores
î, ĵ e k̂ para álgebra do espaço cartesiano. [45][46]

As rotações são um avanço na simplificação em relação à representação car-
tesiana por matrizes, proposta em 1840 por Olinde Rodrigues. [91] Entretanto,
não fica demonstrado que a decomposição matricial é representação para os nú-
meros imaginários de Hamilton. No propósito do texto, a operação de rotação
pode ser descrita como um rearranjo das direções e seguindo uma orientação.
A operação pode ser obtida de matrizes, imaginário e, em caso específico de
direções ortogonais, por um operador sobre operandos direcionais.

O conceito de vetor foi cunhado por Hamilton, também em 1843, com o pro-
duto entre quatérnions que produziam quantidades escalares (eixo dos reais) e
vetoriais (espaço dos imaginários). Hamilton acreditava que o uso de imaginário

3O artigo de 1844 “Die lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik”, foi
posteriomente revisado, em 1862, sob novo título “Die Ausdehnungslehre: Vollständig und in
strenger Form bearbeitet”
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em polinômios era distinto do uso geométrico. 4 Imaginários eram relacionados
com polinômios, enquanto que os números complexos eram relacionados com
geometria, algo que mudaria com a assinatura Minkowski-Poincaré.

Tanto nos números complexos quanto nos quaterniônicos há “transmutação
de eixos” que não está presente em Descartes. A indesejável conflito entre direção
e rotação nos quatérnions é resolvida adaptação das operações de Hamilton
em operadores distintos: produtos escalar e vetorial operam sobre tuplas, e o
significado geométrico está na operação e não nos operandos. Além de Gibbs e
Heaviside, em aplicação ao eletromagnetismo, esta condição também é explorada
por Clifford (além da linearidade de Gassmann).

Gibbs e Heaviside produziram uma representação do sistema cartesiano mais
simples. Análise Vetorial produz os mesmos resultados que quatérnions, mas de
forma mais simples (anti-comutatividade, norma negativa, componente escalar
não utilizado), e passou a ser difundida rapidamente. Em 1888, cópias das
aulas de Gibbs foram encaminhadas para Oliver Heaviside com as notações que
utilizava para coordenadas cartesianas. Em 1892, Heaviside forneceu a notação
que conhecemos para o produto escalar a · b e produto vetorial a× b, além da
distinção entre escalares e vetores na tipografia. [18]

Seguindo por outro ramo histórico, em 1878, Clifford escreveu uma álgebra
com operações de reflexão, rotação e translação. [22] É curioso mencionar que,
por influência de seu estudo sobre Riemann[89][20], para Clifford,[21] a gravita-
ção poderia ser a manifestação da geometria. [37][17] 5 A álgebra de Clifford dá
origem álgebra geométrica, [22][23] e o trabalho de Grassmann reaparecerá com
Cartan. Em 1899, Elie Cartan trabalha sobre o produto exterior de Grassmann.
Posteriormente, em 1908, Cartan desenvolve formas diferenciais. [10]

Até meados da primeira década do século XIX, geometria era tida como
absoluta e atemporal; seu progresso consistia em atender à continuidade coor-
denada em relação a definições intrínsecas vinculadas à curvatura, o que requer
a propriedade comutativa em um espaço orientado. Concomitante a isso, o ce-
nário de desenvolvimento algébrico iria se transformar nas décadas seguintes
por consideração com cinemática em relação aos fenômenos eletrodinâmicos de
Maxwell e sua velocidade constante.

O uso de quatérnios faz aparição nas equações de Maxwell(1865) [67]6„ da
mesma forma que imaginários no espaço-tempo de Minkowski (1908)[75] , mas
em ambos sem muita consequência se comparado com a álgebra anticomutativa
das matrizes (spinors) de Pauli (1927) e Dirac (1928)[28].

Na geometria do espaço-tempo plano, embora as grandezas vetoriais repre-
sentadas nele sejam orientadas, isso não se constitui como condicionante do
espaço. O eixo imaginário é absorvido como assinatura métrica da forma bili-
near. As transformações do espaço são identificadas como grupo hiperbólico,
entretanto a forma bilinear é discreta e não é caracterizada como rotação.

Na segunda vertente histórica, desenvolvem-se geometrias não-euclidianas,
que surgem a partir de 1813 com Gauß e Schweikart. Entre 1829 e 1830, Lo-
bachevsky e Bolyai publicaram tratados de geometria hiperbólica. O trabalho
póstumo de Riemann (1854)[88] estende para um número arbitrário de dimen-

4Influenciado por John Warren [104] em “Treatise geometrical significance of complex num-
bers”

5Essas ideias têm curso até o grupo de estudos de Einstein, “Akademie Olympia”, pela obra
de Karl Pearson, “The Grammar of Science”. [83][95].

6As equações de Maxwell foram originalmente resumidas em quatérnions.
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sões a geometria Gauß (1827) [38] por curvatura intrínseca.
O cálculo covariante desenvolvido por Gregorio Ricci-Curbastro entre 1887

e 1896 e difundido pelo seu antigo aluno Tullio Levi-Civita, em 1900, introduz
o conceito de vetor e covetor.[87]

Nessas modalidades geométricas, generalidade dimensional torna essas ge-
ometrias incompatíveis com imaginários quaterniônicos, ou adaptação de suas
propriedades. A anticomutatividade advém do espaço orientado pela necessi-
dade de direcionar diferencialmente o tensor curvatura.

No quadro histórico resumido, é interessante salientar o resultado colateral
pela escolha da abordagem. Generalidade no número de dimensões e abstra-
ção particularidades cinemáticas satisfazem ao propósito geométrico do mape-
amento coordenado do espaço de posições em continuidade pela ausência de
torção. Entretanto, a identificação de grupos e suas propriedades, a exemplo
da construção de Cayley-Dickson, depende da cardinalidade dimensional, entre
outras condicionantes peculiares.

A exemplo de Minkowski, a identificação de grupos torna-se relevante na
resolução mecânica do espaço-tempo. A alternativa proposta segue uma abor-
dagem de metrificação do espaço de velocidade. A mudança conceitual impõe
uma série de reformulações, porém com correspondência estreita até no uso do
mesmo formalismo notacional.

2 Sistema de Coordenadas
A seção é estruturada na análise tensorial com propósitos da definição de uma
derivada direcional que satisfaça o requisito da formulação analítica da mecâ-
nica ser independente da descrição em um sistema de coordenadas particular,
e consequente formulação geodésica para métrica normalizada. O operador de-
pende da definição dos operandos, o que coloca em discussão como o sistema de
coordenadas é estabelecido, como se transforma e como satisfaz a propriedade
da derivada direcional diante de transformações paramétricas.

A motivação da arbitrariedade na escolha do sistema de coordenadas se faz
com atenção ao propósito do movimento mecânico, o que traz, na definição da
base móvel, a preocupação na distinção entre movimento intrínseco e movimento
paramétrico.

Além da mobilidade da base, outras questões também são encaminhadas,
como a homogeneidade dimensional e isometria.

2.1 Coordenadas Generalizadas
Coordenada generalizada é a representação paramétrica da coordenada real. É
o mapeamento obtido pela transformação localmente invertível das cartesianas.

Na mecânica analítica de Lagrange, o estado do sistema é sempre definido
por coordenadas, e a independência se refere à arbitrariedade da escolha por
indiferença no resultado mediante transformação. A coordenada xµ mapeia a
quantidade de posição tensorial χν por uma transformação.

xµ = Jµν χ
ν (2.1)
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A escolha entre sistemas de coordenadas é feita por conveniência ou por-
propósito. A transformação de variáveis pode ser empregada tanto para obter
proveito na simetria quanto para estabelecer um requisito de restrição.

Na resolução de problemas mecânicos, as equações que impõem restrições
ao movimento podem ser simplificadas ao serem expressas em variáveis trans-
formadas, as quais são tidas como paramétricas.

Coordenadas generalizadas também são úteis em sistemas sem restrições,
mas com simetria geométrica, como atração central. Nesse caso, denomina-se
de coordenadas curvilíneas a generalização do sistema de coordenadas.

A particularidade do problema e da transformação envolvida determina o
propósito da variável. É importante destacar que ambas as situações são frutos
de transformações, e a consideração de compatibilidade em relação às transfor-
mações covariantes busca evitar que uma simetria em um referencial se trans-
forme indevidamente em uma restrição em outro.

Em comum aos dois empregos está a simetria, relacionada a variáveis cí-
clicas ou ignoráveis. Ainda, em um emprego das coordenadas generalizadas,
relacionam-se a quantidades intrínsecas (movimento), e no outro, quantidades
extrínsecas (força).

2.2 Coordenadas Esféricas
A simetria esférica da curvatura espacial produzida por massa central é fa-
cilmente descrita em coordenadas esféricas, aplicadas conjuntamente para os
vetores da base, tensor métrico e componentes contravariantes do movimento.

Coordenadas são dadas com relação à base, a qual é o conjunto de tensores
de referência. Embora se denomine esféricas as componentes de coordenada, a
definição do sistema inicia-se na base.

Enquanto que em coordenadas cartesianas os tensores da base são fixos e
suas definições são globais, em coordenadas curvilíneas mudam em direção e/ou
magnitude de ponto para ponto e são uma base local.

É interessante destacar que a variação em direção e magnitude da base cur-
vilínea se sobrepõe à variação intrínseca do espaço, que trata da continuidade
da conexão de posições adjacentes. É necessário fazer a separação entre os dois
tipos de variações, o que é possível na especificação conveniente de direção e
magnitude.

A referência a uma base fixa se faz necessária na resolução da direção da
base curvilínea. Os elementos da base esférica são parametrizados pelos ângulos
coordenados, enquanto os ângulos coordenados são orientados pela posição da
base. A circularidade é resolvida pela referência a uma base cartesiana.

r̂ = r̂(θ, φ) (2.2a)

θ̂ = θ̂(θ, φ) (2.2b)
φ̂ = φ̂(θ, φ) (2.2c)

Derivada covariante trata apenas da variação intrínseca do espaço, deixando
de fora a variação paramétrica. Considerando a conversão entre sistemas de
coordenadas, pode-se encontrar a definição da operação de derivação que separa
os dois efeitos.
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Γαµλ = Jαa (J
ℓ
λJ

m
µ Γamℓ + Jℓλ∂ℓ(J

a
µ)) (2.3)

A covariância somente é demonstrada quando a transformação do símbolo
de Christoffel for covariante, ou seja, Jℓλ∂ℓ(J

a
µ) = 0, o que é possível pela orto-

normalidade da matriz de conversão Jmµ ,
Por outro lado, quer-se representar a variação paramétrica. Algo pode ser

obtido, se em vez de converter, apenas referenciar a base cartesiana para ex-
pressar a mudança de direção da base curvilínea. Sabendo que ∂λ(Jaµ) ̸= 0, pois
a variável de derivação é diferente, podemos fazer:

∂λêµ =Jmµλêm + Γαµλêα (2.4)

Obtém-se a separação das variações propostas.

2.3 Base Esférica Normalizada
O movimento de um corpo somente pode ser descrito em relação a outros
corpos[78]. Coordenadas curvilíneas são descritas por bases móveis e impli-
cam que esse movimento deve ser definido parametricamente a partir de uma
direção fixa.

Apontar para uma direção considerada fixa é um problema externo ao sis-
tema. Adota-se o critério de que a consistência da demonstração está condicio-
nada à premissa de que o observador consiga identificar direções fixas.

A métrica de simetria central presume a inércia do corpo central em con-
sequência do campo ínfimo da partícula de teste. O sistema consiste em localizar
a partícula de teste em relação à localização do corpo de massa central, sendo
possível apontar para pontos de referência distantes o suficiente para não se-
rem influenciados pela massa central e considerados imóveis diante da escala de
tempo do movimento do corpo de teste.

Os tensores da base esférica são parametrizados pelos ângulos coordenados,
enquanto os ângulos coordenados são orientados pela posição da mesma base
esférica: a circularidade é resolvida pela referência a uma base cartesiana.

Base cartesiana é independente do movimento e, em uma transformação com
a base esférica, é necessário que definição demonstre não haver introdução de
dependência na base cartesiana, e que seja concomitante com a resolução da
circularidade nas variáveis esféricas.

Conceitualmente, deve-se fazer considerações sobre o acoplamento implícito
entre base e coordenadas.

Em coordenadas curvilíneas, os vetores da base podem ser matematicamente
dados por uma definição holonômica da base.

ρ̂ =
∂r

∂ρ

/∥∥∥∥∥∂r∂ρ
∥∥∥∥∥ θ̂ =

∂r

∂θ

/∥∥∥∥∥∂r∂θ
∥∥∥∥∥ φ̂ =

∂r

∂φ

/∥∥∥∥∥ ∂r∂φ
∥∥∥∥∥ ( 2.5∗)

Na resolução analítica de um sistema, essa definição matemática existe para
satisfazer a trajetória, o que implica que não faz distinção entre a trajetória
ser geodésica ou não, a complicação está em definir como isso deve ser tratado
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diante do fato de que o tensor da base entra na definição da métrica. Se a
trajetória não for geodésica, então não é um resultado de campo, e coloca em
dúvida se a métrica relacionada com a base atende à realidade física ou satisfaz
uma condição puramente matemática.

Outra definição de transformação é dada na matriz jacobiana, que recai no
mesmo problema de vínculo com variáveis de trajetória. A transformação entre
coordenadas por uma matriz jacobiana recupera a transformação da mudança
de base pela reciprocidade que faz com a mudança de coordenada.

∂r

∂ρ
=
∂r

∂x

∂x

∂ρ
+
∂r

∂y

∂y

∂ρ
+
∂r

∂z

∂z

∂ρ
(2.6)

É oportuno apontar aqui que a definição holonômica da base sugere um
módulo normalizado, mas obter um valor unitário é conflitante com a definição
do produto interno pela métrica. O fato será retomado adiante.

2.3.1 Base

A base esférica será definida pelas propriedades pretendidas na conversão de
coordenadas cartesianos para esféricos. Especificamente, a independência de
qualquer consideração sobre o movimento ou deslocamento infinitesimal, e re-
quer uma definição que seja produto da álgebra, e não que seja um resultado do
cálculo.

O movimento da base esférica é resultado da reorientação e sua dependên-
cia paramétrica circular, resolvida pela referência a uma base cartesiana. Será
apresentada a definição feita por operações vetoriais, que são redutíveis a uma
identidade vetorial.

Seja a decomposição do vetor em uma parcela projetada no eixo radial e
outra parcela o rejeito da operação de projeção.

x̂ = (x̂ · ρ̂)ρ̂− ρ̂× (ρ̂× x̂) (2.7)

A parcela de rejeição pode novamente ser decomposta em outros dois vetores
ortogonais.

x̂ = (x̂ · ρ̂)ρ̂− [ρ̂× (ρ̂× x̂)] · θ̂ − [ρ̂× (ρ̂× x̂)] · φ̂ (2.8)

= (sin θ cosφ)ρ̂− (− cos θ cosφ)θ̂ − (sinφ)φ̂

A definição não altera a natureza fixa do vetor x̂, mesmo que os vetores
da base esférica possuam dependência paramétrica, pois decomposição é uma
identidade vetorial, o que também pode ser observado na forma escalar.

Completa-se a definição repetindo a operação para os vetores ŷ e ẑ

x̂ŷ
ẑ

 =

(x̂ · ρ̂) −ρ̂× (ρ̂× x̂) · θ̂ −ρ̂× (ρ̂× x̂) · φ̂
(ŷ · ρ̂) −ρ̂× (ρ̂× ŷ) · θ̂ −ρ̂× (ρ̂× ŷ) · φ̂
(ẑ · ρ̂) −ρ̂× (ρ̂× ẑ) · θ̂ −ρ̂× (ρ̂× ẑ) · φ̂

ρ̂θ̂
φ̂

 (2.9)
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A matriz pode ser simplificada para reduzir o número de operações: resulta
em escalares e introduz variáveis paramétricas. Na forma apresentada, a base
cartesiana não possui dependência paramétrica em razão da redução à iden-
tidade vetorial, enquanto a inversão apresenta dependência funcional da base
esférica.

A duplicidade do vetor ρ̂ é redundante para o resultado escalar.

ρ̂× x̂ = 0ρ̂+ (cos θ cosφ)φ̂+ (− sinφ)(−θ̂) (2.10a)

−ρ̂× (ρ̂× x̂) = 0ρ̂+ (cos θ cosφ)θ̂ + (− sinφ)φ̂ (2.10b)

Substituindo os termos similares.

x̂ŷ
ẑ

 =

(x̂ · ρ̂) (ρ̂× x̂) · φ̂ (ϱ̂× x̂) · (−θ̂)
(ŷ · ρ̂) (ρ̂× ŷ) · φ̂ (ρ̂× ŷ) · (−θ̂)
(ẑ · ρ̂) (ρ̂× ẑ) · φ̂ (ρ̂× ẑ) · (−θ̂)

ρ̂θ̂
φ̂

 (2.11)

A base esférica está definida como a transformação da base cartesiana pela
matriz ortogonal Jµm, que representa a rotação por dois parâmetros angulares.


t̂
x̂
ŷ
ẑ

 =


1 0 0 0
0 sin θ cosφ cos θ cosφ − sinφ
0 sin θ sinφ cos θ sinφ cosφ
0 cos θ − sin θ 0



t̂
ρ̂

θ̂
φ̂

 (2.12)

A transformação inversa em cartesianas é apresentada adiante, onde torna-se
oportuno após a exposição de coordenadas.

2.3.2 Coordenadas Isométricas

A transformação de coordenadas segue demonstração distinta da base. Conhe-
cida a posição {x, y, z} cartesiana, pode-se descrever pelas variáveis esféricas
pelas relações trigonométricas.

x =ρ sin θ cosφ (2.13a)
y =ρ sin θ sinφ (2.13b)
z =ρ cos θ (2.13c)

A posição pode ser descrita pelo tensor:

r = ct t̂+ ρ sin θ cosφ x̂+ ρ sin θ sinφ ŷ + ρ cos θ ẑ (2.14)

O tensor posição em coordenadas esféricas possui uma particularidade que
é interessante ser ressaltada. Diferente da base fixa, os vetores da base esférica
somente são conhecidos em conjunto com as variáveis de coordenada, ou seja, a
base está conjugada à coordenada.

Podemos compor o vetor unitário:
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ρ̂(θ, φ) = sin θ cosφ x̂+ sin θ sinφ ŷ + cos θ ẑ (2.15)

Os ângulos θ e φ, apesar de não serem nulos, não participam das coordenadas
em razão da ausência dos vetores θ̂ e φ̂ no vetor posição.


ct
x
y
z


T

=


ct

ρ sin θ cosφ
ρ sin θ sinφ
ρ cos θ


T

=



1 0 0 0
0 sin θ cosφ cos θ cosφ − sinφ
0 sin θ sinφ cos θ sinφ cosφ
0 cos θ − sin θ 0



ct
ρ
0
0



T

(2.16)

A transformação dos vetores da base pode ser entendida como rotação dos
eixos pelos ângulos polar e azimutal, e as amplitudes angulares se anulam nas
coordenadas frente à nova configuração. Denominamos autorrotação quando os
vetores transformados também operam como parâmetros de transformação.

Ângulos não são transformados linearmente. Ao considerar o mapeamento
inverso, observa-se que θ e φ somente existem como parâmetro de ρ̂. A defi-
nição da transformação reversa recai na escolha dos eixos fixos e em relações
trigonométricas suplementares à transformação.

Invertendo a direção de transformação na equação matricial de coordenadas,
tem-se na última linha a equação.

−x sinφ+ y cosφ = 0 (2.17)

Considerando propriedades trigonométricas apropriadas, chega-se ao valor
de φ expresso pelas cartesianas:

y/x = tanφ (2.18)

O valor obtido pode ser substituído na equação obtida da segunda linha da
transformação inversa.

x cos θ cosφ+ y cos θ sinφ− z sin θ = 0 (2.19)

Duas substituições, em que é possível separar cartesianas de esféricas, resul-
tam nas equações intermediárias:

x/z =tan θ cosφ (2.20)
y/z =tanφ tan θ cosφ (2.21)

As variáveis x e y podem ser substituídas na primeira linha da equação do
sistema inverso dado abaixo:

x sin θ cosφ+ y sin θ sinφ− z cos θ = 0 (2.22)
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A substituição das expressões conhecidas resulta na expressão em θ:

z = ρ cos θ (2.23)

A transformação inversa dos tensores da base, ao contrário do que é obser-
vado para coordenadas, pode ser dada pela matriz inversa.

Substituímos os elementos da primeira coluna da matriz de transformação
pelos valores:

x/ρ =sin θ cosφ (2.24)
y/ρ =sin θ sinφ (2.25)
z/ρ =cos θ (2.26)

A segunda coluna vem das operações entre os valores conhecidos:

x2 + y2 =ρ2 sin2 θ (2.27a)

(x2 + y2) + z2 =ρ2 sin2 θ + ρ2 cos2 θ (2.27b)

A terceira coluna vem das relações:

x/
√
x2 + y2 =cosφ (2.28)

y/
√
x2 + y2 =sinφ (2.29)

Como o determinante é unitário, a inversa é dada pela transformação de
linhas em colunas.



1 0 0 0

0
x

ρ

y

ρ

z

ρ

0
xz

ρ
√
x2 + y2

yz

ρ
√
x2 + y2

−
(
x2 + y2

)
ρ
√
x2 + y2

0
−y√
x2 + y2

x√
x2 + y2

0


(2.30)

2.3.3 Normalidade

A normalidade do tensor é geralmente associada à magnitude unitária. Nesta
definição ocorre o mesmo conflito mencionado anteriormente na definição ho-
lonômica. A norma do tensor está sujeita à variação do tensor métrico e entra
em desacordo com a magnitude unitária geral.

A normalidade singular de cada tensor da base não pode ser estabelecida.
Entretanto, pode-se aplicar o conceito à base em conjunto.

Entendido que a norma é o fator de escala que pondera a participação da
base no resultado de uma combinação linear, podemos entender que a métrica
assume essa função.
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Na normalidade dada pela métrica, o tensor da base é unidade de direção
do espaço, mas não é unitário. Transposição da magnitude em unidade é feita
pela métrica.

A consistência da magnitude dos tensores da base se faz por isometria. Or-
tonormalidade é importante para definir a unidade da base em relação a outra
base. Unidade na comparação entre bases, a métrica é normal se define o volume
unitário na referência na transformação com outras métricas.

No conceito convencional de normalidade, a propriedade é individual de cada
tensor da base. No conceito reformulado para métrica variável, o tensor é normal
pela participação na definição de uma base com essa propriedade.

A explanação da normalidade do tensor métrico será apresentada adiante.

2.4 Velocidade
O tensor velocidade, em coordenadas esféricas, pode ser obtido diretamente da
derivada ordinária do tensor posição.

v =
dr

dτ
=γc t̂+ γρ̇ ρ̂+ γρθ̇ θ̂ + γρφ̇ sin θ φ̂ (2.31)

Para ser covariante, é necessário demonstrar que a velocidade acompanha o
tensor de coordenadas na transformação cartesiano-esférica.

vµ =Jµmv
m (2.32)

A derivada do tensor ρ̂ produz velocidades pela variação paramétrica, que
está associada à derivada da transformação J̇µm. Destaca-se que as velocidades
não equivalem à variação canônica dos parâmetros nas direções respectivas a
θ̇ e φ̇. Abstratamente, tem-se ẋµ ̸= Jµmẋ

m, com isso, uma demonstração da
transformação somente pode ser feita após a substituição das variáveis pelas
expressões particulares do problema.

Considere a equação de transformação entre velocidades:

ẋm = Jmµ ẋ
µ + (ẋλJmµλ)x

µ (2.33)

Substituindo as variáveis para o índice da primeira componente cartesiana.

ẋ =ṙ sin θ cosφ+ 0 cos θ cosφ− 0 sinφ (2.34)
+ ṙ[ r ∂r(sin θ cosφ) + 0 ∂r(cos θ cosφ) + 0 ∂r(− sinφ) ]

+ θ̇[ r ∂θ(sin θ cosφ) + 0 ∂θ(cos θ cosφ) + 0 ∂θ(− sinφ) ]

+ φ̇[ r ∂φ(sin θ cosφ) + 0 ∂φ(cos θ cosφ) + 0 ∂φ(− sinφ) ]

Faz-se notar que as coordenadas esperadas nas posições θ e φ são nulas
em razão de as variáveis não se apresentarem na tupla do respectivo tensor,
enquanto as derivadas das mesmas variáveis aparecem em J̇mµ = ẋα∂αJ

m
µ como

velocidades angulares θ̇ e φ̇.
Segue o resultado das substituições de todas as direções: ẋ, ẏ e ż.
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ẋ = ρ̇ sin θ cosφ+ ρθ̇ cos θ cosφ− ρφ̇ sin θ sinφ (2.35a)

ẏ = ρ̇ sin θ sinφ+ ρθ̇ cos θ sinφ+ ρφ̇ sin θ cosφ (2.35b)

ż = ρ̇ cos θ − ρθ̇ sin θ (2.35c)

Organizando em um arranjo matricial, obtém-se a relação entre as velocida-
des por meio da transformação:


c
ẋ
ẏ
ż


T

=



1 0 0 0
0 sin θ cosφ cos θ cosφ − sinφ
0 sin θ sinφ cos θ sinφ cosφ
0 cos θ − sin θ 0




c
ρ̇

ρθ̇
ρφ̇ sin θ



T

(2.36)

2.5 Tensor Métrico Normalizado
Motivado pela covariância nas transformações entre sistemas de coordenadas,
chega-se à condição de ortonormalidade das transformações, que influencia a
escolha da base móvel, que por sua vez define o tensor métrico.

A transformação entre coordenadas deve ser isométrica, ou seja, preserva a
norma.

vµvνgµν =vmvngmn (2.37)

Da igualdade dos produtos, pode-se deduzir a transformação entre métricas:

gµν =Jmµ J
n
ν gmn (2.38)

Na condução do produto por operações matriciais, as transformações assu-
mem a forma do produto (Jmµ )T (Jnν ). O determinante da transformação resulta
na comparação direta entre os dois tensores métricos pelos respectivos determi-
nantes.

det(gµν) =det(gmn) (2.39)

Embora uma métrica particular seja parametrizada pelas variáveis do sis-
tema coordenado correspondente, o determinante é uma característica compar-
tilhada entre os sistemas que se alteram de maneira covariante uns em relação
aos outros, sendo, portanto, independente de qualquer sistema. Pela definição, o
determinante opera a contração entre índices, e o escalar resultante é invariante.

det(gµν) =
1

εµ0···µ3εν0···ν3
εµ0···µ3εν0···ν3gµ0ν0 · · · gµ3ν3 (2.40)

Denomina-se tensor métrico normalizado aquele cujo determinante seja uni-
tário. O valor unitário corresponde diretamente à reciprocidade entre os com-
ponentes da métrica, mas também ao fator de escala entre os tensores da base
e tensores que podem ser obtidos por combinação linear.
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Pode-se escrever o invariante de Lorentz para coordenadas esféricas.

c2 = γ2


ct
ρ̇

ρθ̇
ρφ̇ sin θ



g00

g11
g22

g33




ct
ρ̇

ρθ̇
ρφ̇ sin θ

 (2.41)

Nessa assinatura (+,+,+,+), o sinal é incorporado à métrica e aparece nas
substituições por valores conhecidos da métrica regular[71].

g00 =
(
1 +

µ

c2r

)−1

δ00 (2.42a)

g11 =−
(
1 +

µ

c2r

)
δ11 (2.42b)

g22 =− 1δ22 (2.42c)
g33 =− 1δ33 (2.42d)
µ ̸=ν =⇒ gµν = 0µν (2.42e)

Para curvatura de simetria central, em razão do determinante unitário, a forma
esférica do tensor expõe uma condição notável, que pode ser generalizada para
as formas transformadas: a componente temporal está sempre em reciprocidade
com o restante do determinante.

O arranjo pode ser resumido enunciando a existência de duas curvaturas
cardinais: uma temporal e outra espacial. A natureza direcional da “aceleração”
alinha-se à curvatura espacial. A direção nem sempre pode ser expressa por um
único vetor da base, em consideração à mudança que essa base pode sofrer, e
distingue-se essa direção espacial pela denominação de diretrix.

A métrica e o determinante são regulares, estão definidos em todo o espaço.
A normalidade evita indefinições transientes, como em sin θ = 0 (singularidade
polar é removível, porém inconveniente.) Também traz, como benefício, o nú-
mero reduzido de símbolos de Christoffel

Γ0
01 =Γ0

10 = 1
2g

00∂1g00 (2.43a)

Γ1
00 =− 1

2g
11∂1g00 (2.43b)

Γ1
11 = 1

2g
11∂1g11 (2.43c)

No esforço de preservar os índices, produz-se o tensor û1 · û1 = δ11.

∂1g11 =
µ

r2
δ11∥û1∥ (2.44)

A condição de unimodularidade foi considerada por Einstein e Hilbert pri-
vadamente [29] , e depois abertamente [49]. Entretanto, deixa de ser comentada
após instrução de Hilbert sobre a métrica de Schwarzschild [50] .

2.6 Derivada Covariante-Paramétrica
Um tensor obtido pela derivada direcional de Ricci transforma-se covariante-
mente com a mudança de coordenadas, ou seja, é linear. O fato de os símbolos
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de Christoffel não serem covariantes, mas satisfazerem a linearidade na opera-
ção, é demonstrável para qualquer transformação de coordenadas [43].

∇λT
µ = Jλℓ J

µ
m∇ℓT

m (2.45)

O operador pode ser definido abstratamente, sem a presença do tensor mé-
trico, e consequentemente sem quaisquer considerações sobre as propriedades
métricas.

Ocorre que nem toda transformação é isométrica, condição obtida ao repre-
sentar parametricamente a mobilidade de uma base em relação a outra.

Considere que a transformação entre tensores de base rµ = Jmµ êm represente
dependência paramétrica de uma base para com a outra, ou seja, Jmµλ ̸= 0. As
variações dos vetores da base podem ser escritas por:

∂λêµ =Jmµλêm + Γαµλêα (2.46)

O resultado pode ser interpretado como sendo a soma da variação intrínseca
com a variação paramétrica. A definição da derivada de Ricci e Levi-Civita
incorpora toda a variação do tensor da base ao operador. Para a redefinição da
operação, incorporamos apenas a variação do tensor da base de referência, que
contém somente a variação intrínseca do espaço.

∇λêµ =∂λêµ − Γαµλêα = Jmµλêm (2.47)

O operador resultante corresponde à derivada covariante acrescida de um
termo paramétrico.

∇λV =
∂V µ

∂xλ
êµ + V µ

∂ êµ

∂xλ
(2.48)

=
∂V µ

∂xλ
êµ + V µ

(
Γαµλêα + Jmµλêm

)
(2.49)

Repara-se que não é possível agrupar os índices do símbolo Christoffel e
os índices dos termos de conversão ao mesmo tempo. Um reagrupamento por
direção é necessário para esse propósito.

∇λV =
∂V µ

∂xλ
êµ + V αΓµαλêµ + V µJmµλêm (2.50)

Para métrica normal e transformação ortonormal, a expressão é derivada
isométrica.

2.7 Geodésica
A derivada covariante expõe a participação da mudança de direção pela variação
métrica do espaço. A indução de termos deve satisfazer o invariante de veloci-
dade, sendo possível equacionar o movimento inercial. Considerando a variação
nula, o descolamento paralelo do vetor constitui a equação geodésica.
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2.7.1 Equacionamento pela Métrica Normalizada: Al-Muqabala

Seguindo a constituição da métrica normalizada, a conjugação de duas cur-
vaturas principais, uma temporal e outra espacial, as variações cinemáticas
vinculam-se às variações posicionais.

Pela derivada covariante, a variação de ẋν é dada por:

γ2χ̈ν êν + γγ̇ẋν êν + 2γ2ẋσẋµΓνσµ êν = 0 (2.51)

A componente de dimensão temporal geodésica corresponde à equação dos
índices ν = 0.

γẋ0γ̇ê0 + 2γ2ẋ0ẋµΓ0
0µê0 = 0 (2.52)

Como ẋ0 é constante, o termo χ̈0 = 0. O reagrupamento evidencia a vincu-
lação que ocorre entre o movimento e a métrica pela forma como a variação do
fator de Lorentz é induzida pelo símbolo Christoffel.

γ̇ = −γẋk2Γ0
0k (2.53)

Essa vinculação tem efeito sistêmico nas correspondências com as vincula-
ções que serão estabelecidas nas outras equações, pois, da mesma forma que o
fator γ estabelece relações funcionais implícitas entre as componentes de veloci-
dade vk pelo invariante de velocidade, a normalidade métrica estabelece relação
funcional implícita na variação das componentes métricas.

Tomando que a métrica não varia no tempo, ∂0gµν = 0, a métrica somente
possui variações posicionais. Isso posto, as relações funcionais implícitas entre
as componentes métricas são dadas nas variações posicionais do determinante
da métrica. Dado que o determinante da métrica é constante, ∂k det(g··) = 0,
com isso, para a métrica somente com elementos diagonais, chega-se a:

g00∂kg00 + gnn∂kgnn = 0 (2.54)
(n ̸= 0, k ̸= 0)

O que pode ser expresso na relação entre os símbolos de Christoffel.

δ00Γ
0
0k + δnnΓ

n
nk = 0k (2.55)

Com a manipulação de índices em γ̇ = γẋk2Γnnk, é simples constatar que a
variação γ̇ se apresenta na variação de termos espaciais, ou seja, gnn∂kgnn, com
n ̸= 0, antecipando a relação que deverá existir na equação espacial.

γγ̇ẋn = γ2ẋnẋk2Γnnk (2.56)

As relações cruzadas ocorrem pela relação funcional implícita dos termos
cinemáticos γ, quando γ̇, e pela relação funcional implícita dos termos métricos
det(g) quando feito ∂kγ.
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A equação geodésica espacial é obtida em substituição dos índices ν = k em
(2.51), com k ̸= 0. Se, pela métrica diagonal, os termos ẋmẋnΓkmn da equação
geodésica de índices espaciais puderem ser simplificados, em razão da métrica
diagonal, para soma ẋnẋnΓknn, então podemos compor a componente espacial
da geodésica no rearranjo dos termos:

γ2χ̈kêk + γγ̇ẋkêk + [γ2ẋ0ẋ0Γk00 − γ2ẋnẋnΓknn]êk + 2γ2ẋnẋnΓknnêk = 0 (2.57)

O rearranjo evidencia, como antecipado na equação (2.56), a similitude entre
o segundo e o último termo do lado da equação.

γγ̇ẋk + 2γ2ẋnẋnΓknn = 0 (2.58)
(n ̸= 0)

A disposição dos índices não é a mesma da equação (2.56), mas, na condição
de métrica diagonal e para condição de a métrica variar apenas em uma direção
espacial, tem-se Γknn = Γnnk = Γ0

0k onde (n ̸= 0). Portanto, na variação métrica
em ocorrência apenas no primeiro índice, a componente desse índice é Γ1

11 =
−Γ0

01, enquanto nos outros índices Γ2
22 = Γ0

02 = 0002, assim como Γ3
33 = −Γ0

03 =
0003.

A igualdade dos termos em 2.58 é consequência das propriedades da mé-
trica normalizada: variação temporal é conjugada à variação espacial. Além
das relações funcionais implícitas do det(g··) = 0, outra relação, proveniente
da definição dos símbolos, é dada por gnnΓnnk = −gkkΓknn, onde (n ̸= k). A
demonstração é direta e valida para definição métrica diagonal:

2Γknn =− gkk∂kgnn (n ̸= k) (2.59a)
2Γnnk =gnn∂kgnn (2.59b)

Retornando à equação geodésica (2.57), a equivalência entre o segundo e
últimos termos da equação dos índices espaciais da geodésica implica a igualdade
dos remanescentes.

γ2χ̈k + [γ2ẋ0ẋ0Γk00 − γ2ẋnẋnΓknn] = 0 (2.60)

A equação propõe uma segunda vinculação, além da expressa anteriormente
na equação (2.53), desta vez entre χ̈k e as definições espaciais dos símbolos
de Christoffel, ponderada pela velocidade. Torna-se importante observar que
a variação do fator de Lorentz, em sua forma coordenada, γ̇ = γ3a · v/c2, é
dependente de uma variação de segunda ordem. Para que essas taxas sejam
condizentes, deve haver conformidade entre as vinculações.

A condicionante encaminha a resolução, o que é feito no confronto entre
o termo em (2.60) contra o “gradiente” do fator de Lorentz expresso por γ =
(x0x0δ00)

1/2(ẋ0ẋ0g00 + ẋnẋngnn)
−1/2.

∂kγ =− γ3

c2
[
ẋ0ẋ0Γ0

0kg00 + ẋnẋnΓnnkgnn
]

(2.61)
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Mais uma vez, a disposição dos índices não é a mesma, e há diferença de
sinal. Similar ao desfecho anterior, a equivalência é dada na especificidade da
métrica. Para a métrica diagonal na condição de variar apenas em uma direção
espacial, o termo temporal do gradiente g00Γ

0
01 = −g11Γ1

00, enquanto que o
termo espacial g11Γ1

11 = g11Γ
1
11, basta que não seja nulo.

Do gradiente, tem-se:

gkk
c2

γ
∂kγ = γ2

[
ẋ0ẋ0Γk00 − ẋnẋnΓknn

]
(2.62)

Substituindo essa última expressão na geodésica espacial da equação (2.57),
junto dos resultados obtidos anteriormente, a expressão geodésica espacial é
reformulada para:

γ2χ̈k + γγ̇ẋk − γ2

γ2
gkk

c2

γ
∂kγ − γγ̇ẋn = 0 (2.63)

A inversão de sinal dos dois últimos termos do lado esquerdo da expressão
reproduz a mudança de sinal que ocorre na passagem da tupla [c, ẋk] para o pro-
duto entre tuplas na forma quadrática, por efeito da assinatura. Similarmente,
a transferência de expressões de índices temporais da forma quadrática para o
índice espacial ocorre inversão de sinal. 7

A expressão geodésica espacial simplifica para o equacionamento da variação
da velocidade pelo “gradiente” 8 do fator de Lorentz:

χ̈k = gkk
c2

γ3
∂kγ (2.64)

A similaridade com a expressão coordenada a·v = c2γ̇/γ3 é o consequente das
substituições envolvidas. Entretanto, é necessário atenção nas relações cruzadas
que a notação sugere.

É equivocado presumir equivalência, a despeito do que a compositividade
possa sugerir. Para o equacionamento apresentado, o que se demonstra é:

γ̇ ̸≡ ẋk∂kγ (2.65)

As substituições resultam em γ̇ = 2ẋk∂kγ; ao que pode ser apurado da
equação (2.53), as contrapartes espaciais (2.56) e (2.58) em contraparte com o
gradiente (2.61). É interessante ressaltar que γ̇ é um diferencial total, enquanto
o gradiente possui apenas as parcelas espaciais (k ̸= 0).

No espaço curvo, o fator de Lorentz depende do espaço e da velocidade
γ(ẋk, xk), com isso tem dependência implícita do tempo por ẋk(t). A varia-
ção total γ̇ dá conta da parcela “impulsionada” pela métrica no deslocamento
espacial e da variação “intrínseca” pelo efeito que causa na taxa de variação
da velocidade, e essa reverte-se ao fator no decorrer do tempo. Entretanto, a
expressão ẋk∂kγ apresenta apenas a parcela espacial, não havendo a parcela
temporal ẋ0∂0γ.

7O intercâmbio seria direto se considerarmos a assinatura da tupla. [c,−ẋk]
8O gradiente por ∂k = gkk∂k resulta no produto c−2γ3ẋkχ̈

k = ẋk∂
kγ
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É possível especular o termo omisso por uma “variação aparente”, implícito
pela dinâmica e reconstituindo o diferencial total.

ẋ0∂0γ ≡ γ̇ − ẋk∂kγ (2.66)

O remendo é conveniente, mas, apesar de ser matematicamente satisfatório,
não dá conceito de causa ou efeito ou em que condições mecânicas é válido.
Nesse ponto, é importante enfatizar que não se trata de uma peculiaridade para
a pretensão de simplificar o equacionamento geodésico. O tema é recorrente e
torna-se questão central da generalidade, tornando essa a primeira oportunidade
de discussão do assunto.

O entendimento de que o diferencial total introduz nova condição mecânica
encomenda a inspeção na abordagem por princípios variacionais, o que será
apresentado adiante. Entretanto, a noção pode ser introduzida pela definição
derivada covariante, não sem antes discutir as implicações e consequências nos
aspectos conceituais.

Essa forma diferencial total revelará-se necessária pela normalidade da mé-
trica, independente da redução da geodésica que se faz nessa seção, para rotação
hiperbólica.

2.7.2 Tempo Extrínseco

Uma noção correlata de diferencial total vem da derivada covariante temporal
∇̇Sµν = 0 proposta originalmente por Hadamard[44][43]. Embora a métrica
normalizada não esteja relacionada com a evolução temporal de superfícies mó-
veis, a similitude está na vinculação entre variação espacial e a variação temporal
por uma velocidade de propagação do interface métrica, que no caso presente
é dada por ∂0 ≡ c−1∂t. Simplificadamente, trata-se do problema de velocidade
relativa entre o corpo e a métrica, em que deve-se apurar a velocidade do corpo
em consideração à velocidade de arrasto devido ao movimento da métrica. A
diferença significativa para Hadamard é que, no que concerne à relatividade,
essa velocidade é sempre constante. Entretanto, o desenvolvimento não é tão
trivial quanto a descrição o faça parecer. Nessa forma, o acoplamento temporal
é extrínseco à métrica, externalizado a um evento de simultaneidade.

A elaboração relativística traz em si as próprias congruências que se fazem
necessárias, ora pelo invariante de velocidade, ora pela simultaneidade. O equa-
cionamento coerente com o entendimento físico é condizente com a resignificação
de como algumas situações são percebidas ou interpretadas.

Pela conformidade com um equacionamento sistêmico, as equações devem ser
acopladas por necessidade de promover simultaneidade. Duas “incongruências”
são aparentes: a primeira é que temos corpo fixo; a segunda é que a métrica
passa a ser percebida como um descritor de espaço absoluto.

Até então, descreve-se a situação de uma métrica produzida por um corpo
fixo com simetria espacial central. Sendo assim, o corpo fixo não promove o
movimento da métrica que se origina nele pela variação de seu movimento. Nessa
forma, a variação temporal sugere a ideia de fluxo. Essa primeira concepção é
desfeita ao recobrar que a situação é idealizada: o corpo é considerado fixo pela
condição assintótica na diferença de massas. 9 Fluxo torna-se intratável quando,

9A condição de corpo fixo simplifica o equacionamento ao eliminar a composição tem-
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na situação de dois corpos, a fonte da métrica move-se pelas definições circulares
do movimento do espaço no próprio espaço, ou indireção por substâncias etéreas.

Aprimorado para a situação de dois corpos, seria prematuro introduzir uma
outra causa para o retardo que não a própria causalidade do equilíbrio entre os
corpos. A manifestação de propagação imaterial é o fenômeno da percepção pela
própria composição do espaço-tempo, é ofício da métrica viabilizar a condição
temporal aos observadores para que esses façam a distinção entre situações de
simultaneidade, como no equilíbrio dos momentos; ou de retardo, quando há
força. Inércia, em sua composição temporal, torna-se a taxa de variação no
tempo que tem o seu próprio tempo para acontecer, somente então procede
discriminar os efeitos que decorrem de transporte imaterial. Pela métrica, o
espaço é a medida da inércia temporal, quando a ação tem reação.

No estado de equilíbrio, a latência do estímulo de posição pregressa deve
condizer com a velocidade de propagação. A vinculação temporal dos eventos é
equacionada pelas peculiaridades que cada configuração sistêmica promove.

Uma vez que seja possível esclarecer que, pelas próprias condições de equilí-
brio da métrica, todos os corpos oscilam, condizente com a onda-material de de
Broglie, o mecanismo de autopropagação é entendido pela própria latência. Se
o corpo de onde a métrica se origina oscila, então a própria métrica oscila, pro-
duzindo alternância 10 entre a maior ou menor contração temporal e dilatação
espacial. 11 A condição de onda requer velocidade que satisfaça a derivada
covariante temporal.

A segunda “incongruência”, que decorre da externalidade temporal na vin-
culação de eventos, refere-se à quantidade de corpos vinculados a uma mesma
métrica. Ao colocar-se o evento de simultaneidade externo à métrica, interdita-
se que a métrica seja utilizada para mais de uma posição. Dito de outra forma,
cada métrica mede somente a velocidade relativa entre dois corpos: ainda que
se repitam as definições, consideram-se distintas. O entendimento é que o ins-
tante em que os momentos relativos entre os corpos se equilibram é considerado
evento de simultaneidade.

Do ponto de vista gravitacional, a métrica de um corpo primário, que é
massivo em relação aos corpos acompanhantes, não deve ser empregada para
triangulação de velocidade entre os menores, por meio da adição relativística.
Em vez, calcula-se a propensão geodésica atuante de cada par: além da ação que
cada corpo menor sofre do maior, a ação pela métrica entre eles. A resultante
das “forças” em cada corpo retraça uma geodésica resultante. A velocidade mais
exata é aquela dada na geodésica pela métrica entre os corpos considerados e
quaisquer ações externas.

Um exemplo instigante no qual a métrica se apresenta de maneira diferen-
ciada entre os corpos é a interação metrificada entre o próton, o elétron e o
múon. Diferentemente da natureza gravitacional, em que ocorre atração que
atua na mesma proporção que a inércia, eletricamente a métrica é pela relação

poral. Isso viabiliza a definição em termos de parâmetros espaciais, mas em detrimento da
regularidade temporal, ou melhor, força uma regularidade temporal.

10 O padrão periódico permite representar no domínio do tempo, ou sua transformação no
domínio da frequência. A percepção retardada dos eventos coloca incerteza sobre a posição e
equilíbrio dos momentos.

11Realização do postulado relativístico da velocidade da luz: se houver propagação, a mé-
trica não pode ser estacionária, o que é obtido pela sua oscilação. Essa autoconsistência
implica em uma elaboração mais extensa em que modula em frequência pelo próprio valor da
métrica.
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carga-massa, a força exercida em função da carga independe da reação dada
pela massa. Assim, uma métrica próton-elétron informa como o próton enxerga
o movimento do elétron e, em reverso, a métrica elétron-próton como o elétron
enxerga o movimento do próton; o mesmo para próton-múon, elétron-múon.
Fossem um próton e dois elétrons, consideraria-se o mesmo número de métricas.
Essa natureza de atração torna claro que a simultaneidade é distinta.

Considerar triangulação por uma mesma métrica ignora a latência com que
os corpos reagem a uma posição diferente. Métrica é função da posição e inde-
pende do tempo. A métrica não tem memória do movimento pregresso, o que
é esperado da geodésica. Na configuração que favoreça a regularidade espacial
com que os eventos ocorrem, a habilidade de predição no problema do corpo
fixo é uma exceção. Antes que se confunda com atributos do espaço absoluto, a
estabilidade garante a regularidade temporal pelo fato de o corpo não se mover.
O trabalho de separar em métricas é necessário, pois os corpos têm movimentos
distintos. Ainda assim, a métrica por consideração do corpo fixo é fundamen-
tal na decomposição do problema: por se conhecer um instantâneo antes de
qualquer ponderação temporal, assinala um marco intrínseco do espaço antes
do registro extrínseco no tempo.

Ao contrário de privilegiado, é inabilitado, mas antes por ser especializado
do que insuficiente. Cada relação métrica é um sistema aberto entre dois corpos
em que operam tanto as interações internas quanto as ações externas. Diante
de uma resultante, cada corpo reage produzindo equacionamento geodésico na
métrica de interesse, entre todas em que se encontra inserido.

Evento de simultaneidade entre dois corpos no revezamento do papel de
corpo fonte afetado define, pela igualdade das distâncias apuradas na métrica
12 em um mesmo instante, uma condição de espaço-tempo. Assim, metrificar
a velocidade relativa entre os corpos por medida obtida do próprio movimento
do “campo” permite o mapeamento topológico por velocidades da natureza do
espaço-tempo.

A limitação do número de corpos tem contrapartida na representação de
natureza diferente, e como cada par deve ser calculado individualmente.

2.7.3 Mecânica

Seguindo o que foi explanado na seção anterior, acrescenta-se termo extra tal
qual a derivada covariante temporal de Hadamard. Segue-se a apresentação
lagrangiana de como o termo extra é acompanhado por princípios variacionais.

No espaço curvo, o fator de Lorentz depende da velocidade e do espaço
γ(ẋk, xk). Em um deslocamento, há variação métrica promovida pelo movi-
mento, e com isso, gamma assume um novo valor a cada nova posição. Como a
variação da métrica é fixa, o resultado tem efeito na velocidade.

O gradiente de γ atende à variação por referência ao espaço, mas descon-
sidera o sobreefeito da reincidência sobre a velocidade, que se apresenta na
variação no tempo.

O fato de que a métrica não varia no tempo torna o termo parcial temporal
ẋ0∂0γ implícito e definido na relação com outros termos do equacionamento
geodésico.

12A distância radial é paramétrica ou involuta pelo próprio deslocamento da luz sobre a
métrica e respectivo tempo próprio.
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A equação geodésica é obtida de Euler-Lagrange para escolha da função
lagrangiana L = −mc2γ−1.

d

dλ

(
∂L
∂ẋµ

)
−

∂L
∂xµ

= 0 (2.67)

A substituição possível para definição é:

mc2
d

dτ

(
1

γ2
∂γ

∂ẋµ

)
−mc2

1

γ2
∂γ

∂xµ
= 0 (2.68)

Motivando a discussão, um “descuido” ocorre no passo seguinte: opera-se
diretamente a substituição da expressão definida por γ. Por generalidade, é
correto que nem todas as variáveis produzam variação, como o caso das variáveis
angulares, mas a condição que impõe-se é que γ varia intrinsecamente no tempo,
enquanto a métrica não.

d

dτ

(
gµν

dẋµ

dτ

)
− 1

2
γ2ẋαẋβ∂νgαβ = 0 (2.69)

Prosseguindo, a seção anterior demonstrou que, pelas relações implícitas que
o tensor métrico normalizado proporciona, o equacionamento geodésico pode ser
particionado em duas equações de balanço.


gµνγ

2 d

dt

(
dẋµ

dt

)
− 1

2
γ2ẋαẋβ∂νgαβ = 0 (2.70a)

dxµ

dt

d

dτ
(gµνγ) = 0 (2.70b)

A equação (2.70b) corresponde soma das equações temporal (2.52) e espacial
(2.58), enquanto (2.70a) corresponde, pela nulidade da parte temporal, inteira-
mente com a equação espacial (2.60).

A separação torna simples observar o mecanismo de acoplamento entre a
métrica em movimento. Em (2.70b), a taxa de variação de γ atua em reciproci-
dade com a de gµν . Entretanto, em (2.70a), em razão de ∂0gµν = 0, a velocidade
toma o seu valor de γ apenas pelo gradiente da métrica, não cumprindo o que
é estabelecido em (2.70b).

A separação em das equações de balanço também torna simples verificar que
a discrepância seria eliminada na escolha da função lagrangiana L̃ = −2mc2/γ,
o que evidencia que a falta de equivalência em (2.65) é removível em apenas
um caso. Porém, a solução simplista abre a possibilidade de um número infinito
de formulações que passam a depender de peculiaridades do problema, e.g., dos
valores que métrica deve produzir para se conduzir uma determinada aceleração,
em detrimento da referida equivalência.

A arbitrariedade da escolha da função lagrangiana, embora arremate a falta
de equivalência em (2.65), não é satisfatória, pois torna a equivalência somente
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um caso peculiar. Mais apropriado é endossar a condição de diferencial total
em γ̇. Uma primeira medida é estabelecer que ∂0γ não se confunde com ∂0gµν ,
corrigindo o “descuido” mencionado. A substituição prematura pela métrica
acaba por omitir o termo ∂L/∂x0.

Para a função lagrangiana, faz-se a equação de Euler-Lagrange: 13

mc2
d

dτ

(
1

γ2
∂γ

∂ẋµ

)
−mc2

1

γ2
∂γ

∂x0
−mc2

1

γ2
∂γ

∂xk
= 0 (2.71)

A operação pela métrica é incapaz de representar o termo de variação tem-
poral, embora seja claro que ∂γ/∂x0 ̸= 0. A dependência implícita no tempo é
resolvida pela regra da cadeia aplicada a γ

(
ẋk(t), gµν(x

k)
)
.

∂γ

∂x0
=

∂γ

∂ẋµ
·
∂ẋµ

∂(ct)
(2.72)

A geodésica por derivada covariante alcança resultado similar, o que somente
é possível se definir a operação variação total como composição pela derivada
covariante, evitando que o termo de variação temporal fique subentendido no
caso de ∂0gµν = 0.

d

dt
V µ =D0V

µ +DkV
µ (2.73)

A geodésica é dada pela variação espacial definida pela derivada covariante
14 Dk = ẋk∇kV

µ, enquanto a variação temporalD0V
µ, além dos símbolos expli-

citamente definidos no tempo, complementa o diferencial total com as parcelas
temporais para os termos em (2.66) que não podem ser expressos por ẋ0∂0.

2.7.4 Definições Paramétricas da Métrica

Pelas simplificações apresentadas anteriormente, torna-se interessante reescrever
a equação geodésica de forma a expressar diretamente, pela definição paramé-
trica da métrica em (2.42a) a (2.42d), a resolução que a variável de variação
coordenada encaminha.

Para a definição em (2.42b), o resultado da métrica toma a forma:

∂1g11 ≡ δ11δ11γ
2 f

1

c2
(2.74)

onde

f1 =
µ

r2
(2.75)

13 Em uma inspeção mais rigorosa,para o valor ẋ0 = cte, a operação pelo contravariante
∂γ/∂ẋ0 não está definida, mas pelo covariante ∂γ/∂ẋ0 está (exceto para o espaço plano, o
que terá atenção quando se fizer oportuno). O entendimento é que relações sistêmicas dão
suporte para indefinições transitórias.

Outro aspecto, a discussão sobre discriminação de parâmetro e expressão para lagrangiano
manifestamente covariante pode ser encontrada em Lanczos [60], Goldstein [41] e Cline [24]

14Rigorosamente, ẍk = ẋµ∂µẋk não tem sentido, pois velocidade é independente da posição.
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O valor está relacionado à convergência da atração para o valor do gradiente
do potencial ê1∂

1U = ê1f
1 para campo fraco. Em razão da covariância, há

introdução de símbolos delta de Kronecker para acertar os índices sem afetar a
magnitude. 15

A métrica não depende da velocidade, entretanto a variação da velocidade
que ela produz é afetada em razão da própria velocidade desenvolvida. O valor
fixo da métrica no ponto produz o valor assintótico na velocidade, pois, ao
se aproximar da velocidade limite, o fator γ2 se eleva, tornando a variação
coordenada da velocidade f1 assintoticamente menor.

A posição do índice também é adequada diante de expressões covariantes
envolvendo símbolos de Christoffel. Para ∂1g11 = 2g11Γ

1
11:

2g11Γ
1
11ê1 = δ11δ11γ

2f1ê1 (2.76)

Para a definição paramétrica temporal da métrica em (2.42a), pode-se em-
pregar a propriedade (2.54) para chegar em ∂1g

kk = −gkkgkk(∂1gkk), com isso:

∂1g00 = −δ00δ11∂1g11 = δ00δ11g
11g11(∂1g11) (2.77)

Os símbolos de Chrisfoffel (2.43a) e (2.43b) são reescritos como:

2Γ0
01 =− g11∂1g11 (2.78a)

2Γ1
00 =− δ00δ11g

11g11g11(∂1g11) (2.78b)

Retomando a geodésica, o balanço entre os termos espaciais da equação
(2.58) pode ser reescrito como:

γγ̇ẋ1ê1 + γ4ẋ1ẋ1g11δ11δ11
f1

c2
ê1 = 0 (2.79)

Implícito em γ̇, há o produto entre a velocidade e sua variação, o que deve
ser correspondido no segundo termo do lado esquerdo. Dado que é possível por
(2.59a) e (2.59b) alterar, pela manipulação de índices, a vinculação de contração
do vetor da base, a equivalência é obtida fazendo-se ẋ1f1 = g11ẋ1f1. Também é
interessante fazer γ−2

r = δ11g
11, um fator recorrente nas expressões. 16

γγ̇ẋ1ê1 +
γ4

γ4r
· (ẋ

1f1)

c2
ẋ1ê1 = 0 (2.80)

O mesmo procedimento é aplicável à equação geodésica de índice temporal
(2.52). Iniciando por

γẋ0γ̇ê0 − γ4ẋ0ẋ1g11δ11δ11
f1

c2
ê0 = 0 (2.81)

15Pelo equacionamento geodésico, o gradiente do “escalar” da métrica seria ê1∂1(δ11g11) =
g11f1ê1, entretanto perder-se-ia a definição paramétrica da métrica na derivada pela variável
coordenada (contravariante), pois teria-se g11∂1(g11) = δ11f1.

16O fator métrico é definido pela componente temporal da métrica γ2
r = δ00g00, ou deter-

minante das componentes espaciais da métrica.
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chega-se a:

γẋ0γ̇ê0 −
γ4

γ4r
ẋ0

(ẋ1f1)

c2
ê0 = 0 (2.82)

Na métrica normalizada, o gradiente do fator de Lorentz tem componente
apenas na direção radial, dado por ê1∂1γ = ê1g

11∂1γ.
Pela equação (2.55), chega-se a ∂1γ = γΓ1

11, e o símbolo de Christoffel pode
ser substituído por (2.76).

ê1g
11∂1γ = γg11Γ1

11ê1 =
1

2
· γ

3

γ4r
· f

1

c2
ê1 (2.83)

O resultado em (2.83) é um termo da expressão geodésica (2.60).

γ2χ̈1ê1 + γ2
c2

γ3
(ê1g

11∂1γ) = 0 (2.84)

γ2χ̈1ê1 +
1

2
· γ

2

γ4r
· f1ê1 = 0 (2.85)

Da definição χ̈k, tem-se que γ̇ = 2ẋk∂kγ. A conclusão de que ẍk = 2χ̈k vem
do exposto na seção 2.7.3 .

O equacionamento obtido na expressão temporal (2.82) e nas expressões
espaciais da equação (2.80) e da equação (2.85) remete à equação geodésica,
com concisão obtida na redução do número de símbolos e com maior clareza no
significado, pelas relações entre os símbolos pelas substituições promovidas. A
simplificação é um avanço expressivo em comparação à forma canônica (2.51)
da geodésica.

Há uma forma mais direta de apresentar o resultado pela sua coesão com o
invariante de velocidade. Na próxima seção, a equação geodésica perde o caráter
geométrico para assumir o seu significado mecânico.

2.7.5 Transcrição: Al-Jabr

A equação geodésica na forma canônica da equação (2.51) é uma caracteriza-
ção geométrica do movimento. Na métrica normalizada, a existência de duas
curvaturas principais conjugadas, uma temporal e outra em uma direção es-
pacial, relaciona-se com o conjugado dilatação temporal e contração espacial
promovido pelo fator de Lorentz. O significado mecânico da geodésica surge na
substituição das expressões paramétricas da métrica, eliminando todos os sím-
bolos geométricos. O entendimento mecânico da geodésica torna-se estabelecido
na demonstração de que as equações do movimento satisfazem o invariante de
velocidade.

A equação (2.82) pode ser abstraída na expressão A0 + F0 = 0, com os
símbolos, para ẋ0/(ẋ0ẋ0) = δ0/c, definidos como:

A0 =γ4
an · vn
c

δ0 F0 =
γ4

γ4r

fn · vn
c

δ0 (2.86a)
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A equação espacial γ2a1 = (γ2/γ4r )f
1 é obtida da equação (2.85), em du-

plicidade, pela modulação necessária. Outra igualdade, γ4 (an · vn) v1/c2 =
(γ4/γ4r ) (f

n · vn) v1/c2, é obtida (2.80). A soma das duas equações em rearranjo,
agrupando em termos coordenados e termos métricos em símbolos diferentes, é
representada pela soma A1 + F1 = 0, onde os símbolos são definidos como:

A1 =γ2a1 + γ4
an · vn
c2

v1 F1 =
γ2

γ4r
f1 +

γ4

γ4r

fn · vn
c2

v1 (2.86b)

As dimensões espaciais de índice angular não são influenciadas em magnitude
pela métrica e variam em direção pelo movimento da base, mantendo a taxa e
variação conforme o invariante.

A2 =γ2a2 + γ4
an · vn
c2

v2 F2 =02 (2.86c)

A3 =γ2a3 + γ4
an · vn
c2

v3 F3 =03 (2.86d)

O entendimento das relações entre os símbolos distintos e suas dimensões é
dado em dois equacionamentos. O primeiro reformula a equação geodésica para
os novos símbolos pela derivada total (2.73) do tensor velocidade V µ = γvµ

d

dt
V µ = Aµ + Fµ = 0 (2.87)

A segunda equação é a demonstração da invariância da velocidade V µVµ =
c2.

d

dt
(V µVµ) = 2 (Aµ + Fµ)Vµ = 0 (2.88)

O produto é trivialmente nulo pelo resultado da soma, entretanto é possível
demonstrar que AµVµ = 0, implica que os tensores são ortogonais entre si, assim
como a contraparte FµVµ = 0.

A0V0 =γ4(anvn)g00 (2.89a)

AkVk =γ2akvk + γ4
(anvn)

c2
vkvk (2.89b)

No produto entre os termos covariante e contravariante, a assinatura da
métrica é (+,+,+,+), o sinal é interno à métrica. Da definição de γ, a soma
das duas parcelas resulta em:

A0V0 +AkVk =0 (2.90)

Pela igualdade entre os símbolos, o mesmo ocorre em Fk

F0V0 + FkVk =0 (2.91)

A expressão mecânica da geodésica explora a direcionalidade espacial dos
tensores. A análise tensorial é simplificada conhecendo-se a direção relativa
entre os tensores e a curvatura espacial, o que é visto adiante.
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2.7.6 Vis-Radix, Vis-Redux

A métrica normalizada estabelece duas curvaturas principais em reciprocidade,
uma espacial e outra em uma direção espacial. Na geodésica, a magnitude da
variação na atração é tanto maior quanto maior for o produto fnvn em γ̇. Na
dimensão temporal, essa magnitude é dada por F0.

Entre as dimensões espaciais, apenas uma direção corresponde à contraparte
temporal, e na composição com o movimento nem todas as direções estão ali-
nhadas com a direção da curvatura. A direção espacial F1 combina efeitos
da curvatura com os cinéticos, o que torna interessante separar os efeitos de
causa métrica dos efeitos de causa cinética. Isso é possível ao fatorar a parcela
produtiva em uma operação escalar F1V1, que corresponde a F0V0.

A parcela f1 da componente espacial F1 possui intensidade que depende, ex-
ceto pelo fator γ, somente da métrica. A parcela complementar possui influência
cinemática tanto em magnitude quanto em direção. É proveitoso decompor os
efeitos dessa segunda parcela.

O triplo produto dá oportunidade de aplicar a identidade de Grassmann. Na
forma vetorial:

v⃗1 × (v⃗ × a) = (v⃗1 · v⃗)⃗a− (v⃗ · a⃗)v⃗1 (2.92)

A forma tensorial no espaço plano:

εimkv
m(εkjℓv

ℓaj) = δija
j(δmℓv

ℓvm)− δiℓv
ℓ(δmjv

maj) (2.93)

Aplicando a métrica no produto escalar:

ϵimkv
m(ϵkjℓv

ℓaj) = δija
j(gmℓv

ℓvm)− δiℓv
ℓ(gmjv

maj) (2.94)

Os símbolos deltas de Kronecker que representam o produto escalar são
substituídos pela presença da métrica. Não há uma substituição equivalente
para o símbolo de Levi-Civita. O resultado é indicado por similitude ao produto
vetorial, mas, como não há definição para o operador, a expressão por essa
operação é unitária.

v1 ⊗ (vk ⊗ ak) = (v1vng1n)a
k − (vm · angmn)v1 (2.95)

A recomposição transcrita nos novos termos é sintetizada nas equações:

Ak =γ4va
k + γ4v

vk ⊗ (v ⊗ a)

c2
(2.96a)

Fk =
γ4v
γ4r

fk +
γ4v
γ4r

vk ⊗ (v ⊗ f)

c2
(2.96b)

Cada símbolo é definido pela soma de dois termos: um principal, resultado
da ação do gradiente da métrica em direção e magnitude, é denominado vis-
radix; outro, a ação de efeito conjugado, induzida para preservar a invariância
da velocidade, é denominado vis-redux.
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Análogo ao que acontece com γ̇, que possui parcela métrica ∂kγ e parcela
cinética ∂0γ, a componente espacial da atração Fk se decompõe em vis-radix,
por causa métrica, e em correspondência que o efeito espacial F1V1 tem com
o efeito temporal F0V0. Vis-redux ocorre por causa cinética, ou seja, induzido
pela velocidade na preservação do seu invariante.

Conforme a curvatura torna-se mais acentuada, a atração torna-se mais in-
tensa, produzindo maior taxa de variação na velocidade. Essa dinâmica con-
trasta com a existência de uma velocidade limite, que exige uma aceleração
assintoticamente decrescente com a evolução da velocidade. O fator métrico
γ4r atua na moderação das magnitudes da atração, mas também há indução da
mudança de direção para a regulação da taxa de variação.

A análise da dinâmica parte da parcela v1 ⊗ (v ⊗ f) do símbolo F1 pela
expansão dos termos:

v1 ⊗ (vk ⊗ f1) =v1 × (v2 × f1 + v3 × f1) = u2 + u3

A coordenada segue a curvatura.

v1 ⊗ (vk ⊗ a1) =v1 × (v2 × a1 + v3 × a1) = u2 + u3

O resultado revela uma situação nova pela introdução de direções estranhas
à direção original. A variação de segunda ordem A1 é vinculada à curvatura
F1. Para preservar o invariante, a resultante induz movimento que transcende
a dimensão espacial que ocupa.

Para as direções angulares, tem-se que f2 = 02 e f3 = 03, e com isso fn ·vn =
f1 · v1 não tem influência direta no movimento em outras direções, entretanto
as velocidades são interdependentes no invariante. Como f é direção fixa, e
velocidades são afetadas na mesma proporção, a ação em v1 ⊗ (v ⊗ f) preserva
a orientação do plano v1 × f.

Ocorre que f1 é percorrido com velocidade v1 que varia conforme a1 que, em
conjunto com a2 e a3, afetam com γ̇ a variação possível em todo conjunto de
velocidades vn, sem violar o invariante.

Por outro lado, as variações de segunda ordem nas dimensões de índices
angulares A2 e A3 não são vinculadas diretamente à F . Analisando as expres-
sões, percebe-se que, à medida que a curvatura do espaço torna-se mais intensa,
perde-se a expressão de conservação do momento angular canônico por conta do
efeito indireto de F1.

Além da falta de vinculação das componentes coordenadas com F , o que
se pode inferir sobre a direção é que, em espaço de curvatura intensa, as com-
ponentes A2 e A3 não sofrem mudança de plano orbital por efeito de F1, mas
tornam, também, qualquer reorientação de plano indiferente a F1, contanto que
a magnitude continue a mesma. Esse “grau de liberdade” no orbital esférico é
interessante na presença de forças ortogonais E2, E3 que ocupem o espaço das
direções omissas de F .

Assim, f2 = 0 e f3 = 0, e as componentes são nulas.

v2 ⊗ (vk ⊗ a2) =v2 ⊗ (vk ⊗ f2) = 0 (2.98a)

v3 ⊗ (vk ⊗ a3) =v2 ⊗ (vk ⊗ f3) = 0 (2.98b)
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Exceto se por uma ação externa Ek, onde E1 = 01, e ocorra a2 = E2 e a3 =
E3 tal que não se conflite com o produto AµVµ = 0, ou seja, por ortogonalidade
a ação externa sempre atue perpendicular à velocidade (E2+E3)Vµ = 0, e, além
de não interferir na direção principal E1 = 01, não induza termos nessa direção.

v2 ⊗ (vk ⊗ a2) =v2 × (v1 × a2 + v3 × a2) = w1 +w3 (2.99a)

v2 ⊗ (vk ⊗ a3) =v2 × (v1 × a3 + v2 × a3) = 0− y3 (2.99b)

v3 ⊗ (vk ⊗ a2) =v3 × (v1 × a2 + v3 × a2) = 0− w2 (2.99c)

v3 ⊗ (vk ⊗ a3) =v3 × (v1 × a3 + v2 × a3) = y1 + y2 (2.99d)

2.8 Covariância
Em física, covariância concerne à transformação difeomórfica de coordenadas em
concordância com invariante obtido das equações de Maxwell[68] , que motiva
a busca por expressões analíticas que descrevam o fenômeno da invariância da
velocidade de onda de uma emissão eletromagnética a partir de um corpo em
movimento no vácuo[65].

Entre referenciais separados por velocidade constante, o grupo de transfor-
mação de Lorentz satisfaz a descrição dos fenômenos eletromagnéticos, e os
efeitos da velocidade no espaço e no tempo são interpretados pela Teoria da
Relatividade [30], cuja relação entre espaço e tempo é descrita por Minkowski
[75] em uma geometria hiperbólica.

No movimento do corpo com velocidade constante, a relação com o invari-
ante eletromagnético é sintetizada pela equação do escalar de Lorentz [63], em
notação tensorial é complementada pela métrica de Minkowski, escreve-se como:

c2 = γ2vµvνηµν (2.100)

Um grupo de transformações opera a covariância de um sistema se, pela
álgebra e cálculo tensorial, a transformação preserva uma expressão que se con-
trai em um invariante e, além disso, for diferenciável, invertível e sua inversa
diferenciável[43].

Para emprego na mecânica, a transformação covariante deve ser a mesma
para todas as quantidades relacionadas pelo cálculo. O requisito implica que
a transformação de velocidade segue a mesma transformação Λµα aplicada à
coordenada.

xµ = Λµα x
α (2.101a)

vµ = Λµα v
α (2.101b)

A transformação deve atender condições de difeomorfismo no cálculo das
quantidades tensoriais. Na relação entre posição e velocidade, dado que v = ẋ,
a transformação Λµα satisfaz a equação:
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Λµα v
α =

d

dτ
(Λµα x

α) (2.102)

O grupo de transformações de Lorentz é constante diante da operação de
derivação, e a demonstração da propriedade algébrica da covariância é elementar
em velocidade constante.

A observação empírica do fenômeno da invariância da velocidade nas ondas
eletromagnéticas emitidas não se restringe a corpos com velocidade constante.
Covariância geral [77] é uma discussão em aberto. 17 Delimita-se a abran-
gência do assunto identificando como sistema covariante aquele que possui um
invariante de movimento e ao menos um grupo de transformação que opera a
covariância. 18 Nessa definição, enquadra-se a descrição analítica de sistemas
com velocidade variável, como encontrada na gravitação.

A covariância é recepcionada como princípio na formulação do movimento
produzido por gravitação. 19 Relatividade Geral [32][31] propõe descrever o
movimento de corpos sob influência gravitacional que atendam ao invariante de
Lorentz. A teoria ainda enuncia o Princípio da Equivalência, que atribui estado
inercial ao movimento, e aceita a covariância das transformações de Lorentz
para referenciais inerciais instantaneamente comóveis [58] . A teoria demonstra
que é possível equacionar um tensor métrico pelo potencial gravitacional como
consequência da relação que a curvatura produzida pela métrica possui com a
distribuição de energia-massa em uma trajetória geodésica [49] . A resolução
para o tensor métrico é obtida por Schwarzschild [94] para o espaço-tempo.

Nas formulações pelo tensor normalizado, emprega-se o tensor métrico regu-
lar [71] para representar a curvatura do espaço-tempo, entretanto a estrutura
que se monta é primariamente aplicada ao invariante de velocidade. Entre ou-
tras distinções, a covariância é melhor entendida como uma mudança de escala
energética do que mudança de coordenada. Em outras palavras, os grupos de
transformações covariantes expressam condições cinéticas distintas de observa-
dores pela forma que energia modula as grandezas físicas, dentre elas, coorde-
nadas.

Entende-se que, apesar de preservar a denominação familiar, a mudança de
sistema de coordenadas expressa a arbitrariedade na escolha de direções cardi-
nais na decomposição da velocidade. Sendo um fator cinemático, as transfor-
mações feitas nessa variável calibram a escala de energia cinética.

Assim, o grupo de transformação de Lorentz expressa conhecimento do ajuste
de escala energética entre referenciais inerciais separados por velocidade cons-
tante. Uma transformação entre sistemas de coordenadas é um caso elementar
em que não se muda escala.

17O questionamento é se a relatividade geral é a generalização de aceleração, dado que
geodésica é um estado inercial. Ou ainda, se basta ser covariante para representar aceleração de
referenciais não-inerciais ou deve-se apurar a existência de pseudo-forças locais no acelerômetro
do referencial não-inercial.

18Grupo de transformação aplicado primariamente ao invariante de velocidade, que pela
energia cinética modula as grandezas físicas, dentre elas, coordenadas.

19Covariância possui um correlato matemático no “Princípio da Permanência da Forma”,
uma heurística para descoberta de novas estruturas algébricas. Modernamente, em matemá-
tica, esse tipo de modalidade foi suplantado por demonstrações rigorosas construídas sobre
axiomas.
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O binômio invariância e covariância é bipartição de um mesmo sistema de as-
pecto correlato por perspectivas (e abordagens) complementares. No primeiro,
a contração de uma grandeza física pela métrica em um invariável sobre trans-
formação torna os termos participantes da expressão tensores. Nesse critério,
a abordagem invariante associada à velocidade aparenta ser mais fundamental,
porém, pela própria identidade que se estabelece no invariante, a covariância as-
sume importância pela sua contingência na articulação das formas válidas pela
coerência física. 20.

Se o invariante torna um sistema formalmente apto à covariância, a rea-
lização pela existência de um grupo de transformação entre sistemas denota o
aspecto conceitual do que expressa o contorno energético. Entre as diversas situ-
ações que se possa formular, referenciais inerciais não possuem causas externas
ao sistema, situação em que o equilíbrio pela geodésica é considerado intrinseca-
mente inercial; enquanto que não-inerciais acusam existência de pseudo-forças
no acelerômetro local, o motivando a investigação de forças externas, ainda que
deslocadas no espaço-tempo, como causas pela absorção, e também as conse-
quentes por emissão, que serão tidas como efeitos. Tais variações energéticas
produzem transformações covariantes dependentes do tempo e de como cada
observador percebe a energia emitida.

Mudança de sistema de coordenadas é uma transformação que não produz
alteração na forma como energia é calculada, assim:

L(Λµmxm,Λµmẋm) = L(xµ, ẋµ) (2.103)

2.9 Isometria da Base
Pela simetria central da influência gravitacional, o tensor métrico é descrito em
coordenadas esféricas. A mudança entre sistemas de coordenadas cartesiano-
esférico não possui significado físico, o que implica que não entra na composição
do movimento.

Covariância refere-se também às transformações de coordenadas que não se
relacionam com o estado de movimento. Mudanças entre sistemas de coorde-
nadas são transformações passivas, não envolvem translação de posição[4][105] ,
e resumem-se a satisfazer a covariância na arbitrariedade da escolha de um
sistema de coordenadas. Embora o significado físico seja diferente, a álgebra
tensorial da mudança de coordenada é similar ao que é visto na covariância da
mudança de referenciais.

Na mudança de coordenadas, é esperado que se preserve a norma do vetor,
o que na aplicação mecânica do formalismo tensorial resulta em um invariante
físico. Em entendimento matemático, o conceito se confunde com isometria. 21

Seja gµν = JκµJ
λ
ν gκλ, a transformação esférico-cartesiana, a mesma norma é

obtida nos dois sistemas de coordenadas.

vµvνgµν = vκvλgκλ (2.104)

20Grupo de transformações assume formas e parâmetros diversos, e implica em uma série
de escrutínios da derivada covariante e sincronicidade.

21Similaridade puramente algébrica.
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A mesma isometria deveria ocorrer nos tensores da base para mudança de
coordenada, entretanto, pela sua natureza covariante, a base não se contrai em
um invariante, e é improdutivo fabricar um tensor unitário. A base não possui
medida para cada elemento, porém um invariante relacionado à base é definido
pelo determinante da métrica, que, em certo sentido, metrifica a si mesma.
Denomina-se, aqui, isometria da base diante de uma transformação quando
essa operação resultar na propriedade da métrica com determinante invariante
constante.

A isometria nos vetores da base estende a mesma transformação entre sis-
temas de coordenadas a todos os vetores de uma mesma posição. O que está
implícito na generalização tensorial é a forma paramétrica da transformação,
que deve preservar a estrutura isomórfica da derivada.

Para o propósito do texto, isometria é um tipo especial de covariância, e os
termos serão empregados de forma intercambiável. Para denotar a transforma-
ção entre sistemas de coordenadas, adotamos a convenção notacional de indicar
a distinção entre os sistemas pelas letras dos alfabetos latino e grego aplicados
aos índices.

xµ = Jµm x
m (2.105a)

vµ = Jµm v
m (2.105b)

A transformação entre sistemas de coordenadas resulta na mesma velocidade
sobre variáveis diferentes. O quadro está completo ao observar que a velocidade
é variável da gravitação, e sua derivada resulta na equação geodésica.

aµ = Jµm a
m (2.106)

Pretende-se estabelecer que a transformação covariante entre coordenadas
Jµm, a sua inversa e respectivas derivadas, satisfazem a álgebra da transformação:

Jµm a
m =

d

dτ
(Jµm) γvm + Jµm

d

dτ
(γvm) (2.107)

Isolando am na equação, e sabendo que o primeiro termo da soma torna-se
nulo, então o sistema é reduzido à diferencial ordinária d(γvm)/dτ = 0.

A resolução de uma transformação Jµm para a equação pode ser dividida em
duas partes. Uma solução candidata, não trivial, é dada por:

Jmµ
d

dτ
(Jµm) = 0mm (2.108)

O zero não trivial implica ortogonalidade. Na segunda parte, a operação
diferencial pela derivada covariante deve transigir as propriedades da transfor-
mação covariante Jµm encontrada entre os diferentes operandos. No caso da
resolução, uma equação concorrente é:

d

dτ
vm =

d

dτ
(Jmµ vµ) (2.109)
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A derivada introduzida por Ricci e Levi-Civita [87] generaliza a noção de
derivada direcional, incluindo na definição da operação o símbolo de Christoffel.
O tratamento intrínseco satisfaz a geometria não-euclidiana de Riemann, rece-
bendo a denominação covariante pela propriedade do tensor derivado seguir a
mesma variância do tensor primitivo na transformação de variáveis.

O operador é definido pela relação com a variação dos tensores da base.
Porém, a derivada covariante não faz distinção entre variação intrínseca do es-
paço que é variação exclusiva da métrica, e a variação paramétrica, que ocorre
pela sua dependência funcional. Uma base fixa de tensores independentes varia
apenas pela métrica, enquanto uma base móvel inclui também a variação pelos
parâmetros que descrevem a mobilidade.

Os símbolos de Christoffel são definidos como a derivada parcial do tensor
da base. A transformação de coordenadas é contravariante à transformação do
tensor da base. A variação de um vetor móvel é dada por:

∂λêµ =Jmµλêm + Γαµλêα (2.110)

A derivada parcial do tensor da base ∂λêµ torna-se o símbolo de Christoffel
acrescido do termo Jmµλ, correspondente à variação paramétrica. Esse termo
extra permitirá redefinir o operador diferencial.

A transformação dos símbolos de Christoffel entre dois sistemas de coorde-
nadas.

Γαµλ = Jαa (J
ℓ
λJ

m
µ Γamℓ + Jℓλ∂ℓ(J

a
µ)) (2.111)

Uma consequência interessante da transformação é que o símbolo Christoffel
torna-se covariante somente se:

Jℓλ∂ℓ(J
a
µ)) =0aµλ (2.112)

A equação é trivial para transformação entre duas bases fixas. Entre uma
base fixa e outra móvel, a transformação ortonormal produz o mesmo resultado.

Recordando que a mudança de coordenadas não possui significado físico, é
esperado que a transformação incorra no rearranjo dos índices, correspondente
à mudança de base. O termo extra em ∂λêµ permite separar a variação paramé-
trica da variação intrínseca na definição da operação de derivação. A condição de
covariância da transformação entre coordenadas está ligada à ortonormalidade.

3 Cartesiano
A realização da covariância, em sua forma primária, vem com a obtenção da
métrica cartesiana. Covariância deve permitir que exista transformação invertí-
vel entre sistemas de coordenadas. Como consequência, a transformação revela
propriedade sobre a simetria da métrica que terá implicação no entendimento
da torção de curvatura.
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3.1 Resoluções Preliminares
A conversão é uma realização algébrica: decomposição e recomposição pelas
propriedades da restauração e balanceamento.

Considerando que ocorra conversão entre bases x̂ = J̃ ê, o mesmo deve ocor-
rer entre as operações bilineares g(x̂µ, x̂ν) = hµν e g(êm, ên) = g̃µν . 22 É
interessante destacar que a associação entre a operação e o seu produto relaci-
ona tensorialmente a propriedade de comutação e simetria.

A solução parte da abstração geral hµν = J̃mµ J̃
n
ν g̃mn, mas somente é possível

conhecendo-se as propriedades da métrica e da transformação, o que é melhor
ilustrado pela peculiaridade do caso particular.

A simplificação da expressão é sempre proveitosa e, não havendo transfor-
mação na componente temporal, é possível restringir a demonstração à análise
dos índices espaciais. Com isso, a expansão da expressão geral para os termos
espaciais:

hµν =J̃1
µJ̃

1
ν g̃11 + J̃2

µJ̃
2
ν g̃22 + J̃3

µJ̃
3
ν g̃33 (3.1)

+ J̃1
µJ̃

2
ν g̃12 + J̃2

µJ̃
1
ν g̃21

+ J̃2
µJ̃

3
ν g̃23 + J̃3

µJ̃
2
ν g̃32

+ J̃3
µJ̃

1
ν g̃31 + J̃1

µJ̃
3
ν g̃13

Identificando a métrica cartesiana hµν , e a esférica por g̃mn, cabe ressaltar
que a mudança entre sistema de coordenadas funciona nos dois sentidos, e a
expressão da transformação inversa pode ser expressa pela pela mudança da
convenção. Na resolução, a existência de um termo não nulo em um sistema
mantém correspondência aos respectivos no outro, enquanto os valores nulos são
ambíguos, pois um valor nulo em um dos sistemas pode ocorrer pela nulidade
dos termos no outro, ou no cancelamento de opostos. A última proposição é
interessante, a existência de elementos em oposição ocorreria se a comutação
de índices resultasse em antissimetria, mas se assim o fosse, a propriedade não
se aplicaria a todos os elementos. A provocação motiva a exposição. O que
se segue ao conflito com a álgebra é que a preferência pela forma analítica da
geometria incorre em pressupor a forma algébrica; e ao presumir uma condição,
especifica-se implicitamente uma restrição.

Convencionalmente, tem-se que g̃mn− g̃nm = 0̃mn, métrica da conexão Levi-
Civita, entretanto, covariância é mais geral e independente que conexão. Ao
adotar a restrição, estamos implicitamente introduzindo, pela preferência de
uma definição de espaço, uma propriedade que pode não ser consistente com a
álgebra.

Para não recair na arbitrariedade da preferência do espaço, é interessante
observar que, se estiver na métrica esférica, a solução tem propriedade de ser
indiferente à simetria dos componentes de índices distintos:

g̃mn ± g̃nm = 0̃mn; (m ̸= n) (3.2∗)
22Sobre a convenção de notação: o interesse está em destacar o contraste entre os sistemas

de coordenadas. Adota-se índices em letras do alfabeto grego para o sistema cartesiano gµν
e romano para esféricos gmn. No índice numérico, e.g. g11 e g̃11, bem como na mesclagem
de índices, e.g. J̃m

µ Jµ
m, a presença ou ausência do diacrítico remete ao emprego em relação à

base esférica ou cartesiana.
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Naturalmente, apenas uma forma é válida, mas é interessante observar que
a métrica esférica é indenpendete da simetria dos termos da métrica de índices
distintos m ̸= n =⇒ gmn = 0̃mn. Ao ponderar que a transformação inversa
recairá na mesma questão, mas com componentes espaciais cartesianas na forma
µ ̸= ν =⇒ hµν ̸= 0µν , o resultado terá a forma:

µ ̸= ν =⇒ hµν + hνµ = 0µν ; (3.3)

Pela generalidade da resolução cartesiana, faz-se a contingência de que a
expressão não seja trivialmente nula, portanto, diferente do que ocorre no caso
esférico.

A condição de antissimetria é estrita aos termos em que µ ̸= ν, deixando os
termos µ = ν com a simetria originária. O tensor cartesiano não possui pro-
priedade simétrica total, mas ainda assim é definido por partes fixas e consis-
tentemente identificáveis. Uma designação apropriada possui uma “assinatura”
simétrica característica, que para o propósito do texto se denominará ambissi-
métrica.

Tal situação é tratável pela definição de propriedades adequadas, mas abre
um precedente sobre a simetria do tensor.

Enquanto a métrica esférica é estritamente simétrica, a métrica cartesiana,
obtida por transformação covariante, não é nem exclusivamente simétrica, nem
exclusivamente antissimétrica. Apesar de incomum, é aceitável que a métrica
esférica, pelo posto por (3.2∗ ), tenha a mesma simetria da métrica cartesiana.
Porém, o que é mais razoável é que a transformação covariante mude a propri-
edade simétrica do tensor. Entretanto, transformação não tem a propriedade
operativa de alterar a “assinatura” da simetria.

A situação de impasse é resolvida no refinamento algébrico iniciado ao pres-
supor a operação de conversão bilinear da base. A condição paraconsistente adia
a síntese até que a resolução elimine ambiguidades para então achar a condição
de conformidade, reformulando alguma das premissas.

Prosseguindo a demonstração, a substituição dos valores conhecidos da mé-
trica esférica normalizada, dado por (2.42a) até (2.42e), e as definições de Jµm
em (2.12) podem ser, pela associatividade pretendida, agrupadas de acordo com
a similaridade dos índices.

Para (µ = ν), a associação entre os índice similares revela que:

hκκ =J̃1
κJ̃

1
κ g̃11 + J̃2

κJ̃
2
κ g̃22 + J̃3

κJ̃
3
κ g̃33 (3.4)

+ J̃1
κJ̃

2
κ�����
(g̃12 + g̃21)

+ J̃2
κJ̃

3
κ�����
(g̃23 + g̃32)

+ J̃3
κJ̃

1
κ�����
(g̃31 + g̃13)

Ponderando pela similaridade que a expressão possui nos dois sentidos de
conversão, nos termos agrupados pela associativa, o cancelamento é circunstan-
cial em esféricas, pela trivialidade dos valores definidos em (2.42e), enquanto
que em cartesianas advém de propriedade estrutural.

Seguido com as substituições particulares desse primeiro caso, e tomando o
primeiro índice espacial, com B = 1 + µ/(c2r), tem-se:
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h11 =J̃1
1 J̃

1
1 g̃11 + J̃2

1 J̃
2
1 g̃22 + J̃3

1 J̃
3
1 g̃33 (3.5)

δ11h11 =(sin θ cosφ)2B + (cos θ cosφ)2 + (− sinφ)2

=(sin θ cosφ)2(B − 1) + (sin θ cosφ)2 + (cos θ cosφ)2 + (− sinφ)2

=(x · ρ)(x · ρ)(B − 1) + 1

Procedendo da mesma forma para as outras componente métricas de índices
iguais, as expressões resultantes da transformação são resumidas em:

δ11h11 =(x · ρ)(x · ρ)(B − 1) + 1 (3.6a)

δ22h22 =(y · ρ)(y · ρ)(B − 1) + 1 (3.6b)

δ33h33 =(z · ρ)(z · ρ)(B − 1) + 1 (3.6c)

Para índices distintos (µ ̸= ν), os termos associativos produzem outro equa-
cionamento. As definições para a métrica esférica são nulas, entretanto o mesmo
não deve acontecer com a métrica cartesiana. É interessante destacar que na
transformação inversa de (3.4), embora hµν ̸= 0, a antissimetria anula-se na
contração de índices quando associativos em uma soma pela oposição do sinal.
O contraste está em não ser possível replicar o mesmo procedimento na nova
situação que se forma em:

hµν =J̃1
µJ̃

1
ν g̃11 + J̃2

µJ̃
2
ν g̃22 + J̃3

µJ̃
3
ν g̃33 (3.7)

+ (J̃1
µJ̃

2
ν − J̃2

µJ̃
1
ν )g̃12

+ (J̃2
µJ̃

3
ν − J̃3

µJ̃
2
ν )g̃23

+ (J̃3
µJ̃

1
ν − J̃1

µJ̃
3
ν )g̃31

Para ser condizente com as definições sistêmicas hµν+hνµ = 0µν quando µ ̸=
ν, duas questões emergem: uma relacionada com a expressão de transformação
direta; e outra pela consideração da reversa. A transformação direta precisa
produzir uma métrica antissimétrica a partir de outra simétrica; a expressão
inversa deve eliminar os termos antissimétricos.

No caso da transformação direta por (3.7) , da métrica simétrica para a
ambissimétrica, é possível resolver apenas metade das componentes com as de-
finições dadas até aqui. A situação torna-se paraconsistente, pode-se estimar
os antissimétricos exatamente por causa dessa propriedade. Nas expressões
provisórias, o próprio resultado da transformação sugere como a antissimetria
é estabelecida operativamente, ou seja, uma forma consistente de expressar a
antissimetria, o que será apresentado adiante pela identidade de Binet-Cauchy.

No caso da expressão reversa de (3.7), não ocorrem os cancelamentos en-
tre os termos antissimétricos, como destacados anteriormente em (3.4). Das
substituições pela métrica esférica normalizada (2.42a) até (2.42e), chega-se a:
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|ε12|h12 =(x · ρ)(y · ρ)(B − 1) (3.8a)

+ |ε23|(cos θ)g̃23 + |ε31|(− sin θ)g̃31

|ε23|h23 =(y · ρ)(z · ρ)(B − 1) (3.8b)

+ |ε12|(− sinφ)g̃12 + |ε23|(sin θ cosφ)g̃23 + |ε31|(cos θ cosφ)g̃31
|ε31|h31 =(z · ρ)(x · ρ)(B − 1) (3.8c)

+ |ε12|(cosφ)g̃12 + |ε23|(sin θ sinφ)g̃23 + |ε31|(cos θ sinφ)g̃31

A organização em arranjo matricial revela que seguem o padrão sistêmico
dos índices. A substituição revela, fora da trivialidade, tensores ortogonais.

sin θ cosφ cos θ cosφ − sinφ
sin θ sinφ cos θ sinφ cosφ

cos θ − sin θ 0

|ε23|g̃23|ε31|g̃31
|ε12|g̃12

 = 0mn (3.9)

A coincidência com (2.12) decorre das propriedades. 23 Para a conversão de
esférico-cartesiana, o sistema é homogêneo:

∣∣∣∣J̃mµ J̃nµ
J̃mν J̃nν

∣∣∣∣ g̃mn = (J̃mµ J̃
n
ν − J̃nµ J̃

m
ν )g̃mn = 0µν (3.10)

O sistema linear homogêneo é acidental na transformação de esféricas para
cartesianas. A forma geral é:∣∣∣∣J̃mµ J̃nµ

J̃mν J̃nν

∣∣∣∣ g̃mn = hµν − J̃kµ J̃
k
ν g̃kk (3.11)

O que é expandido em:

(J2
2J

3
3 − J3

2J
2
3 ) (J3

2J
1
3 − J1

2J
3
3 ) (J̃1

2 J̃
2
3 − J̃2

2 J̃
1
3 )

(J̃2
3 J̃

3
1 − J̃3

3 J̃
2
1 ) (J̃3

3 J̃
1
1 − J̃1

3 J̃
3
1 ) (J̃1

3 J̃
2
1 − J̃2

3 J̃
1
1 )

(J̃2
1 J̃

3
2 − J̃3

1 J̃
2
2 ) (J̃3

1 J̃
1
2 − J̃1

1 J̃
3
2 ) (J̃1

1 J̃
2
2 − J̃2

1 J̃
1
2 )

|ε23|g̃23|ε31|g̃31
|ε12|g̃12

 =

|ε23|(h23 − J̃k2 J̃
k
3 g̃kk)

|ε31|(h31 − J̃k3 J̃
k
1 g̃kk)

|ε12|(h12 − J̃k1 J̃
k
2 g̃kk)


(3.12)

Essa expressão sugere que a métrica em esféricas, ao que foi posto em (3.2∗ ),
teria a mesma simetria a cartesianas, não fossem os termos nulos.

m = n =⇒ g̃mn − g̃nm = 0̃mn (3.13a)

m ̸= u =⇒ g̃mn + g̃nm = 0̃mn (3.13b)

Então, poderia-se considerar a transformação dos elementos de (3.13b).
23Matriz ortogonal, aquela que é igual à própria matriz dos cofatores. Lembrando que o

arranjo matricial de tensores é sempre um recurso de apresentação (notação), não garante
propriedades. Neste caso, a substituição da propriedade matricial é imprópria, dado que
ignora a combinação dos índices tensoriais.
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(J̃mµ J̃
n
ν g̃mn) + (J̃nν J̃

m
µ g̃nm) = 0̃νµ (3.14)

O que satisfaz:

(J̃mµ J̃
n
ν − J̃nν J̃

m
µ )g̃mn = 0̃νµ (3.15)

A expressão em reverso, de cartesiano para esférico, segue a mesma equação
(3.12), mas com a mudança da convenção entre os símbolos.

Ao retomar as substituições indicadas em (3.8a) até (3.8c), ao contrário do
que foi exposto no caso simétrico, no qual a covariância dos índices foi assina-
lada pelos símbolos delta de Dirac nas expressões antissimétricas, devido à sua
atuação em índices distintos, utiliza-se o símbolo de Levi-Civita. Entretanto,
o símbolo é introduzido em módulo, condizente com as operações contidas na
expressão. A ideia de que o símbolo deve condizer com a operação é sugestiva
em como expressar a antissimetria.

A conversão não faz distinção de simetria, o que será elaborado adiante,
entretanto, é possível apresentar um elemento de cada par assimétrico da métrica
aplicando a identidade de Binet-Cauchy para os vetores da base.

(a× b) · (c× d) ≡ (a · c)(b · d)− (a · d)(b · c). (3.16)

Assim, por substituição direta dos vetores unitários, pode-se chegar a:

(ρ̂× x̂) · (ŷ × ρ̂) = (ρ̂ · ŷ)(x̂ · ρ̂) + 0 =

∣∣∣∣r · y r · r
x · y x · r

∣∣∣∣ (3.17)

A indicação do determinante sugere uma representação mais compacta. De-
notando (ρ̂ · x̂)x̂ = ρ̂x, 24 pode-se interpretar a identidade para a base como:

(ρ̂× x̂) · (ŷ × ρ̂) = ∥ρ̂x × ρ̂y∥ (3.18)

Observando que ∥x̂ × ŷ∥ = 1, é simples constatar a igualdade entre os
produtos, entretanto o valor absoluto evita que a comutatividade da operação
expresse o antissimétrico. Introduzir a alternância de sinal por −∥ρ̂y × ρ̂x∥
parece viável, mas ignora a maneira própria que a operação comuta.

Tanto a simetria quanto a comutatividade são inesperadas na definição ori-
ginal de J̃mµ , pois concerne apenas a um operando em (2.12). O conflito em
obter os termos antissimétricos decorre do fato de que o tensor métrico é ope-
rado duplamente pela transformação. O desenvolvimento, até então, aponta que
uma resolução parte da escolha da estrutura algébrica e resolve-se na mudança
de representação na operação bilinear, considerando ainda que deve viabilizar a
transformação covariante.

Até então, não foi enunciado um motivo intrínseco para que o bilinear possua
o comportamento ambissimétrico 25 , apenas as condições que se estabelecem

24Na projeção, o vetor deixa de ser unitário, mas a preservação do diacrítico evita confusão
com a projeção pelo vetor não unitário.

25Considerando que a forma ambissimétrica em esférica é degenerada, do exposto em (3.13a)
e (3.13b)
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por covariância. É preciso explicitar o que fundamenta a necessidade de ambis-
simetria. O que será visto adiante, a caracterização métrica que contribui para
o invariante vem de como os efeitos cinemáticos seguem rotação hiperbólica pela
conjugação das curvaturas do espaço e tempo, e as propriedades operativas que
produzem ambissimetria.

Enquanto a simplicidade da forma esférica proporciona resoluções diretas, as
expressões cartesianas revelam uma estrutura interessante na análise do espaço-
tempo. O que não é aparente na forma esférica é como as direções se decompõem
na operação bilinear.

Sendo assim, é produtivo obter uma representação da métrica que atenda
às propriedades de simetria, a despeito da transformação. A simetria dos ter-
mos não-diagonais da métrica é resolvida ao substituir diretamente pela forma
vetorial:

(ρ̂× x̂) · (ŷ × ρ̂) → ρ̂x × ρ̂y (3.19)

A operação vetorial resulta em um elemento direcional, alterando, com isso,
a concepção da métrica. Ponderando que a métrica expressa a relação entre
os tensores da base pela decomposição nos produtos escalar e vetorial, não é
estranho admitir que a métrica contenha tanto elementos direcionais quanto
escalares. A forma direcional possui mais recursos de operações, o que será
proveitoso em uma condição tensorial mais geral que as operações elementares
de transformação entre coordenadas.

A conversão fornece a forma geral da métrica. Provisoriamente, as compo-
nentes cartesianas são:

h11 =ρ̂1 · ρ̂1(B − 1) + δ11 (3.20a)
h22 =ρ̂2 · ρ̂2(B − 1) + δ22 (3.20b)
h33 =ρ̂3 · ρ̂3(B − 1) + δ33 (3.20c)

h12 =ρ̂1 × ρ̂2(B − 1) (3.20d)
h23 =ρ̂2 × ρ̂3(B − 1) (3.20e)
h31 =ρ̂3 × ρ̂1(B − 1) (3.20f)

h21 =ρ̂2 × ρ̂1(B − 1) (3.20g)
h32 =ρ̂3 × ρ̂2(B − 1) (3.20h)
h13 =ρ̂1 × ρ̂3(B − 1) (3.20i)

Uma condição tensorial mais geral é proposta ao demonstrar que a forma
cartesiana satisfaz a rotação hiperbólica, realizando, dessa forma, a equivalência
com a forma esférica.

A transformação covariante é retomada na ocasião de outros tensores, com
interesse em particular na conexão.

3.2 Rotação Hiperbólica e Projeção Diedral
O espaço-tempo, proposto por Minkowski[75] , em sua descrição sobre a contra-
ção do espaço e a dilatação do tempo por efeitos cinemáticos, segue um modelo
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hiperbólico. Métrica normalizada generaliza essa proposta por uma dinâmica
que, presente no espaço curvo, promove a continuidade variacional do invariante
de velocidade: rotação hiperbólica.

Depreende-se desse modelo que a contração do espaço e dilatação do tempo
são ocorrências conjugadas, sendo que as variações ocorrem na proporção in-
versa.

Apesar dos efeitos no espaço, a principal condição é que a velocidade transforme-
se por rotação segundo o invariante hiperbolóide, e permaneçe nessa condição
por transformações igualmente hiperbólicas. Assim, existindo aceleração, a va-
riação da velocidade segue movimento hiperbólico[5], o que pode ser constatado
na comparação por transformação de Lorentz: ou pela mudança para um refe-
rencial comóvel, ou na adição de velocidade[58] em um instantâneo.

O ponto crítico da descrição é apontar que há transformações hiperbólicas
na ausência de curvatura hiperbólica, para evidenciar que concernem primaria-
mente à velocidade. Com isso, a métrica normalizada, igualmente, concerne à
velocidade.

O produto interno com assinatura hiperbólica [74] , elaboração originada no
plano complexo proposto por Poincaré[84] , é hiperbólica na assinatura, mas
plana na curvatura. Tensor métrico normalizado é antes o espaço das rotações
hiperbólicas, do que o espaço de curvatura hiperbólica.

3.2.1 Projeção Ortogonal

Projeção concerne aos termos espaciais e é útil na caracterização da direciona-
lidade, como também na decomposição da base em operações, como em (2.7).

Operação de projeção vetorial, em uma direção ρ̂, e a operação rejeição
vetorial, em relação à mesma direção, são complementares.

x̂ = Projρ̂(x̂) + Rejρ̂(x̂) (3.21)

Uma forma mais elaborada, pode-se dispor em arranjo matricial para a de-
composição ρ̂2x + ρ̂2z + ρ̂2z = 1.

x̂0
0

 =

 ρ̂2x ρ̂xρ̂y ρ̂xρ̂z
ρ̂yρ̂x ρ̂2y ρ̂yρ̂z
ρ̂z ρ̂x ρ̂z ρ̂y ρ̂2z

x̂0
0

+

ρ̂2y + ρ̂2z −ρ̂xρ̂y −ρ̂xρ̂z
−ρ̂yρ̂x ρ̂2z + ρ̂2x −ρ̂yρ̂z
−ρ̂z ρ̂x −ρ̂z ρ̂y ρ̂2x + ρ̂2z

x̂0
0

 (3.22)

É possível abstrair na forma matricial:

Iij = [Proj]ij + [Rej]ij (3.23)

Entretanto, em um refinamento subsequente, pode-se querer compor por
operações vetoriais ordinárias, 26 obtendo-se o contraexemplo:

x̂0
0

 ≡

ρ̂x · ρ̂x ρ̂x · ρ̂y ρ̂x · ρ̂z
ρ̂y · ρ̂x ρ̂y · ρ̂y ρ̂y · ρ̂z
ρ̂z · ρ̂x ρ̂z · ρ̂y ρ̂z · ρ̂z

x̂0
0

+

 ρ̂2y + ρ̂2z −ρ̂x · ρ̂y −ρ̂x · ρ̂z
−ρ̂y · ρ̂x ρ̂2z + ρ̂

2
x −ρ̂y · ρ̂z

−ρ̂z · ρ̂x −ρ̂z · ρ̂y ρ̂2x + ρ̂
2
z

x̂0
0

 (3.24∗)

26A intenção é relacionar com as equações (3.20a) até (3.20i).
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A estranheza está no fato de que o produto escalar que realiza a projeção
escalar, 27 pode ser aplicado individualmente na projeção vetorial, no caso (ρ̂ ·
x̂)ρ̂, mas as operações combinadas em um arranjo matricial 28 não formam uma
matriz de projeção.

Os termos fora da diagonal são projeções escalares, e é notável que:

1 =ρ̂2x + ρ̂
2
z + ρ̂

2
z (3.25a)

0 =ρ̂i · ρ̂j = ρ̂j · ρ̂i (3.25b)

Embora seja viável conferir à realização das operações ordinárias uma ex-
pressão matricial, e mesmo contando com a propriedade de complementaridade
entre as matrizes, sustentadas pela identidade (3.25a), a disposição matricial
não se caracteriza como um operador de projeção, apesar da equivalência do
resultado específico.

A operação projeção deve ser idempotente, o que implica, abstratamente,
que as matrizes satisfazem, abstratamente, as propriedades:

P 2 =P P =−R2 PR = RP = R (3.26)

Ignorando-se, por enquanto, a relação pretendida entre o produto escalar e
a matriz, pode-se definir um operador que realize as operações elementares para
composição da projeção em (3.22).

⟨ρ̂i, ρ̂j⟩ =


ρ̂i · ρ̂j (i = j);

∥ρ̂i × ρ̂j∥ (i ̸= j);

(3.27)

⟨ρ̂i, ρ̂j⟩ ≥ 0 (3.28)

A operação pode ser descrita como o produto das magnitudes dos vetores,
e a definição, um tanto incomum, pretende evidenciar a maneira como a comu-
tatividade da operação se relaciona à simetria (ou falta dela) quando agrupada
em arranjo matricial.

Os termos assimétricos seguem a identidade Binet-Cauchy da equação (3.18)
para a base definida para a métrica.

O operador é definido para operandos ortonormais. A mesma elaboração da
base pode ser replicada para definição das componentes vetoriais, observando-se
essa mesma condição.

P̃ ij =
⟨vi, vj⟩
v2

(3.29)

3.2.2 Minkowski

Transformação de Lorentz promove, no movimento inercial em espaço plano,
a rotação hiperbólica entre as variáveis de dimensão temporal e a variável de
dimensão espacial na direção espacial da velocidade desenvolvida.

27É interessante mencionar a origem do produto vetorial no produto de quatérnions e pos-
terior reformulação por Gibbs[18]

28Matriz de Gram expressa a independência linear.
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A métrica Minkowski não é dotada de curvatura, mas ainda assim, pela
representação da assinatura, revela padrão de deformação do espaço-tempo em
que ocorre dilatação do tempo mediante contração do espaço em virtude da
magnitude da velocidade.

O ponto crítico é observar que as deformações ocorrem pela necessidade de
conformidade da velocidade com o rotação hiperbólica. Dito de outra forma, o
essencial é que a assinatura condicione o invariante hiperbólico da velocidade,
o colateral é o efeito do espaço-tempo.

A complementaridade pela conjugação do espaço-tempo na assinatura da
métrica resulta na forma invariante como a velocidade se modifica, o que é
demonstrável nas transformações de Lorentz.

A transformação de Lorentz é dada pela expressão: 29

Λµν =Iµν + (γ − 1)
⟨βµ, βν⟩
β2

=γ
⟨βµ, βν⟩
β2

+

(
Iµν − ⟨βµ, βν⟩

β2

)
(3.30)

A motivação do rearranjo é relacionar com a identidade de projeção e rejeição
Iµν = P̃µν + R̃µν . A definição de P̃µν estende a expressão em (3.29) para abranger
a componente temporal, e a expressão de rejeição R̃µν é deduzida da identidade.

P̃µν =
⟨βµ, βν⟩
β2

(3.31)

R̃µν =Iµν − P̃µν (3.32)

A decomposição nas operações em projeção e rejeição evidencia a direciona-
lidade espacial da deformação pelo fator de Lorentz.

Λij =γP̃
i
j + R̃ij (3.33)

Embora exposto, o alinhamento direcional da deformação não deixa explícito
como a direção projetada participa em rotação hiperbólica, e o fator γ aplica-se
de forma indiscriminada por toda projeção.

A decomposição 30 da transformação de Lorentz Λij na rotação hiperbólica
Hr
ℓ por rotação ordinária da direção toma a forma: 31

Λij =R̃i
rHr

ℓRℓ
j (3.34)

A rotação circular equivale à mudança de sistema de coordenadas, e a de-
composição em projeção pode ser alinhada para obter rejeição nula.

A rotação hiperbólica na transformação de Lorentz é dada por:
29Tomando a definição de Kopeikin-Efroimsky-Kaplan [58] e reagrupando o termo temporal

com os termos espaciais e mistos das eqs. (2.82a) a (2.82d) em uma única expressão matricial.
30A mesma expressão é feita por rotação em [66], eq. (13)
31Rotacionado de forma que R̃i

rR
r
ℓR

ℓ
j = 0ij .
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Hr
ℓ =


(A+ 1/A)/2 −(A− 1/A)/2 0 0
−(A− 1/A)/2 (A+ 1/A)/2 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 (3.35)

Fazendo A = eα, chega-se às funções trigonométricas hiperbólicas, conven-
cionalmente consideradas em substituições γv = coshα e γvβv = sinhα.

Na composição das componentes, as expressões na variável A permitem evi-
denciar o núcleo da transformação Ĥ, denominado hiperbólica canônica, 32 pelo
rearranjo entre os eixos espacial e temporal:

Hr
ℓ = Πra Ĥa

b Π
b
ℓ

Hr
ℓ =


cos(π/4) sin(π/4) 0 0
− sin(π/4) cos(π/4) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1



A 0 0 0
0 1/A 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



cos(π/4) − sin(π/4) 0 0
sin(π/4) cos(π/4) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 (3.36)

A rotação hiperbólica canônica é assemelhada à forma esférica da métrica
normalizada, com B = 1/A. 33

Entretanto, além da assinatura, verifica-se o intercâmbio entre os eixos tem-
poral e espacial, o que torna a transformação hiperbólica canônica conceitual-
mente distinta: existem duas maneiras pelas quais a rotação hiperbólica influ-
encia o resultado da operação.

Na transformação de Lorentz, a rotação hiperbólica ocorre de modo que a
grandeza sob o índice espacial nunca seja maior (em módulo) que a grandeza
sob índice temporal.

Na rotação hiperbólica pela métrica, a dilatação que ocorre sobre a dimensão
temporal se realiza como contrapartida na contração que ocorre na dimensão
espacial (e vice-versa).

Os resultados dessa seção são cardinais no entendimento conceitual da mé-
trica normalizada, o que será desenvolvido no restante do texto. O primeiro
passo consiste em conciliar a transformação covariante entre os sistemas de co-
ordenadas.

Transformações de Lorentz concernem mudanças por efeitos cinemáticos dos
elementos contravariantes da velocidade, enquanto as transformações pela mé-
trica são relacionadas ao comportamento da base covariante. O mesmo conceito
de rotação hiperbólica é aplicável à métrica, entretanto pela mudança da forma
hiperbólica e aplicação covariante. A forma de projeção passa a ser:

gij =BPij +Rij (3.37)

O processo apresenta rotação hiperbólica como a condição geral que se faz
necessária para representar a variação do tensor velocidade. O resultado inde-
pende da escolha de sistema de coordenadas, uma vez que a parte indesejada é
eliminada nas transformações por rotação circular.

32A denominação é específica desse texto.
33 Rotação hiperbólica na forma canônica destaca duas “curvaturas”: uma temporal e outra

espacial. Entretanto, o mesmo efeito é possível por causas diferentes: enquanto para trans-
formação de Lorentz, A = eα é um termo exato no espaço plano, para a métrica, g00 = eα é
apenas uma “boa aproximação em campo fraco” se (2.42a) for considerado a forma correta.
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Anteriormente, na sec. 3.1, mudança de sistema de coordenadas impasse
pelo embaraço causado pelas propriedades de simetria não expressa pela trans-
formação. Mudanças entre sistemas de coordenadas consistem em decomposição
em um sistema e recomposição em outro, em que as bases são relacionadas por
rotação circular.

êm = Rx(π/2) ·Ry(π/2− θ) ·Rz(−φ) · x̂µ (3.38)

A decomposição em Projeção e Rejeição é autoconsistente nas definições das
propriedades. A exigência feita é uma definição de operação bilinear condizente.

A seção seguinte, a definição de um novo operador bilinear, condizente com
a decomposição em projeção e rejeição, encontra a forma cartesiana do ten-
sor métrico normalizado, que, pela natureza autoconsistente da decomposição,
torna-se a expressão definitiva.

3.2.3 Projeção Diedral

A projeção ortogonal em (3.29) é definida pelo produto (3.27) com propriedade
comutativa, obtendo, com isso, a propriedade simétrica dos termos, relevante
na demonstração da transformação de Lorentz.

A definição similar para uma projeção com antissimetria dos termos de índi-
ces distintos serviria às propriedades simétricas do tensor normalizado cartesi-
ano, (3.20a) até (3.20i). O impasse de uma projeção com esta propriedade está
em obter a idempotência.

A insuficiência está na limitação da álgebra, o que é resolvido na mudança na
definição do produto elementar. Denomina-se a nova definição projeção diedral
34 para base de operandos ortogonais. 35

⟨ρ̂i, ρ̂j⟩ =


ρ̂i · ρ̂j , (i = j);

q̃k · εkij · δai ρ̂a · δbj ρ̂b, (i ̸= j, q̃k ∈ D).
(3.39)

A operação é definida em peças. Na primeira, a comutatividade produz es-
calar em simetria, enquanto na segunda a anticomutatividade produz assimetria
e um vetor orientado.

A operação pode ser descrita como o produto misto, resultando tanto em
escalares quanto em vetores.

Relaciona-se com a identidade Binet-Cauchy aplicada à base ortogonal em
(3.18).

⟨ûi, ûj⟩ = |εkijqk⟨ûi, ûj⟩| (3.40)

Generalidades sobre Projeção e Rejeição na manipulação de índi-
ces, produtiva em expressões tensoriais.

34Na ortogonal, a projeção linear é sintetizada no alinhamento pelo eixo com ⟨ρ̂i, ρ̂j⟩ ≥ 0.
Na diedral, projeção é orientada e decomposta tridimensionalmente entre o eixo e as direções
de intersecção em planos diedrais.

35 Os números q̃k são unidades imaginárias, que satisfazem a álgebra anticomutativa do
diedral, um complemento de orientação. Ver: (4.2)
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Rijv
j =Iijv

j − Pijv
j (3.41)

Para tensores da base:

(εi
mkεℓkj)ûℓûm =(δijδ

mℓ)ûℓûm − (δi
ℓδmj)ûℓûm (3.42)

A identidade (δijδ
mℓ)ûℓûm = δij , para um vetor unitário, é sobre combi-

nações possíveis pela decomposição sobre uma base, (δi
ℓδmj)ûℓûm e os com-

plementares são representáveis por combinações linearmente independentes da
base) (εi

mkεℓkj)ûℓûm.

u× (u× v) = [[u; u, v]] (3.43)

Abstratamente, a covariância permite definir a rejeição para uma variedade
de índices. Para rejeição:

Rija
j =(εimkumεkℓju

ℓ)aj (3.44a)

Rijai =(εimkumεkℓju
ℓ)ai (3.44b)

Rija
j =(εi

mkumε
ℓ
kjuℓ)a

j (3.44c)

Rijaj =(εimku
mεℓ

kjuℓ)aj (3.44d)

3.2.4 Tensor Métrico Diedral

A métrica normalizada esférica é constituída de duas curvaturas principais que
caracterizam rotação hiperbólica: a dilatação espacial é conjugada à contração
de uma direção espacial.

Por covariância, a escolha do sistema de coordenadas não possui significado
físico, e o mesmo processo deve ser apresentado em coordenadas cartesianas.

A decomposição da métrica em termos das operações de projeção e rejeição
destaca a direção espacial que participa da rotação espacial, contanto que esteja
condizente com as simetrias da métrica.

−gµν =BP̃µν + R̃νν (µ ̸= 0, ν ̸= 0) (3.45)

A projeção diedral permite que se obtenha a simetria necessária para coor-
denadas cartesianas, em que se perde a validade também para esféricas.

−gµν =B⟨ρ̂µ, ρ̂ν⟩+
(
δµν − ⟨ρ̂i, ρ̂j⟩

)
(µ ̸= 0, ν ̸= 0) (3.46)

Seguindo essa definição, a expansão das componentes espaciais resulta em:
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−gµν = B

 ρ̂x · ρ̂x −k̃ |ρ̂y × ρ̂x| j̃ |ρ̂z × ρ̂x|
k̃ |ρ̂x × ρ̂y| ρ̂y · ρ̂y −ĩ |ρ̂z × ρ̂y|
−j̃ |ρ̂x × ρ̂z| ĩ|ρ̂y × ρ̂z| ρ̂z · ρ̂z

 (3.47)

+

 1− ρ̂x · ρ̂x k̃ |ρ̂y × ρ̂x| −j̃ |ρ̂z × ρ̂x|
−k̃ |ρ̂x × ρ̂y| 1− ρ̂y · ρ̂y ĩ |ρ̂z × ρ̂y|
j̃ |ρ̂x × ρ̂z| −ĩ |ρ̂y × ρ̂z| 1− ρ̂z · ρ̂z


(µ ̸= 0; ν ̸= 0)

Contorna a situação apresentada anteriormente. Em recapitulação do de-
senvolvimento da solução proposta na sec. 3.1 , a abstração geral dada por
gµν = J̃mµ J̃

n
ν g̃mn, mostrou-se incompleta diante da especificidade das propri-

edades propostas. A antissimetria e a anticomutatividade são inesperadas na
definição original da transformação J̃mµ em (2.12) por contemplar apenas um
operando.

Condizente com a necessidade de transformação, a redefinição da base fixa
e da transformação entre sistemas de coordenadas resulta em:


t̂

î x̂

ĵ ŷ

k̂ ẑ

 =


1 0 0 0

0 î sin θ cosφ î cos θ cosφ −î sinφ
0 ĵ sin θ sinφ ĵ cos θ sinφ ĵ cosφ

0 k̂ cos θ −k̂ sin θ 0



t̂
ρ̂

θ̂
φ̂

 (3.48)

A transformação é denotada por tipografia distinta para indicar a presença
de imaginários, sendo x̂µ = J̃m

µ ên a transformação da base e gµν = J̃ n
ν J̃m

µ g̃nm
a da métrica.

Interessante destacar que o padrão de deformação espaço-tempo é similar ao
proposto na invariância hiperbólica da velocidade de Minkowski, 36 exceto que
a causa cinética torna-se métrica.

A transformação J n
ν pode ser decomposta em uma série de rotações 37 o que

torna gµν = J̃ n
ν J̃m

µ g̃nm similar à equação (3.34).
Minkowski discute apenas o espaço plano, e a principal condição, por se

fundamentar em um invariante, está na velocidade. No interesse em como a
velocidade relaciona-se à métrica, é oportuno destacar a seguinte proposição: a
tendência de ser hiperbólico está na assinatura da métrica, e a motivação está
no invariante de velocidade. A rotação hiperbólica para velocidade independe
do espaço ser curvo, e torna a velocidade o denominador comum em ambas as
situações cinética e métrica.

As similaridades entre as transformações são evidenciadas na formulação
de generalidades do grupo. Na rotação hiperbólica entre o espaço e tempo, o
tensor métrico regular possui duas curvaturas; nisso se assemelha ao núcleo da
transformação de Lorentz, grupo reconhecido por Poincaré. [84]

36A invariância da velocidade ocorre pela rotação hiperbólica entre dimensão temporal e
uma direção espacial.

37Ver equação (3.38).
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Um grupo mais abrangente sobre matrizes não singulares do tipo:

Hℓ
jG

j
i = Hℓ

j

[
100/ det(T

j
kA

k
i ) 0j0

00i −T jkAki

]
(3.49)

det(T ) = 1; det(A) ̸= 0

Ilustrado na rotação Lorentz, obtida fazendo T jk = (P jk + Rjk) e Aki = Iki ,
definidos nas variáveis γ = cosh e γβ = sinh

Para P ji = ⟨ûi, ûj⟩, definido por projeção ortogonal, tem-se:

cosh − sinh 0
sinh cosh 0
0 0 I

[det(P +R) 0
0 −(P +R)

]
(3.50)

A operação que envolve rotação hiperbólica, entendendo que Π a rotação
espacial para entre tempo e a primeira-espacial como na equação (3.36).

H


Ĥ =

eα 0 0

0 e−α 0

0 0 I


H̃ ≡ ΠT (π/4) · Ĥ ·Π(π/4)

(3.51)

Rotação na forma bilinear dos imaginários ocorre na escolha para P̃ diedral

3.3 Variável de Transformação
Na interpretação da rotação, segundo o modelo hiperboloide de Minkowski, o
principal condicionante, por se fundamentar em um invariante, está na veloci-
dade. A ambivalência em que operador bilinear da velocidade serve de métrica
para o espaço gera um conflito na variável de interesse da transformação.

A variável de interesse das transformações ortonormais, condizente com a
operação da métrica normalizada, é a velocidade.

A “compatibilidade” entre transformações por matrizes jacobianas 38 e trans-
formações por matrizes ortonormais existe nas equações do movimento, pelo
vínculo diferencial entre as variáveis. Entretanto, cabe advertir que a diferença
entre estudo cinemático e geométrico acaba por não configurar simples preferên-
cias de escolha. Geometria promove definições com consequências holonômicas
quando se passa para dinâmica.

A distinção tênue ocorre na passagem de cinemática para dinâmica e está
na adoção do invariante de velocidade. A cinemática estuda as consequências
do movimento, independentemente das forças que o colocam em movimento,
e a restrição de velocidade não se caracteriza como holonômia. A dinâmica é

38A compatibilidade está em ser possível escrever boa parte das equações independentemente
da forma de transformação.

Convencionalmente, as matrizes jacobinas na geometria diferencial são definidas para as
variáveis coordenadas.
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explicitada na rotação hiperbólica decorrente do invariante de velocidade, que
permanece hiperbólico somente por transformações igualmente hiperbólicas.

Acentua distinção a proposição de que a geometria se utiliza do sistema
coordenado como método para especificar uma posição pontual, enquanto na
cinemática proposta para o espaço-tempo, antes de localizar o ponto, é preciso
especificar a existência física de como o mesmo é alcançado. Velocidade é uma
variável independente de posição, e a inversão de concepção ocorre ao definir
um sistema de coordenadas que se adequa à descrição do movimento, enquanto
que, ao se abster das coordenadas generalizadas, pretende-se uma descrição do
espaço ontológico com maiores possibilidades físicas. 39

Transformações ortonormais são mais apropriadas às transformações de velo-
cidades e tornam apropriada para o trato da rotação hiperbólica. Em oposição,
as transformações jacobianas que, por serem definidas segundo a geometria do
espaço, necessitam que a holonomia seja introduzida antes. A métrica opera
sobre a velocidade; o tensor métrico normalizado é antes o espaço das rotações
hiperbólicas do que o espaço geométrico de curvatura hiperbólica.

Apesar de a normalidade da métrica ser conceitualmente discrepante nas
transformações das variáveis coordenadas, as transformações normalizadas não
são de todo incopamtíveis com o uso coordenado.

A definição pela velocidade não muda o interesse em acompanhar como as
variações são projetadas no espaço. Outra peculiaridade precisa ser esclarecida.

A mudança de variável na operação diferencial, ∂σ = J̃sσ ∂s, opera pela trans-
formação originalmente desenvolvida em (2.12), enquanto x̂µ = J̃m

µ ên pela de-
finição reformulada em (3.48). A razão para a duplicidade está na relação com
a operação bilinear, que se remete à base do espaço tensorial da velocidade,
enquanto a taxa de variação se faz pelo espaço tensorial das componentes coor-
denadas de posição.

A transformação da derivada do tensor métrico torna-se:

∂σgµν = J̃sσ ∂s

(
J̃m
µ J̃ n

ν g̃mn

)
(3.52)

Na base covariante, os imaginários sinalizam a direção fixa, são propriedades
da base e não se transformam. Por sua vez, as componentes contravariantes
sinalizam a modulação e transformam-se ordinariamente.

Os fatores imaginários são pertinentes às transformações entre componentes
espaciais, assim J̃0

0 ≡ J̃ 0
0 , entretanto, é conveniente que a expressão tenha um

formato geral:

∂σgµν =J̃1
σ ∂1

(
J̃ 0
µ J̃ 0

ν g̃00

)
+ J̃1

σ ∂1

(
J̃ 1
µ J̃ 1

ν g̃11

)
=J̃1

σJ̃ 0
0 J̃ 0

0 ∂1g̃00 + J̃1
σJ̃ 1

µ J̃ 1
ν ∂1g̃11 (3.53)

A antissimetria requer atenção aos índices. No caso da derivada da trans-
formação da derivada da base, também ocorre assimetria pela duplicidade de

39 Realização de um espaço físico que não seja autodeterminado; a continuidade existencial
não se confunde com descontinuidades geométricas, o que incompatibilizaria descontinuidades
quânticas ou limitação à sua expansão.
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transformações.

∂ν x̂µ =∂ν(J̃m
µ êm) = J̃m

µ (J̃nν ∂nêm) + (∂νJ̃m
µ )êm

=J̃nν J̃m
µ Γsmnês + (∂νJ̃ s

µ )ês (3.54)

O mesmo ocorre nos símbolos de Christoffel. Torna-se interessante conven-
cionar qual índice remete à variável de derivação.

Γσνµx̂σ =J̃nν J̃m
µ J σ

s Γ
s
mnx̂σ + (∂νJ̃ s

µ )J σ
s x̂σ (3.55)

Um último tópico abrangendo o jacobiano é sobre deslocamentos diferen-
ciais. Um primeiro esclarecimento é que, no interesse de caminho geodésico,
somente há interesse nos deslocamentos por princípios variacionais, ou seja, ca-
minhos conservativos. Concerne à tese do desenvolvimento do texto a exposição
de como o caminho mínimo é resultado de curvatura, e o desvio do caminho
dissipativo é, por consequência, não-conservativo. Nesse enquadramento, não se
contabiliza ganho ou perda de potencial: ou se segue a curvatura, ou torna-se
dissipativo. Nesse contexto, o deslocamento diferencial não é proveitoso, o que
também é condizente com o relacionamento feito da métrica com a curvatura
do movimento.

Em uma trajetória geodésica, o deslocamento diferencial possui homogenei-
dade dimensional.

dy =
∂y

∂ρ
· dρ+ ∂y

r∂θ
· rdθ + ∂y

r sin θ∂φ
· r sin θdφ (3.56a)

ρdθ =ρ
∂θ

∂x
· dx+ ρ

∂θ

∂y
· dy + ρ

∂θ

∂z
· dz (3.56b)

Medido pelo movimento, formas diferenciais de ordem superior possuem es-
pecificidade conceitual e, embora a transformação siga o mesmo padrão, não são
abordadas. 40

Por fim, o fator espacial γr, apresentado na equação (2.80), torna-se o de-
terminante da parte espacial, γr = − det(gij)

det(gµν) = g00 det(gij) = −1 (3.57)

3.4 Christoffel
Símbolos de Christoffel,[19]em análise tensorial, representam os componentes da
variação intrinseca da base. Na proposição de rotação hiperbólica, os símbolos
são relacionados ao movimento induzido, vistos em (2.96a), tanto na produção
de atração quanto na preservação do invariante de velocidade.

As propriedades dos símbolos, definição pela métrica, sua compatibilidade
com a derivada direcional e caracterizações da holonomia serão vistas adiante,

40Na perspectiva de que são espaços que possam ser cobertos pelo movimento de um corpo,
área e volume são uma ocorrência idealizada mesmo em uma métrica estacionária. Nesse
sentido, também, a métrica somente faz sentido em uma relação diádica para não recair no
espaço absoluto ao confrontar com eventos de simultaneidade.
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na seção sobre conexão e transporte paralelo. Seguindo a proposta de conversão
cartesiana, a seção apresenta transformação entre os sistemas de coordenadas
cartesiano-esférico da métrica normalizada e encerra ponderando sobre a defi-
nição intrínseca do símbolo e sua caracterização no movimento.

Conhecidas as expressões para os símbolos em coordenadas esféricas de
(2.43a) até (2.43c), e a transformação (3.48), a conversão é por substituição
na expressão:

Γσµν =J σ
s J̃m

µ J̃
n
ν Γ̃

s
mn + J σ

ℓ J̃ ℓ
µν

=J σ
s J̃m

µ J̃
n
ν Γ̃

s
mn + J σ

ℓ (J̃
q
ν J̃ ℓ

µq) (3.58)

A enumeração de todos os índices é laboriosa e nem todos os índices são
produtivos de valores não-nulos. Uma forma mais conveniente é aproveitar a
existência desses termos nulos para promover a eliminação por índices.

Em esféricas, os símbolos de Christoffel para métrica normalizada podem ser
agrupados nos seguintes arranjos:

Γ̃0
mn =

[
0 Γ̃0

01 0 0

Γ̃0
10 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

]
Γ̃1
mn =

[
Γ̃1
00 0 0 0

0 Γ̃1
11 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

] Γ̃2
mn = 0̃2µν

Γ̃3
mn = 0̃3µν

(3.59)

Em reverso, é preciso saber quantos e quais são os cartesianos. Para isso,
é preciso considerar a conversão inversa: a resolução de esféricas a partir de
cartesianas.

Γ̃smn = J̃ s
σJ µ

mJ
ν
nΓ

σ
µν + J̃ s

λJ λ
mn (3.60)

A substituição dos esféricos vincula os índices de transformação. Assim, os
índices produtivos são relacionados nas equações:

Γ̃0
01 =J̃ 0

σJ
µ
0 J

ν
1 Γ

σ
µν + J̃ 0

λJ λ
01 Γ̃0

10 =J̃ 0
σJ

µ
1 J

ν
0 Γ

σ
µν + J̃ 1

λJ λ
10

Γ̃1
00 =J̃ 1

σJ
µ
0 J

ν
0 Γ

σ
µν + J̃ 1

λJ λ
00 Γ̃1

11 =J̃ 1
σJ

µ
1 J

ν
1 Γ

σ
µν + J̃ 1

λJ λ
11

Assim como ocorre com os símbolos, nem todos os índices de transformações
são produtivos, e há ainda considerações sobre a derivação da transformação.
Perceba que, conceitualmente, a transformação varia no tempo J λ

m0 = ∂0J λ
m = 0

e não tem dependência da variável radial J λ
m1 = ∂1J λ

m = 0.
A eliminação dos termos é proveitosa no cômputo geral; entretanto, o mais

importante é destacar que, nessa conjuntura, os símbolos de Christoffel tornam-
se covariantes sob transformação de coordenadas. 41

Prosseguindo a eliminação, o índice da dimensão temporal é produtivo da
eliminação de termos. A conversão de cartesiana para esféricos pode ser relaci-
onada como:

41 Tensor ocasional.
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Γ̃0
01 =J̃ 0

0 J 0
0 J

ν
1 Γ

0
0ν (3.61a)

Γ̃0
10 =J̃ 1

σJ
µ
1 J

0
0Γ

σ
µ0 (3.61b)

Γ̃1
00 =J̃ 1

σJ 0
0 J

0
0Γ

σ
00 (3.61c)

Γ̃1
11 =J̃ 1

σJ
µ
1 J

ν
1 Γ

σ
µν (3.61d)

Pela “covariância” adquirida pelos símbolos, o mesmo deve ocorrer, em in-
verso, para Cartesianas.

Γσµν =J σ
0 J̃ 0

µ J̃
1
ν Γ̃

0
01 + J σ

ℓ (J
q
ν J̃ ℓ

µq) Γσµν =J σ
0 J̃ 1

µ J̃
0
ν Γ̃

0
10 + J σ

ℓ (J
q
ν J̃ ℓ

µq)

Γσµν =J σ
1 J̃ 0

µ J̃
0
ν Γ̃

1
00 + J σ

ℓ (J
q
ν J̃ ℓ

µq) Γσµν =J σ
1 J̃ 1

µ J̃
1
ν Γ̃

1
11 + J σ

ℓ (J
q
ν J̃ ℓ

µq)

Dessa vez, a derivada da transformação em J σ
ℓ J̃ ℓ

µν é feita nas variáveis
cartesianas, com a transformação nos termos de (2.30). É possível mudar a
variável de derivação para esféricas J σ

ℓ (J
q
ν J̃ ℓ

µq)
Prosseguindo com a substituição de índices:

Γ0
0ν =J 0

0 J̃ 0
0 J̃

1
ν Γ̃

0
01 + J 0

0 (J
q
ν J̃ 0

0q) Γ0
µ0 =J 0

0 J̃ 1
µ J̃

0
0 Γ̃

0
10 + J 0

0 (J
q
0 J̃ 0

µq)

Γσ00 =J σ
1 J̃ 0

0 J̃
0
0 Γ̃

1
00 + J σ

ℓ (J
q
0 J̃ ℓ

0q) Γσµν =J σ
1 J̃ 1

µ J̃
1
ν Γ̃

1
11 + J σ

ℓ (J
q
ν J̃ ℓ

µq)

Tal qual acontece nas expressões para esféricas, ocorre eliminação pela de-
rivada da transformação. Nesse caso, as componentes da dimensão de índice
temporal da transformação são constantes.

Γ0
0ν =J 0

0 J̃ 0
0 J̃

1
ν Γ̃

0
01 (ν ̸= 0) (3.62a)

Γ0
µ0 =J 0

0 J̃ 1
µ J̃

0
0 Γ̃

0
10 (µ ̸= 0) (3.62b)

Γσ00 =J σ
1 J̃ 0

0 J̃
0
0 Γ̃

1
00 (σ ̸= 0) (3.62c)

Γσµν =J σ
1 J̃ 1

µ J̃
1
ν Γ̃

1
11 + J σ

ℓ (J
q
ν J̃ ℓ

µq) (σ ̸= 0, µ ̸= 0, ν ̸= 0) (3.62d)

Na última equação, nem todos os termos que envolvem derivada da trans-
formação são manifestamente nulos. Pela covariância adquirida, é esperada a
nulidade de todos os termos, e o caso restante deve ser demonstrável.

Primeiro: a equivalência J σ
ℓ J̃ ℓ

µν ≡ 0σµν para a escolha dos índices relevantes
na conversão. As transformações são ortogonais, transformação transposta é
igual à inversa, J̃ ℓ

µ′J µ
ℓ = 1µµ′ , e a derivada é sempre nula, indiferente se são

dependentes ou independentes da variável de derivação, assim ∂ν(J̃
ℓ
µ′J

µ
ℓ ) = 0µµ′ν .

Aplicando a regra do produto para derivada, temos duas parcelas, (∂νJ̃ ℓ
µ′)J µ

ℓ e
a contraparte J̃ ℓ

µ′(∂νJ µ
ℓ ), que, se não forem trivialmente nulas, são “simétricas”,

e, sendo os valores opostos, o interesse está na diagonal. As colunas da matriz
ortogonal formam uma base ortonormal, e a diagonal das derivações em questão
é formada pelo produto do vetor ortogonal com a sua derivada, que corresponde
a uma rotação de π/2.
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Diante da transformação de coordenadas, os símbolos dse Christoffel são
covariante: 42

Γ0
0ν =J 0

0 J̃ 0
0 J̃

1
ν Γ̃

0
01 (ν ̸= 0) (3.63a)

Γ0
µ0 =J 0

0 J̃ 1
µ J̃

0
0 Γ̃

0
10 (µ ̸= 0) (3.63b)

Γσ00 =J σ
1 J̃ 0

0 J̃
0
0 Γ̃

1
00 (σ ̸= 0) (3.63c)

Γσµν =J σ
1 J̃ 1

µ J̃
1
ν Γ̃

1
11 (σ ̸= 0, µ ̸= 0, ν ̸= 0) (3.63d)

Algumas simplificações: na primeira equação, é direto pela definição que
J 0
0 J̃ 0

0 = 1; na segunda, o mesmo pode ser feito após avaliar a equivalência
entre as transformações J̃0

0 ≡ J̃ 0
0 ; a terceira é similar à segunda, mas por

propriedade de inversão. As simplificações na quarta equação são possíveis
após a enumeração.

J 0
0 J̃ 0

0 J̃
1
ν =J̃1

ν J 0
0 J̃ 1

µ J̃
0
0 =J̃ 1

µ J σ
1 J̃ 0

0 J̃
0
0 =J σ

1 (3.64)

A organização dos símbolos, tal como feita em (3.59), é instrutiva; é possível
fazer a correspondência entre os símbolos:
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0
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0
10 0 0 0

 (3.65a)
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 (3.65b)

(σ ̸= 0)

Uma classificação para os arranjos matriciais:

1. Linha Γ0
0ν e coluna Γ0

µ0 do tempo-espaço são contraparte temporal da
variação pela rotação hiperbólica, sendo Γ0

0ν a contração temporal em
variação da posição, a variação espacial com a passagem do tempo Γ0

µ0;

2. Elementos temporais de cada direção, símbolos na forma Γσ00, são contra-
parte espacial da rotação hiperbólica;

3. Elementos espaciais Γσµν com (σ ̸= 0, µ ̸= 0, ν ̸= 0) são circulação do movi-
mento entre as diversas componentes espaciais, por efeito da acomodação
da rotação hiperbólica.

Repare que, ao contrário do tensor métrico esférico, os símbolos cartesianos
não seguem a mesma simetria da métrica, sequer são simétricos. A relevância
dessa propriedade (ou ausência) é vista adiante; por ora, a mudança conceitual

42 Ver nota 41 .
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evidenciada na transformação cartesiana: rotação hiperbólica, em vez de curva-
tura; ou, em outra nomenclatura, curvatura do movimento em vez de curvatura
do espaço.

Em comum às duas concepções, os símbolos expressam a variação intrín-
seca. Partindo-se dessa comunalidade, a normalidade da base introduz, por
consequência das especificidades das relações sistêmicas, condicionantes, pela
definição da operação bilinear e variável de interesse da transformação. A forma
cartesiana revela o que estava encoberto pela forma como a base móvel suprime
a população de termos.

No estudo geométrico, o símbolo proposto por Bruno Christoffel [19] é enten-
dido como variação intrínseca da base em consequência de sua reorientação no
espaço. No estudo do movimento, a base é definida pela velocidade e variação
cinemática ocorre em razão do invariante hiperbólico.

O entendimento é condizente com a ideia: segue que o símbolo não possui
uma expressão, apenas a definição de variação intrínseca por um símbolo que
expressa uma forma indireta de variável de ligação no sistema. Além de a cova-
riância, ou falta dela, não possuir propriedade ou ser contingente nas que por-
ventura sugem, os símbolos são por formulação de condicionantes que aparecem
ao analisar a conformidade da covariância em demonstrações. Sem necessidade
de estabelecer uma definição específica, o símbolo deverá condizer com aquilo
que se predica a respeito. Em consequência, o símbolo é uma expressão aberta,
e a falta de especificidade justifica as investigações sobre continuidade.

A caracterização que ocorre na derivada direcional covariante, conexão, satis-
faz a continuidade e é diferenciável por todas as formulações que a diferenciação
possa promover e evita situações de rupturas do deslocamento diferencial.

Os tensores de curvatura e torção são “expressões de discriminantes analí-
ticos” que fatoram as condições de congruência na relação de segunda ordem
entre as variações das variáveis livres. O estudo holonômico desses tensores
condiciona a ausência de descontinuidades à inexistência de torção, que em sua
definição recai nos símbolos de Christoffel.

É oportuno recordar que, ao longo do desenvolvimento do texto, evitam-se
restrições holonômicas. Primeiro, ao se abster de coordenadas generalizadas, 43

depois nas definições dos tensores da base e, mais recentemente, nas transforma-
ções. Pretende-se uma descrição o mais genuína possível do espaço ontológico,
na perspectiva em que não se introduzam pré-concepções, o que, de outra forma,
se reduziria à conformidade de concluir que o resultado seja aquilo que se pre-
sumiu.

A forma inadvertida que definições holonômicas condicionam deslocamentos
diferenciais ocorre implicitamente ao regular o movimento e conflita com invari-
ante hiperbólico. Em outra perspectiva, há descontinuidade na torção por haver
necessidade de holonomia. Não se confunda geometria com mecânica.

O compromisso de curvatura sem torção provém da holonomia pela forma
que a formulação encontra para satisfazer a continuidade e consequente carac-
terização do símbolo de Christoffel.

Na rotação hiperbólica, a caracterização da variação intrínseca do símbolo,
condizente com base cinemática, fundamenta-se no invariante de velocidade e
definições que decorrem. Não há de estranhar que sejam distintos, não obstante
sejam intrínsecos.

43 Ver nota 39
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Para métrica normalizada, os símbolos podem ser mais elaborados de sua
forma sintética para uma forma analítica. Reduz-se a arbitrariedade que os
índices sugerem pela descaracterização direcional da diversidade de termos.

Espacialmente, cada direção assume um valor que totaliza em uma direção
principal. Análogo a encontrar um autotensor, para alguma direção há de se
encontrar a magnitude resultante. Direção principal coincide com a curvatura
espacial, diretrix, o que permite modular a magnitude.

A permutação de índices como combinação de direções toma efeito como
transformação da direção, rotação ou modulação da magnitude. Assim, é na-
tural recompor em operações que enumerem os arranjos de todas as operações
possíveis que a tríade promove nos índices espaciais.

Γ̃smn =δsmδanF̃
a = δmnδ

s
aF̃

a − εsmℓε
ℓ
anF̃

a (3.66)

O termo δanF̃
a não foge ao que a derivada do tensor da base é capaz de

operar, enquanto δsm delimita o resultado da operação ao plano. O padrão não
é desconhecido, e condizente com anteriores, expandido na identidade de Grass-
mann. Perceba que, por essa nova expressão, a intenção de combinação de todas
as direções possíveis na decomposição em operações espaciais, o confinamento
ao plano torna-se inevitável por produto vetorial na circularidade inerente à
operação.

O símbolo torna-se um operador ternário confinado ao plano espacial defi-
nido pela diretrix e o espacial do tensor velocidade. A forma cartesiana admite
imaginários pelo emprego de direções fixas. Não seria de se estranhar: a decom-
posição em produto vetorial, diga-se de passagem, possui origem quaterniônica.

Em síntese, o símbolo opera a indução do movimento pela velocidade: uma
parcela atrativa e outra refração. Entretanto, há anisotropia.

4 Conexão, Curvatura e Torção
Curvatura e torção são, em geometria, expressões discriminantes correlatas da
conexão no interesse da continuidade do espaço. Ainda que seja pertinente, no
movimento mecânico outras qualidades são relevantes e, ao mesmo tempo, con-
flitantes. O entendimento de um categórico distinto é necessário para manter a
coerência da formulação ao atender princípios variacionais e situações dissipati-
vas.

Em coordenadas esféricas, o tensor é exclusivamente simétrico, notório pela
forma matricial apresentar apenas elementos na diagonal. Entrentanto, ao se
converter covariantemente em coordenadas cartesianas, o mesmo tensor apre-
senta elementos antissimétricos.

Com a antissimetria da métrica, pela definição de curvatura, surge o “tensor
de torção”. 44 O contrassenso está na noção de que torção vincule-se como
propriedade do espaço-tempo, sendo que, pela covariância, pode haver, ou não, a
torção desse mesmo espaço. A ausência de torção em um sistema de coordenadas
conflita com a existência em outro.

O consequente surgimento de torção torna intrigante o conceito no espaço,
mas não a torção do movimento. A métrica normalizada o segue a proposta

44Nesse caso, os símbolos de Christoffel são peculiarmente covariantes. Ver nota 41 .
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do espaço-tempo de Minkowski de produzir um invariante hiperbólico da velo-
cidade.

A ação primária da métrica é a invariância da velocidade; com isso, a cur-
vatura é propriedade do movimento, e a inconsistência da existência de torção
é explicada pela adoção de base móvel.

Em comum com o conceito holonômico, a abordagem é intrínseca e covariante
sobre a dimensionalidade espaço-vetorial. Distintomente, a conceituação é por
um categórico diferente.

4.1 Recorte Histórico: Conexão
Covariância é o princípio cardinal na álgebra tensorial. Porém, na forma analí-
tica com o cálculo, a conexão toma de igual importância. A principal motivação,
no tensor normalizado, está nos grupos de transformações que satisfazem o in-
variante da continuidade hiperbólica do tensor velocidade. O recorte histórico
é sobre a busca de continuidade geométrica por coordenadas, e como se relaci-
onará com a normalidade na peculiaridade implícita da escolha do espaço onde
a noção de continuidade se aplica.

Conexão, a forma como o operador diferencial satisfaz a covariância, também
envolve considerações e particularidades sobre a escolha da parametrização de
transformações.

A “covariância” é o termo introduzido por Sylvester[99] em 1851, enquanto
“invariância” foi por Cayley[3] em 1845, influenciado por Boole, originalmente
para formas algébricas. [25] [26] Esses conceitos são contemporâneos de um
correlato, o princípio da permanência de formas equivalentes (Peacock 1845),
adotado por Ernst Mach.

É interessante destacar que parte dos estudos tinha atenção às propriedades
algébricas puras e irredutíveis de particular interesse em soluções diferenciais.
A essas formas invariantes, é conveniente atribuir o papel de “discriminantes”.

Ainda contemporâneo ao mesmo lustro, mas da álgebra para geometria, o
tensor de Riemann faz aparição em 1854. Modernamente, o tensor é relacionado
aos conceitos anteriores, o que se poderia dizer, se não por influência direta, o
desenvolvimento expressa a maturidade da época.

O cálculo geométrico covariante surge com a análise tensorial covariante
de Ricci e Civita[87], pela incorporação do símbolo de Christoffel [19] na de-
finição de derivada direcional em uma generalização do estudo de superfícies
riemannianas[88] , forma não-euclidiana da geometria diferencial de Gauß no
estudo de curvas sobre superfície.

Nesse ponto, é interessante apontar que a forma intrínseca é relevante, en-
quanto holonomia é indesejável ao tensor normalizado. Embora a aplicação do
cálculo de Ricci não seja estritamente holonômica, a concepção geométrica o é.
A primeira forma fundamental de Gauß é uma medida intrínseca feita sobre a
curva que revela propriedades da superfície. No propósito do estudo de superfí-
cies, o movimento físico é desconsiderado pela parametrização por comprimento
de arco e a decomposição da curvatura. Ao formular a geometria em termos
do tensor curvatura, Riemann permite uma geometria não-euclidiana para um
número superior de dimensões. Mas ainda é dispensado um tratamento holonô-
mico.

A abordagem geométrica guarda resquícios do espaço absoluto newtoniano
ao considerar que, ainda que covariante, seja plenamente mapeável sem maiores
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considerações ao referencial temporal simultaneidade. Em grande parte, isso se
deve à consideração ao movimento que possa possuir; o espaço é antes um ente
dinâmico do que geométrico.

A primeira referência à condição do movimento aparece no trabalho de
Brouwer[100] em 1906 ao considerar o transporte paralelo, que posteriormente
seria formalizado por Civita. A mais significativa, para o texto presente, vem
com o espaço-tempo de Minkowski [75] .

A proposição de uma métrica com assinatura hiperbólica pela conjugação en-
tre o espaço e o tempo. Embora descreva propriamente a relação entre as duas
variáveis, a formulação trata da invariância da velocidade por operação bilinear.
O trabalho de Minkowski fornece uma interpretação geométrica e uma métrica
covariante que seria adequada ao cálculo tensorial. O valor constante impede
o desenvolvimento de uma dinâmica relativística completa, mas, na compara-
ção entre velocidades diferentes, permite identificar a rotação hiperbólica dessa
variável, que também se apresenta na estrutura do grupo de transformações de
Lorentz, identificado anteriormente por Poincaré[84].

A forma dinâmica viria posteriormente, apresentada por Grossmann a Eins-
ten na fundamentação da relatividade geral. Instrínseco e covariante, é mais
centrado no mapeamento do espaço do que na invariância da velocidade. Para
ser consistente com a mecânica lagrangiana, Hilbert propõe ação de campo[49]
covariante: a dinâmica do sistema é determinada por princípios variacionais
aplicados ao escalar de curvatura de Ricci. A demonstração das equações de
campo pelo princípio de Hamilton estabelece o aspecto holonômico por teoria
de campos.

Ainda interessado no papel das leis de conservação na física relativística,
Hilbert encomendou à Noether[92] a investigação demonstrável pelo formalismo
mecânico, o que também resultaria nas propriedades invariantes de simetria e
invariantes de conservação. Noether[76] apresenta os fundamentos matemáticos
das formulações mecânicas, abrindo caminho para diversos desenvolvimentos.

Em mais um avanço no cálculo tensorial, Civita formaliza o conceito de
transporte paralelo[64] e apresenta o conceito de conexão (aqui tratado como
continuidade holonômica), que estabelece uma propriedade de compatibilidade
da definição de derivada intrínseca com a métrica.

De uma forma geral, conexões são diversas formas pelas quais os símbolos de
Cristtoffel podem ser definidos, no caso em que é feito pela métrica, marcando a
compatibilidade com a derivada direcional. O entendimento marca a exploração
de outras conexões. A derivada direcional é promovida pela conexão, abstraindo
a métrica. Em conjunto com a ação de Hilbert e o problema variacional de
Nother, a nova perspectiva sobre o caráter intrínseco do espaço abre caminhos
para investigação de outras formulações mecânicas.

Klein, que já havia simplificado a ação de Hilbert [54] , aprofunda a ela-
boração com o teorema de Noether [55] [56] . Weyl promove a generalização
da conexão de Levi-Civita [107] e a generalização do transporte paralelo [108]
[109]. Os trabalhos de Weyl tornam-se influentes na construção de alternativas,
destacadamente Gauge. Palatini propõe uma ação [82] em substituição à de
Hilbert, que tornar-se-ia importante no trabalho de Cartan e, indiretamente, no
de Einstein[34] .

Segue que as abordagens mecânicas começam a se afastar do tratamento es-
tritamente holonômico, abordando conceitos diversos, como espaço afim, espaço
não-métrico e base não-holonômica.
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A generalização de Cartan combina aspectos mecânicos com as proprieda-
des intrínsecas do espaço para compatibilidade entre derivada e conexões não
simétricas [11] . Outras contribuições[12][13] foram cruciais no entendimento
da interpretação geométrica de torção[47] e na forma como a derivada covari-
ante pode ser definida abstratamente sem a presença de uma métrica. A série
relativística de Cartan termina em 1925 [14] , mas é interessante destacar con-
tribuições sobre base referencial móvel [15] [16] [111] .

Apesar dos avanços na generalização, a abrangência fica restrita à gravita-
ção. O insucesso de combinar torção com campo eletromagnético clássico [33] e
mudança abrupta promovida pela quântica [48] persiste até a atualidade. Pro-
priedades intrínsecas da matéria, como spin e ondulação, parecem desconexas
das propriedades intrínsecas do espaço, e as tentativas são no intuito de conciliar
com a física de partículas.

4.2 Base Não-Holonômica e Mudança Categórica
A base para o tensor métrico normalizado é apresentada por uma definição
não-holonômica.

êi ̸=
∂

∂xi
(4.1)

A definição normalizada vem de uma base fixa por um referencial de inércia
intrínseco, com propriedade de decomposição do espaço em dimensões lineares
independentes, que pode ser representado por uma definição algébrica:

−x̂1 ≡


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

 x̂2 ≡


0 0 −1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 1 0 0

 x̂3 ≡


0 0 0 −1
0 0 1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0

 (4.2)

A base fixa privilegia a homogeneidade dimensional nas equações do movi-
mento, ou seja, não se misturam velocidades angulares com velocidades lineares.
Além disso, evita-se a composição de velocidade por mobilidade da base, assunto
da sec. 2.3 .

A demonstração da rotação hiperbólica por essa base, sec. 3.2 , é condizente
com as transformações de variáveis, sec. 3.3 , concluindo que base ortonormal
remete-se ao tensor velocidade. Em consequência, as variações de primeira
ordem, sec. 3.4 , fornecem a interpretação dos símbolos de Christoffel associada
à indução da variação da velocidade.

A variação intrínseca da base não se confunde com curvatura, como ocorre
na base por holonomia; logo, continuidade não é, na base normalizada, um pro-
blema que se relacione com a simetria do símbolo de Christoffel. Entretanto,
deslocamento diferencial é prático e intuitivo, além de corresponder a outras
teorias. Embora, como será demonstrado adiante, o símbolo de Christoffel não
seja condicionante de continuidade na base normalizada, a análise por deslo-
camentos diferenciais assim o requer, e a compatibilidade com o caso motiva
estudo de torção.

Parte de entender que holonomia são forças induzidas [24] que, entre as abor-
dagens, podem ser suprimidas no equacionamento por se tornarem implícitas
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em restrições do sistema de coordenadas. No emprego da base móvel, a holo-
nomia está intrínseca na variação da base, em vez de se apresentar na simetria
das coordenadas generalizadas, ocorrência atribuída à peculiaridade tensorial
da separação dos elementos variantes.

A abordagem geral consistiria em transfigurar forças induzidas nas forças
holonômicas implícitas ao símbolo de Christoffel, 45 porém essa manipulação
depende da situação de simetria que o sistema de coordenadas promove em
conjunção com o movimento, o que é evidenciado em como a torção é encoberta
em esféricas, mas presente em cartesianas.

A base esférica é o caso canônico incomum, pela escolha do sistema de co-
ordenadas, de como a decomposição que decorre oculta a assimetria da indução
por confinar a curvatura, devido à mobilidade da base, a uma única direção. Em
casos gerais, nem sempre é possível que o efeito esteja restrito aos simétricos,
46 , e a técnica geral envolveria a artificialidade de desenvolver tensor de contra-
torção, o que, no caso esférico, é nulo. Entretanto, a generalidade da formulação
de tal tensor recai em peculiaridades de simetria, quando elas existirem.

A forma apropriada é atribuir o categórico certo: continuidade da variável
cinemática. A consequência é que nem todos os problemas se reduzem a uma
forma holonômica. A proposição é estranha para a perspectiva geométrica da
gravidade, mas é algo que deveria ser esperado em problemas que envolvem
descontinuidades de natureza quântica. Posto de outra forma, seria resquício
do espaço absoluto newtoniano pressupor que o mapeamento holonômico é a
solução final, quando é anisotrópico de acordo com a velocidade e possui questões
intrincadas de simultaneidade.

O problema de referenciar-se intrinsecamente persiste. As subseções adiante
apontam limitações e problemas que se pretende evitar com substituições por
espaços abstratos, transformações canônicas e formas generalizadas.

Segue, para um plano definido extrinsecamente, dois enquadramentos sobre
o mapeamento por base intrínseca e questões inerentes à sua representação.

4.2.1 Primeiro Enquadramento

Enquadramento por base holonômica: um entendimento direto vem da ilustra-
ção de como opera no espaço. Considere o sistema polar:

x = r cosφ (4.3a)
y = r sinφ (4.3b)

A base para as variáveis polares r, φ é feita sobre um sistema curvilíneo
móvel e definida por uma restrição holonômica êk = ∂kS para uma curva sobre
a superficie S, e que, pelo tratamento intrínseco, pode tornar-se implícita êi = ∂i.

Na definição holonômica, os vetores da base coordenada são definidos em
relação à transformação para cartesianas por:

45Holonomia não é autodeterminada (como seria o caso do invariante de velocidade fornecer
um balanço), portanto precisa de uma definição externa, encontrada na teoria de campo.

46Torção é a parcela antissimétrica da forma induzida transcrita em holonomia. A nulidade
trivial dos antissimétricos da métrica é pela orientação promovida pelo sistema de coorde-
nadas, portanto não suprime a indução dos simétricos, constituídos em holonomia no tensor
curvatura.
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∂r = cosφ∂x + sinφ∂y (4.4a)
∂φ =− r sinφ∂x + r cosφ∂y (4.4b)

A base do sistema polar é ortogonal, mas não ortonormal. 47 Apesar
disso, é fácil achar a posição coordenada em relação à divisão reticular que o
sistema polar promove. Assim, a referência variável na angular é facilmente
identificada, apesar de ângulos não descreverem distâncias lineares.

Base para as variáveis polares r, φ é feita sobre um sistema curvilíneo móvel, e
a caracterização desse sistema é pela forma como as derivadas parciais comutam.

∂r∂φ =∂r(−r sinφ∂x + r cosφ∂y) (4.5a)
∂φ∂r =∂φ(cosφ∂x + sinφ∂y) (4.5b)

Assim, pela caracterização [∂r, ∂φ] = 0, a base é dita com discriminante
holonômico.

Para os objetivos deste texto, utiliza-se a expressão definição holonômica
para designar a base na qual a determinação é implícita por uma superfície êk =
∂k, independentemente do discriminante, a fim de diferenciar essa abordagem
da representação fornecida pela equação (4.2) e pela maneira como a restrição
holonômica será abordada. Assim, uma base por definição holonômica pode
ou não satisfazer a condição de discriminante holonômico, enquanto restrição
holonômica será relacionada à forma como essas definições afetam o movimento.

Agora, considerando-se a versão ortonormal da base do exemplo anterior.

∂r = cosφ∂x + sinφ∂y (4.6a)

r−1∂φ =− sinφ∂x + cosφ∂y (4.6b)

As novas definições aparentam representar uma nova base móvel para as
variáveis em coordenadas r, rφ feitas para o mesmo sistema curvilíneo móvel
do sistema polar anterior. Entretanto, o diferencial da segunda variável não é
condizente com a transformação proposta. 48

A transformação entre os dois sistemas de variáveis não é direta pela forma
jacobiana entre as variáveis coordenadas. A caracterização desse sistema pela
comutação das derivadas parciais possui resultado diferente, possui discrimi-
nante não-holonômico, ainda que restrito pela mesma superfície. O resultado
da comutação torna-se [∂r, r

−1∂φ] ̸= 0. Nesse caso:

[∂r, r
−1∂φ] = −1

r
∂φ (4.7)

Na ilustração apresentada, os dois sistemas de coordenadas mapeiam um
mesmo espaço plano. O discriminante holonômico pode ser entendido como uma

47A notação é, por vezes, incoerente ao apresentar um vetor φ de uma base não-normalizada
como φ̂, confundindo “unidade de direção” com “unitário”. Entretanto o conceito magnitude
unitário é pela métrica não é direto, vide sec. 2.3.3 , e uma definição de normalidade é o que
se pretende demonstar.

48Base deixa de ser contraparte covariante das variáveis coordenadas. A transformação
torna-se adequada para a base das variáveis de velocidade polar ṙ, rφ̇ em relação a ẋ, ẏ
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medida de distorção. Ângulos não se transformam linearmente (2.18). Desloca-
mento linear não corresponde ao deslocamento angular; são dimensionalmente
distintos. De outra maneira, os deslocamentos transformam-se em proporções
distintas, causando mudança na escala e descontinuidades em segunda ordem.
Ou ainda, a variável angular não está em “verdadeira grandeza”, e depende da
transformação para coerência das operações.

Em geral, a ortornomalidade da transformação ∂s = ems ∂m resulta em uma
expressão de comutação na forma:

[enr ∂n, e
m
s ∂m] = Ckrs ∂k (4.8)

O que se pretende é destacar o caso em que o discriminante ocorre puramente
em razão da transformação. 49 Esquivando-se da circularidade que as definições
possam incorrer, supondo que possa-se conceber uma base cartesiana que possui
uma definição intrínseca condizente com o que o discriminante holonômico, a
ocorrência do mesmo no sistema em base móvel é artifício da transformação
entre coordenadas.

Sintetizar base para uma parametrização coordenada exige transformação
não-normalizada para satisfazer a necessidade do discriminante holonômico.
Essa transformação entre sistemas de coordenadas, embora preserve o invari-
ante de velocidade, não preserva homogeneidade e isometria.

As peculiaridades da perspectiva coordenada não chegam a ser um inconve-
niente, pois sua especificação particular é reversível. O que irá tornar a trans-
formação indesejável é o propósito que se estabelece para o equacionamento no
espaço curvo, no caso, resolução tensor curvatura.

Primeiro, é preciso destacar que a transformação adultera a isometria. Se-
gundo, demonstrar que, ao desnormalizar a métrica, desnatura-se o tensor cur-
vatura.

Na métrica normalizada, a dilatação temporal e a contração em uma das di-
reções espaciais estão balanceadas, assim como as taxas de variação, em primeira
e segunda ordem, promovidas nessas componentes da métrica. Transitivamente,
o tensor curvatura resulta na expressão de equilíbrio do invariante hiperbólico
pela reciprocidade das componentes, constituindo-se intrinsecamente a autode-
terminação pelo movimento.

Por outro lado, na transformação não-ortonormal, a métrica, além de deixar
de ser normalizada, assume uma escala variável. Como resultado, todas as dire-
ções estão sujeitas a variação, e separar a causa paramétrica da causa intrínseca
deixa de ser uma questão trivial.

No tensor curvatura de uma métrica não-normalizada, será preciso estipu-
lar, por conhecimento prévio ou especificação, como as componentes do tensor
curvatura irão se balancear, constituindo-se, assim, uma restrição holonômica.

No desbalanceamento da métrica está o mecanismo pelo qual a definição
holonômica da base realiza necessidade de restrição holonômica. Por outro
lado, a falta de conversão para outros sistemas de coordenadas é explicada pelo
fato de que as mesmas simetrias esféricas não se realizam em outros sistemas.
Como a escolha de superfície holonômica é arbitrária, desde que tenha a simetria
desejada, é preciso de um conjunto de equações que fixem a curvatura ao espaço.

49Família de superfícies que atendem à simetria da transformação pelo discriminante no
espaço curvo.
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Uma vez estabelecida, a superfície que serve de restrição holonômica depende
de simetria, mecanismo pelo qual a holonomia inviabiliza a conversão entre
sistemas.

4.2.2 Variável Cinemática

Base não-coordenada denota aquela que não corresponde ao sistema de coor-
denadas generalizadas. A denominação é informativa, mas pouco sugestiva de
qual variável substitui a coordenada paramétrica. A variável substituída deverá
satisfazer duas condições que não poderão mais ser observadas pela variável co-
ordenada: continuidade no espaço e variação intrínseca da base. A seção faz a
expectativa do que deve-se observar na nova variável.

A mudança de variável que se processa na mudança de base não é uma subs-
tituição ordinária. Trata-se de uma transformação categórica, o que traz modi-
ficações conceituais nos resultados e interpretação dos equacionamentos. Além
da manipulação simbólica, deve-se acrescentar que a variação da base passa a
ter causa não-coordenada, o que transitivamente torna-se causa da variação da
métrica e, por segunda ordem, da curvatura do movimento.

Uma forma de apontar que a base não-coordenada presume a manipulação
pela variável velocidade consiste em observar que holonomia é a condição de
conformidade para o tratamento intrínseco da curvatura por deslocamento geo-
métrico no espaço. A ortonormalidade da base na transformação entre sistemas
de coordenadas é incompatível com a abordagem holonômica. A transformação
não é condizente com as variáveis paramétricas de coordenadas mas a transfor-
mação da base é adequada à variável velocidade, como apresentado no jacobiano.

A proposição da admissão, que a base remete-se à velocidade, torna pendente
a consistência que a mudança de variável promove. A análise segmenta-se nas
duas formas de abordagem conduzidas ao longo do texto, que tratam variação
intrínseca e coordenada: o significado da comutação nos deslocamentos diferen-
ciais nas variáveis coordenadas é apresentado na subsequente; o significado da
variação intrínseca em coordenadas esféricas no restante da seção.

Na métrica normalizada, em esféricas, obtêm-se símbolos de Christoffel si-
métricos pela nulidade de parte dos termos, enquanto que, em cartesianas, o
mesmo não acontece. A despeito do valor das variações intrínsecas, o valor nulo
da comutação em esféricas normalizadas não é esperado.

Por outro lado, a mudança de direção pode ser relacionada à rotação cine-
mática da base, sendo que, em esférica, a base móvel dispensa rotação entre
as componentes espaciais, enquanto que, em cartesiana, uma fixa representa a
rotação em sua totalidade. Assim, na base ortonormal, as variações diferenciais
que a base está relacionada primariamente à rotação infinitesimal.

Velocidade é uma variável independente da posição, ainda que ocorra vin-
culação diferencial entre posição e velocidade. Em contrapartida, a variação da
base é expressa em relação aos deslocamentos diferenciais, ainda que a causa
seja intrínseca ao invariante hiperbólico de velocidade. Como coordenada e velo-
cidade são postas sobre mesma base, o significado espacial é obtido pela forma
como a variação é induzida pela velocidade. Em outras palavras, a variação
depende da velocidade com que o deslocamento ocorre, o que se resolverá no
deslocamento mecânico.

A mudança de varivável demarca a substituição de um sistema de desloca-
mento geométrico para um sistema deslocamentos mecânicos, e a comutação
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entre caminhos é diferente nos dois casos. A distância diferencial entre dois
pontos depende do caminho e da velocidade, evocando princípios variacionais e
o conceito da ação estacionária. A comutação entre dois caminhos apresenta um
efeito anisotrópico induzido pela velocidade, 50 o que não ocorre na geometria
diferencial por ignorar os efeitos da velocidade ao descrever um espaço absoluto.

A determinação intrínseca da mudança de direção no espaço curvo ocorre,
analiticamente, pela condição de rotação que a métrica impõe invariante hiper-
bólico da velocidade. 51

Variações intrínsecas de direção ∂j êi = Γkij êk são manifestações mecânicas
do estado inercial da velocidade pela condição implícita ao invariante hiperbólico
que a métrica impõe a essa mesma velocidade.

A correlação entre a curvatura do movimento e a curvatura geométrica do
espaço se estabelece em condições específicas.

Torção, no movimento, é uma condição anisotrópica induzida pela direção da
velocidade e, por mobilidade da base, é possível uma condição de simetria, em
que todos os Γ̃ℓmn = 0̃ℓmn para m ̸= m. Nessa conjuntura, sem torção, há corres-
pondência entre a curvatura mecânica e uma curvatura geométrica holonômica;
entretanto, o deslocamento geométrico é um mapeamento pelo deslocamento
mecânico.

Ou seja, partindo-se de um referencial fixo, é possível descrever uma su-
perfície diferencial ∂rS, mas essa superfície não é restrição holonômica ao
movimento, ou seja, ela não define o valor de Γ̃ℓmn.

A velocidade é uma variável independente da posição, e a curvatura do espaço
não se impõe como restrição holonômica do movimento. Se assim o fosse, a
covariância não seria possível. 52

4.2.3 Segundo Enquadramento

O tratamento simbólico entre base coordenada e não-coordenada está a uma
transformação de distância, ou melhor, na escala entre distâncias espaciais em
distâncias coordenadas. O tratamento intrínseco deve ser possível, ao menos em
coordenadas esféricas, pois os símbolos de Christoffel são favoráveis à represen-
tação.

No enquadramento por base normalizada, pretende-se o reverso da holono-
mia: em vez de definir base pela curvatura do espaço, chegar a uma curvatura do
espaço por especificação da base. A falta de comutação em base normalizadas
afeta a capacidade de aferir a continuidade do espaço por meio de coordenadas,
o que é resolvido por substituição da representação mediante transformação, ao
que se denominará transformações canônicas para formas generalizadas.

A existência da curvatura do movimento, mudança intrínseca de direção
por manifestação da invariância hiperbólica de velocidade, devido aos efeitos
cinéticos, nem sempre irá coincidir com curvatura do espaço. A correspondência
entre as duas contrapartes na determinação intrínseca da curvatura envolve
achar uma base móvel holonômica em que o sistema de coordenadas propicie na
variação intrínseca a condição de simetria Γ̃ℓmn = 0̃ℓmn para m ̸= n e, com isso,
torção é igualmente nula T ℓmn = 0̃ℓmn.

50O equacionamento desses efeitos na equação geodésica origina vis-redux.
51Estado inercial é intrínseco ao movimento geodésico.
52Os símbolos de Christoffel representam a indução de direção pela métrica, enquanto torção

torna-se o coeficiente de anisotropia da escolha da base.
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Define-se o acoplamento diferencial pela base das direções de velocidade.

∂̃r ≡ cosφx̂x + sinφx̂y (4.9a)

r−1∂̃φ ≡ − sinφx̂x + cosφx̂y (4.9b)

As equações vinculam a variação implícita ortonormal (lado esquerdo) à base
direcional das velocidades (lado direito). Ou seja, partindo-se de um referencial
fixo x̂n, termo independente, é possível especificar uma base esn∂̃s = ên para
curva implícita a despeito de seu discriminante holonômico, portanto, abstendo-
se de que a curva esteja definida sobre superfície holonômica nas coordenadas.

∂̃m(esn∂̃s) = ∂̃mên = Γ̃ℓnm = 0̃ℓnm (4.10)

Com isso, pode-se interferir na ordem de transformação: transforma-se o
símbolo, não o operador. Assim, ens emr ∂mên = 0̃ℓsr, e o mesmo ocorre com o
valor comutado. Condiz com a ordem pela qual as definições são estabelecidas:
coordenada adota o valor intrínseco.

Considerando a transposição da transformação, ens “torna-se linear” em re-
lação à derivada do valor intrínseco, mas não na derivada do valor coordenado.
Tal qual ocorre vinculação entre base de posição e velocidade em (4.9a) e (4.9b) ,
ens é função da velocidade, enquanto esn é função da posição.

[erm∂r, e
s
n∂s] ̸≡[∂m, ên] (4.11a)

[∂r, ∂s] ≡[emr ∂m, e
n
s ên] (4.11b)

Para expressar a torção, 53 mais uma vez a ordem das operações importa.
Notar que deve-se primeiro transformar as vinculações dos símbolos individual-
mente, então tomar a variação e, somente depois, comutar.

A irregularidade no procedimento, em relação às operações convencional-
mente prescritas para covariância, é seguida de irregularidades na correlação
entre algumas das propriedades entre as duas sentenças. Entretanto, cada sen-
tença, isoladamente, pertence à composição de um sistema que é invariante,
dado o grupo de transformação.

Ocorre transformação canônica, no entendimento de que a mudança de base
preserva propriedade interna relacionada ao invariante de velocidade, mas não a
covariância entre os sistemas descritos nas respectivas sentenças. 54 Condizente
com mudança de variável, mudança de base não-coordenada para base holonô-
mica é uma mudança categórica. A mudança de base da variável velocidade
para base com relação à variável coordenadas.

O ponto crítico é que a mudança de desigualdade para igualdade expressa
vinculações diferentes, uma vez que, nas variáveis de uma equação, a mudança de
categoria é interpretada como situação diferente. Ambas relacionadas à indução

53Dado Tk
ij := Γk

ij −Γk
ji− (∂i∂j −∂j∂i), para Tk

ij = 0kij , a holonômia é trivial quando
Γk

ij = 0.
54Proposição de transformação entre sistemas lagrangianos similar às transformações canô-

nicas em mecânica hamiltoniana.
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de variação intrínseca Γ̃ℓmn, a situação de torção da curvatura é relevante em
coordenadas, enquanto que, para velocidade, não afeta o invariante hiperbólico.

Outra mudança categórica: em coordenadas, a indução da variação da velo-
cidade tem causa holonômica, enquanto que nas variáveis cinemáticas, a indução
da variação da velocidade tem causa no invariante hiperbólico.

Para ortonormal, não há congruência entre a comutação base não-coordenada
e a comutação intrínseca em (4.11a). Ainda que haja o valor intrínseco esperado,
as variações não são homólogas, portanto não-holonômicas. Não é possível des-
crever superfície riemanniana por não se poder representar continuamente pelas
coordenadas as ocorrências intrínsecas, sendo, assim, variedade topológica não-
holonômica.

Transposição de fatores em (4.11b) é uma mudança por transformação canô-
nica, e a invariância da forma não produz um morfismo diferencial invertível (co-
variância entre as formas), assim como holonomia esférica não se transforma em
cartesianas. O entendimento é que é possível achar uma base móvel, condição
de simetria, em que todas as componentes Γ̃ℓmn = 0̃ℓmn para m ̸= n. Com isso,
a base cinética móvel mapeia um equivalente discriminante holonômico pela re-
gularidade na posição que a simetria sob sistema de coordenadas proporciona.
A mudança de categoria, que somente deve ocorrer quando em coordenadas ho-
lonômicas. Ao cartografar a topografia do espaço-tempo, a equação da forma
analítica (3.66) ensina que ocorre variação em magnitude e variação em dire-
ção, (essa última coincide com a base móvel). O mapeamento no espaço pelo
alinhamento com a diretrix resulta na mudança categórica da forma analítica; a
decomposição mapeia a variação em magnitude (temporal), enquanto a variação
em direção (espacial) é suprimida pela base móvel.

A base pela transformação canônica define uma métrica generalizada:

êm · ên = erm∂r · esn∂s (4.12)

É notório que a expressão assemelha-se Às tétrades [110]; entretanto, o
propósito do texto é prosseguir com o estudo de outra forma de conexão que
não recaia em holonomia de qualquer tipo, quer canônica, quer generalizada.

A conexão será para velocidade pela relação entre derivada direcional (canô-
nica ou paramétrica) na produção de um símbolo intrínseco para continuidade
e covariância diante da escolha de grupo de transformação.

4.3 Conexão e Compatibilidade
Avaliar a conexão promovida pela derivada direcional e sua compatibilidade com
tensor métrico normalizado, formado por base não-holonômica.

Conexão, ora referenciada pela derivada direcional, ora pelo símbolo de vari-
ação intrínseca proposto por Christorffel. Além da covariância, o interesse está
em como promove a continuidade.

Na mudança categórica, o símbolo de Christoffel é o fator de indução da va-
riação da velocidade que decorre intrinsecamente da invariância da velocidade
da luz. Em outras palavras, fator com que a rotação hiperbólica é produzida.
A intensidade da variação intrínseca depende da velocidade desenvolvida e do
alinhamento de sua direção com a curvatura espacial da métrica, diretrix. As-
sim, é esperada uma diferença anisotrópica; o que torna torção é um símbolo
sem relevância no trato da continuidade.
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O parágrafo anterior informa que dispensa torção na formulação da conti-
nuidade, mas não prova nem isenta a demonstração de continuidade. Também
torna-se evidente que falta uma definição de continuidade adequada à base nor-
malizada.

Continuidade refere-se à manutenção da rotação hiperbólica em relação à
diretrix métrica. Assim como no caso holonômico não deve haver descontinui-
dade no espaço na alternância de caminhos, na métrica regular não deve haver
descontinuidade na rotação hiperbólica, quer seja na rotação da base, quer seja
na rotação das componentes contravariantes.

Na trajetória geodésica, o transporte paralelo ocorre pela variação nula da
direção expressa na derivada direcional, em acordo com a rotação hiperbólica,
que é a situação que preserva o invariante de velocidade. Omissos estão o que
acontece fora da trajetória geodésica, propriamente referenciada pelo desvio que
se faz a partir de uma geodésica.

Novamente, dessa vez para o desvio geodésico, a mudança categórica altera
conceitualmente o equacionamento de representação. Enquanto, na holonomia,
o desvio geodésico refere-se ao equacionamento de campo de Jacobi, na variante
cinética pelo tensor normalizado, é feito pela equação geodésica rebalanceada.

As duas concepções de como o desvio ocorre são distintas, mas a comparação
é instrutiva: o campo de Jacobi descreve o distanciamento entre duas geodésicas
cuja separação medida é tomada sobre curvas de variação que também são
geodésicas.[7] A separação é holonômica e relacionada com o tensor curvatura.

Na situação de movimento de um corpo pontual, torna-se interessante o des-
vio pela ocorrência do transvio em um descaminho que se extravia de qualquer
geodésica. De outra forma, por Jacobi, tem-se a comutação entre geodésica, uma
ocorrência geométricamente possível, mas sem causa mecânica, sendo, portanto,
deslocamentos diferenciais, apesar de holonômicos, arbitrário.

Fazendo o entendimento geodésico atendido no princípio variacional, um ca-
minho entre dois pontos, em que os deslocamentos dependem da posição e da
velocidade, possui um único equacionamento que “minimiza” a ação. O que se
procura no desvio é o equacionamento preterido na ação mínima. Os desloca-
mentos pretensamente virtuais tornam-se reais e o sistema assume nova dinâ-
mica, desfazendo o prognóstico dos extremos que caracteriza o desvio. Ainda,
pelo princípio variacional, a ação deixa de ser mínima, e o excesso configura uma
expressão não-conservativa, que somente pode ser balanceada admitindo-se que
seja causa do processo de emissão.

A manutenção do invariante de velocidade depende da existência contínua
de uma direção geodésica para cada posição, sem que necessariamente seja a
do itinerário percorrido. Consiste em refazer continuamente a direção geodésica
relativa ao “arrasto do vetor tangente” na nova situação de transporte.

Adiante, equaciona-se o arrasto: situação na qual a taxa de variação do
tangente não corresponde à variação intrínseca do tensor, enquanto que, na
variação que este sofre, existe expressão contínua para o invariante de velocidade.

4.3.1 Compatibilidade

A compatibilidade métrica, ou de sua conexão, com derivada covariante é fun-
damental para a demonstração do transporte paralelo.

Métrica não varia pela derivada covariante; com isso, a conexão métrica
preserva o tensor no transporte paralelo. Compatibilidade significa que o ân-
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gulo entre dois tensores permanecerá o mesmo no deslocamento por transporte
paralelo, o que é importante no invariante de ortogonalidade na seção seguinte.

Na variação intrínseca da base anholonômica, simetria não se confunde com
a comutatividade da operação diferencial. 55

Γkij êk =
∂

∂xj
êi ̸=

∂2

∂xj∂xi
(4.13)

Com isso, elimina-se a necessidade de comutatividade corresponder à sime-
tria pelos índices. A definição leva a:

∂kgij = Γℓikgℓj + Γℓjkgiℓ (4.14)

Assim, sendo diligente no tratamento dos índices, 56 os coeficientes de cone-
xão podem ser deduzidos intrinsecamente pela métrica (pela permutação cíclica
dos índices). Para um elemento não-simétrico:

2Γkijgkℓ =∂jgiℓ + ∂igℓj − ∂ℓgji (4.15a)

=∂jgiℓ + ∂igℓj + ∂ℓgij (4.15b)

Perceba que a manipulação de índices é feita pela antissimetria métrica,
não qual não é mencionado o símbolo de Christoffel. A manipulação é seletiva,
somente possível nos elementos antissimétricos, sendo que a métrica em esférica
pode ser considerada uma antissimetria degenerada (indiferença apresentada em
(3.2∗ )).

A manipulação deve ser suficiente para compatibilidade entre os coeficientes
de conexão 57 e a métrica (ver eq. 3.19 em S. Carroll [8]). Pelas definições
apresentadas até aqui, deve ser possível obter:

∇ℓgij = 0 (4.16)

Embora o resultado esteja em uma perspectiva riemanniana [6], [40], [57] , há
algumas nuances que precisam ser apontadas, na maior parte, pela consequência
da transformação entre esféricas e cartesianas produzir coeficientes assimétricos.

Um primeiro ponto é que estamos tratando da variação intrínseca de base
não-holonômica; (4.13), portanto, a existência (ou não) de uma definição dos
símbolos pela métrica, quer por (4.15a) ou por (4.15b), não influencia a (4.16)
por não-simetria da derivada segunda (teorema de Schwarz-Clairaut). O que
aponta para como a derivada covariante opera. Por regra geral:

55Simetria não se confunde com a (estrita) comutatividade da operação diferencial vista no
teorema de Schwarz-Clairaut.

56 A notação empregada faz o índice da derivada sempre aparecer ao final, assim ∂kêi =
Γℓ
ikêℓ. S. Carroll [8] aponta, logo após apresentar (3.64), que não há um consenso, para então,

logo após (3.67), no quarto item, apontar que denotará os índices de derivada ao final (o que é
replicado em seu livro [9], p. 122), mas não faz nenhuma observação explícita para Christoffel
em (3.27) nesse sentido. A forma estrita da definição do símbolo tem influência em 3.66 e,
adiante, em torção.

57Os coeficientes são equacionaveis pela métrica.
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∇kA
i1...in
j1...jn

=∂kA
i1...in
j1...jn

(4.17)

+ Γi1kmA
mi2...in
j1...jn

+ · · ·+ Γi1kmA
i1...in−1m
j1...jn

− ΓmjkA
i1...in
mj2...jn

− · · · − ΓmjkA
i1...in
j1...jn−1m

Derivada covariante, estrita distinção entre elementos covariantes e contra-
variantes V = V µêµ. Percebe-se que a componente contravariante ganha um
símbolo de Christoffel, enquanto o covariante perde um.

A definição apresentada por Grinfeld [43] para derivada covariante da base
58 é mais apropriada para a base da métrica normalizada.

∇j êi = ∂j êi − Γkij êk = 0 (4.18)

O que faz chegar em:

∇kgij = ∂kgij − Γℓikgℓj − Γℓjkgiℓ = 0 (4.19)

Fora isso, não é o caso de independência entre a métrica e os coeficientes,
pois, apesar da assimetria, pode-se fazer (4.15b) dado a assimetria. A questão
é torção, que existe em cartesianas, mas não em esféricas.

Sumarizando, na mudança categórica, a ênfase não está nos deslocamentos
diferenciais, e a existência, ou não, de torção não afeta a continuidade por “falha
do fechamento do paralelogramo”. Em contraponto, uma diferença ansisotrópica
é esperada.

4.3.2 Conexão Mecânica

Em base holonômica, a continuidade do deslocamento diferencial está relaci-
onada à ausência de torção. Pela distinção categórica, a mesma condição não
tem efeito para base anholonômica, que não apresenta obstáculos à continuidade
nas situações propostaa até então. Diferente do holonômico, a questão crítica
torna-se contemplar todas as situações de deslocamento mecânico: conservativo
e não-conservativo.

Para base normalizada, os símbolos de Christoffel representam a variação da
base induzida pela velocidade, e torção torna-se uma medida anisotrópica.

Formular uma condição de continuidade do desvio geodésico que parta do
princípio de deslocamentos mecânicos válidos requer alguma atenção. A comuta-
ção de caminhos não é movimento mecanicamente natural; a mudança arbitrária
de curso representa uma causa sem efeito. Diferente do caso holonômico, pois
a situação de desvio não se constitui uma alternativa geodésica.

Os deslocamentos mecânicos, por princípios variacionais 59 , são estendidos
para fazer distinção entre conservativo ou dissipativo.

1. O caso do deslocamento que realiza a ação estacionária deve corresponder
a um caso inercial para definição do transporte paralelo (discriminante
base).

58Vide equação da referência (8.42) para base fixa em Grinfeld [43]. A base móvel segue a
definição covariante-paramétrica dada aqui.

59Deslocamentos propostos na análise por princípios variacionais dependem não somente da
posição, como também da velocidade, em magnitude e direção
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2. O caso do deslocamento que se desvia da ação estacionária, mas ainda
assim deve cumprir o invariante hiperbólico: desvio do transporte paralelo.
(caso em que a velocidade rejeita o excesso para se manter no invariante)

Como em base normalizada, busca-se a continuidade da rotação hiperbólica:
existe expressão não-geodésica pela derivada direcional (conexão) em que ocorre
a rotação hiperbólica.

No primeiro caso, inercial sem alteração da direção; no segundo, há balanço
por agente externo: Infere-se que (1) deve haver um caso inercial que define o
transporte paralelo; (2) desvio não altera a rotação hiperbólica.

Aproveitando-se de que a compatibilidade métrica preserva o ângulo entre
vetores, o deslocamento mecânico da velocidade não altera a direção intrínseca:
a velocidade é sempre ortogonal ao seu diferencial.

V µ ·∆Vν → 0 (4.20)

Levado ao limite, o diferencial torna-se rotação infinitesimal, que será, se-
gundo sua forma hiperbólica, perpendicular ao vetor original. A regra da cadeia
permite regredir ao diferencial do invariante de velocidade.

∆(V µ · Vν) → 0 (4.21)

Aproveitando-se da equivalência na descrição da geodésica por princípios
variacionais, a derivada covariante somente resulta na ação mínima quando o
vetor velocidade se autotransporta paralelamente, condição em que é conser-
vativa. Para o caso de “arrasto” do tensor, condição alternativa em que não
se estabelece o transporte paralelo, o princípio da ação estacionária demonstra
existência de uma ação mínima para cada trajeto.

O interesse está em formular o excesso feito ao mínimo estacionário pela
sua relação com a projeção das direções tensoriais. Tomando dois pontos de
um trajeto que se tornem infinitesimalmente próximos, haverá uma “direção de
variação mínima” para posição e velocidade que conduz ao transporte paralelo,
representado pela projeção que a velocidade faz com sua variação V̇ µVµ = 0.

Porém, considerando, em virtude de circunstâncias excepcionais, que a taxa
de variação a ser aplicada seja pela resultante U̇µ = V̇ µ + U̇µ, a qual abrange
influências sobre o movimento que são alheias à variação estipulada, essa resul-
tante gerará U̇µVµ ̸= 0. A variação desconhecida torna o movimento alheio a
qualquer geodésica, mas esta condição ainda pode ser retomada quando retirado
o fator estranho.

Pretende-se evidenciar que a continuidade da forma hiperbólica de rotação
existe mesmo na condição adversa à geodésica. Ou seja, a preservação do inva-
riante de velocidade 60 não é afetada por influências estranhas à métrica, apesar
de transviar-se de qualquer caminho geodésico.

Na situação U̇µVµ ̸= 0, obtém-se a medida da projeção que o ângulo en-
tre os tensores produz. Apesar da falta de ortogonalidade, o tensor velocidade
não deverá variar em magnitude e direção para além do invariante. Em termos

60A preservação do invariante é suficiente para que a rotação hiperbólica não seja degene-
rada, admitindo-se que o invariante expressa uma relação hiperbólica que somente possa ser
mantida por transformações igualmente hiperbólicas.
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simples, o tensor estará “derrapando” e rejeitando a energia projetada, caso em
que o invariante induz emissão. Ainda, se a velocidade não responde à solicita-
ção da resultante, então está balanceada por uma contraforça. Anteriormente,
na sec. 2.7.6 , foi visto que a condição invariante produz “força” induzida pela
velocidade, responsável pela variação de direção. Na exposição presente, a au-
toforça seria uma novidade, mas a forma induzida pela velocidade não seria um
fenômeno inédito no texto presente. É crítico destacar que, enquanto a resolu-
ção de forças existe pelo equacionamento de equilíbrio, o (des)balanceamento de
energia é analiticamente mais profundo, portanto, o primeiro a ser abordado.

O comentário inicial é que, condizente com a abordagem de abster-se das
coordenadas generalizadas, 61 a exposição à ação de forças de causa estranhas à
métrica não pode ser evitada. Embora atípico, muito do que será tratado pode
ser confrontado com enquandramentos conhecidos [24]. 62

Em sua forma convencional, a mecânica lagrangiana, resumida em duas con-
tribuições na comparação com a newtoniana, simplifica forças que não realizam
trabalho (circulares e holonômicas) e exclui ações não-conservativas. Segue-se
que a mecânica lagrangiana é expandida para incorporar as forças que a ação
mínima se empenhou em eliminar, ou seja, elementos que independem da relação
entre posição e velocidade do sistema. O desvio se expressa em Euler-Lagrange
pela adição de uma força Eµ “externa” ao processo lagrangiano, presente na
variante expandida.

d

dt

(
∂L
∂ẋµ

)
−

∂L
∂xµ

= Eµ (4.22)

Não é esperado que a força Eµ seja neutra à variação espacial intrínseca,
o que a coloca em contraparte da variação coordenada, resultando no trans-
vio geodésico. Raciocinando pelo balanço energético, se a variação de energia
cinética em (∂µ̇L)′ equivaler ao trabalho realizado pelo deslocamento por Eµ,
deixa-se de fora o trabalho realizado por ∂µL; em contraposição, se a energia
cinética equivaler ao trabalho por ∂µL, então deixa-se de fora Eµ. 63 Ainda
sobre a análise energética, um ponto de atenção está em ∂µL: é perene, uma vez
que o espaço não deixa de existir, enquanto Eµ é determinado pelas condições
circunstanciais. 64

A atuação de Eµ em manter o invariante de velocidade decorre, no caso
61Com respeito às coordenadas por distâncias espaciais, a seção 3.3 explana como coorde-

nadas generalizadas e sua respectiva representação paramétrica inadvertidamente introduzem
restrições holonômicas, confrontadas no texto que insere a nota 43. Já o texto que insere a
nota 39 refere-se como espaço ontológico , enquanto a nota aponta que não se deve inviabilizar
a possibilidade de outras concepções.

62Cline repetidamente menciona forças excluídas do processo de dedução do lagrangiano,
que são, então, incluídas em diversas formas de sistema expandido: tratamento por coor-
denadas generalizadas (quando possível a redução dos graus de liberdade), abordagem por
multiplicadores de Lagrange e, por fim, abordagem explícita por forças generalizadas.

63Em campo fraco, tem-se como exemplo a energia orbital específica. Uma manobra orbital
injeta ou extrai energia do sistema. A despeito de toda manobra em si consumir energia
química interna, o interesse é evidenciar o resultado manifesto mecanicamente: em um caso
pode-se dizer que a energia da manobra foi absorvida pela órbita (o rejeito de gases ejetados
vai para órbita menor); em outro pode-se dizer que emitiu energia (o rejeito de gases ejetados
vai para órbita maior).

64O sistema dinâmico pode constituir-se em um transitório ou tornar-se autossustentado.
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emissivo, 65 da remoção do excesso de energia que o transvio gera, restaurando
a condição geodésica. O ponto crítico é que a formulação seja conservativa pela
reversibilidade do processo, o que é admissível caso haja polaridade Eµ e no
trabalho pelo deslocamento que realiza. Assim, embora a equação não expresse
o balanço convencional, é conservativa no sentido de que o movimento decai
em energia pela mesma quantidade que seria necessária para sua ascensão, e o
processo se apresenta viável sistematicamente nas equações. Nesse ponto não
é lagrangiano, pois, embora uma parcela relacione-se à variação espacial, nem
todos os casos possuirão contratraparte não é totalmente lagrangiana. Uma de-
nominação mais apropriada é mecânica algébrica para um sistema conservativo
por emissão/absorção.

Com as devidas ressalvas à dinâmica entre os fenômenos, a formulação algé-
brica encontra alguma semelhança no trabalho de Rayleigh[98][41] , no propó-
sito de estender a mecânica lagrangiana e manipulação não convencional de sua
energia.

A função de dissipação de Rayleigh R(v) = vivjbij expressa uma forma de
incluir forças dissipativas linearmente dependentes da velocidade. Os coeficien-
tes bij (quando propriedade de um meio de distribuição homogênea) expressam
constantes de proporção da força de reação à velocidade. A função opera de
maneira bilinear, sendo positiva-definida pela sua relação com trabalho e, com
isso, torna o processo irreversível e a resultante recai na direção do movimento.

Similarmente, para o transvio geodésico, é concebível que a função de emissão
teria a forma: uma que função de emissão teria a forma:

Ekk = vk(v
ivjN k

ij) = vkE
k (4.23)

O símbolo N k
ij = v̇kvivj/v

4 ≡ v̇kgij/v
2 idealiza o coeficiente para realização

da emissão. 66 Possui os mesmos índices do símbolo de Christoffel, equivalendo
a um processo de indução suplementar ao que ocorre em Γkij na função de pre-
servar o invariante de velocidade. Tal qual ocorre no similar, a atuação em três
operandos indica que nem sempre recai na direção do movimento, com o índice
contravariante introduzindo novos graus de liberdade. Na definição Ekk , a con-
tração dos símbolos é relacionada ao produto escalar V̇ µVµ, similar ao obtido
nas equações 2.86a e 2.86b quando o arranjo dos índices opera por 3.66 . Fora
da ortogonalidade, produz resultados com sinal associado à polaridade no fluxo
de energia, condizente com indicação de emissão/absorção.

Ainda com relação às equações 2.86a e 2.86b , as variações intrínsecas e coor-
denadas são conjugadas, o que permite descrever o (des)balanço em um enten-
dimento simplificado por mecanismo de emissão/absorção: a produção primária
por uma das variações é consumida pela outra, sendo que, pelas condições de
invariância, o desbalanço produz emissão.

Força de dissipação, por análise dimensional, deve ser tal que:

ukEk ∝ Ekk (4.24)

65Absorção depende de a força cessar no ponto em que se encontra, iniciando um novo
caminho geodésico; em caso contrário, o prognóstico é de reemissão.

66A argumentação deixa de fora os fatores de Lorentz γ, e.g. Nk
ij = (γ2a)/(γ2v2), que

eventualmente poderiam recair sobre a definição do símbolo.
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A variação intrínseca opera pela variável de posição e a variação coordenada
pela variável velocidade. Na replicação de Rayleigh, a dependência da velocidade
ou da posição por N k

ij reproduzirá a diferença observada em (4.22). Sejam
fk(x) as funções de variação intrínseca e ak(t) as respectivas funções de variação
coordenada. Pode-se escrever N k

ij = Ñk
ij − N̂k

ij pela composição das variações.
67

N̂k
ij =

fkuiuj
u4

≡ fkgij
u2

=⇒
∂xℓ

∂uk
∂Ekk
∂xℓ

=
us

u̇k
(uku

iuk∂ℓN̂
k
ij) = Êk (4.25a)

Ñk
ij =

akuiuj
u4

≡ akgij
u2

=⇒
∂

∂uk
Ekk =(uiujÑkij) = Ẽk (4.25b)

É esperado que, na ocorrência da rotação hiperbólica Rkijℓ, a curvatura in-
trínseca não viole o invariante, independentemente de qualquer velocidade. Pela
variância e cooperação com Γkij na preservação do invariante, a variação do sím-
bolo N̂k

ij relacionado a algum arranjo sobre o tensor curvatura Rkijℓ por uma
constante adimensional, 68 assim:

∂ℓN̂
k
ij ∝ Rkijℓ (4.26)

Seja R̃kijℓ a curvatura do movimento por variáveis coordenadas, obtida do
equacionamento da variação de Ñk

ij . No caso balanceado, a curvatura R̃kijℓ
por coordenadas deve equivaler à curvatura intrínseca Rkijℓ. A ocorrência de
transvio altera a medida coordenada da curvatura, mas, assim como posição e
velocidade são independentes, a medida intrínseca da curvatura é independente.
69 Com isso, a diferença observada em (4.22) reproduz-se no não-balanceamento
energético em N k

ij .

∂ℓN k
ij ∝ R̃kijℓ −Rkijℓ (4.27)

A expectativa de preservação do invariante de velocidade e da forma hiper-
bólica da rotação: o excesso é rejeitado e há reação. A aceleração não produz a
alteração esperada pela resultante da soma da curvatura com o a influência ex-
terna. Aceleração e velocidade permaneceram ortonormais, mas com alteração
na direção geodésica, ou seja, a intensidade mantém a magnitude do invariante,
mas muda de direção ao esperado pela curvatura intrínseca. Na perspectiva
dinâmica, aparece uma reação à variação da magnitude do invariante. Na pers-
pectiva energética, uma parcela é absorvida pela reconfiguração da composição

67A equivalência apontada ocorre pela similaridade na operação, o que acontece após a
contração.

68Considerando o emprego de Eµ
µ , em que possui dimensões de potência específica [Eµ

µ ] =
L2T−3, o símbolo Nk

ij possui dimensões [Nk
ij ] = L−1. O símbolo ∂ℓN

k
ij e Rk

ijl dimensões L−2.
69Curvatura intrínseca, variação de segunda ordem da base, dá a indicação para taxa de

variação em conformidade geodésica para uma posição. Velocidade coordenada não entra na
composição da intrínseca. Caso contrário, redefiniria a geodésica e o transporte paralelo.
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“potencial-cinemática” do transvio, enquanto o excedente é rejeitado por dois fa-
tores: pela mudança de direção, a força externa não consegue realizar trabalho;
e pela reação, também não o faz.

Similar à equivalência entre a derivada direcional e a equação de Euler-
Lagrange, o transvio pela forma expandida em (4.22) deve possuir uma derivada
semelhante, que difere a situação geodésica pelo desbalanço do resultado não-
nulo.

∇uk
U j =

(
êjU

k∂k + UkΓijkêi
)
U j = Ej êj = U jUkN i

jkêi (4.28)

Após substituição por (4.25a) e (4.25b), e rearranjando, chega-se a:

∇uk
U j =

(
êjU

k∂k + UkΓijkêi + UkN̂ i
jkêi

)
U j = Ẽj êj (4.29)

Em uma leitura inicial, a ação da influência de origem externa 70, expressa
no termo UJUkN̂ i

jk = Êj deverá produzir o extravio da condição geodésica pelo
descaminho que produz UJUkΓijk, o que se manifesta na reação Ẽj .

O formalismo do balanço energético é simplificado pelas expressões obti-
das da geodésica transcrita[72]. Decomposta na variação intrínseca e variação
coordenada, o caso geodésico escreve-se:

V̇ µ = Aµ + Fµ = 0 (4.30)

O produto V̇ µVµ é trivialmente nulo, mas as parcelas definem uma linha
de ação. Por ortogonalidade, deve-se ter valores nulos e, condizente com a
compatibilidade métrica obtida na seção 4.3.1 , os ângulos são preservados no
transporte paralelo.

O deslocamento mecânico por rotação hiperbólica é invariante e dá a direção
intrínseca pela relação de ortogonalidade:

V µFµ =0 (4.31a)

Na condição de transporte, a variação coordenada Aµ segue a direção do des-
locamento mecânico, preservando a direção intrínseca dada por Fµ. A variação
coordenada segue a mesma ortogonalidade.

V µAµ =0 (4.31b)

Uma velocidade Uµ não-geodésica, cuja variação coordenada seja Ãµ, deverá
respeitar o invariante de velocidade em UµÃµ = 0, ou seja, não se observa em
coordenadas a violação da velocidade da luz. Uma primeira caracterização do
transvio é feita em relação à componente intrínseca com UµFµ ̸= 0. Por essa

70Também por autoforça no caso de espontâneo ou desequilíbrio sistêmico. A tendência
ao equilíbrio no processo de emissão (pois excesso é rejeitado) é a propensão natural na
vinculação entre variação espacial e variação temporal. Entretanto, o pressuposto não evita
que a configuração sistêmica do problema, outras condicionantes do equilíbrio, torne a emissão
autossustentada (decaimento).
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última definição, deve ser possível decompor a velocidade Uµ = V µ + Uµ de
forma a encontrar uma velocidade V µ ortogonal tal que FµV µ = 0. 71

A derivada direcional de Uµ será, seguindo a substituição dos termos da
geodésica transcrita em (4.29) e outras sobre N k

ij = Ñk
ij − N̂k

ij , escrita como:

∇uUµ = Ãµ + Fµ + Êµ =
ẼµµUµ
UσUσ

(4.32)

A derivada do produto (UµUµ)
′ resulta em uma segunda caracterização do

transvio, observando resultado Ẽµµ não-ortogonal.

UµÃµ + Uµ(Fµ + Êµ) = Ẽµµ (4.33)

Na convergência para o caso geodésico, se UµÊµ → Ẽµµ , então Ãµ → Aµ e
Uµ → Vµ. 72 Como pela condição invariante UµÃµ = 0, o balanço é restrito às
parcelas não-coordenadas.

Uµ(Fµ + Êµ) = Ẽµµ (4.34)

O trabalho realizado por Êµ equivale ao trabalho sofrido por Fµ (em cor-
respondência com a produção cinética) mais a emissão Ẽµµ do excesso que não é
absorvido. Parte da energia da força é absorvida em uma nova configuração do
sistema, até ser rejeitada.

UµÊµ = Ẽµµ − UµFµ (4.35)

Nesse novo balanço, reiterar que UµÊµ = Ẽµµ somente existe geodesicamente.
Fora dessa condição, progridem em taxa de variação distinta pelo expresso em
∂ℓN i

jk na equação (4.27).
Sumarizando o processo geral em uma sentença: a variação coordenada Ãµ

acomoda, pelo limite do invariante em Uµ, as influências Êµ e Fµ, fazendo o
excesso ser emitido na forma de Ẽµµ .

A situação é direcional e possui particularidades. Para o caso de Eµ ser
simultaneamente ortogonal a Fµ e a velocidade Uµ, essa torna-se coincidente
com V µ. 73 Esse caso conservativo configura uma forma anômala de geodésica,
com aplicação quântica[69]. Outro caso é o de decaimento espontâneo, em que
há desequilíbrio que desencadeia autoforça[70]. A diversidade de casos, embora
produtiva, desfavorece consolidar um fator comum.

A seção seguinte busca, de uma maneira prática, que a demonstração não
dependa de perspectivas conservativas ou dissipativas, ou ainda que se faça
distinção se seguem por trajetória geodésica ou desvio dela.

Pela variação direcional do símbolo N̂ i
jk, a responsabilidade da rotação hi-

perbólica transita para o tensor curvatura Rkijℓ, e torna oportuno o estudo pelo
deslocamento da base pelo seu transporte hiperbólico.

71A exigência é que seja o valor de menor diferença, ou seja, a geodésica mais próxima, o
que não necessariamente precisa ser único.

72 Outras possibilidades: se UµEµ → 0 (tornar-se ortogonal), consequentemente Eµ
µ → 0

pela definição em comum. A forma de extinção da força depende da definição do problema.
Ver adiante o texto que introduz 73.

73 Ver o texto que antecede as equações (2.98a) e (2.98b) e confrontar com nota 72 .
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4.4 Curvatura Intrínseca (do Movimento)
Curvatura intrínseca refere-se à variação de segunda ordem da base. Pela mu-
dança categórica promovida na especificação da base, o tensor caracteriza a
curvatura em relação à variável cinemática. Com isso, a conexão encontra uma
condição de continuidade pertinente ao processo: manutenção da forma hiper-
bólica de rotação.

O tensor métrico normalizado é constituído de duas curvaturas principais,
uma espacial e outra temporal, que, pela afinidade com a variável cinemática,
estabelecem a assinatura hiperbólica do tensor velocidade.

O tensor possui módulo constante e a sua transformação pelo movimento
no espaço-tempo implica em sua rotação. Seguindo que o tensor preservará
a relação hiperbólica entre as componentes espacial e temporal somente ao se
transformar por rotação hiperbólica, tem-se que o invariante transita a condi-
ção de forma para a o parâmetro espacial. Nesses termos, a velocidade limite
condiciona a forma do espaço: escolhido o parâmetro espacial pela diretriz, a
condicionante estará na capacidade desse parâmetro produzir a rotação hiperbó-
lica necessária ao invariante. Uma representação no espaço, se existe, expressa
quantas e quais as parametrizações possíveis.

Em uma problematização alternativa, considera-se a existência para inves-
tigar a concordância da base cinemática pela sua parametrização espacial. A
definição normalizada da métrica em todo o espaço é suficiente para a condição
estática, entretanto não dispensa demonstrar não haver impeditivo dinâmico
no transporte pela conexão. Torna-se necessário que as taxas de variação, na
direção em que elas estejam definidas, sejam condizentes com o que é requerido
da continuidade paramétrica da transformação: ao passar para posição subse-
quente, o valor obtido é independente do caminho. 74 Uma forma simples é por
função de conformidade que atenda ao teorema do gradiente.

O desenvolvimento explora as próprias propriedades hiperbólicas de autos-
similaridade exibidas pela métrica. A forma hiperbólica da rotação é caracteri-
zada apropriadamente pela razão entre os participantes. A taxa de variação dos
elementos base em relação ao espaço, mesma razão que os elementos em si. As
taxas relacionadas contraem-se em uma função escalar característica, até então,
implícita.

O resultado funcional da variação segunda delimita um discriminante que
equivale ao escalar tensor curvatura. A regularidade das relações internas e sua
estabilidade estrutural invariante apontam estrutura primordial, que se reduz
a uma identidade sobre si mesma, não ocorre por vinculação ou acoplamento
quaisquer.

As consequências na interpretação da estrutura do espaço-tempo são ana-
lisadas pela velocidade de propagação (ou a projeção da variação espacial no
tempo), que satisfaça a simultaneidade e produza uma curvatura média.

O entendimento no categórico cinemático vem da ação de Hilbert, entre
outros equacionamentos.

4.4.1 Curvaturas Principais e Taxas Relacionadas

As curvaturas principais, no tensor métrico normalizado, são apresentadas apro-
priadamente na escolha da forma esférica.

74A dispensa de trajetória geodésica atende à condição mais geral de abranger emissão.
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Na variação coordenada, a despeito da mobilidade da base, a variação in-
trínseca não se confunde com a variação paramétrica, pois, pela normalidade da
métrica, restringem-se os símbolos de Christoffel àqueles de variação intrínseca.

A métrica não possui variação intrínseca no tempo e a variação espacial
restringe-se à diretrix. Em consequência, o tensor apresenta propriedades e
relações entre as curvaturas principais e suas variações paramétricas que, pela
assinatura, são similares à equação (paramétrica ou não) da hipérbole.

y =
1

x
=⇒ y

x
=− ∂y

∂x
(4.36)

A contração temporal é conjugada à dilatação espacial. Pelo determinante,
duas curvaturas principais são recíprocas.

δ00δ11g00g11 = −1 (4.37)

A expressão condiz com a “assinatura” métrica (+,+,+,+), em que o sinal
é interno ao símbolo. 75 Apesar disso, a forma hiperbólica de variação se
apresenta mesmo com o sinal implícito, o que é observado fazendo a derivada
do determinante pela variação espacial:

∂1(δ
00δ11g00g11) = 0 (4.38)

A condição de normalidade determinante estrutura a relação implícita entre
as componentes métrica. O resultado da derivada anterior pode ser escrito como:

δ00∂1g00
δ11∂1g11

= −δ
00g00
δ11g11

(4.39)

A despeito de a derivada do determinante poder ser tomada por qualquer
direção, apenas pela diretrix o valor não trivial pode ser elaborado na razão
entre as curvaturas. Subentendida a direção de variação, evidencia-se forma
hiperbólica comparando-se a expressão dada em (4.36) com o resultado anterior
na substituição por:

δ00∂1g00
δ11∂1g11

= δ00δ11
∂g00

∂g11
(4.40)

A propriedade expressa por essa última equação é ordinária da operação di-
ferencial, e sua importância se deve à existência de (4.39), por se expressar pela
razão entre as curvaturas espacial e temporal. Para relacionar as variações de
segunda ordem por essa mesma razão hiperbólica, é preciso haver propriedade
funcional entre as partes, e reiteradamente para terceira ordem. A listagem
de taxas relacionadas de ordens superiores continua indefinidamente, embora
convencionalmente somente a segunda ordem seja relevante nos processos me-
cânicos. Por outro lado, chega-se a uma síntese quando se encontra expressão
que se contrai em um escalar, o que destaca que as razões apresentadas até

75Ver também (2.41) e (2.42a) a (2.42d)
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então são covariantes, e pelos índices, contraem-se. A substituição derivada da
métrica pelos símbolos de Christoffel.

A razão entre a curvatura espacial e temporal é trazida indiretamente pelas
taxas de variação na consideração da razão entre (2.43a) e (2.43b)

2g00Γ
0
01 =∂1g00 (4.41a)

−2g11Γ
1
00 =∂1g00 (4.41b)

A razão entre os dois termos do lado esquerdo é unitária pelas respectivas
igualdades do lado direito. Com isso, pode-se obter a proporcionalidade dos
símbolos com a razão hiperbólica. É interessante ressaltar que o símbolo Γ1

00

não está presente no determinante da métrica, enquanto uma resolução por
(2.43a) e (2.43b) redundaria em expressões conhecidas.

A derivada não altera a proporcionalidade entre as equações, ao mesmo
tempo que eleva a ordem. Ainda, permite fatorar a razão pretendida.

2g00∂1Γ
0
01 + 4g00Γ

0
01Γ

0
01 =∂11g00 (4.42a)

−2g11∂1Γ
1
00 − 4g11Γ

1
11Γ

1
00 =∂11g00 (4.42b)

Os termos do lado esquerdo de (4.42a) e (4.42b) são expressões do tensor de
Ricci para o tensor normalizado.

R00

R11
=
g00
g11

(4.43)

A equação acima expressa a igualdade que as parcelas contraídas das di-
mensões espacial e temporal do escalar de Ricci, o mesmo balanço entre as
curvaturas conjugadas pela variação do determinante.

g00R00 − g11R11 = 0 (4.44)

O escalar de curvatura, propriamente dito, sai pela soma. Para a métrica
normalizada, a relevância de que o tensor de Ricci seja hiperbólico está em
acompanhar a variação da base para operação de comutação, e o balanço é
condizente com o que haverá na base, em consequência da métrica.

Não é inesperado que a expressão mais adequada para a contração da razão
em um escalar seja similar ao escalar de Ricci. O inconveniente está em relaci-
onar o tensor curvatura em uma construção que não recorra aos fundamentos
holonômicos. Além disso, a dedução por curvatura seccional não funciona: não
há alternância entre caminhos por não haver apenas uma dimensão espacial. 76

Até então, considerou-se apenas a variação do tensor métrico no espaço.
Para chegar a uma função característica, será preciso considerar a variação in-
trínseca da base tensorial que, ao contrário da métrica, também possui variação
intrínseca pela variação da escala temporal.

76Curvatura seccional envolve o desvio geodésico por campo de Jacobi, findando em uma
superfície que atua como restrição holonômica. Também é oportuno mencionar que, para
curatura seccional, “desvio” é entendido como a distância de separação (afastamento, distan-
ciamento) por construção geométrica, enquanto que, para o tensor normalizado, “desvio” vem
no sentido de transvio (descaminho, extravio) por construção mecânica.
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4.4.2 Curvatura (Função Escalar)

As relações hiperbólicas do gradiente métrico são fechadas sobre si. Abstraído
do movimento por um corpo, a métrica induz o próprio movimento. O mesmo
autodeterminismo deve se apresentar na base e indicar o caminho de propagação
pelo autotransporte.

Condizente com a métrica, a base normalizada deve seguir a mesma variação
hiperbólica. Consequentemente, é esperado um resultado que expresse a equi-
valência entre as duas taxas, apesar da dessemelhança que existe: os tensores
da base estão sujeitos a variação intrínseca com a variação temporal, o que não
ocorre na métrica.

A métrica não varia intrinsecamente com o passar do tempo, nem com a
escala de tempo (que ela define), mas ela dá a definição de tempo para os outros
tensores. A variação da base torna-se o motivo de haver um termo extra na
derivada covariante, ao mesmo tempo que o termo extra ∂0L em (2.71) que leva
à definição (2.73).

Condizente com a métrica ser a forma bilinear da base, a base deve satisfazer
a decomposição:

∂σgµν ≡ (∂σêµ)êν + êµ(∂σêν) (4.45)

Para a variação de índice temporal:

∂0gµν ≡ (∂0êµ)êν + êµ(∂0êν) = 0µν0 (4.46)

A substituição pelos símbolos de Christoffel segue para as definições da mé-
trica normalizada, (2.59b)

∑
ν

∂0êν = ∂0ê0 + ∂0ê1 = Γ1
00ê1 + Γ0

10ê0 (4.47)

Os valores individuais dos êµ(∂0êν), ou da soma que se faça entre eles, são
conferidos nos resultados em (2.43a) e (2.43b).

g11Γ
1
00 =− 1

2∂1g00 (4.48a)

g00Γ
0
01 = 1

2∂1g00 (4.48b)

Simplificadamente, uma contração espacial é balanceada por uma dilatação
temporal. A métrica é constante pelo balanço que proporciona. Nuance: não se
trata de variação com a passagem do tempo, mas sim da propensão pela variação
com a mudança de escala temporal, uma vez que a variável de derivação x0 = ct.
77

No gradiente temporal, o resultado de cada termo individual é ortogonal
à direção original, resultando ê0(∂0ê0) = 0 e ê1(∂0ê1) = 0. Uma vez que as
variações na dimensão temporal sejam nulas, não é possível tomar a razão entre

77A escala de tempo pela sua relação com a distância que pode ser percorrida pela luz. A
forma como o tempo é medido para a base muda conforme a definição de tempo pela métrica
modifica-se em razão da forma como a métrica afeta a propagação da luz.
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elas, tal qual em (4.39). Por outro lado, a própria nulidade representa um
balanço entre contração espacial e dilatação temporal.

Embora não sejam elementos do gradiente métrico, a soma dos produtos por
índices alternados ê1(∂0ê0)+ ê0(∂0ê1) = 0, complementa o balanço na variação
temporal.

A medida abrangente para acompanhar a diversidade na combinação de
índices é o traço da derivada do tensor métrico. A correspondência pela base
vem na forma matricial, o que também permite observar alternância de direção.

∂0

[
ê0
ê1

]
=

[
0 Γ1

00

Γ0
10 0

] [
ê0
ê1

]
(4.49)

A variação espacial métrica pela decomposição pela base são equivalentes.
Sem maiores destaques, as variações espaciais pela base apresentam-se como:

∑
ν

∂1êν = ∂1ê0 + ∂1ê1 = Γ0
01ê0 + Γ1

11ê1 (4.50)

∂1

[
ê0
ê1

]
=

[
Γ0
01 0
0 Γ1

11

] [
ê0
ê1

]
(4.51)

Como as variáveis e as variações são independentes, pela linearidade na com-
posição das formas matriciais, as duas matrizes são combinadas. Uma medida
de magnitude é obtida expondo a matriz envolvida como um operador bilinear
e sumarizando as variações de primeira ordem.

∑
µνσ

êµ(∂σêν) =

[
ê0
ê1

]T [
Γ0
01 Γ1

00

Γ0
10 Γ1

11

] [
ê0
ê1

]
(4.52)

O resultado equivale à soma dos semi-traços para as direções do gradiente
espaço-temporal da métrica. O resultado possui contribuição apenas pela vari-
ação espacial.

∑
σ

tr(∂σgµν) = δ00∂1g00 + δ11∂1g11 = δ002g00Γ
0
01 + δ112g11Γ

1
11 (4.53)

Embora o resultado satisfaça a expectativa, o que se torna interessante é a
ausência de variação temporal da métrica pela equivalência de sua decomposição
em fatores da base que não são nulos. A propriedade sugere que haja balanço en-
tre as componentes e, consequentemente, um discriminante (expressão depende
apenas das propriedades) que seja invariante.

Variações de segunda ordem criam mais oportunidades de correlações entre
os termos. As variações pela base tomam como referência a métrica; assim, para
cada termo em:

∑
σρ

∂σ∂ρgµν =(∂0 + ∂1)(∂0 + ∂1)gµν

=(∂0∂0 + ∂0∂1 + ∂1∂0 + ∂1∂1)gµν (4.54)
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Na combinação em duplas, cada nova variação afeta a precedente; entre-
tanto, a métrica não depende do tempo, nem sua derivada, produzindo simplifi-
cações. As permutações pela associatividade entre os “produtos” dos operadores
são enumeráveis: a variação temporal do gradiente, ∂0(∂0 + ∂1)gµν = 0µνσ0; a
variação espacial do gradiente ∂1(∂0 + ∂1)gµν = ∂1∂1gµν . Comutando as ante-
riores pelo produto, tem-se o gradiente da variação espacial, (∂0 + ∂1)∂0gµν =
0µν0σ, e o gradiente da variação espacial, (∂0 + ∂1)∂1gµν = ∂1∂1gµν ; a soma
das variações reiteradas, (∂0∂0 + ∂1∂1)gµν = ∂1∂1gµν , e variações alternadas,
(∂0∂1 + ∂1∂0)gµν = 0µν••. O caso extra é a comutação entre operadores. 78

(∂0∂1 − ∂1∂0)gµν = 0µν⋆⋆ (4.55)

A base possui uma situação análoga, porém com variação intrínseca no
tempo.

∑
σρ

∂µ∂ν êσ =(∂0 + ∂1)(∂0 + ∂1)êµ

=(∂0∂0 + ∂0∂1 + ∂1∂0 + ∂1∂1)êµ (4.56)

Similar a (4.45), deve haver a equivalência entre as variações de segunda
ordem da base pela operação bilinear correspondente na métrica.

∂σ∂ρgµν ≡ (∂σ∂ρêµ)êν + (∂ρêµ)(∂σêν) + (∂σêµ)(∂ρêν) + êµ(∂σ∂ρêν) (4.57)

A operação da métrica é igual, independentemente da ordem de derivação.
No lado direito da equação anterior, os termos intermediários cancelam-se na
comutação, entretanto os termos das extremidades não.

∂σ∂ρgµν =∂ρ∂σgµν (4.58)

Somente após enunciar a comutação, pode-se definir os índices irresolutos
em (4.55), mas estritamente para o tratamento da métrica, deixando de fora a
contraparte na equivalência em (4.57). Para satisfazer essa equivalência, deve-se
remover uma quantidade Rαµσρ referente à comutação da base. 79

(∂σ∂ρ − ∂ρ∂σ)gµν =

(
(∂σ∂ρ − ∂ρ∂σ)êµ

)
êν −

(
Rαµσρêα

)
êν = 0µνρσ (4.59)

Ainda, se ∂σ∂ρêµ = Θαµσρêα e a forma alternada ∂ρ∂σêµ = Θαµρσêα, então,
no caso não-trivial de Θαµσρ ̸= 0αµσρ, o balanço na soma implica no desbalanço
da diferença.

78 No caso da métrica regular, o resultado trivial por ∂0gµν = 0 esconderia identidade de
simetria entre o primeiro e segundo índices; assim, a indefinição da operação é resolvida de
forma sistêmica pela derivada covariante temporal.

Em geral, teríamos: (∂ρ∂σ − ∂σ∂ρ)gµν = −Rα
µρσgαν − Rα

νρσgαµ. Distinta da derivada
covariante, a variação intrínseca é removida e resulta em (∇ρ∇σ −∇σ∇ρ)gµν = 0µνσρ..

79Aqui, há a particularidade da variação na variável temporal ser nula, que, por duas cur-
vaturas, sustenta o resultado. A intenção é que, pela identidade mencionada na nota 78 ,
restaure-se a “distributividade” da operação na métrica.
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(∂σ∂ρ + ∂ρ∂σ)êµ =0µσρ (4.60a)
(∂σ∂ρ − ∂ρ∂σ)êµ ̸=0µσρ (4.60b)

Alguma simplificação pode ser feita, ponderando pelo número de dimensões
que têm efeito na representação dos índices. Primeiro, os dois últimos índices
de Rαµσρ se referem à derivação, que pela comutação impõe σ ̸= ρ. Segundo,
nos dois primeiros índices, µ representa o tensor da base sob derivação, e σ, a
mudança de direção que a derivação promove. Assim, para expressar a mudança
de direção, temos que σ ̸= µ. Com isso, há duas curvaturas principais que irão
se converter em duas variáveis de índice, o que leva à repetição de índices entre
o primeiro e o último par de índices: se o primeiro par é αβ, em qualquer ordem,
o segundo também será αβ, não necessariamente na mesma ordem, com alguma
convenção sobre sinal adotada, e.g., Rαββα = −Rαβαβ . Terceiro, a métrica diago-
nal possui somente índices simétricos, então −Rαβαβ êα somente será produtivo
se multiplicado por êα. Por fim, se gαα = −gββ , então −Rαβαβ êαêα = Rαβαβg

ββ ,
e a expressão se contrai em um escalar.

([∂ρ, ∂σ]êµ)êν → ([∂µ, ∂ν ]êµ)êν =(Rνµµν êν)êν = Rµµgνν (4.61)

O arranjo na forma matricial facilita a visualização na expansão dos índices.

∂0∂0

[
ê0
ê1

]
=

[
0 Γ1

00

Γ0
10 0

] [
0 Γ1

00

Γ0
10 0

] [
ê0
ê1

]
=

[
Γ1
00Γ

0
10 0

0 Γ0
10Γ

1
00

] [
ê0
ê1

]
(4.62)

Para o índice temporal, é esperado que, pela correspondência com a métrica,
chegue-se a um valor nulo, o que é demonstrado substituindo-se a expressão em
(4.57) e tomando que g11Γ1

00 + g00Γ
0
01 = 0

A componente radial corresponde a ∂1∂1g11

∂1∂1

[
ê0
ê1

]
=

[
∂1Γ

0
01 0

0 ∂1Γ
1
11

] [
ê0
ê1

]
+

[
Γ0
01 0
0 Γ1

11

] [
Γ0
01 0
0 Γ1

11

] [
ê0
ê1

]
(4.63)

=

[
∂1Γ

0
01 + Γ0

01Γ
0
01 0

0 ∂1Γ
1
11 + Γ1

11Γ
1
11

] [
ê0
ê1

]
(4.64)

Os índices alternados são anti-diagonais (produzem valor nulo, o que é es-
perado quando derivam pelo tempo).

∂0∂1

[
ê0
ê1

]
=

[
Γ0
01 0
0 Γ1

11

] [
0 Γ1

00

Γ0
10 0

] [
ê0
ê1

]
=

[
0 Γ0

01Γ
1
00

Γ1
11Γ

0
10 0

] [
ê0
ê1

]
(4.65)

A forma alterna:

∂1∂0

[
ê0
ê1

]
=

[
0 ∂1Γ

1
00

∂1Γ
0
10 0

] [
ê0
ê1

]
+

[
0 Γ1

00

Γ0
10 0

] [
Γ0
01 0
0 Γ1

11

] [
ê0
ê1

]
(4.66)

=

[
0 ∂1Γ

1
00 + Γ1

00Γ
1
11

∂1Γ
0
10 + Γ0

10Γ
0
01 0

] [
ê0
ê1

]
(4.67)
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Seguindo o que se propõe em (4.59), a diferença dada por (4.65) menos
(4.66) deve ser anulada por uma operação complementar. Tomando a matriz
que resulta dessa diferença, o produto que ela gera é anulado, peculiarmente, por
uma permutação da antidiagonal pela diagonal. Tomando que Γ0

01 + Γ1
11 = 0,

tem-se:

[
−∂1Γ0

10 − 2Γ0
10Γ

0
01 0

0 −∂1Γ1
00 + 2Γ0

01Γ
1
00

]
=

[
−R11 0
0 R00

]
(4.68)

Fora da comutação, a introdução dessa matriz não afeta o equacionamento da
variação da base. Isoladamente, a operação bilinear entre os elementos da base
por essa matriz, observa-se o balanço expresso em (4.44) pela reciprocidade entre
g00 = −g11, o que também permite expressar contração g00R00 = R, enquanto
g11R11 = −R.

Considerando (4.43) para além da equivalência na contração, e fazendo con-
dizer com a variação balanceada, os tensores R00 e R11 possuem a mesma razão
hiperbólica do tensor métrico, equivalendo na condição estrutural do espaço-
tempo pelas identidades que formam. Tomando a soma dos valores contraídos
R = g00R00 + g11R11, define-se uma função escalar característica 80 que fatora
o termo comum da comutação.

[
ê0
ê1

]T [−g11R 0
0 g00R

] [
ê0
ê1

]
= 0 (4.69)

Outra operação que se torna trivial, a identidade na própria definição com
relação à métrica, pelo mesmo parâmetro e pela mesma relação hiperbólica.

[
ê0
ê1

]T [
g11R 0
0 g00R

] [
ê0
ê1

]
= −R (4.70)

Nos termos do tensor métrico, as expressões obtidas por (4.42a) e (4.42b)
resultam na equipartição da curvatura entre espaço e tempo.

R00 = 1
2g

11∂11g00 (4.71a)

R11 = 1
2g

00∂11g00 (4.71b)

R =− δ00δ11∂11g00 (4.71c)

Apresentadas as propriedades similares, a diferenciação introduz o conceito
de curvatura. Enquanto a métrica normalizada representa rotação hiperbólica,
a forma bilinear adjunta possui elementos de curvatura.

Pela métrica normalizada, o conceito de curvatura é feito com relação à
curvatura do movimento e, em analogia entre a curvatura intrínseca e curvatura

80Parece causar estranheza denominar escalar de Ricci, considerando que ele é uma definição
geral para o espaço, enquanto que o escalar apresentado é resultado de especificidade da
rotação hiperbólica da base cinemática por uma métrica normalizada. O uso intercambiado
da terminologia no decorrer do texto é feito em benefício do leitor, uma vez que as expressões
são as mesmas, exceto a conceituação e a generalidade.
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da cinemática convencional, a direção de curvatura do movimento é a mesma
da aceleração normal.

O entendimento é feito ao considerar uma correspondência que a variação
de primeira ordem teria com a velocidade da variação da base, o que tornaria
a variação de segunda ordem aceleração da variação da base. Essa aceleração
pode ocorrer de forma “tangencial”, projetada na direção original do vetor em
derivação, aumentando a magnitude; ou a aceleração faz variar para uma dire-
ção “normal”, direção distinta que altera a direção. A mudança de direção da
aceleração normal, nas operações realizadas acima, é realizada na ocorrência de
representação por matriz antidiagonal; assim, em (4.65) e (4.66), as operações
resultam em uma direção distinta do operando original. Essas mesmas matri-
zes antidiagonais coincidem com as operações que não comutam. Em termos
de operação diferencial, se a variação primeira altera a direção com relação ao
operando, então a direção original é retomada pela reincidência da mesma ope-
ração (duas curvaturas); se a variação primeira preserva a direção, então sempre
resultará na direção do operando. De outra forma, a alternância de operadores
sempre resultará na alteração da direção com relação ao operando. Curvatura
intrínseca do movimento é a medida da variação de direção. A rotação hiper-
bólica é a intensidade de transferência, enquanto a rotação de segunda ordem é
a variação dessa intensidade.

Ainda com relação à cinemática convencional, curvatura tem grandeza di-
mensão dada pelo inverso do raio, [1/R] = L−1, enquanto que a função escalar
resultante da métrica normalizada possui grandeza [R] = L−2, o que é expli-
cado pela forma quadrática das expressões. Não obstante, a referência a uma
superfície deve correlacionar-se com a posição indicada no parâmetro funcional
na caracterização da continuidade.

Pela simetria esférica do problema, mais de uma posição resulta no mesmo
parâmetro radial e deve compartilhar um mesmo valor, formando uma superfície
de equivalência. Alternativamente, para cada valor radial, pode-se traçar uma
superfície, e os valores distintos entre diversas superfícies devem formar um
gradiente. Continuidade hiperbólica implica na continuidade espacial.

Se, por um lado, no balanço (4.69) pode-se fazer alusão à curvatura média[39]
[53], e com isso superfície mínima[73][7] , por um entendimento de que ordina-
riamente o valor zero da derivada segunda é um ponto crítico, por outro lado,
a abordagem “geométrica” não traria informação nova, dado que a minimização
redunda na simetria esférica, que está na formulação do problema, e não atende
o interesse no comportamento dinâmico. Ainda, a soma (4.70) é mais promissora
que o balanço, dado que na primeira equação a função é fatorada. A superfície
fechada encerra um volume, e a generalização do teorema de Gauß-Stokes pa-
rece uma abordagem adequada para determinar a continuidade do espaço, mas
há questões sobre o significado do espaço e a simultaneidade temporal que limi-
tam essa abordagem. 81 . A questão recai na representação da massa pontual
representar por distribuição volumétrica e o seu resignificado categórico para o
tensor densidade-energia.

Recobrando o processo de emissão Rayleigh que trouxe aqui, é interessante
apontar que a equação de Poisson possui a mesma grandeza dimensional da
curvatura.

81Reiterando o expresso na sec. 4.2 , seria resquícios de espaço absoluto newtoniano pressu-
por que mapeamento holonômico é a solução final, quando o espaço se apresenta anisotrópico
de acordo com a velocidade e questões intrincadas de simultaneidade.
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[
∇2ϕ

c

]
= L−2 (4.72)

Se assim o for, deve-se chegar a uma expressão similar a ∇F ≊ R, que, além
da unidade dimensional, também se equivalha pela estrutura.

A elaboração da expressão está relacionada à variação intrínseca, o que re-
mete, na terminologia clássica, a força de arranque. A força estática no ponto
no limiar do arranque, considerando (2.96b), teria, apesar da velocidade nula, o
fator gamma não nulo γv = 1/

√
g00, devido à métrica do espaço. Pela expressão

(2.74), obtemos ∂1g11 = g11f1 no arranque.
Seguindo (2.77), tem-se o valor para a variação segunda:

δ00δ11∂11g00 = −2δ11g
11g11g11

∂1g11
x1

= −2g11
∂1g00
x1

δ00 (4.73)

A relação estacionária por Poisson abre caminho para construção matemá-
tica similar às equações de Maxwell (ao menos como seria observada em campo
fraco), se considerar que a elaboração final depende da forma como o tempo é
tratado extrinsecamente na derivada covariante, visto em 2.7.2 .

A expressão pela curvatura resultará na “velocidade de propagação da mé-
trica”, consequentemente, a “velocidade de autotransporte” da própria curva-
tura. Uma descrição melhor é a velocidade de atualização pela variação. A
distinção objetiva evitar teorização de fluxo, situação em que traria confusões
etéreas (ou de calibre).

A situação física que se apresentará será a atualização da métrica diante da
oscilação da posição do corpo que a origina. Essa oscilação compõe o movi-
mento geodésico pela natureza ondulatória da matéria. Com isso, a variação da
contração espacial é acompanhada da variação da dilatação temporal: métrica
se propaga como onda intrínseca, não como fluxo.

Acontece que, por consequência do equacionamento geodésico balancear as
forças, a ondulação ordinária da intrínseca à matéria não é emissiva. Por essa
qualidade, a fenomenologia é desafiadora, e a demonstração do que se pressupõe
é indireta.

Por outro lado, fora da condição geodésica, a proposta parte dessa oscilação
será emitida, retornando ao processo de emissão de Rayleigh (4.27) .

A equação rebalanceada para emissão pela equação (4.35), a emissão Ẽ cor-
relacionada à força externa Êµ, que se corresponde pela velocidade em excesso
da geodésica UµÊµ.

UµFµ = Ẽµµ − UµÊµ = 0 (4.74)

A expressão, uma forma diferencial, dá o resultado em uma unidade correlata
de potência específica. A relação com a curvatura é trazida pela forma estática
por Poisson.

dP = ⟨v, dF⟩ = v · dF = v · ∇F dA (4.75)
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A curvatura, assim como a métrica, não varia no tempo; as relações tempo-
rais são extrínsecas à métrica. Pela derivada covariante temporal ∇̇, inclui-se a
variação ∂t intrínseca caso a variável não dependa explicitamente do tempo.

V∇̇F = V(c−1∂tF+∇ · F+∇× F) = V∇ · F (4.76)

O que é possível se os termos cancelarem-se entre si. Então, em similaridade
à equação de Maxwell, tem-se:

∂tF+∇× F = 0 (4.77)

Assim:

∇× (∇× F) =∇× (−∂−1
t F)

=− c−1∂t(∇× F)

=c−2∂t(∂tF) (4.78)

Ao mesmo tempo que:

∇× (∇× F) =∇(∇ · F)−∇2F (4.79a)

∇(∇ · F) =∇(2πGρ/c2) = κ∇ρ (4.79b)

A equação homogênea sugere que a onda é devida à variação de posição do
corpo como fonte da métrica.

c−2∂ttF−∇2F = κ∇ρ (4.80)

A equação homogênea no vácuo mostra que a velocidade de propagação do
espaço de uma emissão desvinculada do corpo é constante.

c−2∂ttF−∇2F = 0 (4.81)

O resultado, curvatura se propaga em velocidade constante, será ratificado
na ação da curvatura.

4.4.3 Formas diferenciais e Análise funcional:
Variáveis Espaciais e sua Continuidade.

Nas seções precedentes, é demonstrada a continuidade da rotação hiperbólica do
tensor velocidade diante de um parâmetro espacial. Entretanto, ficam abertas
as propriedades desse domínio, em especial, continuidade do espaço das variáveis
espaciais.

Mudança categórica evita base holonômica (4.1). Uma implicação direta é
que formas diferenciais perdem o status de base contravariante. As consequên-
cias não se restringem à base dual, trazendo implicações como a continuidade do
espaço que é mapeada. Ainda que a anisotropia da trajetória seja tratável, outra
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condição que irá se apresentar surge com a própria dinâmica do espaço. Mé-
trica e curvatura que não aceitam parâmetro temporal, e a variável é extrínseca
à métrica por algum evento externo.

Um interesse especial nessas questões reside na resolução de integrais iteradas
pela consistência entre a continuidade da expressão pelos limites de integração
e o significado físico do processo.

Holonomia resolve o problema de mapeamento do espaço e os seus campos.
Ainda que se possa criticar, isoladamente, que a forma não é adequada à simul-
taneidade de situações dinâmicas, o mapeamento do caso estacionário é solução
particular que leva ao caso geral. Para um corpo central fixo, é possível mapear
o espaço pela métrica sem se preocupar com a variação da métrica no tempo
pelo movimento do corpo fonte, mas no problema de dois corpos é preciso, além
de um referencial espacial externo fixo, por conta da simultaneidade, eventos
que sejam referenciais temporais. No primeiro caso, a resolução do espaço; no
segundo, a resolução do tempo. A métrica normalizada coloca se em uma etapa
anterior à construção do espaço-tempo.

A mudança categórica da métrica normaliza 4.2 , não se restringe a conciliar
com a holonomia. A perda da necessidade de vinculação holonômica confere
liberdade de escolha da topologia.

Assim como a covariância faculta que a escolha do sistema de coordenadas
seja arbitrária, uma vez que o invariante hiperbólico seja satisfeito, a escolha de
uma estrutura topológica também o será.

A continuidade suave do espaço não é diretamente pelas variáveis espaciais,
mas indiretamente, implícita pela continuidade cinemática. Pelas questões de
continuidade, assim como na topologia, substitui-se a integral riemanniana por
uma outra definição, e.g., integral de Lebesgue.

O significado físico está no tratamento distinto de espaços. A definição
intrínseca do espaço é pela métrica, mas a definição do tempo é extrínseca
à métrica. A concepção concede que o espaço é geometrizável em situações
de regularidade temporal, quer por escala, quer por estabilidade. Por outro
lado, no espaço inconstante, uma dinâmica intensa de sua deformação contínua
inviabiliza o mapeamento espacial, restando mapear a sua deformação no tempo.

Duas classes de representação: no domínio do espaço, os geometrizáveis; no
domínio do tempo, os viáveis pelo espectro. O caráter predominante é mo-
dulado, mais uma vez, pela complementaridade entre tempo e espaço. Assim,
depende se o mapeamento do espaço pode ser considerado perene (um tempo
indefinidamente longo, ao tempo do ciclo) ou, no caso contrário, mapeamento
no domínio do tempo (que se tornará domínio da frequência).

O ponto crítico da escolha de uma topologia está na expansão da definição
de massa pontual. O símbolo delta de Dirac não tem significado fora da integral,
e não há uma única forma de atribuir um significado à função escalar.

ˆ
V

M δ3(r) dV (4.82)

A análise funcional é recomendada tanto na escolha pelas propriedades on-
dulatórias da matéria quanto na escolha pela distribuição espacial de massa em
relação ao centroide de massa ou momento. Pela dualidade da abordagem, um
centroide de uma distribuição de massa sempre incorrerá em uma oscilação por
outro lado, a ondulação terá uma distribuição espacial.
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O destaque está na repentina menção das propriedades ondulatórias da ma-
téria, que até então não se fez presente nas análises. A omissão explica-se pelo
fato de não ser discutida a inserção do corpo no espaço. De outra maneira,
antecipando o resultado de uma resolução pontual, mesmo que não se presuma
qualquer oscilação natural, dada a indiferença da rotação hiperbólica ao for-
mato, a solução no espaço não somente conduz, como somente será possível por
um movimento oscilatório, independente da natureza da atração. Assim como a
complementaridade entre espaço e tempo, a relação entre frequência e compri-
mento da oscilação material intrínseca é contraparte das homólogas à métrica.
82

Uma vez escolhida a composição topológica, a métrica normalizada, a forma
do bilinear cinético precisa ser elaborada para metrificar o espaço vetorial com
norma da variável de interesse.

Em uma breve apresentação, a elaboração temporal, por espaço de Hilbert,
explora como as propriedades ondulatórias da matéria vinculam-se à oscilação
da métrica no espaço, concomitante a ser fenômeno intrínseco no tempo. A de-
marcação do espaço pela manifestação ondulatória da métrica, em consequência
da oscilação do corpo fonte, substitui a atribuição de coordenadas arbitrárias,
dado que seja possível estabelecer relação de mapeamento pela regularidade
de uma frequência ou períodos demarcados pela oscilação natural. Por serem
complementares, a graduação do espaço por um menor comprimento de onda,
somente é possível por uma maior frequência, enquanto que analiticamente re-
produz a defasagem entre momento e velocidade por metade de um ciclo de
oscilação.

Uma elaboração espacial pela análise funcional considera que a forma pon-
tual é um centroide por uma distribuição de massa. A construção do espaço
coordenado é conduzida pela forma convoluta do parâmetro radial, que absorve
o bilinear cinético como tensor métrico do espaço. 83

Iniciando pela composição de um espaço Banach dotado de produto escalar,
em vez de métrica induzida pela norma, o objetivo é alcançado pela realização
reversa, norma induzida pela métrica de distância.

A investigação concentra-se no produto escalar, que será a estrutura prin-
cipal na definição do espaço topológico, sobretudo pelas relações angulares. O
interesse especial é orientação e rotação.

A definição depende da especificação da função distância (métrica da dis-
tância lumínica) definida pela integral no tempo da forma bilinear cinemática
(métrica diferencial). Percebe-se que a distância radial coordenada é involuta,
observando que a norma do vetor é a mesma que a distância radial paramétrica.

A congruência com que a medida radial deve fazer com a contraparte espacial
conduz à transposição da forma bilinear cinemática como tensor métrico do
espaço coordenado. 84. Em outras palavas, para que a velocidade seja mapeada
como variação do espaço, vµ = ẋµ, é necessário que o espaço apresente mesma
métrica. Assim, a continuidade da trajetória está acoplada diferencialmente à

82Aqui, oscilatório não leva necessariamente a um estado discreto ou quântico.
83Advertência sobre a nomenclatura convencional e a terminologia adotada. Na análise

funcional, métrica é função distância; norma é o comprimento do vetor; produto escalar
(operador bilinear) tem propriedades entre vetores, ângulo e ortogonalidade.

84Na concepção do espaço em geometria curva, o comprimento será a distância lumínca. Na
concepção cinética, a curvatura é resultado de um calibre no desenho da escala espacial dado
pela forma bilinear e aproveitado como métrica.
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continuidade da rotação hiperbólica.

dr ≡ dx0 = d(ct) =
c dτ
√
g00

(4.83)

Ao observar que 1/
√
g00 = i

√
g11, chega-se a uma identidade involuta da dis-

tância coordenada que equivale à transformação da distância em espaço próprio.
x1x1η11 = X1X1g11

ρ =

ˆ
dr =

ˆ R

R0

1√
g00(r)

dR (4.84)

Em última instância, a medida do espaço é dada pelo tempo. 85 Por dR =
cdτ , evita-se o problema da “Trombeta de Torricelli”, que ocorreria na concepção
geométrica de ignorar velocidade e tempo. 86

Na forma covariante, a dimensão x1ê1 é medida positiva-definida e involuta
pela métrica. A medida coordenada ρ ≡

√
x1x1η11 ou o seu retraço ao percorrer

caminho radial.
Prosseguindo com as outras dimensões espaciais, ainda no sistema esférico, as

componentes angulares podem ser obtidas pela complementaridade de métrica,
chegando-se à formação da base para as dimensões espaciais. Porém, ainda que
conduza a uma expressão correta, essa abordagem deixa de fora a interação
entre as dimensões espaciais, como também a interação com o tempo. Uma
forma é o estudo de órbitas fechadas.

O movimento de um corpo material está sujeito a anisotropia e outras incon-
sistências. Para uma definição de área obtida por um período orbital, a curva
paramétrica que tenha uma velocidade geodésica nem sempre resulta em que o
trajeto é um caminho fechado, ou com fecho suave. Tomando como exemplo a
órbita de Mercúrio: ou considera-se que a órbita fecha, mas não em um período
consistente com a rotação da base; ou considera-se o período de rotação da base,
e a curva não fecha.

Ciente disso, o importante é reconhecer que a escolha de uma órbita circular
neutraliza o efeito de anisotropia pela preservação das orientações relativas.

Um contraexemplo interessante é chegar ao perímetro em distância própria
sem considerar o movimento. O comprimento de arco, ao ignorar

√
vµvµ, tam-

bém coloca em questão como os limites de integração se relacionam cinematica-
mente. Considerando-se gamma e a velocidade constante no movimento circular
orbital ẋθ = ρθ̇, poder-se-ia fazer:

˛
C

dxθ = γvθ
ˆ
T

dτ (4.85∗∗)

A equação (4.85∗∗ ) causa estranheza de diversas formas. Interessante é
destacar o disparate que está na tentativa de perímetro por espaço próprio, em
que somente ocorre efeito cinemático, algo como L = L0/γ, dado que o tensor

85Poder-se-ia parametrizar por modulação de frequência de uma emissão, declinação para
o vermelho.

86Na mudança de variável, é preciso do conhecimento do tempo, o que pode ser suprido por
medidas indiretas de modulação de frequência ou energia.
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métrico para direção de movimento angular é unitário. Ignora-se que a escolha
é radial. Essa “primeira aproximação” motiva a discussão de algumas correções.

Analisando o lado esquerdo, sob uma perspectiva geométrica, o comprimento
que corresponde ao perímetro coordenado é percorrido sobre uma componente
métrica gθθ = 1, portanto sem alteração entre comprimento próprio e coorde-
nado. Entretanto, sabendo que a posição radial coordenada sofre contração em
espaço próprio, infere-se que o perímetro sofrerá redução pelo posicionamento
correto. Nesse último caso, o importante é observar que ou obtém-se uma volta
completa no espaço próprio, ou obtém-se uma volta completa no espaço coor-
denado. 87

A análise do lado direito, agora em perspectiva mecânica, a mudança de
variável torna o problema mais agudo: requer que a trajetória seja percorrida por
velocidade orbital, e que o tempo necessário para que se feche um ciclo completo
seja conhecido. A perspectiva cinemática requer aplicação das leis de Kepler,
mas persiste o problema da escolha de referenciais apresentado anteriormente.

A razão entre perímetro e raio, 2π, no espaço-tempo envolve a vinculação
temporal. É sensato evitar proporções e congruências que fogem ao domínio
da geometria, por afetarem expressões trigonométricas e exponenciação de ima-
ginários. Em uma primeira ponderação, poderia-se decidir por representar di-
mensões do espaço próprio de modo que os valores possam se expressar em
“verdadeira grandeza”. Por outro lado, além de dificultar todas as expressões
coordenadas, também dificultaria a forma de encontrar as medições apropriadas,
especialmente quando envolve o tempo.

O mapeamento envolve escolha de escalas de tempo e espaço; o destaque
está no mapeamento extra de grandezas angulares. Transformações são lineares
pela métrica e, como visto, grandezas angulares não se transformam linear-
mente. Também é interessante mencionar que, em geometria não-euclidiana, as
relações de ângulos mudam na trigonometria de triângulo retângulo imerso no
espaço hiperbólico. A peculiaridade do espaço mecânico de quatro dimensões
que envolve tempo de rotação.

A métrica fornece ângulos intrínsecos necessários ao transporte paralelo, en-
quanto coordenadas empregam ângulos extrínsecos. Anomalia na definição de
ângulo pela métrica, ainda que preserve o transporte paralelo, ocorre pela dis-
torção entre o perímetro próprio e coordenado da trajetória em sua previsão
temporal.

Consequência dessa anomalia, a determinação da área deixa de ser um pro-
cesso geométrico e torna-se um processo mecânico pela forma como a grandeza
irá representar a intensidade real que tomará efeito nas proporções e congruên-
cia.

Ao final da sec. 2.7.1 , menciona-se a excepcionalidade da métrica fixa em
simplificar a simultaneidade, decompondo-a em problemas simples. Ainda que
não seja o valor exato, medidas de referência formam um padrão de comparação
para referenciar as anomalias que possam existir.

As medidas de interesse particular são área e tempo de uma trajetória or-
bital fechada. A medida escalar de área em um plano do espaço para curva
paramétrica, a expressão é dada por:

87 Mantendo-se que direções angulares reduzem-se na mesma proporção que a radial, será
observado efeito de encolhimento do perímetro por essa escolha de mapeamento estático.
Também, anisotropia está no movimento, não no espaço, e a distorção cinemática afeta o
espaço próprio.
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A = 1
2!

˛
T

∥⟨xiêi, ẋj êj⟩∥ dt (4.86)

Pela segunda lei de Kepler, o integrando se relaciona com o momento angular
h = r × v para um intervalo de integração dado pelo período T .

Abaixo, a medida tensorial por coordenada destaca a presença de orientação
tensorial pela presença de índices direcionais.

Aij = 1
2!

˛
(xidxj − xjdxi) (4.87)

Implícito ao que é discutido pelas variáveis contravariantes de coordenadas
está a rotação da base. 88

Outra forma de determinar o período orbital é o evento de reincidência de
uma posição com a mesma direção; em outras palavras, a recorrência define a
rotação da base móvel.

Embora a base seja móvel por uma perspectiva coordenada, processa-se in-
trinsecamente o transporte paralelo; consequentemente, o referencial próprio
percebe a base fixa. A mesma percepção de imobilidade ocorre com a base fixa
coordenada para a perspectiva do referencial coordenado, o que, em reverso,
para o espaço próprio, será móvel.

Nesse caso, a rotação é restrita entre as componentes espaciais. Essa rotação
trigonométrica ocorre independentemente da rotação hiperbólica entre espaço e
tempo e, embora não afete o tempo, processa-se em uma taxa temporal. Ainda
assim, o efeito secundário induz à direção do movimento, como visto em 2.7.5 e
2.7.6 , e por essas relações sistêmicas pode ser observado em Kepler.

Enquanto pela base holonômica o mapeamento do espaço é conexo se não
houver torção ao circular pelo espaço, no espaço não-holonômico a perspectiva
deixa de ser puramente geométrica, os deslocamentos não se fazem sem veloci-
dade, e a previsão de anisometria desfaz a preocupação com torção. Entretanto,
a continuidade do mapeamento do espaço não-holonômico somente é possível
conhecendo-se as relações sistêmicas que resolvem a coerência entre as escalas
espaciais e temporais nas relações transcendentais para rotação.

Ademais, o espaço orientado [7] resolve algumas questões topológicas so-
bre a quiralidade da base, nem sempre presente em definições holonômicas por
questão da álgebra de sua base estar vinculada a comutatividade de operações
diferenciais.

Deslocamento no espaço não se faz sem velocidade, o que leva ao período
orbital. A seção seguinte explora as relações temporais por abordagem keple-
riana. A seguir, os formalismos para integrais iteradas da base, rudimentos da
álgebra da rotação da base em perspectiva geométrica de espaço absoluto pela
ausência de considerações sobre simultaneidade.

Formalismos. Discute-se o aparato matemático para integrais iteradas. Abstrai-
se problemas de simultaneidade, o que é ilustrado no cálculo de integral de
volume.

Uma região tridimensional do espaço representa uma escolha de simultanei-
dade, pois a integral de volume exige um sistema de coordenadas específico para

88 Reforçando o apontado em 33 , uma métrica exponencial seria mais adequada.
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definir o instante da medição. O resultado é inerentemente não-covariante, uma
vez que é vinculado ao referencial do observador. Tais problemas encontram
amparo no uso de pseudotensor, como o pseudotensor de Landau-Lifshitz ou
o pseudotensor de Einstein. Entretanto, na abordagem desenvolvida, o uso é
preterido devido à mudança categórica e à motivação de expor o sistema coor-
denado. 89

Abstraindo-se dos limites de integração para um caminho fechado, as formas
diferenciais relacionam a rotação da base com medidas de área coberta pelo
movimento circunscrito a um intervalo de tempo.

Seguindo a o teorema de Green (Kelvin-Stokes) para o o perímetro (4.86), a
medida de área é:

A =

¨
∥⟨êµ, êν⟩∥ · dxµ dxν (4.88)

O produto obtido por projeção diedral, equação 3.27 , opera sobre a base e
produz um escalar de difeomorfismo, para duas dimensões, elemento de invari-
ância de área.

A =

¨
∥⟨dxµêµ, dxν êν⟩∥ (4.89)

Em geometria, o ajuste métrico vem de Jµσ . Até aqui não se tem a operação
definida; a definição virá da identidade de Lagrange construída da identidade
de Binet-Cauchy para (3.39), ou módulo em (3.40).

(êµ × êν)
2 = ε0κµνε0κµνε

0κσρε0καβ
〈
⟨eσ, eρ⟩, ⟨eα, eβ⟩

〉 1
2!

(4.90)

O primeiro par de símbolos de Levi-Civita indica os índices livres, enquanto
o segundo par atua na permutação. O índice zero fixo em ε0κµν assinala a
nulidade do produto por na direção temporal, (e0 × eµ)

2 = 000µµ. De uma
forma geral, deve-se obter:

⟨⟨â, b̂⟩ − ⟨b̂, â⟩, ⟨ĉ, d̂⟩ − ⟨d̂, ĉ⟩⟩ = ⟨⟨â, b̂⟩, ⟨ĉ, d̂⟩⟩ − ⟨⟨â, b̂⟩, ⟨d̂, ĉ⟩⟩ − ⟨⟨b̂, â⟩, ⟨ĉ, d̂⟩⟩+ ⟨⟨â, b̂⟩, ⟨d̂, ĉ⟩⟩
(4.91)

A expressão é avaliada nas condições â ̸= b̂ e ĉ ̸= d̂, por conta do símbolo de
Levi-Civita, e ⟨â, b̂⟩ = −⟨b̂, â⟩, bem como ⟨ĉ, d̂⟩ = −⟨d̂, ĉ⟩. A multiplicidade é
rebatida pelo fatorial, e a identidade de Binet-Cauchy se estabelece se, e somente
se:

〈
⟨â, b̂⟩, ⟨ĉ, d̂⟩

〉
=
〈
⟨â, ĉ⟩, ⟨b̂, d̂⟩

〉
(4.92a)

89 Pseudotensores não são uma “falha” covariante; eles revelam uma condição intrínseca
nas Equações de Campo pelo tensor energia. Uma partícula com energia não possui posição
definida, então não faz sentido dizer que uma densidade de energia não possui posição definida,
pois densidade é função da posição.

Essa condição tornar-se-á recorrente e explícita no desenvolvimento normalizado pelo uso
do delta de Dirac.
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ou equivalentemente

〈
⟨b̂, â⟩, ⟨ĉ, d̂⟩

〉
=
〈
⟨â, d̂⟩, ⟨b̂, ĉ⟩

〉
(4.92b)

A identidade de Lagrange é obtida fazendo-se â = ĉ e b̂ = d̂. Ajuntam-se
os termos temporais para a definição de (3.39); com isso, deve-se ter:

〈
⟨êµ, êν⟩, ⟨êν , êµ⟩

〉
=


(êµ · êν)2 µ = ν

(êµ × êν)
2 µ ̸= ν ∧ µ ̸= 0 ∧ ν ̸= 0

⟨êµ, êµ⟩ · g00 µ ̸= 0 ∧ ν = 0

g00 · (êν · êν) µ = 0 ∧ ν ̸= 0

(4.93)

O quadrado produto é definido em partes por outros três produtos de acordo
com os índices. Para índices simétricos, opera-se pelo produto escalar, enquanto,
se os índices são distintos, contanto que não inclua o índice temporal, opera-
se pelo produto vetorial. Nos dois últimos casos, os índices são distintos e
necessariamente um dos índices é temporal; tem-se, na representação quadrática,
o produto por escalar.

Relacionado com a independência, as dimensões espaciais possuem direção
em que são ortogonais, ou seja, a escolha de uma direção elimina a possibilidade
de outra, enquanto o tempo é sempre concomitante, portanto nunca é ortogonal
às direções espaciais.

Em consequência, o quadrado do produto diedral resulta em um determi-
nante da menor de ordem 2 em relação à matriz métrica para os dois elementos
dos índices em questão.

(êµ × êν) · (êµ × êν) =(êµ · êµ)(êν · êν)−
〈
⟨êµ, êν⟩, ⟨êν , êµ⟩

〉
(4.94a)

(êµ × êν) · (êµ × êν) =δµµδ
νν − δνµδ

ν
µ (4.94b)

Além da definição de módulo, o produto quádruplo.

(êµ × êν) · (êρ × êσ) = δµρδ
νσ − δσµδ

ν
ρ = εµ

ν0κ ε0κρ
σ (4.94c)

A definição do produto diedral pode ser refeita pela composição por soma,
cuja nulidade dos termos é mutuamente exclusiva, multiplicada por coeficiente
denotado por uma “unidade anticomutativa”. 90

⟨êµ, êν⟩ =
(√

(êµ · êν)2 + (êµ × êν)2
)
µν

q̃ε
µν

(4.95)

Aplicando-se sucessivamente a condição para identidade de Jacobi:〈〈
êα, ⟨êµ, êρ⟩

〉
,
〈
êβ , ⟨ êν , êσ⟩

〉〉
=

〈〈
êα, êβ

〉
,
〈
⟨êµ, êρ⟩, ⟨êν , êσ⟩

〉〉
=

〈〈
êα, êβ

〉
,
〈
⟨êµ, êν⟩, ⟨êρ, êσ⟩

〉〉
(4.96)

90 Algumas propriedades são similares, mas não todas as da álgebra geométrica. O número
q̃εµν

é simplificação notacional para q̃k · εkij em (3.39)
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Se ocorrem êα = êβ , êµ = êν e êρ = êσ, tem-se o determinante da menor
ordem 3, o que corresponde ao cofator.

gκλ = − 1

3!
εκαµρελβνσgαβgµνgρσ (4.97)

ηκλ = − 1

3!
ε̂καµρε̂λβνσgαβgµνgρσ (4.98)

gκλgαβ = − 1

3!
gαβεκαµρελβνσgαβgµνgρσ = − 1

2!
εκαµρελβνσgµνgρσ (4.99)

1

2!
εκαµρελβνσg

κλgαβ = − 1

2!
εκαµρελβνσgµνgρσ (4.100)

O determinante do tensor métrico normalizado é sempre unitário, e o cofator
torna-se o elemento inverso. A coincidência traz a convergência de alguns con-
ceitos. O primeiro destaque vai para covariância, especificamente para o símbolo
de permutação na formulação de tensor relativo, ou densidade tensorial.

εµν =
1

∥⟨êµ, êν⟩∥
ε̂µν εµνλ =

1

∥⟨⟨êµ, êν⟩, êλ⟩∥
ε̂µνλ (4.101)

Definir o símbolo de Levi-Civita de ordem inferior de índices como tenso-
res relativos ε e Tensores absolutos ε̂. A normalidade da métrica converge os
símbolos na definição do tensor de quatro índices

A ponderação pelo determinante da métrica, em vez do Jacobiano, reflete
como a transformação é equacionável pela razão entre as métricas e o determi-
nante do produto gµν = Jµ

′

µ J
ν′

ν gµ′ν′ ser igual ao produto dos determinantes;
nesse caso, são sempre unitários e, tendo em consideração que estão sendo tra-
tadas mudanças entre sistemas de coordenadas, são transformações passivas. O
determinante unitário torna os símbolos de quatro índices iguais ε̂µνλκ = εµνλκ.
A normalização é redundante para o tensor que já é normal. Os símbolos de
três ou dois índices são mais elaborados pela duplicidade. Outra propriedade
que poderia ser apontada remete ao dualismo de Hodge.

1

3!
εκαµρεκ

βνσgαβgµνgρσ (4.102)

A operação pelo produto diedral nem sempre resulta em um escalar. Tam-
bém é útil definir os índices.

∥⟨ê2, ê3⟩∥2 =
1

2!
ε01µρε01

νσgαβgρσ =
1

2!
δ00δ11ε

01µρε01νσgαβgρσ (4.103)

Outro destaque vai para covariância. O quadrado do produto triplo
〈
⟨êµ, êν⟩, êσ

〉2
ou o produto dos “conjugados”

〈
⟨êµ, êν⟩, êσ

〉〈
⟨êµ, êν⟩, êσ

〉
= εµνσε

µνσ (4.104)
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Como resultado, definições dão suporte matemático às integrais iteradas.

V =
1

3!

‹
S

∥
〈
⟨dxµêµ, dxν êν⟩, dxσêσ

〉
∥ (4.105a)

V =

˚
V

∥
〈
⟨êµ, êν⟩, êσ

〉
∥ · dxµ dxν dxσ (4.105b)

O significado físico das integrais iteradas depende da demarcação, quando
possível, de uma região de simultaneidade, o que é denotado pelos limites de
integração.

4.4.4 Kepler e Kepler

A seção anterior inicia a investigação das condições de continuidade do espaço-
tempo que satisfaçam o invariante de velocidade. Uma região de integração,
um aberto, é sujeita às condições dinâmicas do próprio espaço, e o mapeamento
coordenado condiz com as equações de movimento, orientação e rotação da base
envolve equacionamento circular nas questões de simultaneidade e resolução
desse mesmo espaço.

Considerando que busca-se mapear o espaço pela condição do cálculo de
área percorrida em um caminho fechado, o intervalo de integração condizente
com equações de movimento do espaço é obtido do mapeamento espacial que se
procura resolver. Também há complexidades adicionais: quantidades mudam
dependendo do referencial coordenado escolhido, por questões de simultanei-
dade, de forma não covariante, 91 e o fato de a própria condição de movimento
produzir um caminho fechado.

Na falta de invariante, uma medida pelo referencial próprio como padrão de
unidade é comum a todos os observadores. Impasse é resolvido na vinculação
entre as variáveis do espaço-tempo, que, na condição estacionária, podem ser
estabelecidas como unidade padrão.

Estabelecida uma órbita que siga a primeira lei, equacionamento de Kepler
para as outras duas fornece relações entre o período orbital e as grandezas de
raio, perímetro, ângulo, e área. A escolha de um fundamento e a simplificação
para órbita circular idealizada são diretamente equacionáveis por (2.86b). Após
substituição e manipulação:

(
γvγ

2
r

2π

T

)2

ρ =
GM

r2
(4.106)

Assumido ρ = r, o parâmetro radial é involuto à distância radial por (4.84),
e, dividindo por c2, chega-se à:

(
γvγ

2
r

2πρ

cT

)2

=
GM

c2r
(4.107)

Com isso, obtém a velocidade circular em unidade natural βθ = vθ/c ao
mesmo tempo que se relaciona com a métrica por:

91 Ver comentários sobre pseudotensores em 89 .
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GM

c2r
= g11 − 1 (4.108)

Excetuando-se o fator c2 recém adicionado, a equação é uma reformulação
da relação de Kepler para o período orbital. É simples observar que a sua apli-
cação para o período orbital, embora não seja diretamente equivalente, converge
assintoticamente para o análogo clássico conforme o raio cresce. A discrepância
produzida pelo produto γvγ2r tende, no movimento circular considerado, ao va-
lor unitário conforme o raio cresce e a métrica torna-se unitária, assim como o
fator de Lorentz com decaimento da velocidade.

É esperado que, conforme o raio descreça, ocorra dilatação métrica do tempo;
entretanto, a equação não proporciona às variáveis coordenadas uma transfor-
mação relativística convencional. 92 Tomando que γ2r ≡ g11, a transformação
do período orbital coordenado por esse fator não resulta no tempo próprio. Por
outro lado, o fator não poderia ser aplicável ao perímetro ℓ = 2πρ, exceto por
aceitação da anomalia angular e fenômeno da redução do perímetro exposta na
seção precedente. Ainda assim, para uma formulação kepleriana, a velocidade
circular é dada pela expressão:

α = γvγ
2
rβθ (4.109)

Por se tratar da velocidade circular, não se projeta na direção radial, não
cabendo o valor de √

g11, muito menos o quadrado γ2r .
Essa relação, por si só, cria um padrão de regularidade. O fato de não ser

metrificável corrobora a ideia de que a variável tempo é extrínseca à métrica
por algum evento externo. A indicação é que se deve procurar um fenômeno
periódico intrínseco ao corpo, mas não relacionado com a métrica.

Uma medida com referência externa à métrica é a área, especificamente a
velocidade areolar. A relação de Kepler para velocidade areolar envolve o mo-
mento angular. Para o movimento circular, a forma trivial de momento angular
H = 2πmr2/T , ao aplicar o quadrado (T/2π)2 = m2r4/H2 e substituindo na
expressão da terceira de Kepler (T/2π)2 = r3/GM , então H2 = m2GMr. De-
nominando o raio crítico à expressão Rc = GM/c2, chega-se à:

H

mc
=
√
Rcr (4.110)

O momento angular clássico para uma velocidade orbital circular em unidade
natural v = cβθ no espaço plano.

Seguindo a indicação anterior para velocidade v = cα, é interessante observar
que, para o raio coordenado igual a raio crítico, r = Rc, a velocidade circular
transformada torna-se α = 1. A noção é que, assim como β = 1, essa é uma
velocidade crítica. Outro fato notável é que a coincidência com o raio crítico
expressa uma média geométrica.

Assim, se 0 < α < 1, então pode-se formular a progressão geométrica:
92Aqui é considerada transformação das variáveis coordenadas pela métrica c2t2 =

γ2
v(c

2t2g00 + xixjgij)
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α2r < αr < r (4.111)

Como a restrição da velocidade implica que Rc < r, então deve ser possível
encontrar um par α1 e r1 tal que Rc = α2

1r1. Assim, para v = cα, tem-se que o
momento angular é H1 = mcα1r1; a progressão torna-se:

Rc <
H1

mc
< r1 (4.112)

Sabendo que H1/mc =
√
Rcr1:

Rc <
√
Rcr1 < r1 (4.113)

Embora o enquadramento forneça equacionamento da rotação, ainda não
é suficiente para encontrar uma expressão que resolva a orbitação por uma
escala de tempo consistente com o período de rotação da base. Entretanto, o
enquadramento dá entendimento do que precisa ser resolvido.

Para atender à necessidade de covariância, o período de rotação estaria re-
lacionado a um invariante, idealmente massa de repouso, a velocidade limite ou
ambos. A sua escala temporal deveria ter relação com a escala espaço na forma-
ção da velocidade; porém, a anomalia angular originada na relação entre o raio
e o perímetro não é resolvida nem pelo espaço coordenado, nem pelo espaço pró-
prio, mas por uma velocidade, seguindo a temática cinemática. A situação em
que há mais incógnitas que equações é agravada pela restrição ao movimento
circular para evitar anisotropia. Um último fato que pode ser acrescentado:
momento angular conserva-se sobre α, não sobre β. 93

Condizente com a proposta de que o tempo é externo à métrica, a indepen-
dência da forma intrínseca tanto explica o que foi (ou não) obtido quanto o que
seria conveniente para resolução. Ponderando que a órbita em si é uma forma
de oscilação, frequência gravitacional é a frequência natural que o corpo adquire
pela gravitação.

O corpo deve oscilar por uma frequência natural, sendo a fundamental no
repouso. O menor período vem da oscilação máxima, que na órbita circular é
pela velocidade do limite α = 1. Assim, expressões análogas à frequência e com-
primento Compton consideram o perímetro λG0 = 2πRc como o comprimento de
onda dessa oscilação gravitacional:

λG0 =
H1

mc
fG0 =

mc2

H1
(4.114)

A partir desse fundamento, a distribuição dos momentos angulares segue o
mesmo padrão pelo momento angular, de maneira que os comprimentos de onda

93 Nos parágrafos que antecedem as equações (2.98a) e (2.98b), discute-se brevemente a
conservação da direção do momento angular. A consideração mais recente é sobre o módulo
em coordenadas. O importante é observar ambos, módulo e direção, que convergem para a
forma conservativa conforme o raio cresce.
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coincidam com a extensão do perímetro orbital, tem-se λG = 2πr e obtêm-se
expressões análogas ao comprimento e frequências de de Broglie: 94

λG1 =
H1

mcα1
=
λG0
α1

fG1 =
m0c

2α1

H1
= fG0 α1 (4.115)

Não é possível prever um fenômeno de auto-oscilação para órbita por um
corpo fixo; entretanto, abandonando a idealização e deixando esse corpo fixo
mover, pode-se chegar a uma ressonância orbital de dois corpos se as condições
de equilíbrio forem favoráveis.

A ponderação feita, o dilema se a frequência é intrínseca ou extrínseca é
encaminhado de uma forma inesperada: é autoinduzida pela reciprocidade, ne-
cessidade de dois corpos.

Ainda assim, não há uma resolução analítica, mas indica onde procurar:
experimentação ou analogia, ou ambos.

A exigência de que a massa de um corpo possua frequência natural de re-
pouso única torna controverso que fG0 , diferente da frequência Compton para
fc = mc2/h, seja um valor para orbitação geodésica. Consequentemente, os cor-
pos gravitacionais estão propensos a decaimento orbital. Se assim o for, haverá
emissão de ondas gravitacionais na mesma razão do decaimento, em consequên-
cia do desvio geodésico pela dissonância entre as frequências associadas a uma
mesma massa. Outra conclusão que se pode tirar é que a emissão será contínua,
uma vez que a emissão discreta exige, mesmo que intermitente, órbitas estacio-
nárias. O importante é que, assim como ocorre com a constante de Planck e a
velocidade de Sommerfeld 95 na ondulatória quântica, os valores de H1 e α1, ou
pelos que decorrem deles, têm concepção experimental; porém, esses valores po-
dem ser obtidos na correlação cruzada entre os processos de emissão e mecânica
ondulatória.

A relação entre o momento angular H1e a constante de Planck ℏ é obtida
na relação pela massa de Planck mh.

m2
hG

c
= ℏ (4.116)

Considerando que a relação expressa validade para uma média geométrica
mh =

√
Mm, então pode-se generalizar:

Mm

m2
h

=
GMm

cℏ
(4.117)

94 Frequências estendidas ao espaço métrico. Na condição de onda estacionária pelo mo-
vimento em órbita circular, o comprimento é associado ao momento do corpo por meio do
momento angular fundamental.

Evidencia a natureza ondulatória em uma situação específica. De outra forma, pela gene-
ralidade, a expressão para uma velocidade nula tornaria a frequência indefinida e, com isso,
ondulatória inconsistente.

95 Originalmente, a velocidade de Sommerfeld não se limitava apenas ao raio fundamental;
ela era empregada para calcular qualquer velocidade que atendesse à mecânica e à geometria
da órbita quântica do elétron, variando de forma contínua em cada ponto da trajetória. Aqui
é empregada exclusivamente a órbita circular, sendo que o raio fundamental eletrodinâmico
equivale à constante de estrutura fina, denotada por α1.
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A questão experimental é apurar quanta divergência entre os comprimentos
ondulatórios produz em decaimento. Uma proposta pela soma das massas, ou
média harmônica dos comprimentos, de um sistema de dois corpos é apresen-
tada em trabalhos anteriores [70]. Em síntese, o raciocínio é que, em ambos
os casos, gravitação e ondulatória quântica, a energia cinética torna-se ener-
gia radiante: como energia cinética independe da natureza da força, a energia
radiante também independerá.

O desenvolvimento homólogo para o eletromagnetismo principia com o mo-
delo de Bohr para o átomo de hidrogênio, porém presumindo uma métrica de
atração entre próton e elétron.

g11 =1 +
1

4πε0

q2

mec2r
(4.118a)

Rc =r0 =
1

4πε0

q2

mec2
(4.118b)

r1 =
r0
α2
S

(4.118c)

Submetendo ao mesmo desenvolvimento aplicado à natureza gravitacional,
encontram-se r0: raio clássico do elétron; r1: raio de Bohr; αS : velocidade de
Sommerfeld e a constante de Planck.

Enquanto a ondulatória é introduzida na gravitação, a metrificação é in-
troduzida na eletrodinâmica. A mecânica é a mesma, mas a dinâmica atende
às peculiaridades de cada natureza. Gravidade é geometrizável para todos os
corpos, pois aceleração (ou curvatura) independe da massa. Por outro lado,
a atração de natureza eletrodinâmica na proporção da frequência natural da
massa gera níveis de estabilidade e transições discretas.

4.4.5 Ressonância Orbital e Movimento Oscilatório

Na subseção anterior, investigação sobre o período orbital faz a exigência de
uma frequência para o corpo. Entretanto, embora a frequência Compton seja
apropriada como frequência natural para equilíbrio na oscilação forçada pela de
natureza eletrodinâmica, não o é para a gravitação.

A frequência Compton é tida como intrínseca ao corpo. Entretanto, o fenô-
meno é regulado pela intensidade promovida pela natureza da atração. A formu-
lação sugere que, embora não possa ser considerada extrínseca, é autoinduzida
pela reciprocidade, suscitando necessidade de dois corpos. Consequentemente,
vem de uma relação sistêmica.

Prever um fenômeno de auto-oscilação para órbita de dois corpos pelas con-
dições de equilíbrio implica em chegar-se a uma ressonância.

Até então, trabalham-se conceitos intrínsecos e em uma única posição pon-
tual. O sistema de dois corpos traz questões sobre simultaneidade dos eventos.
Também é interessante apontar que a ação ocorre em retardo, e a latência é
conveniente como referência temporal.

Ainda na relatividade restrita, Poincaré foi um precursor do estudo orbital
e simultaneidade, motivado pela aberração de Lorentz.

As resoluções para o espaço plano esquematizadas em um diagrama de força
e momento.
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v⃗M

v⃗m

(a) Velocidades por um
observador coordenado.

t

t−∆t

(b) Simultaneidade em
dois instantes e aberra-
ção.

t

t−∆t

(c) Diagrama de forças
considerando o retardo.

Figura 1: Dois corpos em órbita circular.

As ilustrações em 1 representam um sistema de dois corpos, constituído de
um corpo maior e um corpo menor, ambos em trajetória circular. Considera-se
que as distâncias são grandes o suficiente, de maneira que os corpos possam
ser considerados pontuais. Também, que o espaço plano seja uma aproximação
consistente com a magnitude das massas.

A primeira figura, 1a, estabelece uma referência de posições e velocidades
obtidas por um observador coordenado em um instante.

A figura 1b retrata a ação retardada, retrocedendo a trajetória pregressa
pelo tempo de latência em consideração à propagação em velocidade finita.
Como o tempo de propagação entre os corpos é o mesmo ao retroceder pela
mesma quantidade angular, o evento é restrito a dois instantes, indicado pelo
pontilhado. É possível constatar, por desigualdade triangular, que as distâncias
obtidas na propagação, embora sejam iguais entre si, são ligeiramente menores
que a distância coordenada por um mesmo instante.

A figura 1c ilustra a aberração pela velocidade da posição aparente para o
observador próprio em relação à posição obtida pelo observador coordenado.
O destaque vai para o balanço entre forças. No diagrama, as forças seguem a
mesma direção da linha de visada que cada observador próprio em um corpo
possui em relação ao corpo oposto.

O fato de que a força obedece ao observador próprio torna desafiador um
balanço analítico. Uma explicação para a discrepância dos ângulos pode ser
sustentada pela aberração relativística promovida pela velocidade; entretanto,
o cenário rotacional é disputado. [93]

Considerando que, no diagrama de forças da 1c , as distâncias são ligeira-
mente menores, a atração pelo inverso do quadrado promove uma força ligei-
ramente maior, ou, de outra forma, a velocidade no instantâneo apresentado é
inferior à velocidade orbital necessária para órbita circular.

Laplace[61] foi o primeiro a considerar o resultado da velocidade finita da
gravitação, resultando no decaimento orbital. Para o caso em consideração, seria
a tendência instantânea, mas cumulativamente, para um campo conservativo, a
energia potencial torna-se cinética, o que permite fazer algumas considerações.

A direção da força retardada não é exatamente ortogonal a direção da veloci-
dade presente, alguma aceleração tangencial é produzida. A intensidade inicial,
como argumentado, é ínfima, mas faz observar que, para um possível “decai-
mento” a direção da velocidade tenderá a se alinhar com a força, ganhando
mais aceleração tangencial, o que, após certo tempo, resultará em uma veloci-
dade tangencial acima da orbital, o que poderia desfazer a tendência de queda
de corpo se, proporcionalmente, a componente angular da velocidade tornar-se
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menor que a componente tangencial da velocidade antes de vencer a distância
entre os corpos. O importante é que, dependendo do condicionante, é possível
cogitar que a trajetória oscile dentro da órbita originalmente prevista.

A decomposição da velocidade orbital em componentes radial e angular torna
oportuna a aplicação do sistema de “forças” da geodésica pela métrica normali-
zada, apresentada na 2.7.6 .

v⃗ × (v⃗ × F⃗ )/c2

F⃗

v⃗

(a) Diagrama de forças do corpo após o
semi-latus rectum do periastro.

Figura 2: Vis-Radix e Vis-Redux.

Para uma trajetória orbital, vis-radix sempre atua na direção de alinha-
mento entre os corpos e sua intensidade tem por referência a distância, enquanto
vis-redux é sempre perpendicular à velocidade desenvolvida pelo corpo, mas a
intensidade tem por referência o ângulo que a velocidade faz com vis-radix,
assumindo valor nulo quando paralelo ou máximo quando ortogonal.

A introdução desses novos fatores também introduz complexidade dinâmica
ao equacionamento. Análise é simplificada, observando-se resultante por sua
decomposição radial e tangencial em consideração sobre o raio que seja compa-
tível com velocidade, algo que pode ser entendido análogo à manobra orbital
pela modulação da aceleração tangencial.

O mecanismo de reversão da direção de queda ou fuga. Partindo do pres-
suposto de que a orientação circular é estável, pois a vix-reduz é nula, quanto
maior for a direção de queda, mais branda torna-se a força, permitindo que a
velocidade seja compatível com um raio maior. Em reverso, quanto maior for a
direção de fuga, mais intensa a atração, tornando a velocidade compatível com
um raio menor.

A tendência de restauração à órbita de equilíbrio confere uma estabilidade
dinâmica. O sistema torna-se um oscilador harmônico.

O acoplamento entre os corpos cria ciclo de autorreforço [2] que amplifica
as forças, acelerando até que se chegue a um extremo. A frequência natural
de ressonância ocorre pela energia máxima que a configuração do sistema pode
transferir ao corpo.

Um corpo material não pode acelerar até a velocidade da luz; a frequência
máxima que comporta é pela velocidade relativa à métrica. O excesso acima
desse limiar é rejeitado e explica a relação com a radiação ao final de 4.3.2 .

Seguindo o raciocínio de que, na trajetória geodésica, o estado de movi-
mento é inercial, e os cálculos são pela massa de repouso E0 = mc2, chega-se
à frequência Compton[69], que corresponde a vibrar como se fosse um corpo
imaterial.

A estabilidade em fase na configuração dipolo promove o cancelamento da
ondulação, enquanto em um desbalanço de fase, o excedente escapa da oscilação
na forma de onda.

Analiticamente, é desafiador achar trajetória que satisfaça as condições ex-
postas. Uma solução que atenda à vis-radix, vis-redux e propagação deve re-
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sultar na oscilação ressonante entre os corpos. Por outro lado, não faz sentido
resolver geometricamente, quando a geometria é a incógnita em questão. O
melhor a ser feito é propor uma geometria e ver se satisfaz mecanicamente. O
objetivo é obter uma trajetória geodésica, evitando a emissão vista em 4.3.2 ,
que deve satisfazer o equilíbrio de forças e o balanço de momento. O palpite
estudado consiste em compor o movimento de orbitação com os parâmetros de
oscilação. A trajetória idealiza a estabilidade orbital; 96 o ansatz é por uma
epitrocoide na forma geral:

(R+ r)

[
cos θ − k

q + 1
cos((q + 1)θ)

]
(4.119)

A substituição na forma geral das para os parâmetros orbitais e os parâ-
metros oscilatórios. A correspondência mecânica vem do período de oscilação
implícito nos comprimentos adotados, obtidos da seção anterior. Faz-se período
orbital múltiplo do período oscilatório:

ℓn
2π

[
cos θ − α1ℓ1

ℓn
cos((n+ 1)θ)

]
(4.120)

Uma trajetória geodésica, obtida da forma paramétrica da epitrocoide, cor-
responde a segmentação do perímetro circular por múltiplos inteiros. A divisão
fracionária do perímetro resultará no desalinhamento e consequente desbalan-
ceamento de forças.

(a) Sincronia coordenada
pelo padrão de regulari-
dade.

τm

(b) Cálculo pelo referen-
cial da massa menor, pe-
queno erro de fase.

τM

(c) Cálculo pelo referen-
cial da massa maior, um
micro-ajuste de fase.

Figura 3: Dois corpos em órbita epitrocoide por auto-oscilação harmônica.

A situação da 1a passa a ser retratada por 3a ; porém, para maior clareza,
a ilustração contém um número reduzido de períodos e amplitude de oscilação
excessiva ao que possa ser observado em uma situação real. Em traço realista, o
ângulo entre os instantâneos seria da ordem v/c, o que tornaria os comprimentos
de oscilação pequenos e resultaria em número grande de segmentos. A amplitude
de deslocamento da oscilação em relação à órbita circular é ínfima; para qualquer
escala planetária, seria representada como uma órbita circular.

96 Gravitacionalmente, a tendência será de decaimento, mas o decaimento em si ocorre
em condição de integridade dos corpos e em consideração apenas à atração gravitacional.
Candidatos seriam corpos simétricos e altamente estáveis, como estrelas de nêutrons ou outras
no fim do ciclo de atividade que promovam perda de massa-energia, quer como emissão de
radiação ou partícula. Entretanto, a estabilidade vem com a perda do brilho próprio, limitando
a experimentação ao estudo de pulsares.
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A demarcação espacial e temporal é surpreendentemente proveitosa na reso-
lução dos diversos equacionamentos: a oscilação torna-se um relógio e um metro
natural. Intrinsecamente, da seção anterior, o embaraço causado pela falta de
um período orbital e a anomalia dos ângulos é resolvido por medidas relati-
vas da oscilação. Extrinsecamente, a simultaneidade de eventos que marcam as
posições orbitais é graduada pela oscilação.

Conhecida a periodicidade dos eventos, um “artifício” empregado (formali-
zado adiante) toma em consideração a simplificação das distorçõess angulares,
anomalia e aberração. A defasagem angular entre o observador coordenado e
próprio, mesmo que em casos extremos não possa ser considerada, é conhecida,
portanto tratável. A questão é escolher o mapeamento coordenado que retrate
o espaço próprio, e que também resolva a escala de tempo e simplifique a simul-
taneidade. A figura 3b coloca o efeito retardado de propagação na situação de
simultaneidade que seria percebida pelo observador coordenado, o mesmo 3c .
Esse mapeamento facilita as transformações angulares, simultaneidade covari-
ante a todos os referenciais ao custo de uma pequena imprecisão.

O equilíbrio dinâmico de forças da situação defasada é simplificado para
o equilíbrio “estático” na situação em fase, com o benefício da covariância na
simultaneidade. O que se obteve é a representação em que todos os observadores
constatam simultaneidade do que classicamente seria a terceira lei de Newton,
ou a preservação de causa e efeito.

Convencionalmente, postula-se a conservação de momento em que a latência
na variação, força retardada, é promovida por emissão de partículas de atração:
essa é a adaptação da segunda lei de Newton. Entretanto, a descrição apre-
sentada concerne à curvatura do espaço, e a trajetória geodésica é homóloga
da primeira lei de Newton. Ou seja, a descrição é de um cenário inercial de
conservação de momento; assim, o processo de emissão, ao final da sec. 4.3.2 ,
irá atuar com referência a esse estado.

O artifício revela algo inesperado. Simultaneidade proíbe que dois eventos
separados espacialmente sejam absolutos. A recíproca que se coloca é que, se os
eventos são simultâneos em todos os referenciais, como exigido pela causalidade.
Logo, não se pode localizar a posição de maneira absoluta.

Causalidade e ação-reação, a distância transcende a representação pontual
da mesma forma que o determinismo mecânico é transcendido pela simultanei-
dade da conexão causal. Uma forma sofisticada de evidenciar é pela involução
em 4.84, onde r = ρ: ou a distância é resultado covariante, ou é um parâmetro
funcional que não se transforma com a métrica. 97 A distinção torna-se signifi-
cativa quando a mobilidade da métrica torna a avaliação da distância um evento
de simultaneidade, como ilustrado em 1b . A noção simples, a paralaxe entre
dois observadores posicionados lado a lado, modifica a percepção do ângulo de
fase, algo similar ao que é obtido em experimentos de dupla fenda, pelo fato
de que a oscilação é um evento temporal e depende do tempo que alcança cada
observador.

Posto que o equacionamento continue válido, a abordagem consiste em ado-
tar a onda de fase similar à descrita por de Broglie [27] . Admitir que qualquer
uma das posições que difira pela fase seja equivalente.

97 Vide (4.84) .
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ℓn
2π

[
cos θ − α1ℓ1

ℓn
cos((n+ 1)θ + ξ)

]
(4.121)

Enquanto todas as outras coordenadas são covariantes e determinadas pelo
equacionamento, variável de fase é intratável e aleatória.

(a) Arbitrariedade e falta de covariância da
fase incógnita.

Figura 4: Onda de fase.

O movimento oscilatório produzirá outras peculiaridades. Assim como no
movimento em órbita circular, a distância entre os corpos deve se manter cons-
tante. Oportuno mencionar uma medida para um centroide de massa pela
velocidade coordenada. As velocidades variam de forma que o ponto descreve
um círculo perfeito.

(a) Oscilação do centroide de massa.

Figura 5: Centroide de massa.

Outra forma simples de constatar consiste no observador acompanhar, rota-
cionando com os corpos, mantendo o eixo entre eles fixo no campo visual. Os
corpos estariam oscilando de um lado para outro, com o centroide a uma distân-
cia fixa entre os dois. A consequência dessa constatação é que, se as partículas
elementares oscilam, então todas as composições feitas delas também oscilarão.
O destaque está na preservação da distância entre os corpos, em detrimento da
preservação da direção.

A situação estacionária estabelece um padrão de regularidade cíclica. A
simultaneidade da causalidade, agora, pode ser entendida pela forma como a
antecipação do padrão retardado permite representação por sintonia de frequên-
cias. A segmentação por inteiros discretos impossibilita equacionar a trajetória
da transição, somente a estabilidade.

Analiticamente, onda de fase é uma folga temporal da simultaneidade, que
se traduz na folga espacial na amplitude máxima obtida em meio ciclo.

A estabilidade do sistema binário descrita depende do alinhamento de velo-
cidades e balanço dos momentos. Esse último é analiticamente peculiar.

108



A demonstração chega a uma representação que abstrai a estabilidade dinâ-
mica em favor de uma simplificação estacionária. Com isso, a distância relativa
entre os corpos é constante. Entretanto, enquanto a métrica subentendida em
2.7.6 é para o corpo fixo, no sistema binário representado, a métrica está em
movimento. Em síntese, a dinâmica não deixa de existir, e a demonstração é a
transformação para dinâmica da métrica.

A dinâmica ondulatória da métrica é de interesse de sua propagação, como
visto adiante. De imediato, consequência no alinhamento da velocidade.

É proveitoso definir uma trajetória conjugada dentro do limite de amplitude
da folga de onda de fase. Essa trajetória permite posicionar a velocidade de
maneira que o alinhamento direcional é preservado em todo o deslocamento.
Além disso, é marcado por múltiplas efemérides de apoastro e periastro.

τm

p⃗m

p⃗M

(a) Momentos na perspec-
tiva intrínseca do corpo
de massa maior pelo refe-
rencial do corpo menor.

τM

p⃗m

p⃗M

(b) Momentos na perspec-
tiva intrínseca do corpo
de massa menor pelo re-
ferencial do corpo maior.

Figura 6: Trajetória conjugada para alinhamento dos momentos.

As trajetórias conjugadas apresentam padrões distintos. Posição preserva a
distância, como ilustrado em 7a , enquanto a trajetória do momento preserva o
paralelismo, como ilustrado em 7b .

(a) Preservação da distância. (b) Preservação do paralelismo.

Figura 7: Padrões conjugados.

Velocidade é o fundamento primário do desenvolvimento da métrica nor-
malizada. Pela sequência de exposição, a trajetória de posição foi apresentada
antes da de velocidade, mas por artifício de argumentação de evitar-se pressupor
o que se pretende demonstrar. A ordem reversa exige pressupor as oscilações
do corpo e da métrica. 98 Na forma direta apresentada, a oscilação é a única
solução possível: a natureza oscilatória da matéria é estrutural.

A ideia de estarem conjugadas desfaz qualquer ordem ou dominância, tornando-
se importante apenas quantificar a disparidade entre as trajetórias, que, pelo

98A trajetória conjugada do momento seria a forma própria real. A dinâmica do espaço e a
simultaneidade coordenada explicariam a defasagem induzida; entretanto, o processo é melhor
descrito pela ondulatória.
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padrão regular, resulta em múltiplos de meio ciclo. Entretanto, escolhida uma
ordem de apresentação, as trajetórias tornam-se subordinadas, como ilustrado
em 6a e 6b .

Analiticamente, a defasagem entre momento e posição foge ao trato mecâ-
nico ordinário. Fisicamente, a defasagem irá implicar na indeterminação da
simultaneidade de posição e velocidade.

Entendimento simples de como efeito materializa de maneira real vem da
analogia com circuitos em corrente alternada. Nesses circuitos, um elemento
capacitivo ou indutivo introduz defasagem entre tensão e corrente. Colocando
velocidade como corrente e posição como tensão, é preciso achar um componente
indutivo da defasagem.

A onda métrica que irá se formar, obviamente, não é transversal para o
movimento proposto, mas também não é longitudinal, a exemplo da contração
do perímetro mesmo com a variação radial, ou da contraparte temporal que afeta
indistintamente todas as direções. 99 Embora seja conveniente representar na
forma longitudinal, o efeito pode ser transversal conforme (3.66) . A onda, não
depende de definição de espaço; ao contrário, é ela que dá a definição de espaço.
A distância dessa vez não se restringe à medida intrínseca física da propagação
por um ponto fixo, mas também aos efeitos cinemáticos da mobilidade do ponto
de emissão. O indeterminismo analítico de determinar a velocidade do espaço
no espaço vem da forma involuta; a circularidade limita a aceitar a medida que
se constata em evento de definição.

A velocidade da métrica não é infinita; seu efeito não é instantâneo. Embora
se possa apontar que o pulso de velocidade terá um efeito de pulso de espaço,
a resolução recai no problema de evento de simultaneidade que se pretende
resolver.

Parte do movimento métrico é contemplada na aberração com relação à ve-
locidade orbital; deixou-se de lado a velocidade com que a métrica percorre a
amplitude de oscilação. A velocidade na métrica é composição da velocidade
relativa ao corpo, intensifica ou atenua seu efeito; assim, as distâncias são es-
premidas ou esticadas em relação à contração ordinária sem velocidade.

Assim como o indutor introduz a defasagem, ocorre por um mecanismo de
atraso de corrente em proporção à variação; a defasagem da trajetória conjugada
vem da distorção em proporção à velocidade.

Um outro elemento orbital que surge, a trajetória conjugada, dá origem a
um spin intrínseco ao decompor a velocidade circular e de giro. Ainda que tenha
importância, não é significativo para a análise em questão.

A geodésica somente se dará por raios inteiros quando a atração proporcionar
uma oscilação na frequência natural da matéria. Fora dessas condições, e na
ausência de outros efeitos, a consequência é que ocorrerá o decaimento orbital,
algo que foi antecipado na seção anterior. Não se obtém uma expressão para
período orbital gravitacional, pois ele varia com o decaimento, ou seja, Ṫ ̸= 0.

A atenção recai sobre a frequência natural da matéria: o que determinaria
exatamente o seu valor. Massa seria um elemento gravitacional pela correspon-
dência com massa inercial; entretanto, a frequência natural da massa é obtida
de fenômenos eletrodinâmicos.

Por outro lado, o tempo é um elemento sistêmico; a sincronia entre o relógio
intrínseco e as relações extrínsecas do período orbital é por evento de simultanei-

99 A natureza da onda é intrínseca, mas o formato depende do movimento da fonte.
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dade. Diante da variabilidade da escala de tempo pelas deformações cinemáticas
e gravitacionais, os corpos conseguem se colocar no mesmo andamento. O me-
canismo do tempo é ligado ao mecanismo de massa pela frequência natural. O
mecanismo massa-tempo é vinculação em frequência. 100

Recapitulando, o mapeamento do espaço pela introdução de variável coorde-
nada e arbitrariedade topológica na sec. 4.4.3 , seguido da correlação sistêmica
entre escalas de espaço e de tempo 4.4.4 . Condizente com a análise funcional,
a elaboração fornece os elementos para as representações: centroide de massa e
ondulatória.

A cinemática entre dois corpos ocorre em espaço topológico em reciprocidade
por ressonância. Entretanto, nesse sistema fechado, a constituição de coorde-
nadas não é suficiente para a resolução da inserção do sistema binário em um
espaço-tempo; as quantidades incógnitas dependem da definição de um acopla-
mento/conexão pelo observador. Diante dessa impossibilidade de formular como
um sistema isolado, em razão da externalidade temporal, a ponderação é que não
se define uma estrutura absoluta, mas uma interface para um sistema. Fator de
acoplamento pela sincronicidade temporal exige codeterminação dinâmica com
a externalidade. A recorrência do mecanismo de reciprocidade e ressonância
torna o sistema universal, pela exigência de inclusão de todos. Espaço-tempo
não é uma ocorrência isolada, nem absoluta, nem múltipla.

O sistema não é resolvido isoladamente, a sincronicidade dos eventos em
causalidade com a externalidade. Causalidade temporal é fator ambiental. Em
suma, as propriedades da matéria no sistema descrito não podem ser diferentes
de outro coexistente que possa ser encontrado em outra coordenada.

Embora ainda não se possa reduzir a um mecanismo simplificado a diversi-
dade de observadores, as relações são suficientes para produzir expressões ana-
líticas que possuam verificação experimental pela amostra do observador que
descreve o sistema.

Concedendo que a estabilidade depende da discretização do raio orbital, al-
gumas caracterizações podem ser feitas por consequências imediatas. Primeiro,
quais são as distâncias orbitais. Segundo, qual a discrepância entre a fundamen-
tal gravitacional e a frequência natural. Terceiro, qual a razão de decaimento.
Uma última questão: o que realmente é a onda métrica e sua relação com a
onda gravitacional.

A discretização ocorre consoante a segmentação do perímetro orbital. Na
composição final, a distância radial aumenta tanto pelo número de segmentos
quanto pelo comprimento de cada segmento. Consequentemente, embora os
segmentos aumentem linearmente por um parâmetro n, o perímetro aumenta em
maior proporção, que, pelas relações do momento angular, são da ordem n2. 101

O aninhamento de polígonos da figura 8 ilustra uma perspectiva do crescimento
linear, imaginando-se que as figuras estariam inscritas em uma circunferência.

Conforme o raio aumenta por um fator n, por v2θ ∝ 1/r, a velocidade vθ = cα
deveria cair por n2 para se manter em uma órbita circular de menor atração,
100 Enfatizando a circularidade, refazendo o mesmo desenvolvimento para a natureza eletro-

dinâmica, chega-se a uma indefinição: frequência eletrodinâmica aponta que massa inercial
possui equivalência gravitacional, e vice-versa. A escala de tempo de um sistema influenciada
por fator ambiental desconhecido.
101Tomando α como velocidade, órbitas circulares distintas se relacionam por h1/n =
(α1/n2)(nr1) = αnrn = hn; um raio maior é equilibrado por uma velocidade menor, en-
quanto se mantém a oscilação h1 = (α1/n2)(nr1)n = nhn.
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mas, para manter a relação entre os comprimentos em 4.115, o raio decai por
n2 com uma velocidade menor para fazer caber um comprimento de oscilação.

Ainda por (4.115), a velocidade diminui o quadrado para manter o momento
ou manter a oscilação. Em consideração aos efeitos cinemáticos, conforme o
raio diminui continuamente, maior velocidade, menor comprimento (contração
espacial), maior frequência (dilatação temporal) até o limite (4.114) . 102

(a) Segmentação de crescimento linear.

Figura 8: Segmentação.

Segundo destaque, o período orbital gravitacional possui efemérides oscila-
tórias distintas das que seriam produzidas pela frequência natural da matéria.
A oscilação forçada pela atração gravitacional não produz uma fundamental na
frequência natural da massa (Compton), o que é sintetizado na relação (4.116).
Gravidade, embora descoberto o padrão oscilatório, não é discretizável. Re-
lacionado a isso, um terceiro destaque: o corpo deve produzir uma razão de
decaimento. Entretanto, outros efeitos tomam parte, e a intensidade pode ser
baixa ao ponto de ser reversível pela perda da massa na vida útil.

Por fim, o padrão oscilatório deve produzir uma onda métrica, que pode ser
posta como uma emissão escura, uma onda de contenção em vez de onda de
emissão. Seção seguinte aprofunda essa questão ondulatória. Além dos inde-
terminismos e representação da diversidade de observadores, existe tratamento
além da covariância.

4.4.6 Ondulatória e “Onda Piloto”

Na resolução para o sistema binário da sessão anterior, a oscilação é um conse-
quente, não um antecedente. A resolução mostra-se a única solução viável ao
equilíbrio dinâmico para composição geodésica por 2.86b, tornando a oscilação
um elemento estrutural de todo equacionamento. 103 Implicitamente, uma nova
coordenada ao ângulo de fase particulariza a forma com que cada observador
passa a instanciar o espaço-tempo, tornando inapropriada a representação geral
pontual pelo desencontro que possa advir. Ainda que o novo parâmetro angular
seja uma questão menor, outros problemas colaterais à oscilação surgem: corre-
lação entre posição e momento. A solução que atenda a todos os observadores
reside em uma representação cuja coordenação de eventos de simultaneidade
posicional é feita por um padrão de regularidade do próprio movimento: onda
material. Consequente ao movimento corpuscular, também há onda métrica de
natureza imaterial.
102O padrão crescente dobra a cada nível (n+1)2−n2 = 2n+1; o próximo nível se distancia

pelo número de orbitais do subnível (número do maior orbital do subnível superior).
103Embora a temporização seja pela referência à órbita circular, a extrapolação não é feita

pelas condições de equilíbrio de força e momento entre os corpos.
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O desafio torna-se sistematizar uma representação que preserve a signifi-
cância das medições físicas. A resolução oscilatória apresenta um quadro de
resultados diversos: aponta-se se a solução no equilíbrio existe; ou, se houver
uma solução fora do equilíbrio, como prosseguir de maneira dissipativa.

Dominado pelas frequências naturais e suas modulações pelo movimento,
uma distinção feita, admitindo que fenômenos relativísticos são sempre fenôme-
nos oscilatórios, é se as condicionantes do equilíbrio oscilatório resultarão em
um padrão de movimento discreto. A condição de ressonância e órbita estável
são marcos de conservação de energia e referência para os casos emissivos. Por
outro lado, uma realização similar à vista em (4.35) recai na resolução por ba-
lanço entre onda material e onda imaterial: as duas maneiras são conjugadas
no balanço.

Um primeiro tópico de discussão é a representação da onda-material, na qual
o ponto oscilatório é elevado à qualidade de onda. Seguido de onda imaterial, a
oscilação da métrica por consequência da parte material.

Ponderando por um parâmetro de ângulo de fase, uma mesma condição
oscilatória pode ser obtida por múltiplas soluções, ver fig. 4a, o que se traduz em
uma família de curvas representando a trajetória, quer seja no equilíbrio, quer
seja na emissão. A sobredeterminação do movimento incorre em indeterminação
da posição física. Concomitante a isso, a apreciação do movimento não é feita
por um único observador, que deve chegar a um consenso sobre suas observações.

Resolução por oscilação possibilita discriminar como as indeterminações vêm
de naturezas distintas: multiplicidade das soluções (modulação de fase), multi-
plicidade dos observadores (frequências naturais). As principais consequências
serão incerteza na simultaneidade de posição-momento, sistematização da abs-
tração do exterior e plano de orientação.

A equação (4.121) apresenta a variável de ângulo de fase ξ, introduzida por
generalidade da solução. Essa variável não corresponde à transformação de
nenhum parâmetro coordenado, nem é relacionada por aberração ou anomalia
angular. Analiticamente, como qualquer valor é válido, a solução se constitui
de uma família de curvas. Entretanto, fisicamente somente um dos valores seria
válido, e a solução única condiz com o corpo ocupar posição no espaço. Por ou-
tro lado, a resolução rigorosa na sincronicidade dos eventos, posição e distância
diante da propagação deixa de fora os efeitos em potenciais observadores. Con-
siderando a paralaxe que dois observadores lado a lado experimentariam pela
pequena diferença no tempo de propagação, chega-se a uma representação geral
de onda de fase para incluir todos os ângulos de fase que constituem a solução
válida, ilustrada na figura 4 .

O parâmetro é introduzido de forma aleatória, no sentido de que não se
correlaciona com qualquer outro processo que não seja sua relação com o corpo
recíproco; sua participação em qualquer outro é acidental. Embora exista um
ponto de contato único, nessa perspectiva de fase, a posição aparente torna-se
dispersa entre os observadores, o que pode ser denominado modulação de fase.

A realização do ponto de contato torna-se uma questão de interação. Um
observador que se programe para colisão perfeita entre o seu centro de massa
contra o do corpo em observação deverá corrigir as variações produzidas pelo
seu movimento e pela métrica que se adentra. Exceto por acidente, a fase
originalmente observada irá mudar, o que leva a modulação de frequência.

A situação da onda de fase transfigura se quando os observadores são postos
em movimento relativo um em relação ao outro. Análogo ao Doppler relativís-
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tico, a velocidade produz modulação de frequência. É interessante observar que
a covariância da métrica normalizada relaciona a energia cinética 2.8, ao mesmo
tempo que as frequências são relacionadas à velocidade por (4.115) . Ainda que
tratável, a modulação de frequência acrescenta um grau de indeterminismo na
posição.

Considerando um universo de observadores, cada um possui acoplamento
com objeto observado diferente. Tanto o ponto de origem de uma emissão quanto
um possível ponto de contato são peculiares. Entretanto, a mesma peculiaridade
será proveitosa, observando que interações dependem de ressonância, na busca
por uma representação que resolva simultaneidade.

Uma representação das frequências de superposição de ondas equivale à co-
variância por todos os observadores. A conjugação do equilíbrio de momentos
em uma posição na convolução de ondas permite o encontro das posições por
convolução das ondas em sintonia. Essa representação é condizente com topo-
logia do Espaço Hilbert na análise funcional referida na sec. 4.4.3 . Modulação
de frequência absorve um universo de observadores na forma de harmônicos, da
mesma forma que ocorreria na convergência em um sistema de partículas.

Sistemicamente, a simultaneidade é modulada na relação entre posição e
momento. Analiticamente, a defasagem é trivial pela relação de derivada sin() e
cos() na representação ondulatória. O significado dessa defasagem ao observador
está em anomalias, enquanto ao espaço próprio dos corpos latência.

A aberração ocorre, simplificadamente, pois quanto mais rápido, tanto maior
a amplitude de oscilação e maior a defasagem pela velocidade. Por outro lado,
quanto mais lento, mais distante e maior a latência. A defasagem entre a ano-
malia esperada 104 para o momento e a anomalia esperada para a posição ocorre
pois, além da velocidade orbital, a oscilação produz uma velocidade radial. A
velocidade altera como a métrica define o espaço, e a medida alternativa de
distância passa a ser sua maneira de propagação, de ocorrência pela variação da
métrica. Diante da circularidade, algum compromisso deve ser feito: admitido
como parte do ansatz, pendente de confirmação. Também, pela involução que
ocorre na (4.84), não é possível calcular distância radial pela velocidade, pois
a transformação covariante em gmn(r) = ΛµmΛνngµν(r) não afeta o parâmetro
covariante.

Uma noção do que ocorre é ilustrada segundo o que se sugere na figura 7b .
A trajetória que preserva a distância fixa, figura 3 , dificulta o balanço direcional
do momento, enquanto que a trajetória que balanceia o momento, na figura 6 ,
dificulta a distância entre os corpos.

O que se propõe é que as medidas de posição não resultarão, no rigor do
formalismo apresentado, o perfeito balanço de momento. Em contraponto, o
reverso também ocorre, ou seja, traçar as posições pelo equilíbrio de momento
não resultará na posição perfeita. Em ambos os casos, admite-se serem limitadas
por alguma incerteza conhecida.

O entendimento é que se poderia determinar observacionalmente os momen-
tos indiretamente ao acompanhar a simultaneidade de sucessivas posições no
tempo de um sistema binário com precisão suficiente para evidenciar a oscila-
ção; entretanto, esses valores não iriam correlacionar com o momento que toma
efeito no balanço entre os corpos. Por outro lado, poderia-se obter a medida
“direta” do momento (supondo alguma medida por modulação de frequência),
104Aqui, pondera-se em consideração o equilíbrio na frequência natural da matéria.
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mas o retraço das trajetórias não daria as posições simultaneamente perfeitas.
Em uma situação gravitacionalmente mais realística, a estabilidade pressu-

posta dá lugar ao decaimento. Na simultaneidade entre posição e momento,
deve-se descontar o desalinhamento de fase responsável pelo desbalanço.

A constatação direta dos efeitos da mecânica ondulatória gravitacional é uma
proposta desafiadora. A viabilidade prática da observação direta da modulação
de fase no movimento corpóreo é desfavorecida pela baixa amplitude α1ℓ1, dada
na equação (4.121) , em relação às medidas astrodinâmicas envolvidas. 105 O
decaimento gravitacional, fora das condições ideais e extremas, também não é
notável. 106.

Um observador terrestre que observasse Júpiter poderia obter a posição
espaço-tempo perfeitamente exata do centro de massa do astro. Ao repassar
a informação relativística da representação pontual da trajetória a um obser-
vador marciano, esse correlacionaria essas mesmas medidas com uma diferença
equivalente à fase de uma trajetória ondulatória pelo observador terrestre. Em
realidade, ambos estão vendo o mesmo envelope de onda do movimento jupite-
riano, mas como Marte está se movendo por um vetor velocidade diferente do
da Terra, e o ângulo de fase não é covariante, a diferença somente é nula ao
acaso. A fase é específica ao observador devido à aberração; cada qual vê a sua,
o que faz analogia à localização de um arco-íris por dois observadores. A descri-
ção ondulatória é fundamentalmente invariante, enquanto o ponto coordenado
é uma conveniência amostral por uma perspectiva específica.

Feitas as devidas considerações e colocadas as questões de práticas e viabili-
dade de lado, o importante é conceder que, se fossem possíveis medidas perfeitas
de posição, elas não seriam absolutas pela sua relação de fase.

Aprofundando a idealização, prossegue-se o detalhamento analítico da repre-
sentação ondulatória. No mapeamento coordenado, ângulos não se transformam
linearmente, e as relações pelo período orbital dependem de um referencial ex-
trínseco por uma condição de sincronicidade temporal. Simplificada na observa-
ção de três fatores: a calibragem angular, a oscilação do tempo, e a externalidade
correlacionada aos observadores.

Os dois primeiros fatores foram assunto das seções anteriores, sendo: a) o
ângulo que tem efeito não dado somente pelas relações estáticas da métrica,
como no produto vetorial em (3.47) ou em (4.93), depende da velocidade, como
em (2.95) ; b) movimento da métrica produz variação no tempo. Oscilação do
tempo é o correlato temporal do mecanismo para se chegar a uma sincronia no
alinhamento. Em c), os observadores são implicados no cálculo da posição e
devem, pela mesma álgebra, indicar a orientação que satisfaz relações temporal
e direcional.

Assumem-se observadores inerciais que sigam trajetória geodésica que per-
mita distinguir direções fixas. 107 A existência de velocidade entre observadores
manifesta diferença no ângulo entre os pontos de referência das direções fixas,
105O mesmo argumento pode ser dado para explicar por que o fenômeno não foi notado até

então. A magnitude dos termos é tão negligenciável que possivelmente deva-se considerar
que não é absorvida por processos geológicos e seja aparente pelo movimento da superfície do
astro. Também nem todas as órbitas serão circulares; há efeitos de precessão, etc.
106O decaimento gravitacional é pequeno. Recessão entre os corpos. Ver nota 96.
107Direções fixas determinadas por medições de quasares distantes. O texto emprega geodé-

sica como sinônimo de intrinsecamente inercial pela ausência de pseudo-forças; a composição
por direção fixa permite transformação de Lorentz entre os observadores.
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bem como a composição entre transformações de Lorentz com relação à obser-
vação do sistema binário estudado, o que produzirá rotação de Wigner sobre
uma modulação de frequência. Ângulo e tempo são fundamentais no mapea-
mento coordenado do sistema binário pelos observadores. A medição da posição
será exata se, supondo que um dos observadores, para atestar a posição coorde-
nada, deve interceptar um dos corpos apenas pela predição de posição futura.
A desconsideração da transformação do espaço do observador pela mudança de
movimento torna o sucesso um evento do acaso.

O espaço é dinâmico e em transformação contínua, não afeta somente a
evolução de perspectiva de um mesmo observador. A resolução extrínseca de
simultaneidade e causalidade introduz dimensão extra-covariante pela natureza
dinâmica, o que se mostra condizente com a perspectiva de diversos observado-
res, mas, contraditoriamente, a dinâmica não é perfeitamente covariante entre
os observadores.

A consequência dos indeterminismos é que não existe medida absoluta de
posição na precisão do comprimento de onda da oscilação. A discussão não
é recente; a novidade são os ingredientes novos trazidos pela abordagem no
tratamento do problema.

O enquadramento permite encaminhar para uma abordagem conhecida a
representação da dualidade entre ponto e onda. Em um primeiro momento, re-
presentação pontual figura como microestado em que se descrevem os processos
internos ao sistema binário; macroestado, uma forma funcional capaz de carrear
indeterminismo dos observadores e álgebra para resolução do microestado. A
perda de especificidade do microestado é tolerável nas condições existentes.

***

As propriedades ondulatórias não são proeminentes na gravitação, porém
a especificação do processo deve ser consistente com a teorização, medição e
interpretação.

Exceto por não manifestar caráter discreto, a aleatoriedade nas práticas
adotadas na interpretação de Copenhague é a mais adequada à componente os-
cilatória. A discussão relevante, como historicamente ocorreu, está no confronto
com a proposta de onda-piloto, uma vez que há existência de ondulação da mé-
trica participando dos fenômenos. A proposição é que, embora gere padrões
de interferência, é indeterminística pelas mesmas razões de aleatoriedade apre-
sentadas para oscilação corpuscular. É preciso estratificar o comportamento
ondulatório da métrica.

Na descrição do equilíbrio por trajetória geodésica, a causalidade do ba-
lanço de momento é artifício do padrão de regularidade temporal pela oscila-
ção corpuscular. Como o corpo é ponto de referência de origem da métrica,
ocorre a consequente oscilação da métrica. Por essa mesma condição de re-
gularidade, a propagação métrica deve formar uma onda estacionária. Essa
formação fundamenta-se no mesmo artifício da simultaneidade da causalidade;
o padrão de regularidade cria ilusão de não-localidade.

Em outra perspectiva, a propagação da métrica dentro do equilíbrio pode ser
entendida como emissão escura, 108 e seu padrão estacionário forma-se quer por
ser rebatido, quer por ser anulado entre os corpos, em decorrência da conservação
108 Ondulação intrínseca à métrica, que é específica de um acoplamento e que já está ener-

geticamente contabilizada.
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do movimento. Por outro lado, quando ocorre o desbalanceamento, também
ocorre vazamento, e a emissão torna-se luminosa, 109 carregando a energia do
decaimento. Essa última colocação permite descrição do processo de medição
da posição por suas relações sistêmicas.

Uma definição geral para continuidade de macroscópico ao microscópico:
medição, o ato de coletar amostras definido por um protocolo e contexto do que
está sendo medido. Sistema ampliado inclui interface (contorno na fronteira) e
transdutor (elemento de reação).

Na forma idealizada, medição causa perturbação nula; na prática, arbitrari-
amente pequena. Entra em questão também a duração da medição ínfima em
relação a quaisquer variações no sistema, deixando de lado a questão da rever-
sibilidade. Em diversas grandezas clássicas, realização idealizada é obtenível:
velocímetro com inércia e atrito nulo, voltímetro com resistência infinita. Os
mais ilustrativos são termodinâmica e ensaio de materiais.

Em um termômetro, devido ao acoplamento, há necessidade de equilíbrio
térmico com um reservatório térmico. O transdutor de capacidade térmica
ínfima minimiza a perturbação, latência e o transiente.

Em outro extremo, o contexto de uma prensa para ensaio destrutivo de
corpo de prova. A interação física entre sistemas é mais proeminente; não é
possível minimizar a perturbação. O mais importante é ilustrar que sempre há
amalgamação de propriedades intrínsecas, ainda que procure-se minimizá-las.
Na amalgamação referente, se o transdutor deformar-se com o corpo de prova,
a medição torna-se um híbrido das duas propriedades. A resistência à ruptura
é um estado latente, revelando um valor intrínseco ao acoplamento.

Medição idealizada, aquela que separa o “sujeito” (medidor) do “objeto” (me-
dido), colapsa nos processos fundamentais. A medição idealizada falha no nível
fundamental porque nela o transdutor e o objeto possuem a mesma ordem de
grandeza de ação. A medição não revela o estado do objeto; ela define o estado
estacionário do híbrido formado pelo objeto e pelo transdutor. Sintetizando o
efeito de “carga” do transdutor e a inércia do registro em uma medição: para
um transdutor registrar algo, ele precisa mudar seu próprio estado.

Dentre as medidas possíveis, a posição é conhecida pela amostra da emissão
de sua oscilação, ou ainda por alguma outra emissão que sofra modulação pela
métrica (brilho próprio ou refletido). O corpo é imperceptível, exceto pelo
contraste em relação à oscilação de equilíbrio. Por fim, separabilidade é uma
ilusão de escala, se o objeto já estiver manifestado em uma causalidade única
ou não.

Nos corpos celestes, um planeta (fosco) só revela sua posição se for iluminado
por uma estrela ou se ocultar uma fonte de luz (trânsito), enquanto um elétron
precisa de contraste (estímulo) e “iliminar” o elétron exige um salto energético
que altera permanentemente seu estado anterior.

4.5 Ação da curvatura
Ação da curvatura concerne a formulação lagragiana da parte imaterial do pro-
cesso gravitacional (ou eletrondinâmico). A ação da curvatura concerne à for-
mulação lagrangiana da parte imaterial do processo gravitacional (ou eletrodi-
nâmico).
109Vinculada em espaço-tempo a um emissor, mas sem acoplamento com um receptor espe-

cífico, constitui um excedente que poderá “iluminar” qualquer corpo.
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Iniciando pela noção de que ondas gravitacionais e eletromagnéticas propagam-
se à mesma velocidade constante, a indicação é que a aplicação do princípio de
Hamilton regride da ação mínima para o princípio da menor distância, e a
equação de Euler-Lagrange torna-se geodésica lumínica. Entretanto, o caso é
degenerado para as equações corpusculares, pois a formulação fundamenta-se no
limite da velocidade, e a forma Euler-Lagrange é trivialmente nula. Como con-
sequência, a propagação imaterial segue por processo peculiar, e a formulações
segundo consistência sistêmica.

A proposta em forma aberta é coerente com a arbitrariedade topológica do
espaço, natureza da iteração, discretização e acoplamento ao processo, ou seja, a
representação da onda depende da representação do meio. Entretanto, apesar da
diversidade de casos, faz-se necessário equacionar alguma condição de contorno
quando confrontado com a materialidade corpuscular, e o enunciado conceitual
auxiliam no entendimento das formulações. Transpõe-se o tensor métrico regular
como métrica do espaço, e denomina-se a propagação da métrica como sendo
a velocidade de atualização de sua intensidade pela mudança de posição. A
métrica não varia intrinsecamente no tempo, e a variação é devida ao movimento
da massa que origina o tensor.

Métrica espacial é o descritor do mapeamento coordenado para o espaço pró-
prio; entretanto, o efeito relativístico ocorre tanto pela atualização da posição
quanto pela celeridade que ocorre. Rastrear a intensidade que a métrica possui
em uma posição do espaço em um instante no tempo torna-se um evento de
simultaneidade de difícil realização. Convencionalmente, abstrai-se o corpo ori-
ginador da métrica pela adoção de um modelo de propagação extrínseco, porém
resultaria na circularidade em determinar o movimento do espaço por medida
do próprio espaço que se movimenta. A solução recai em uma formulação de
uma função lagrangiana intrínseca, mas a formulação do movimento imaterial
pode ser obtida de outra forma.

A dinâmica do espaço é motivada pelo mecanismo de autotransporte men-
cionado em (4.73), métrica induz o próprio “movimento”. Entretanto, a menção
de transporte é capciosa, e a cautela é tanto com o que é “transportado” quanto
com como é transportado: intensidade métrica transita por onda. A especifici-
dade elimina modelo o de fluxo.

Observada a deformação temporal g00, pela curvatura, produz intrinseca-
mente uma transição gradual ∂11g00 que afeta uma vincinadade. Infere-se pelas
posições coordenadas que dilatação temporal induz contração espacial consoante
ao desenvolvimento do escalar de curvatura. Taxas (4.39) e (4.40) resultam em
(4.71c), que torna a reforçar (em segunda ordem) a dilatação temporal. Em ou-
tras palavras, como não é desconexo de continuidade, afeta adjacência. Outro
aspecto: ao induzir a manutenção do próprio estado, produz um efeito inercial.

Gradualidade na transferência da intensidade métrica é ocorrência da la-
tência temporal. A variação espacial é correlata à variação temporal quando
ocorre por uma velocidade c. Pela eq. (4.71a), a variação temporal, extrínseca,
induzida pelo movimento, é tal que:

1

c2
∂t∂tg00 ≡ ∂11g00 = −R (4.122)

A velocidade de propagação deve ser a mesma velocidade inferida em (4.81).
A relação com a velocidade limite coordenada surge da variação temporal, ao que
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foi iniciado em (2.66), é consoante ao que foi produzido pela derivada covariante
temporal em (4.76). Simplificado, ∇̇2g00 = 0. 110

A expressão é reconhecidamente uma equação de onda, e o mecanismo de sua
produção reforça o modelo oscilatório introduzido na sec. 4.4.5 . A determinação
da velocidade pode ser, em tese, obtida experimentalmente pela conveniência
ondulatória da expressão c = λf . Embora um equacionamento seja satisfatório,
o entendimento traz outros questionamentos: a onda métrica intrínseca por
dilatação temporal e contração espacial, como irá se manifestar extrinsecamente.

Velocidade de propagação da métrica, pela sua origem material, relaciona-
se à frequência fundamental de oscilação da matéria. Entretanto, o modelo
harmônico desta não se decide entre uma origem gravitacional ou eletrodinâ-
mica da fundamental: a oscilação gravitacional depende da massa inercial, mas
a frequência fundamental da eletrodinâmica depende de carga elétrica. Ponde-
rando por analogia clássica, a questão sobre a mesma velocidade de onda para
meios de “rigidez” diferente é intrigante: ondas gravitacionais possuem a mesma
velocidade que ondas eletromagnéticas. Transposto para a realidade métrica, a
eletrodinâmica causa deformação na métrica gravitacional para se propagar: o
mesmo conflito na determinação da frequência natural da matéria é repassado à
contraparte imaterial. Ainda que seja razoável que a propagação independente
do meio seja atribuída à extrinsecidade temporal do período pela variação ∂ttg00
introduzida pela derivada covariante temporal, algo mais pode ser obtido pela
forma como a métrica introduz propriedades relacionadas à natureza da atração.

A sessão também discorre sobre outras consequências que podem ser in-
feridas. Pelo equacionamento imediato, se a velocidade é constante, então a
aceleração é nula. A equação de Euler-Lagrange nula surge da ação igualmente
lagrangiana nula. Embora haja trivialidade da ação, o valor nulo indica como
balancear as quantidades relacionadas nas ondulatórias da matéria. A ação
nula também indica ausência de desvio geodésico, e a distância é percorrida em
velocidade constante, congruente com a medida métrica.

Homóloga a uma métrica espacial, onda imaterial poderia ser entendida como
uma amostra temporal e espacial. Entretanto, a proposta de equivalência entre
duas representações é equivocada: métrica normalizada é um elemento prima-
riamente cinemático e a sua ocorrência em mapear o espaço é circunstancial;
por outro lado, onda é o conjugado espaço-temporal produzido pelas relações
extrínsecas à métrica, na condição de que as relações de covariância, simulta-
neidade e causalidade sejam demarcadas por eventos dos períodos oscilatórios,
como visto na resolução da seção anterior, com efeitos no corpo. Ou seja, ao
contrário da métrica, onda reproduz as indeterminações posicionais entre corpos
que não estão diretamente representadas em uma formulação geométrica pela
métrica. Uma função de onda de emprego em formulação lagrangiana está em
concordância com a topologia por espaço de Hilbert, e a equivalência entre mé-
trica e equação de Dirac é apresentada adiante. Entretanto, o desenvolvimento
de uma mecânica ondulatória do contínuo foge ao propósito do texto.

Com respeito à polaridade, 111 reiterar-se a natureza intrínseca da onda não
depende de definição de espaço; ao contrário, é ela que dará a definição de
espaço.
110Ainda que a derivada reiterada produza termos indefinidos ∇× (∇ ·A) e ∇ · (∇ ·A), as

definições remetem-se à sec. 4.4.2
111Ver texto que remete à nota 99 .
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4.5.1 Geodésica (radial) do Fóton

O desenvolvimento é uma adaptação simplificada de Max von Laue[101] 112 com
o propósito específico de evidenciar similaridade entre lagrangiano material e
imaterial. Pelo tratamento óptico da gravidade, a variável índice é assumida na
perspectiva de um observador coordenado em espaço plano, uma vez que não há
como considerar a velocidade da luz do observador próprio que já se encontra
nessa velocidade. Em vez de considerar a velocidade da luz variável, um “índice
de refração” do espaço é definido.

Uma definição para geodésica radial nula do fóton pelo tensor métrico nor-
malizado segue de

√
PµPµ = 0. O fóton não possui massa e a equação é melhor

estabelecida se Pµ = ℏ[ω/c, k⃗] = ℏKµ, com k⃗ = 2πn̂/λ e ω = 2π/T , então para
c = λf o fóton possui KµKµ = 0. O relacionamento conduz a V µVµ = 0. 113

Restringido para o movimento radial, pode-se supor, para o equacionamento
nulo da velocidade, que haja um parâmetro n tal que meça o desvio em relação
ao que seria o espaço plano.

c0c0g00 = −ẋ1ẋ1g11n2 (4.123)

A difração ocorre em proporção à possibilidade de modular a frequência
da massa de repouso em ponderação à velocidade. Tomando que para o fóton
ẋ1ẋ1 = c1c1, o parâmetro índice assume o valor.

n2c = −g00
g11

(4.124)

A introdução do índice evita a velocidade da luz variável n = c1(r)/c0. Não
seria possível, ainda que fosse visível, aferir a velocidade c(r) por coordenada
devido à contração espacial. A medida da velocidade é relacionada ao redshift
de sua frequência de propagação. Pela natureza ondulatória corpuscular, o caso
também é extensível ao material.

A fração relaciona-se com curvatura pela equação (4.43). Uma resolução ge-
ral: a difração inclui efeito da velocidade pela relação implícita com a frequên-
cia natural. Em uma perspectiva ondulatória, ambas as formulações, material
e imaterial do movimento, possuem uma frequência natural. Entretanto, en-
quanto materialmente a modulação por essa frequência ocorre tanto por causa
cinemática quanto por causa métrica, imaterialmente ocorre somente por causa
métrica. Ou seja, o índice de refração possui medidas diferentes, possuindo
dispersão de acordo com a modulação da frequência natural. O caso imaterial
não possui uso prático em relação às outras formulações, mas demonstra que o
corpuscular curva-se mais do que a luz. Além de balizar com velocidade da luz
na posição, sugere como inércia está relacionada à frequência.

Para essa forma corpuscular da luz, torna-se interessante produzir uma defi-
nição de função lagrangiana relativística que sirva tanto ao material quanto ao
imaterial do mesmo espaço. A forma corpuscular convencional escreve-se:
112§23 p.225.
113Algo semelhante pode ser feito para a parte material. No movimento circular, o compri-

mento de Compton de (4.114) e comprimento de de Broglie estendido de (4.115) para compor
Pµ = [hc/λc; h/λb], então Kµ = [ω0/c, ω0/cα].
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L = −mc
ds

dt
(4.125)

O espaço próprio experimentado pelo movimento é dado por
´
ds. A gene-

ralização pretendida procura uma expressão que abranja a condição imaterial,
uma expressão pelo momento escalar p = mṡ que pode ser aplicada tanto ao
fóton quanto à partícula material. Assim, a relação com o momento vem por
alternativa à forma material p = γ−1

v

√
PµPµ. A segmentação ocorre na escolha

do fator de Lorentz, e a expressão convencional aplica-se ao movimento corpus-
cular, enquanto, no caso imaterial, o valor torna-se unitário. Com isso, chega-se
a:

dsc

dt
=
√
c0c0g00 + ẋ1ẋ1g11n2c = 0 (4.126)

O valor trivialmente nulo coincide com o esperado para distância espaço-
tempo da geodésica nula. Na análise mecânica para luz, a velocidade constante
implica em aceleração nula, e o caso também resulta em uma ação nula. Na
interpretação, não há ganho (nem perda) de energia, e a deflexão não constitui
um desvio geodésico como descrito na sec. 4.3.2 .

Substituindo-se a massa inercial por m = p/c, como o fóton possui p = hf0/c
e, portanto, E = hf0.

Lc = −hf0
c2

ṡc (4.127)

Separação entre a energia carreada pelo fóton e a energia de transporte. O
que é implícito: a energia carreada varia pela frequência, energia de organização
métrica, mudança do espaço é abstraída por uma quantidade invariante.

A equação expressa o que é conhecido da relação de dispersão relativística
E2 = p2c2 + (m0c

2)2. O termo é legado da relação de dispersão v = λf(λ) da
óptica clássica, em que ondas com comprimentos distintos viajam a velocidades
diferentes.

O importante no propósito do texto é que a formulação lagrangiana para
perspectiva corpuscular é trivialmente nula no movimento imaterial. O mesmo
deve ser esperado para o tensor curvatura da equação (4.43). Ação nula para
autotransporte curvatura.

Ademais, a despeito do Laue, a métrica regular normalizada não possui es-
fera de fótons, o que remete ao desenvolvimento em 4.4.4no que diz respeito ao
comportamento assintótico material. Por outro raciocínio, a gravidade move-
se à velocidade da luz, consequentemente não pode ser obstruída em razão de
sua velocidade. Uma implicação: esfera de fótons é inconsistente com o de-
senvolvimento normalizado por ser uma solução para buraco negro por métrica
de Schwarzschild. Ainda nessa outra metodologia, a equação para um corpo
material é aplicada diretamente em equivalência imaterial.

4.5.2 [Entwurf $1-$5] Einstein e a equação de campo preliminar

As equações de campo da teoria geral da relatividade têm relevância por serem
a principal referência sobre o tema, tornando indispensável a correspondência
entre a forma holonômica e a métrica regular.
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A preferência pela formulação preliminar justifica-se tanto pela métrica uni-
modular quanto pela especificidade do tensor curvatura.

Considerando que, apesar de fundamentos conceituais distintos nas formu-
lações, há interseção de aplicação nos dois temas, torna-se instrutiva a compa-
ração, onde cabível. Uma primeira questão é apontar e contornar as incompati-
bilidades. Nesse quesito, a equação preliminar é menos submetida à holonomia
ao propor um tensor unimodular. Não se exige do tensor curvatura que a iden-
tidade de Bianchi seja satisfeita, com a consequência de que a conservação de
energia, no critério que lhe é imposto, não é assegurada em todos os casos. 114

O tensor densidade é o elemento estranho à métrica normalizada, mas tem trato
por partícula pontual. Esse enquadramento também facilita o entendimento da
incompatibilidade entre a versão preliminar e a versão final da teoria.

A fim de motivar a discussão, é preciso imputar um propósito e raciocínio ao
equacionamento. Iniciando pelo último, uma vez que a formulação lagrangiana
dá origem à equação geodésica, não há um balanço claro entre cinética e poten-
cial. O equacionamento depende da escolha de um formato de tensor métrico
condizente com a situação física; entretanto, o tensor métrico é um “parâmetro
livre”. Conjugado ao tensor métrico, o tensor curvatura é compatível com o
diferencial da equação de Poisson. Equação de continuidade é uma forma local
mais restrita do que a conservação de energia, e a ideia das equações de campo
é equacionar a continuidade do fluxo gravitacional por um parâmetro mensu-
rável do movimento: surge o tensor energia. O propósito primário é obter um
tensor métrico capaz de satisfazer as trajetórias geodésicas, evitando situações
dissipativas.

A versão preliminar é “correta” para um caso mais geral, mas intratável.
115 A versão final é mais restritiva; o fluxo gravitacional transita somente por
trajetórias geodésicas e, redundantemente, conservativas. Como efeito colateral,
a holonomia introduz artificialidade ao processo gravitacional ao excluir casos
dissipativos. Há falta de covariância entre sistemas de coordenadas e, ainda
que se fabrique um processo dissipativo por ondas gravitacionais, sofrem com a
escolha de coordenadas. 116

A equação de campo preliminar da teoria geral da relatividade se escreve:
117

Rµν ≡ κΘµν (4.128)

114A previsão de que haja um processo dissipativo é incompatível com a conservação de
energia obrigatória. Faz sentido que a conservação seja contingente a situações específicas,
como descrito na sec. 4.3.2
115Relaxamento da condição de conservação exige balancear as situações de emissão (processo

de Rayleigh), o que não se apresenta de maneira evidente na forma canônica (geométrica) da
equação geodésica.
116É possível apontar uma série de nuances, indo e vindo da proposta preliminar para a

proposta final e sua triangulação com o tensor regular.
Um fato sutil da resolução: a métrica unimodular rejeita a proposta final das equações de

campo (não pode ser obtida por ela), o que pode ser correlacionado ao fato de que a métrica
não pode ser estritamente conservativa, enquanto a holonomia exige que seja. Na resolução
original, ainda pela preliminar, Schwarzschild inicia por métrica unimodular, mas logo em
seguida procede a uma transformação (não-covariante) para coordenadas holonômicas. O que
está implícito nessa transformação, é que não há covariância entre sistemas de coordenadas.
117O tensor de Ricci é preterido nos artigos entre 1912 e 1915. O tensor utilizado em 1913

era Γµν , uma versão com redução do número de termos de Ricci, o que torna interessante
confrontá-lo com o desenvolvido em (4.4.2)
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A análise é segmentada em quatro assuntos, com os destaques para o Lado
Direito, o tensor de energia, parte material do processo; o Lado esquerdo com
o tensor curvatura, parte imaterial; o significado do Vínculo entre os dois lados
da equação. Um último destaque: O Divergente.

[A-Lado esquerdo] Parte imaterial de (4.128), o tensor de curvatura para
métrica normalizada possui identidade de Bianchi trivialmente nula. A con-
sequência, a ação da curvatura nula, corresponde à velocidade de propagação
constante de autopropagação da curvatura, o que fora antevisto. Também é
relacionado ao determinante da métrica e pelo princípio variacional.

A questão sobre princípio variacional do determinante e ação nula está inter-
ligada; um não existe sem o outro. O trinômio identidade de Bianchi, holonomia
e conservação, adicionalmente, a derivada do determinante nulo.

Confronta-se que, para métrica holonômica, o tensor de curvatura intro-
duz holonomia responsável pela conservação. Pela continuidade, conservação
balanceia o divergente da curvatura por uma contraparte material, exigindo
identidade de Bianchi não nula para ser nula. A situação somente é possível
por holonomia, métrica não-unimodular. Situação similar ocorre por princípio
variacional, mas desta vez pelo determinante unitário pela fórmula de Jacobi.

Para a métrica unimodular, os resultados serão semelhantes ao escalar de
curvatura de (4.71c), tem-se:

Rµν −
1

2
gµνR = 0µν (4.129)

O valor da expressão é intrigante em ambas as perspectivas da relatividade
geral: se, por um lado, não contribui para a conservação nas equações prelimina-
res, por outro, embora atenda à condição divergente nulo, ∇ν(Rµν −gµνR/2) =
0µν , o faz de uma forma trivial, tornando-se inútil nas equações da proposta
relativística final. Métrica unimodular não tem resolução pelas equações de
campo, pois não representa holonomia, o que é tema da sec. 4.2 .

A solução da proposta final das equações de campo da relatividade geral
somente é possível por métrica holonômica. A solução originalmente dada por
Schwarzschild desenvolve-se seguindo a proposta preliminar de unimolaridade,
por um conjunto de coordenadas não-holonômicas, mas exige que seja possível
um mapeamento para holonômicas. Por outro lado, em Hilbert esse mapea-
mento não se apresenta por se tratar da proposta final. O mapeamento não é
uma transformação no senso covariante normalizado, e a mudança categórica
exige simetria esférica, métrica fixa e ser invariante no tempo, (gµν)′ = 0. A
abordagem leva a cogitar que a continuidade é equacionável de forma solúvel
somente por um um mapeamento holonômico do espaço, e que, implícito ao
tratamento de formas diferenciais, requer um processo estacionário.

O mapeamento para coordenadas holonômicas na métrica torna o determi-
nante det(gµν) ̸= −1 não-unimodular, o que possibilita equacionar a métrica
por valor diferente do trivial em (4.129) e para um corpo pontual na condição
de vácuo.

Antecipar a conclusão de que a relatividade geral final é mais restrita, pois
somente, na abrangência conservativa, os casos em que pode-se mapear holo-
nomicamente. Nem todos os casos são mapeáveis holonomicamente por um
geometria riemanniana.
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Para a métrica normalizada, a equação (4.129) é categoricamente diferente
do sentido dado na relatividade geral e tem explicação no seu aparecimento nas
aplicações do princípio variacional no escalar de curvatura. A velocidade de
propagação imaterial é constante, portanto, com aceleração nula.

A correspondência entre as curvaturas de ambas as métricas, normalizada e
holonômica, está significada pela equação de Poisson. Algumas substituições de
4.71c são úteis para o tensor Curvatura:

Para g11 = −(1 +Rc/r)δ11, tem-se:

∂11g11 =− 2(1/x1)∂1g11 (4.130)

∂11g00 =− 2δ00δ11δ11g
11g11g11(1/x1)∂1g11 (4.131)

A expressão dada pela métrica é conveniente em um contexto geométrico,
mas obscura no contexto mecânico. A variável fk em (2.74) no arranque resulta
∂1g11|(v=0) = δ11δ11f

1|(v=0)/c
2. Nessa velocidade, cabe diferenciar a condição

estática da condição dinâmica.
A situação dinâmica está vinculada a uma trajetória geodésica e, principal-

mente, rotação hiperbólica do tensor velocidade, o que é marcado por γ̇v ̸= 0
(velocidade nula exclui o movimento circular). 118 Uma velocidade instanta-
neamente nula é ocorrência da mudança de direção do movimento. A situação
estática, iminência do arranque, difere nas qualidades inercial e hiperbólica.
Curvatura é a situação em que não se contempla nenhum movimento corpuscu-
lar específico e se iguala a situação estática.

O caso estático possui um tratamento especial: o equacionamento não segue
a intenção geodésica, mas também não ocorre emissão, como exposto em 4.3.2 ,
devido à velocidade nula. Outra nuance: deve-se empregar a equação (2.86b),
sem facultar o uso discricionário de (2.96b), por conta de γ̇v.

Para deixar patente, a situação estática denotada por:

f1 = f1|(v=0,γ̇=0) (4.132)

O que acarreta:

f1

c2
= −δ11g11∂1g11 (4.133)

A simplificação de (4.131) pode se beneficiar dessas peculiaridades. Iniciando
pela introdução de:

F1 =
f1

γ2v
(4.134)

Faz-se o análogo:

F1 = F1|(v=0,γ̇=0) (4.135)

Assim, no contexto mecânico, o arranque pode ser expresso como:
118Estático, circular e radial são casos notáveis. Não existe caso “exatamente” elíptico.
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F1 = c0c0∂1g00 (4.136)

Por fim (curvatura pela equação de Poisson):

∂1F
1 = c0c0δ11∂11g00 (4.137)

A variável F1 deixa claro que se mapeia uma situação estática/estacionária.

R = − 2

c0c0δ00
∂1F

1 (4.138)

Equação (4.137) pode ser identificada como Poisson tensorial pela métrica,
em vez de ser por um potencial escalar. A advertência é que, embora pareça que
possa ser encontrado sem a necessidade do tensor densidade, esta é a expressão
para 1-corpo central fixo. É importante destacar que a configuração sistêmica
idealizada não é o caso mais geral.

A configuração de 1-corpo central fixo, apesar de facilitar a simultaneidade,
é degenerada por não atender ao balanço pela contraparte, visto na sec. 4.4.5 ,
e não contemplar a velocidade relativa, como a forma mais geral por (2.96b) ,
exceto pelo caso em que a velocidade é nula, como ocorre na escolha estacionária
em (4.135), o que, em consideração a um sistema de partículas, corresponde a
um centroide de massa.

O significado sistêmico de propagação imaterial da atração (força) resul-
tante (componente estática) do centroide de um sistema de partículas deve ser
replicado na contraparte material, o tensor densidade.

O equacionamento abstrai a natureza ondulatória de sua propagação, mas
deve ser encontrado na contraparte.

[B-Lado direito] Parte material da equação (4.128) , o tensor densidade
opera sobre uma distribuição produzida por um sistema de partículas no es-
paço. A concepção analítica conflita com a abordagem pela métrica norma-
lizada o enfoque é para pontual, enquanto uma conceituação sintético é mais
adequada.

A métrica normalizada trata de mecânica do ponto material, abstração para
corpo pequeno o suficiente para ser considerado pontual, ou ainda, centroide
de uma distribuição e o seu deslocamento geodésico. Essa última é a forma de
interesse da seção.

Um sub-sistema de partículas circunscrito a uma região do espaço pode ser
mecanicamente representado por ponto material correspondente ao centro de
momento. Na copresença de outros subsistemas e preservando as características
pontuais, a dinâmica da atração que se estabelece entre as partes é simplifi-
cada no movimento dos centroides, e, com isso, a recorrência recursiva para o
centroide resultante permite abranger casos mais complexos.

Por outro lado, a métrica normalizada estabelece relações diádicas; a com-
posição direta entre três ou mais corpos é dificultada por questões de simulta-
neidade e causalidade, tomadas por relações dois a dois. Admitir que, por lógica
indutiva, todos os sistemas possuirão um centroide mecânico, tomado por base
a formação de átomo elementar, viabiliza a representação pontual.
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A motivação para o tensor densidade pela teoria da relatividade é abran-
gente e de cunho analítico: do movimento das partículas à continuidade do
espaço. Especificidade sintética da distribuição explora peculiaridade abstraída
pela função delta de Dirac e análise funcional. 119

Θµν =

ˆ
dxµ

dτ

dxν

dτ
mδ(r) dτ (4.139)

O tensor é dado na forma pela densidade pontual (Landau e Lifshitz)[63].
Representa densidade de evento de simultaneidade: no entendimento estipulado
para métrica normalizada, não é possível acompanhar a simultaneidade, mas
sim a condicionante peculiar de um observador: centro de momento. A repre-
sentação pontual de uma densidade (por classe de equivalência) é amostral, ou
outra representação possível pelo delta de Dirac.

Regredindo do espaço-tempo para o instantâneo de densidade espacial, um
sistema de partículas possui densidade pela composição pontual.

µ =
∑
n

mnδ
3(r− rn) (4.140)

Uma forma mais elaborada leva em conta que o arranjo de partículas é
instantâneo no tempo. Com esse aprimoramento, surgem questões de simulta-
neidade e, ainda que seja possível ignorar a especificidade de variação do tempo
120 na obtenção do escalar massa total, o mesmo não seria possível em outras
grandezas.

M =

˚ ∑
n

mnδ
3(x− zn) dV =⇒

˚
µ(r) dV (4.141a)

X =
1

M

˚ˆ ∑
n

mnδ
3(x− zn(τ))vn dτ dV (4.141b)

O contrassenso que surge está na representação de massa-pontual por um
centroide de posição definida. Isso traz um certo descompasso com a noção
de oscilação dos corpos e consequente oscilação do centróide de massa. fig.5.,
Por outro lado, um ponto de massa com comportamento oscilatório seria mais
compatível com as definições das seções anteriores. 121

Esse mesmo raciocínio do centro de massa e energia de repouso para uma
massa pontual aplica-se na densidade.

Esse mesmo raciocínio do centro de massa e energia de repouso para uma
massa pontual aplica-se na densidade µ(r). Uma partícula com energia não
possui posição definida; portanto, não faz sentido dizer que uma densidade de
energia possui posição definida.

As velocidades em (4.141b) devem ser medidas por algum ponto. O centro
de momento expressa o equilíbrio e é um centroide de inércia fixo, pelo que se
119 A delimitação temporal, ou por um volume de controle espaço-tempo, tornar-se-á uma

questão recorrente. Ver notas 89 e 91 .
120Seguido formalismo integral da sec. 4.4.3 .
121Ainda que se colete os indícios ondulatórios, a abordagem pontual é de entendimento mais

simples.
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sugere na fig. 6. Ao referir-se a esse centroide mecânico, introduz-se incerteza
posição-momento, pelo que a mesma figura ilustra. Ainda assim, a resultante
deverá possuir um centro de momento fixo. A incoerência aparente é devida à
inversão que se coloca na apresentação ou omissão de equações: o equilíbrio no
balanço dos momentos é a condição imperativa.

Seguindo as indicações precedentes, em coerência com a composição topoló-
gica, sec. 4.4.3 , faculta-se prosseguir pelas propriedades ondulatórias ou densi-
dade de distribuição, sendo o segundo mais expressivo para o espaço. A função
de Dirac somente faz sentido dentro de uma integral, e atribui-se um significado
físico à análise funcional da posição obtida pela integral como a amostra de um
instantâneo por um observador particular.

Os diversos observadores concordam sobre como a causalidade pode ser con-
jugada por um mesmo centro de momento, sendo esta uma propriedade sobre
todos os pontos materiais da distribuição. Sintetiza que a extensão espacial é por
um instantâneo e temporalmente extrínseco, ou seja, não se furta da existência
de um observador.

Nesse enquadramento, a distribuição é sobre o espaço amostral de obser-
vadores que possam coletar sobre o estado dos corpos segundo perspectivas
covariantes. O conjunto dos arranjos de simultaneidade de observações passa
a possuir características termodinâmicas. Macroestado, microestado sugeridos
na sec. 4.4.6, mesmo idioma que, embora por uma conotação diferente, traz
homogeneidade no formalismo para diferentes escalas.

Em microescala, como um sistema de partículas se organiza em relação ao
centro de momento, intenção que pode ser ilustrada por um desenvolvimento
pela função de Green para muitos-corpos.

⟨f(x)|δ(x− x0)⟩ =
ˆ ∞

−∞
f(x)δ(x− x0) dx (4.142)

Macroestado subentende um volume de controle em que densidade compre-
ende uma classe de funções de um mesmo arranjo.

Relatividade Geral escolhe a distribuição dada por Poisson ∇2φ = 4πGρ
da massa pontual para a função delta de Dirac (o mapeamento holonômico do
espaço exige campo e rebalanço da variação de Bianchi), enquanto normalizada
é aberta a outras possibilidades.

O entendimento feito pela métrica normalizada, o tensor sintetiza macro-
propriedades de um centroide de massa e, como tal, traz questões sobre ser
exatamente localizável. O significado de ∇σΘ

µν = 0µνσ é trajetória geodésica
do centro de massa, e corresponde a atravessar uma curvatura ∇σR

µν = 0µνσ .
Nesse quesito, a condição de geodésica é muito mais abrangente (restritiva) que
o divergente ∇σΘ

µν << ∇µΘ
µν , e o estudo da relação entre os dois temas da

continuidade no transporte material.

[C-Divergente] As divergências entre a métrica normalizada e a métrica ho-
lonômica da relatividade geral, conceituais e estruturais, confrontam-se com a
concordância em formalismo, princípios e concordância de resultados em campo
fraco. A intriga é desfeita no entendimento simplificado das condicionantes dos
respectivos modelos energéticos, sendo possível apontar onde se originam e de
que forma terminam.
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Equações de continuidade são leis de conservação mais restritivas sobre a
criação e destruição de uma quantidade física localmente. Esse requerimento de
causalidade é bem adequado à formulação de teorias de campo.

∂Q

∂t
+

˛
∂V

j dS = 0 (4.143)

O fluxo por uma fronteira explica a variação quantitativa. ComQ =
´
V
ρ dV ,

teorema de Gauß e chegar à forma diferencial:

∂ρ

∂t
+∇ · j = 0 (4.144)

O fato importante é que, para isso ocorrer, em leitura ao teorema da di-
vergência de Gauß-Ostrogradsky, está na passagem da medida total por área
(macro, independe da distribuição) para a densidade de volume (micro, depen-
dente de distribuição). 122

Considerando a integral no tempo do teorema de transporte de Reynolds,
formula-se:

˚
V

ρ dV =

ˆ
t

˚
V

∂ρ

∂t
dV dt+

ˆ
t

‹
∂V

j dS dt (4.145)

No segundo termo do lado direito da equação, aplica-se o teorema da di-
vergência de Gauß-Ostrogradsky para composição do “jato” de quantidade J =
[cρ; j]. A diferenciação sobre o índice ∂0 = ∂/∂(ct) simplifica o integrando com
respeito ao volume, e com isso a da expressão diferencial da continuidade para
a forma tensorial:

∂µJ
µ = 0 (4.146)

Seguindo na proposta, deve-se considerar uma família ou classe de equivalên-
cia para a distribuição, a análise avança ao abstrair as propriedades por função
representativa dessa família. Na última expressão, o termo Jµ dS dt não pode
ser colocado como área sem um “gauge” Q0

123 .

ˆ
t

˛
∂V

Jµ dS dt =Q0 −
ˆ
t

ˆ
V

∂µJ
µ dV dt (4.147)

É preciso solucionar a disparidade entre a continuidade material e a repre-
sentação do fluxo imaterial. Tomando que:

(Q′ =) κΦ =

˛
∂V

Jk dS (4.148)

122O conceito de distribuição de densidade difere de fontes e sorvedouros por evitar o surgi-
mento de dimensões extras por onde as quantidades surgem ou desaparecem.
123A quantidade total Q0 denota que evita-se a representação de ponto singular do delta de

Dirac.
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Se ρ é a densidade de Q, tão logo κΦ seja nulo, o termo ∂µJµ condiz somente
ao movimento interno ao volume sem atravessar a superfície de controle e o
sistema é fechado. Entretanto, é esperado vincular κΦ = R, e a ponderação é
sobre o imaterial. Se a matéria não flui por meio da superfície de controle, então
outra quantidade escapa. Simplificadamente, representa a energia-massa que
“projeta-se” ao exterior pela superfície correspondente ao ganho de cinética em
relação à massa de repouso pelas relações relativísticas do movimento interno.

0 =

ˆ
t

ˆ
V

∂µR
µν dV dt =

ˆ
t

ˆ
V

∂µ(J
µvν) dV dt =

ˆ
t

˛
∂V

Jµvν dS dt−Q

(4.149)

Assim, Q é o balanço entre a componente temporal e a componente de
movimento espacial.

Q =

ˆ
∂U

∂µJ
µd4x = 0 (4.150)

A expressão de continuidade clássica informa que a mudança de densidade
intrínseca somente acontece em decorrência de um gradiente; não há criação ou
destruição de matéria, nem o seu teletransporte. Com relação ao espaço-tempo
relativístico, deixa de fora a energia de organização: a forma como a massa
se organiza condiciona a resposta inercial, pois, se, por um lado, uma maior
velocidade produz uma “massa relativística” maior para a métrica local. Porém,
um observador externo enxerga mais lenta a dispersão mc0c0g00. Em síntese, a
energia necessária para mover inercialmente o centroide dessa distribuição não
diferenciará entre densidade material e imaterial no resultado em macroescala.

Especificamente ao transporte, a condição importante é a densidade cons-
tante ser equacionada por sua variação total nula.

dρ

dt
=∂0(cρ) + vk∂k(ρ) = 0 (4.151)

A despeito de a densidade aparente ser nula, a densidade intrínseca ∂tρ
pode não o ser, uma vez que se contraponha como complemento da contraparte
espacial para o resultado nulo. Ou seja, a variação intrínseca da densidade
varia em razão do gradiente experimentado no movimento. 124 A variação
intrínseca no espaço está conjugada a uma variação intrínseca no tempo. Para
uma quantidade constante, a variação ocorre por efeito espaço-tempo, portanto
incompreensível, como o esperado pela variação diferencial de volume det(g∗∗) =
0.

Com isso, tem-se que:

∂µJ
µ =

dρ

dt
+ ρ∂kv

k = 0 (4.152)

Como consequência da variação de densidade ser nula, tem-se que o diver-
gente da velocidade deve ser nulo (invariância do elemento de volume e veloci-
dade independente da posição).
124 As considerações de densidade intrínseca são de interesse para o volume espaço-tempo

em sua contração espacial pela dilatação temporal.
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∂kv
k = 0 (4.153)

O caso clássico de interesse está no movimento orbital. Um mesmo resultado
dessa abordagem seria chamado, em astrofísica, de solenoidal. O movimento
sempre possui divergente nulo, o que é análogo a um limite newtoniano de
situação de conservação pela escolha de uma trajetória geodésica ∇̇µ(γv

µ) = 0.
A ponderação feita é que a trajetória geodésica é condição de transporte mais

adequada que a equação continuidade, satisfazendo o requisito de transporte.
Para a densidade, é esperado, no caso relativístico, que a dilatação da com-
ponente temporal, intrínseca, seja compensada pela contração da componente
espacial.

Outro destaque sobre a propriedade da matéria, para o fluxo circular uni-
forme, poeira em órbita circular, que se caracteriza por ser um vórtice irrota-
cional: tanto o divergente é nulo quanto a vorticidade ∂ × v⃗ = 0 também o é.
125 A conjunção entre o divergente ∂ · v⃗ = 0 e vorticidade ∂ × v⃗ = 0 é denotada
em ∂µv

ν = δµν ∂µv
ν + εµν∂µv

ν , e as expressões também são condizentes com a
noção de que o transporte paralelo ∇κΘ

µν é mais restritivo do que o divergente
∇µΘ

µν ; a satisfação do primeiro implica na do segundo.

***

A forma mais geral da equação da continuidade inclui fontes e sorvedouros
como pontos de “singularidades”. Na perspectiva da continuidade, constituem
uma exceção a exclusão do teletransporte, ou ainda transvio para “dimensões
extras”. Embora esse seja um ponto de atenção para ocorrência local, o interesse
está em outras ocorrências em escala global.

∂Q

∂t
+

˛
∂V

j dS ≡ Σ (4.154)

Um equacionamento dessa maneira deixa de ser solenoidal: o objeto de con-
trole deixa de ser o espaço que define a superfície de controle coordenadas e
torna-se distribuição de matéria no estudo do divergente. A quantidade Σ
esquiva-se da fronteira convencional pela superfície de controle definida em coor-
denada generalizada, o que faz surgir “extra-dimensionalidade”, pois o envelope
∂tQ não é o mesmo que a superfície de controle operada para a quantidade Σ.

A quantidade Q é uma variável de macroestado observada como resultante
pelo exterior da fronteira superfície. Dependendo do contexto, pode ser deno-
minada global, sintética, on the shell, integral, em oposição à local, analítica, off
the shell, 126 diferencial. Uma vez que a condicionante (o que se conhece) seja
a variável macro, as variáveis micro perdem especificidade, o que é denotado na
família de funções por classe de equivalência.
125Em alusão ao éter luminífero, supor-se-ia inicialmente um fluido de viscosidade nula. A

vorticidade exige uma viscosidade infinita, como a de um corpo rígido, confrontando-se contra
a definição inicial.
126off the shell : interações internas cancelam-se mutuamente e não chegam a influenciar a

resultante sobre a superfície.

130



Q ≡
ˆ
V

(ρi)i∈FQ
dV (4.155a)

FQ =

{
fρ

∣∣∣∣ ˆ
V

fρ dV ≡
ˆ
V

Qδ3(r) dV = Q

}
(4.155b)

No interesse relativístico, o envelope material viabiliza o que de outra forma
seria impossível acompanhar por condições de simultaneidade: entrada e saída
de partículas simultâneas para preservar o balanço. A conveniência do valor nulo
em (4.150) circunscreve a distribuição a um sistema fechado pelo seu próprio
autoconfinamento, extinguindo a necessidade do controle por simultaneidade.

A expressão (4.155a) denota a independência da distribuição. A função dis-
tribuição representativa da família é feita pelo valor em macroescala com auxílio
do símbolo de Dirac δ(r). A generalidade é proveitosa quando a distribuição
não segue um padrão funcional: ou por ser estatística, ou por ser dinâmica.

A quantidade global Q resulta em representação espacialmente singular para
a definição local do espaço-tempo. O ponto importante é que não deixe de ser
solenoide para tornar-se divergente ou, pior ainda, afete a continuidade para
esquivar-se do divergente. Dado que a distribuição por função de Dirac coincide
com a definição polo, alguma atenção deve ser dispensada nesse conceito.

Singularidades podem ocorrer na forma de singularidades coordenadas, sin-
gularidades não-removíveis ou singularidade por polos. O primeiro é exempli-
ficado no uso de coordenadas esféricas por uma métrica não-normalizada. A
questão foi discutida anteriormente, com destaque de que ângulos não se trans-
formam linearmente, afetando a normalidade da métrica. Outro argumento
refere-se especificamente à sec. 2.8 , com destaque de que transformações co-
variantes não se restringem a mudanças coordenadas e possuem consequência
na percepção cinética dos observadores. A transformação deve ser normalizada
para preservar as propriedades da métrica, o que se relaciona com o segunda
forma de ocorrência, singularidades não-removíveis.

Singularidades não-removíveis são saltos infinitos por lateralidade (+∞,−∞).
A descontinuidade infinita (ou assíntota vertical com sinais opostos) leva ao co-
lapso do divergente: ponto não pode ser definido nem como fonte, nem como
sorvedouro. Em algumas abordagens físicas, as condições permitem que seja
tratada como mudança de coordenadas. 127 Nesse último caso, a situação é tão
ou mais indesejável que a anterior.

Polo é uma singularidade holomórfica, diferenciável em uma vicinidade bola
aberta. Descontinuidade infinita por uma assíntota vertical em que a vicini-
dade converge para um mesmo sinal. Ele não causa o colapso do divergente: é
fonte ou sorvedouro. Para definição de cada polo, existe uma função ponto-zero
com a mesma taxa de variação (complementaridade espaço-tempo). Apesar de
o polo espacial pela derivada covariante ordinária ∇µ produzir um resultado
divergente, pode-se fazer o entendimento de que a derivada covariante temporal
∇̇µ garanta que seja solenoide no espaço-tempo ao suprir o termo faltante para
satisfazer a definição, em substituição à real condição distributiva. O significado
está no transporte geodésico da quantidade macroscópica por referência ao seu
centroide, enquanto em partículas elementares, a impenetrabilidade.
127Mudança de variável em Kruskal-Szekeres, Eddington-Finkelstein, Painlevé-Gullstrand

revelam a “singularidade nua”.
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A representação da distribuição da quantidade Q pela representação por um
polo espacial é útil na Lei de Gauß do fluxo imaterial.

Entretanto, embora no caso de jato de matéria construído por (4.150) não
haja um fluxo de matéria atravessando superfície de controle, a representação
pontual é motivada na lei de Gauß é o fluxo imaterial. Essa é a distinção
categórica entre as leis de Gauß e a equação da continuidade geral (4.154) com
a presença de fontes e sorvedouro.

A existência conjugada de uma quantidade imaterial Q′ = κΦ, proporcio-
nal ao material, segue trajetória diferente pelo fato de a geodésica imaterial,
ilustrada na seção sec.4.5.1 , ser distinta da material. Ainda que a quantidade
Q esteja autoconfinada por seguir a geodésica material, não há curvatura que
detenha uma quantidade imaterial.

No teorema de Gauß o transbordo pela superfície de controle segue a mesma
indicação de gradiente Jµ dS = ∂µJ

µ dV por uma constante diferente. Adap-
tando às categorias, se, por um lado, no caso material, a matéria está contida
no confinamento gravitacional, por outro, no caso imaterial, a variação nula de
velocidade indica ausência de aceleração.

***

A perspectiva clássica dada até aqui apresenta noções intuitivas preliminares
na conciliação de duas tarefas antagônicas: controlar a distribuição material e
o fluxo imaterial da curvatura.

Nesse contexto, pode-se trazer ilustração de nuvem de poeira. Para uma
composição do tensor momento-energia.

Θµν = JµVν (4.156)

Considerando que o transporte paralelo ∇κΘ
µν é mais restritivo que o di-

vergente ∇µΘ
µν , a derivada covariante temporal ∇̇κ(Θ

µνgµν) é beneficiada pela
invariância da métrica ∇̇κgµν = 0 e a condição solenoidal do jato ∇̇κJ

µ = 0 na
simplificação para:

∇̇κΘ
µν =Jµ∇κ(γv

ν) (4.157)

A dualidade na interpretação: em microescala, a condição solenoide é enten-
dida como continuidade, enquanto em macroescala observa-se o transporte por
geodésica. Em ambos os casos, é válido o equacionamento:

∇̇κΘ
µν = 0 (4.158)

Pelas considerações anteriores sobre a relação com o divergente do tensor,
também é válido ∇̇µΘ

µν = 0. Em ambos os casos, a condição do tensor
momento-energia resulta na geodésica.

∇̇κ(γv
ν) = 0 (4.159)

Pela rotação hiperbólica e pelo cancelamento dos índices alternados, é vórtice
irrotacional puramente imaterial, independentemente das condições materiais.
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Similar ao exposto na ocasião de (4.153) , a partícula deve seguir trajetória geo-
désica, sem colisão para evitar perda de energia e sem decaimento (e consequente
colapso).

Incompressibilidade refere-se à mudança de volume. Na métrica normali-
zada, o elemento diferencial de volume é o determinante da própria métrica:
como a derivada é nula, o volume é constante. A coerência nisso é que a densi-
dade do espaço é dada pela própria métrica espaço. Em contraste, quando indi-
ferente ao transporte paralelo pela trajetória geodésica, o transporte solenoidal
pelo divergente nulo é sobre a densidade do elemento transportado. Assim, no
caso holonômico, a curvatura é o antecedente e resulta na consequente variação
da métrica. Isso explica os termos espaciais não-normalizados da holonomia em
vez da complementariedade entre espaço-tempo da normalizada. 128

Ainda assim, em holonomia, a condição de continuidade do divergente nulo
é conservativa da quantidade transportada, no entendimento de que o gradiente
permite escrever potenciais balanceados. Ou seja, mapear no espaço um campo
métrico em vez de tratar por relações diádicas como na métrica normalizada.
Algumas questões que surgem dessa abordagem estão na transformação de escala
por calibre, mas, em geral, campos potenciais simplificam o processo.

A abordagem normalizada pode mostrar se mais equilibrada, entretanto res-
trita a dois corpos, enquanto a holonômica é mais direta. Dentro da limitação do
que se é esperado para uma representação, a delimitação conceitual de critérios
balizam escolha para uma aplicação.

Pela proposta normalizada, a gravitação é geometrizável por uma holonomia
da mesma maneira que a regularidade da propensão manifesta da dinâmica é
mapeável de maneira latente para todo um espaço por um potencial. Congruên-
cias e razões de medidas espaciais próprias a substituem a forma analítica por
uma forma geométrica.

[D-O Vínculo] O entendimento de vinculação vem da relação analítico-sintética
entre microestado e macroestado. A massa pontual faculta a escolha topo-
lógica, apresenta formulação de critério de mapeamento pela correlação entre
quantidades intensivas e extensivas em complemento à recorrência intrínseca no
remapeamento extrínseco.

As equações da física são expressões de proporcionalidade ou definição de
identidade. Tomando como exemplo a lei dos gases ideais.

PV

N
= kBT (4.160)

Os dois lados da equação correlacionam uma mesma quantidade física. A
temperatura do gás ideal é proporcional à pressão e volume do recipiente. Em
outra equação da termodinâmica estatística sobre gases ideais, tem-se:

⟨E⟩ = 1

2
mv2rms =

3

2
kBT (4.161)

128Como na métrica normalizada não há limite de densidade para curvatura, pode-se es-
pecular sobre sua relação com os processos Breit-Wheeler e Bethe Heitler para o caso da
eletrométrica.
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Essa expressão de proporcionalidade pode ser tomada como definição para
temperatura, entendido que o fenômeno macroscópio é medido pela energia
cinética média das partículas de gás.

Essa expressão de proporcionalidade pode ser tomada como definição para
temperatura, entendendo que o fenômeno macroscópico é medido pela energia
cinética média das partículas de gás. Assim também o é R = κΘ. Pela relação
de Bianchi trivial em (4.129), pode-se escrever (4.128) como:

1

2
gµνR ≡ κΘµν (4.162)

A expressão de proporcionalidade não explica a natureza do fenômeno, en-
quanto a definição de identidade o faz.

Seguindo a teoria cinética dos gases da termodinâmica clássica, pode-se su-
por uma nuvem de gás que possua volume inicial correspondente à baixa den-
sidade. Com o passar do tempo, colapsa em direção a um ponto único devido
à atração gravitacional. O volume de controle inicial não está em equilíbrio e,
além da cinética do gás, deve-se considerar a ação do potencial como um “pistão
gravitacional”.

Temperatura é estritamente intensiva apenas quando o sistema está em equi-
líbrio térmico, porém deixa de ser “estritamente” uma medida intensiva quando
o sistema está em equilíbrio térmico não-local. Também não é intrínseco, uma
vez que o valor esperado depende da configuração total, dada pela gravidade,
pela quantidade de massa, densidade e estágio de evolução.

A teoria cinética dos gases define temperatura apenas em função do movi-
mento cinético. Na nuvem colapsante, a medida intensiva pelo equilíbrio pode
ser substituída pelo teorema virial. Afirma que, para um sistema mantido unido
por gravidade, um valor médio para energia cinética total é igual à metade do
potencial gravitacional liberado. O potencial deixa de ser ignorado, e a discus-
são torna-se sobre sistemas dinâmicos. A formulação de “invariante” na forma
hamiltoniana H = T +V , energia específica orbital ou vis-viva completa o novo
quadro.

A temperatura, pela estatística termodinâmica dos gases ideais (4.161),
possui a mesma estrutura da velocidade RMS que o tensor momento-energia
(4.139). Reinterpretando a ilustração, o volume de controle, no instante do
quadro inicial da nuvem de gás, a dispersão não concentra massa suficiente para
produzir uma curvatura significativa. Conforme o sistema evolui, a formação
de um adensamento central produz aumento da curvatura métrica. Tensorial-
mente, se o sistema não estiver em equilíbrio local, o valor esperado (tempe-
ratura/pressão) não é um número simples, torna-se dependente da direção do
fluxo (quer por anisotropia ou viscosidade).

O traço nas equações (4.128) ou (4.162) resulta em uma expressão de mesma
forma da operação análoga nas equações de campo Rµν − gµνR = κΘµν da
Relatividade Geral, sendo uma comparação de significado.

Em ambos, o traço muda conforme a nuvem se comprime; a geometria do
volume de controle precisa se adaptar “instantaneamente” para satisfazer a equa-
ção.

R = κΘ (4.163)
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Em comparação, a Relatividade Geral possui uma dupla tarefa: dar forma e
movimento à distribuição de matéria, concomitante ao mapeamento do campo
de curvatura métrica. 129 A equação expressa uma identidade do espaço pela
continuidade do transporte da densidade de energia. O mapeamento como pro-
priedade do espaço introduz holonomia. Estritamente conservativo, difere da
métrica normalizada por sua “organização energética”: simetria esférica, orga-
nização da parte não normalizada, ausência de fontes e sorvedouros.

Por outro lado, a métrica normalizada toma (4.128) como uma expressão de
proporcionalidade, é sempre por um volume de controle por exigência da função
de Dirac, sendo assim uma medida do sistema pelo seu centroide de massa. 130

ˆ
R =

ˆ
κΘ (4.164)

Mantendo a comparação com o virial da nuvem de gás, a equação faz a
correspondência entre “energia potencial” de uma posição pelo substituto equi-
valente de e energia ganha no impulso por colisões no ponto.

Popular virtualmente o espaço por uma amostra representativa dá materia-
lidade ao potencial.

Aspecto estatístico (indiferença ao microestado) é oportunamente reaprovei-
tado na representação das dinâmicas. Posições são eventos de simultaneidade, e
a exigência de uma integral coloca a perspectiva de um observador como amos-
tra, 131 o que remete à equação (4.142).

Métrica normaliza descreve movimentos por massa pontual, e a equação
(4.163) refere-se a um centroide. O tratamento de corpos extensos foge ao escopo
dessa proposta; entretanto, o “viral métrico” pode ser sugerido para confrontar
o modelo de equilíbrio hidrostático estelar, 132 Outro ponto de interesse, em
estruturas extensas, anomalia dinâmica na rotação de galáxias.

4.5.3 [Entwurf $6] Gravidade e Eletromagnetismo: Vácuo e Meio
Dielétrico

Seguindo a proposta preliminar da relatividade, embora a métrica afete to-
dos os campo por sua transformação covariante, somente a gravidade responde
diretamente à variação segunda do tensor métrico. A propagação de onda ele-
tromagnética é geometricamente condizente com a curvatura gravitacional e,
uma vez que ondas gravitacionais deslocam-se na mesma velocidade, pressupõe
natureza compartilhada.

Na mecânica de onda gravitacional, onda de variação intrínseca da métrica,
corresponde à autopropagação dessa métrica em sincronicidade, atualização de
seu efeito no espaço, como sugerido na sec. 4.4.6 . Onda eletromagnética seria
129 Nota: essa é a dupla tarefa de densidade energética. Adiante a dupla tarefa de tensão-

pressão.
130 Segue conforme 89, 91 e 119.
131Na geometrização do problema, mapeamento simplifica a natureza dinâmica do sistema,

mas a própria idéia de metrificar todo o espaço, em vez da relação diádica, introduz espaço
absoluto.
132 A intensidade dos efeitos métricos pode ser desconsiderada no limite de Chandrasekhar.

O limite de Tolman-Oppenheimer-Volkoff é de maior interesse para métrica normalizada, e
uma equação de equilíbrio hidrostático para métrica normalizada é apresentada adiante.
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perturbação na métrica gravitacional, possuindo a mesma mecânica, mesmo que
por outra natureza.

Eletrodinâmica clássica possui seu próprio formalismo covariante, escala de
calibre, que não apresenta a mesma regularidade da geométrica que a métrica
gravitacional. Entretanto, a convergência entre as duas naturezas ocorre na
aceitação da mudança de escala.

A onda métrica no espaço atua pela alternância na escala de contração do
espaço e dilatação do tempo. A onda eletromagnética, nessa mesma concepção,
implica que uma carga elétrica deveria produzir efeitos no espaço-tempo capazes
de propagar-se pela métrica. Uma abordagem pode ser elaborada para como os
corpos produzem ondas. Uma vez que o cancelamento de cargas resulta em corpo
de carga neutra representado apenas pela massa, então, em vez de polarização
elétrica do espaço-tempo gravitacional, uma abordagem mais consistente seria
a composição da neutralização do espaço-tempo elétrico.

Seguindo uma idealização clássica, suponha um átomo 1H, prótio composto
por e− e p+ em uma posição A. Em um instante do tempo, no eixo de alinha-
mento do dipolo elétrico, a carga negativa e− é montado verticalmente abaixo
da carga positiva p+. No mesmo instante, outra partícula 1H, em uma posição
equatorial B, encontra-se distante o suficiente da primeira partícula para evitar
forças de Van der Waals e não formar uma molécula diatômica.

A situação é instável, entre outros motivos, pela inércia distinta entre as
partículas de carga e− e p+ de um mesmo átomo, mas a disposição oferece
distâncias e forças para uma análise estática da resultante no instantâneo.

Na posição alternada idealizada entre as cargas de dois átomos, é esperada
atração.

e−

p+

1H em A

p+

e−

1H em B

Figura 9: Instantâneo da disposição espacial de dois atomos 1H.

Análise da resultante de forças indicaria que cada par elétrico, ao mesmo
tempo que atrai, atua no sentido de separar as partículas do outro par, o que é
contido e superado pela atração do par. Por uma distância grande o suficiente,
a configuração é vista como atração entre duas cargas neutras 1H.

Supondo a eficiência total na neutralização de cargas, analisar como a resul-
tante emula atração por movimento geodésico em proporção das massas resul-
tantes e razão com gravidade esperada para massa resultante de cada átomo.

Retoma que o movimento por trajetória geodésica condiciona a variável de
velocidade ao equacionamento geodésico para preservar a velocidade limite. As
variáveis coordenadas em (2.96a) são condicionadas por uma resultante da cur-
vatura em (2.96b). Em uma inspeção cuidadosa, atração é aditiva para situação
de “arranque” pela sua composição primária dos efeitos da variação métrica; en-
tretanto, as variáveis coordenadas não são separáveis e a “resultante pela soma
direta de potenciais não é possível. A questão torna-se circular; se houvesse
uma álgebra de métricas, resolver-se-ia o impasse surgido por sua ausência. O
sistema de partículas é melhor analisado pelo tensor energia.
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O tensor energia possui unidade de energia por volume, atendendo ao in-
teresse externo por uma massa de repouso; e unidade de pressão no interesse
de composição interna e como se equaciona a uma resultante de forças (4.138).
Isso explica a “anatomia” e “fisiologia” do tensor, mas falta o entendimento do
“metabolismo”. No tensor, a energia depende apenas da cinética, e não depende
da natureza da força que a impulsiona, como apresentado na eq. (4.139). A
adição de velocidade não segue uma escala linear de energia: quanto maior for
a velocidade, mais energia seria necessária para o próximo incremento. Nesse
raciocínio, seria inercialmente mais “pesado”; entretanto, negligenciam-se os efei-
tos métricos. Na orbitação, uma maior velocidade somente é obtida com uma
maior proximidade, e a concentração de massa incorre na sobreposição dos efei-
tos métricos individuais. Por um lado, isso explica a intensificação da curvatura
resultante; por outro, cada corpo estará exposto a um efeito métrico maior.

O tensor energia expõe a primeira parte, que relaciona a cinética com maior
curvatura. Implícito, há a energia de organização e de formação: se cada corpo
está exposto a um efeito métrico maior, então a parcela mc0c0g00 pela métrica
resultante da equação de dispersão relativística será menor, explicada como
energia de autogravitação. 133. Em outra perspectiva, um observador externo
percebe o corpo com velocidade menor por efeito de g00, portanto mais leve
pela “massa relativística”. A questão da energia de formação: a concentração
somente ocorrerá com perda de energia em processo natural de orbitação. O
corpo só decai se perder energia.

A forma “traço escalar” (4.163) relaciona a energia virial à curvatura por uma
constante de escala. Em gravitação, todos os corpos sofrem a mesma aceleração,
pois a força exercida é em proporção à massa, enquanto na eletrodinâmica a
aceleração depende da carga. Gravidade é geometrizável, ou seja, é possível
atribuir uma mesma curvatura de uma fonte métrica para todos os corpos.
O processo de neutralização entre as partículas elimina interação com carga
externa, mas não ajusta a escala de curvatura. Construir um tensor de curvatura
de eletrodinâmica neutralizado exige duas mudanças de escalas. O escalar de
curvatura para uma natureza de atração depende da força estática, como visto
em (4.138). Assim, a relação de escala entre duas curvaturas pode ser posta por
uma constante.

Re = Rgκ(e/g) (4.165)

Com isso, a relação do tensor curvatura com o tensor energia torna-se:

Re = κgκ(e/g)Θe (4.166)

A relação revisita uma constante da hipótese de Dirac; distrativa para discus-
são em curso, aprofundamento na interpretação é postergado para outra seção.
O importante aqui é que essa razão implicaria em um volume de controle má-
ximo por um horizonte de partículas. 134 Torna-se premente analisar o tensor
curvatura.
133 Atomicamente a perda de massa é observada “defeito de massa” pela eletrodinâmica.
134 A razão recai em grandezas coincidentes com a “Hipótese de Dirac para Grandes Núme-

ros”. Pela necessidade de um volume de controle, a limitação pelo raio pela idade do universo
é conveniente. Aqui é denominado Horizonte de Dirac.
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κ(e/g) =
Fe
Fg

=
e2

4πϵ0Gmpme
(4.167)

Em uma concepção mais moderna, as partículas em Θe seriam localizadas
por (4.142). Ao contrário de teorias de campo, em que campo é atributo do
espaço, a métrica normaliza fundamenta-se na realidade cinemática material;
com isso, a delimitação de um volume de controle, como exposto em (4.164).
A necessidade de um controle de volume implica na escolha da distribuição.
Embora tenha procuração para uma função representativa (4.155a) do centroide
de massa, a formulação possui suas nuances.

Centro de inércia em movimento inercial 135 é apresentado em 4.5.2 pela
condição do transporte paralelo. Similar a (4.141b), tem-se:

χ =
1

2π

ˆ
R dV (4.168)

Tal qual a força resultante é uma simplificação para as forças atuantes “den-
tro” de um corpo, a curvatura resultante reside na capacidade de abstrair ponto
material por uma distribuição representativa, trazendo a importância de um
volume de controle (4.168) :métrica normalizada é demonstrada somente para
massa pontual.

O tensor Θµν depende apenas da cinética das partículas, sem menção à natu-
reza que produz a curvatura, enquanto o tensor Rµν é curvatura metrificada pela
natureza da atração. O fator de acoplamento κ, contanto que seja constante,
pode relacionar atrações de naturezas diferentes.

Da equação (4.138), é possível simplificar R = GM/(c2r3), e com ρ ∝M/r3

tem-se que R ∝ Gρ/c2. Com isso, é possível chegar ao equivalente da resposta
inercial-gravitacional à presença de uma curvatura. Em reverso, uma curvatura
somente ocorre pois os corpos possuem uma resposta inercial gravitacionalmente
válida.

G

ˆ
ρH dV = κ

ˆ
gmnR dV (4.169)

Posto de outra forma, a constante gravitacional G é um fator de proporcio-
nalidade com que inércia a atua sobre curvatura. Escolhendo ρH a distribuição
de massa para o átomo de hidrogênio 1H por massa pontual, chega-se a uma re-
sultante gravitacional. Por outro lado, a composição massa energia deve refletir
a cinemática pela soma individual de seus constituintes, como predito em 4.162

Θ =

ˆ
(v2eMeδ(r) + v2pMpδ(r)) dt (4.170)

Embora as velocidades sejam resultados da eletrodinâmica, o entendimento
é que expressam uma relação de proporcionalidade em vez de uma identidade do
espaço. Sai do roteiro analítico das equações de campo da relatividade geral, mas
135O movimento é inercial a despeito da sua oscilação pela natureza ondulatória, como

ilustrado em 5a .
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que possui enquadramento sintético pelo tensor métrico regular. A constante
de acoplamento κH para o arranjo, aqui um intercâmbio eletrogravitacional.

GρH ≡ κHΘ (4.171)

Percebe-se que a densidade resultante ρ = Mδ(r) varia com a distância
radial rn = n2r1 entre as partículas, seguindo a sequência de raios estáveis do
modelo de Bohr.

A massa total do átomo varia com a emissão e absorção de energia, em
contraparte à mudança do radial e consequente variação cinética nas partículas.
Sendo assim, a diferença de massa entre dois estados estáveis leva a uma variante
da fórmula de Rydberg adaptada para relação massa-energia. Entendido que
v = cα na eq. (4.109), a expressão de energia corresponde a:

1 Ry ≡ hcR∞ = α2mec
2/2 (4.172)

A energia liberada pelo decaimento orbital é o fundamento mecânico por
detrás da equação (4.171) e sua relação com (4.172), substituindo no tensor a
velocidade β = v/c pela velocidade α em (4.109) equivalente da eletrodinâmica,
a velocidade de Sommerfeld. O tensor energia ressignifica a massa das partículas
constituintes p+ e e− pela sua velocidade para uma nova massa de repouso
resultante 1H, descontada a energia liberada em cada nível. A proporcionalidade
com a curvatura é trazida por uma constante de escala.

A proporção dada pela razão entre Fe/Fg e as forças gravitacional e eletros-
tática não possui uma denominação oficial como uma unidade de medida. Na
física teórica, ela é central na Hipótese dos Grandes Números de Dirac. Para o
átomo de hidrogênio, resulta em, aproximadamente, 2, 26 · 1039. 136

A existência da expressão (4.170) justifica conceitualmente por que a soma
das massas não pode ser dada diretamente pela soma das massas na métrica
g11 = 111 + Gc−2

∑
i(mi/ri)11. Em outro aspecto, uma “soma” das métricas

individuais ignora todas as questões de “mobilidade” apresentadas em sec. 2.2 .
Por fim, a métrica regular é demonstrada para distância a partir de uma única
posição fixa radial, a variável coordenada de derivação, o que não acontece por
conta da dispersão de pontos do termo

∑
i(mi/ri), por movimentos independen-

tes. Entretanto, a convergência desses pontos permitiria uma única distância
de derivação.

Tomando um tensor métrico de natureza eletrodinâmica, em que o espaço-
tempo é afetado por ka = q2/4πε0mac

2, e considerando que a diferença entre
as massas do elétron e do próton seja de tal ordem que o centroide de inércia
possa ser representado pela posição coincidente ao próton, formular-se:
136 Aqui o foco é a preservação da massa. Ainda que se possa especular sobre variação na

definição da escala do tempo extrínseco, como deixa aberto em 100, aqui as constantes físicas
são tratadas como constantes.
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Atração: g11 =

(
1 +

ka
r + δ

)
11

(4.173a)

Repulsão: h11 =

(
1− kb

r

)
11

(4.173b)

Neutro: f11 = g11h11η
11 ≈

(
1 +

ka − kb
r

)
11

, (r >> δ) (4.173c)

Conforme mencionado anteriormente, gravidade é geometrizável, ou seja, é
possível atribuir uma mesma curvatura de uma fonte métrica para todos os
corpos. Todos os corpos sofrem a mesma aceleração, pois a força exercida é pro-
porcional à massa, enquanto na eletrodinâmica a aceleração depende da relação
entre carga. Assim, um e− pode possuir duas métricas, uma em relação a outro
e− e outra em relação a um p+.

Atração segue a normalidade da métrica, sendo que em r+δ o deslocamento
δ é considerado fixo, segue órbita circular fixa e não entra como variável do
movimento. Repulsão possui sinal relativo negativo, indicando a condição de
partículas de mesma polaridade. Apesar de o sinal negativo apresentar questões
de singularidade em proximidade com raio crítico, a interpretação em cargas de
mesma polaridade representa impenetrabilidade, reafirmando que: não é uma
propriedade do espaço, é uma relação entre corpos.

Em proximidade ao átomo de 1H qualquer partícula é sujeita ao dipolo
formado pelas partículas constituintes. Nessa região, faz-se a análise de sistema
de “forças”. Entretanto, há convergência da condição de neutralização e ponto
material, ambas alcançadas se distante o suficiente para ser considerado por um
único ponto.

A convergência pontual é observada na métrica quando r >> δ > k, con-
dição em uma “aritmética das métricas”, é possível sem recair nos problemas
enumerados anteriormente.

O produto triplo-métrico f11 = g11h11η
11 em (4.173c) inclui o termo η11

para preservar a variância. 137 Para raio grande, o termo que envolve o raio
quadrático torna-se ínfimo por kakb << min(ka kb) < 1. Outro termo resolve
para:

ka
r − δ

− kb
r

=
rka − (rkb −��δkb)

r(r + δ)
≈ r(ka − kb)

r(r + δ)
=

(ka − kb)

r + δ
≈ (ka − kb)

r
(4.174)

A expressão resultante converge assintoticamente para métrica que varia
pelo inverso da distância. Em condição de grande distância, satisfaz (4.165) e,
por conseguinte, (4.166). As cargas neutralizadas emulam a resposta inercial na
mesma proporção que a gravidade.

Ondas gravitacionais e eletromagnéticas propagam-se na mesma velocidade,
são da mesma espécie, embora originadas por especificação de carga diferente.
Oscilação na contração do espaço e dilatação do tempo. Aqui a definição de
tempo torna-se mais importante.
137Poderia ser g11h11η11.
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Em um entendimento simplista, pode-se dizer que gravidade é uma onda
eletro-neutra, 138 o que seria tendencioso pela decomposição inicial de cargas
elétricas. O reverso seria afirmar que a polarização do meio altera a magnitude
da curvatura. Ambas são influência da escolha inicial de representação; a forma
mais equilibrada é pela ondulatória. As naturezas elétrica e gravitacional estão
conjugadas, e a temporização da onda depende das duas.

A neutralização faz predominar o caráter inercial, e o caso ideal elimina-
ria tanto a carga quanto a massa. Supondo que, em vez da manipulação da
variação radial δ/r → 0 do desenvolvimento anterior, fosse possível reduzir con-
tinuamente a distância entre as partículas de carga, nesse caso as partículas e+
e e−, fazendo com que a distância δ entre as partículas seja tão pequena quanto
possível, teria-se em (4.173c) para os corpos na vicinidade do dipolo a resultante
dada pelo limite lim

δ→0
f11 = η11, descrevendo o processo conhecido de aniquila-

ção entre partículas. Faz nota que, nesse caso, a discussão relevante seria por
consideração sobre kakb e que a expressão mais adequada para 4.173a seria a
pela métrica exponencial g11 = exp(k/r), 139 que constitui uma discrepância
com a métrica convencional em raio pequeno, mas ambas possuem a mesma
convergência em raio grande. Como anteriormente, as limitações métricas são
superadas no domínio da frequência.

As frequências de propagação se originam por uma oscilação “forçada”, re-
tomando a discussão que segue a figura 8 e se estende para o texto da indexa
a nota 100. A frequência natural depende tanto da inércia quanto de cons-
tantes de natureza elétrica. Aspectos diferentes de um mesmo fenômeno, e a
circularidade indica uma relação sistêmica.
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A atração é um fenômeno ondulatório, que pode ser decomposto pela domi-
nância elétrica (proporcional à carga) ou inercial (proporcional à massa).

Mecanismo de massa-tempo, ou, simplificando, mecanismo de massa com-
pleto, deve contemporizar com outros fenômenos além da aniquilação massa-
carga: processos de criação Breit-Wheeler e Bethe-Heitler. Confrontados com
as novas ideias de “campo” e “onda” e de estipulação de uma densidade de cur-
vatura limite; mecanismo de massa do decaimento beta de um nêutron.

4.5.4 Ação de Hilbert

A ação de Hilbert, é antecipada no entendimento de que a curvatura se propaga a
velocidade constante; portanto, a equação de Euler-Lagrange, aceleração, é nula.
Na forma convencional para métrica normalizada, a aplicação do resultado de
Euler-Lagrange ‘geral’ seria (4.129). Nessa leitura prévia do resultado de Hibert,
curvatura nula é somente ausência de massa, pois o tensor densidade também
seria nulo Θµν = 0µν .

Há uma colisão entre o que a expressão Euler-Lagrange pode apresentar:
propagação, por seu significado geodésico; formulação de força, por seu signifi-
cado dinâmico; propagação de força, pela combinação de ambos.
138 Outra ideia que teria apelo, gravidade seria força residual ou emergente, tal qual ocorre

na descrição da força nuclear em relação à força forte. Por outro lado, pelo potencial de
Yukawa, decaimento exponencial induzido pela neutralização, a atração elétrica deixaria de
“ofuscar” a natureza inercial.
139 Métrica exponencial normalizada é elaborada adiante. Cf. 33 e 88
140 O espaço Minkowski é cinemático, mas não é cinético, como será visto adiante.
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A expressão Euler-Lagrange conjuga dois significados: propagação, por seu
significado geodésico; formulação de força, por seu significado dinâmico. Em
síntese, propagação de força, pela combinação de ambos.

A seção encaminha a reformulação lagrangiana de Hilbert no interesse do
tensor métrico normalizado. O termo variacional para ação de Hilbert se de-
compõe em:

δ(
√
gR) =δ(

√
gRµνg

µν) = (δ
√
g)Rµνg

µν +
√
ggµν(δRµν) +

√
gRµν(δg

µν)
(4.175)

Três termos independentes são obtidos da aplicação do princípio variacional
na ação:

(δ
√
g) Derivada do determinante (4.176a)

(δRµν) Identidade de Palatini (4.176b)
(δgµν)Rµν Remanescente (4.176c)

Em comparação com a forma holonômica, ocorre eliminação do termo pela
derivada do determinante, e destaque vai para revisão da fórmula de Jacobi
da derivada do determinante na condição de dependência funcional entre as
componentes métricas. Na métrica regular, o determinante torna-se a função
implícita para as componentes métricas, tornando os termos interdependentes
no acoplamento diferencial. Como o determinante é constante, o resultado é
nulo. Além disso, a especificidade da métrica normalizada está na existência
de duas curvaturas cardinais, sendo que a curvatura temporal está sempre em
reciprocidade com a curvatura pelas componentes espaciais, vista na sec. 2.5 .

Determinante da Métrica Como a métrica normalizada é unimodular, o
cofator é igual à inversa;

Seja o determinante dado por:

det(g∗∗) = gmnδ
m
p δ

n
q ε
pijkεqrstgirgjsgkt

1

(εabcdεabcd)
(4.177)

A expressão destaca a expansão por cofatores de Laplace. Pode-se obter o
cofator do elemento gmn ao eliminar esse mesmo fator da expressão e ajustar as
permutações para obter índices livres. Assim, uma operação cofator pode ser
expressa:

Cof(g∗∗)
mn = δmp δ

n
q ε
pijkεqrstgirgjsgkt

1

(εabcεabc)
(4.178)

Repara-se que é reduzida a ordem das permutações de εabcdεabcd = 4! para
εabcεabc = 3!.

gmn Cof(g∗∗)
mn = 4det(g∗∗) (4.179)

Então, na versão reduzida:
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cof(g∗∗)
mn = δmp δ

n
q ε
pijkεqrstgirgjsgkt

1

(4εabcεabc)
(4.180)

Seguindo a expansão de Laplace, a operação de cofatores de um tensor co-
variante é um tensor contravariante. Em reverso, pela manipulação de índices,
obtém-se definição da operação de cofatores do tensor contravariante, denotado
na forma covariante cof(g∗∗)mn.

No caso de transposição, o que afeta a mudança dos índices nos símbolos de
Levi-Civita εqijkεprst (ou então δmq δnp ).

cof(g∗∗)
mn = adj(g∗∗)

nm (4.181)

Repara-se que, como os índices m,n são fixos:

gnkδ
k
m adj(g∗∗)

mn = δkm det(g∗∗) (4.182)

Então:

gnkδ
k
m

adj(g∗∗)
mn

det(g∗∗)
= δkm (4.183)

As expressões possuem uma definição de inversão pelas propriedades estru-
turais.

gµν =
adj(g∗∗)

µν

|g∗∗|
gµν =

cof(g∗∗)
νµ

|g∗∗|
(4.184)

O tensor é ortogonal, em relação à transposição matricial, então, pela mani-
pulação dos índices da operação, caso de inversão:

gµν = cof(g∗∗)µν (4.185)

gµν =
cof(g∗∗)µν

|g∗∗|
gµν =

adj(g∗∗)µν
|g∗∗|

(4.186)

Ilustrando para métrica esférica normalizada:

det(g∗∗) =ε
pijkεqrstgpqgirgjsgkt

1

(εabcdεabcd)
(4.187)

=εqrstg0qg1rg2sg3t =

=ε0123ε0123δ22δ33g00g11

=ε0123ε
0123g00g11

=ε01ε01g00g11
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O resultado esperado pela equação (2.54) . O refinamento nos símbolos de
permutação vem ao fixar índices 2, 3 e εqr23, que se tornam εqr para permutação
entre 0, 1; ou seja, εpi23εqr23δ22δ33gpqgir torna-se igual a εpiεqrgpqgir reduzido
para os índices 0, 1.

εijεmn =δimδjn − δinδjm

ε01ε01 =δ00δ11 − δ01δ10 = δ00δ11 (4.188)

Na métrica normalizada, inversão, cofator e adjunta são, diante da mani-
pulação da ordem de índices, conceitos unificados. O determinante unimodular
pode ser pelo produto de qualquer componente por seu inverso.

det(g∗∗) = gµν adj(g∗∗)
µν (4.189)

A derivada do determinante é pela regra do produto entre uma componente
vezes o seu cofator, que torna:

∂det(g∗∗)

∂gαβ
=
∂gµν

∂gαβ
gµν + gµν

∂gµν

∂gαβ
=
∂gµν

∂gαβ
gµν − gµν

1

gµνgµν

∂gµν

∂gαβ
= 0αβ

(4.190)

Identidade de Palatini . O resultado normalizado é similar ao holonômico
no aspecto de não contribuir com a ação. Com atenção à fórmula de Voss-Weyl,
por atenção ao determinante da métrica.

Γµµν ̸= 1√
det(g∗∗)

∂
√
det(g∗∗)

∂xν
(4.191)

Sua aparição em demonstrações ocorre no divergente ∇νA
ν . Especifica-

mente, o desfecho gµνδRµν ≡ ∇µX
µ: quando a variação é pela métrica no

limite, o termo não contribui para a ação.

∂iU
i =

1
√
g

∂

∂xi
(
√
gU i) (4.192a)

∇iU
i =

1
√
g
∇i(

√
gU i) (4.192b)

Remanescente A ação resultante corrobora, para métrica normalizada, a
equação preliminar (4.128) .

Rµν =
1
√
g

δS

δgµν
(4.193)
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A escolha entre o significado geodésico ou dinâmico da equação de Euler-
Lagrange também influencia a ocorrência de variáveis cíclicas ou ignoráveis. A
interpretação pela dinâmica entre dois corpos vincula simetria e conservação
à reciprocidade. A forma geodésica, a abstração de um dos corpos, coloca a
métrica como substituto na associação entre simetria e conservação.

O caso normalizado, pela exigência de restringir a relação entre dois corpos,
a simetria é atributo da relação entre os participantes. Holonomia abstrai a
presença de corpos pela formulação de campo; assim, simetria é uma necessidade
holonômica que é contingente à formulação formalismo. 141

O tensor densidade-energia tem desenvolvimento similar. Para fazer constar:

S =−
ˆ
mc2ds = −

ˆ (˚
µdV

)
c2 ds = −

˘
µc2

γ
dx4 (4.194)

Densidade lagrangiana ΛM:

ΛM =− µc2

γ
(4.195)

Princípio variacional:

δ(
√
−gΛM) = =

√
−g(δΛM) +����(δ

√
−g)ΛM (4.196)

Como o determinante da métrica é constante, o termo δ
√
g não segue a

fórmula de Jacobi para derivada do determinante, vista anteriormente.
O tensor densidade é:

Θµν =
2

−√
g

δS

δgµν
=

1√
ẋµẋνgµν

µc2ẋµẋν = γ2µẋµẋν (4.197)

LM =

˚
ΛM dV =− c2

γ

˚
µdV (4.198)

4.5.5 Energia em escala absoluta: De Émilie para Emmy

Historicamente, as leis de conservação de energia surgiram em sequência das leis
de Newton. A seção apresenta uma revisão normalizada para conservação.

Na situação de dois corpos, seguindo as leis de Newton, um corpo se manterá
inercial e somente pode ganhar (ou perder) momento, por variação proporcional
à massa, se sua reação corresponder a uma ação de outro corpo.

A condição é independente de a força ser de contato ou ação à distância,
difere apenas pelo modo ou forma de transferência da força, mas não as quan-
tidades: a posição espaço-tempo no instante de contato é a mesma entre dois
corpos, enquanto a interação à distância, a sincronia da ocorrência do balanço
é avaliada como um evento de simultaneidade.
141A condição necessária para a aplicação do teorema de Noether para conservação de energia

é que a energia cinética seja expressa em coordenadas generalizadas.
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A terceira lei equivale ao princípio da conservação de momento. Na ação
à distância, a conservação do momento, balanço simultâneo aferido por todo e
qualquer observador, é possível, apesar do tempo de propagação, por um padrão
de repetição periódico que torna o movimento ondulatório. A simultaneidade do
momento em uma posição tem incerteza por, ao mínimo, um ciclo da oscilação.
Tempo extrínseco à métrica, visto na sec. 2.7.2, então é possível relevar essas
questões temporais até que se obtenha uma resolução espacial.

O diferencial do impulso vetorial que um corpo A obtém em uma colisão
elástica com outro corpo B é dpA = ṗdt = −dpB , ocorre no mesmo diferencial
de tempo. Embora o módulo da força F = ṗ seja igual para ambos os corpos
na colisão, a aceleração que decorre depende da massa de cada corpo. Assim,
ainda que a força seja a mesma, a quantidade de movimento trocada não será,
pois a expressão é inversamente proporcional à respectiva massa. mA, ou à mB .

Um mesmo lagrangiano de ponto material pode ter vários enquadramentos,
segundo o encaminhamento. Enquanto em uma abordagem geométrica o enten-
dimento é feito pelo caminho mínimo, em uma abordagem mecânica, é preferível
a decomposição em variáveis de momento e energia.

L = m
ds

dt
=

1

m

√
pµpµ (4.199)

Conforme afetado em proporção inversa da massa, e com relação ao va-
lor absoluto do momento, o diferencial de energia cinética teria uma forma
(1/m)d(

√
pµpµ), o que corresponde ao diferencial do lagrangiano, ou seu vari-

acional. A raiz na forma covariante é laboriosa, introduz termos redundantes.
Uma simplificação consiste na remoção da raiz, acompanhada do fator 1/2,
chegando-se à cinética proposta pela Marquesa de Châtelet, que difere de vis
viva pelo mesmo fator do diferencial sem a raiz, é melhor por energia ṗdx.
Relacionado â magnitude das componentes espaciais, tem-se:

1

2m
d(p2) =

1

2m
2pk dpk =

1

2m
2pkṗk dt = 2pkṗk

1

2mẋk
dxi (4.200)

Pela integração e escolhendo-se os intervalos apropriados para cada situação,
obtém-se uma expressão de energia cinética. A expressão pode continuar a ser
elaborada para uma forma espacial mais interessante, similar ao princípio de
D’Alembert.

A ação à distância, diferente da força de contato, tem curso prolongado e
contínuo no espaço e tempo, e torna interessante o mapeamento do movimento
nessas variáveis. Convencionalmente, o uso de coordenadas generalizadas é feito
para ignorar restrições holonômicas. Entretanto, essa abordagem é problemática
por ignorar a energia do movimento da base 2.1). Evita-se essas coordenadas
holonômicas, preferindo um sistema que se demonstra transformar-se covarian-
temente. (2.103) .

Na métrica normalizada, transformação covariante é um ajuste de escala
energética, no entendimento de que energia cinética é relativa à velocidade e,
portanto, ao referencial. Entretanto, a transformação afeta todas as variáveis,
inclusive as coordenadas, dado que a transformação é conservativa pela invari-
ância da expressão W = F kxk = ΛkjF

jΛjkxj .
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Retornando à situação de dois corpos, a aceleração do corpo de massa mA

ocorre por reação à influência à distância exercida pelo corpo B, o que é a ação
de A

F i dxi −mAa
idxi = 0 (4.201)

Pretere-se o uso de coordenadas generalizadas (holonômicas) em preferência
às variáveis coordenadas isométricas apresentadas na sec. 2.3.2 . Deslocamentos
arbitrários presumem a inexistência de forças holonômicas, e a transformação
covariante é pela mesma razão obtida das variáveis cinemáticas, o que é provei-
toso nas substituições subsequentes.

dxi =
∂xi

∂xk
dxk =

∂ẋi

∂ẋk
dxk (4.202)

Assim:

mAa
idxi = ẍi

∂xi

∂xk
dxk = mA

d

dt

(
ẋi
∂xi

∂xk

)
dxk −mAẋ

i d

dt

(
∂xi

∂xk

)
dxk (4.203)

Onde os diferenciais comutam, então:

d

dt

(
∂xi

∂xk

)
=
∂ẋi

∂xk
(4.204)

Assim, aplicando tanto (4.202) quanto (4.204), chega-se a:

mAa
idxi = mA

d

dt

(
ẋi
∂ẋi

∂ẋk

)
dxk −mAẋ

i ∂ẋi

∂xk
dxk (4.205)

O termo sobre derivada parcial 142 pode ser substituído por uma expressão
lagrangiana que só possui o termo cinético LAk

= mvkvk/2 para as k-variáveis
espaciais. Uma vez que se possa atribuir uma função lagrangiana que siga a
equação de Euler-Lagrange, a substituição por LAk

=
√
pkpk/m.

mA

d

dt

(
∂

∂ẋk
LAk

)
dxk −mA

∂

∂xk
LAk

dxk = F i dxi (4.206)

Similar a equação (4.201), temos que o mesmo procedimento pode ser apli-
cado ao corpo B. A força entre os corpos é a mesma, porém com sentidos
opostos, F i = FA = −FB . O mesmo ocorre com a orientação dxi de cada
corpo; com isso, pode-se escrever a relação de direta ação-reação entre os corpos
sem a mediação da força:
142Notar que a velocidade contravariante vi = vi(t) não varia no espaço, mas a covariante
vi(t, x) = vk(t)gki(x) sim.
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Lk = mALAk
−mBLBk

(4.207)

Fazendo Euler-Lagrange, tem-se que ação-reação correlaciona-se com a reci-
procidade entre os corpos e envolve uma série de simetrias físicas.

O equacionamento, embora correto, não é prático; somente é possível conhe-
cer a equação de um dos corpos se for conhecido o movimento do outro, o que,
por recorrência, envolve conhecer o movimento do primeiro. Uma resolução é
obtida na abstração de um dos corpos por campo.

Na lei da gravitação universal, a proporcionalidade da força entre os corpos
é pelo produto das massas e inverso do quadrado da distância. A expressão de
proporcionalidade permite mapear a reação 143 que um corpo possui para cada
posição que outro corpo potencialmente assuma. A ação à distância torna-
se abordagem por campo a partir do eletromagnetismo de Maxwell; o efeito
retardado pela propagação causa reação deslocada no espaço-tempo. 144

Para cada ação, uma reação. Nesse modelo, a ação gravitacional de um corpo
é acompanhada de uma reação dinâmica do campo acondicionada na forma da
simetria que teria pelo par, se não fosse abstraído o corpo pelo meio.

As construções importantes para fatorar esses grupos de simetria do campo
são as transformadas de Legendre, transformadas pelos colchetes de Poisson
ou pelos colchetes de Lie. A decomposição por operação diferencial atua em
variáveis específicas, expondo constante.

Transformada de Legendre atua em pares de variáveis conjugadas. Na ter-
modinâmica, mapeia variáveis intensivas em sua contraparte extensivas. No caso
relativístico, pelo tensor densidade, velocidade poderia ser considerada uma va-
riável intensiva, enquanto momento teria o papel extensivo por depender da
distribuição de massa. Uma nomenclatura mais apropriada seria variável forma
integral e forma diferencial.

Âẋ = ẋ
∂

∂ẋ
− 1 (4.208)

Para o lagrangiano L =
√
pµpµ/m, o hamiltoniano H = ÂẋL resulta em:

H = ẋ
∂

∂ẋ
L − L = 0 (4.209)

Algebricamente, o valor nulo é esperado, pois a transformada de Legendre é
uma operação involuta, enquanto o lagrangiano é uma quantidade autoinvoluta
nessa operação; portanto, a transformada de Legendre para o lagrangiano resulta
no próprio lagrangiano. Nulo: não existe outra forma de mapear, sem mediação
por outra variável.

Pela explanação postulada, o hamiltoniano nulo indica a correspondência
direta entre as variáveis velocidade e momento. Recobrando que se preteriu o uso
143Campo vetorial de aceleração no arranque mapeado para campo escalar pela relação de

gradiente.
144 Propriedade no espaço como meio é causa comum tanto para as forças eletromagnéticas

quanto para a propagação de onda.
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de coordenadas generalizadas, o resultado indica não haver outro mapeamento
entre as variáveis.

O fato mais notório: se as variáveis são mapeadas diretamente, não existe
mediação entre as variáveis. Ou seja, não é mediado por campo. Sem a consi-
deração de dois corpos, as simetrias não estão diretamente acessíveis. Tomando
como exemplo o teorema de Poisson, uma quantidade Q:

dQ

dt
=
∂Q

∂t
+ {Q,H} (4.210)

Não existe mediação, definitiva ou transitória, por qualquer propriedade re-
lacionada à posição. Lagrangiano é puramente cinético.

A aplicação do teorema de Noether para conservação de energia requer que a
energia cinética seja expressa em coordenadas generalizadas. 145 A alternativa
está no teorema da energia generalizada, trivialmente correto: H = E = 0, a
energia é conservada e não varia no tempo.

d

dt

(
ẋ
∂L

∂ẋ
− L

)
=
dH

dt
= −

∂L

∂t
= 0 (4.211)

Outra forma: reescrever o lagrangiano.

L =− mc2

γ
+mc2 −mc2 = −K

γ
−mc2 (4.212)

Assim, o lagrangiano assume uma composição de energia:

K

γ
+mc2 = K +mc2 (4.213)

Refazendo (4.209) para (4.212), chega-se à energia total:

H = E = mc2 (4.214)

Para um sistema de partículas, retorna a Θµν por (4.194). A conservação
é condicionada pela proibição de advecção para fora do volume de controle e,
seguindo modelo sugerido em (4.171), será constante se não emitir radiação de
qualquer tipo, analiticamente por (4.31a) e (4.31b).

Partindo da mecânica newtoniana, ação e reação é relação simétrica reflete a
condição de um balanço no equacionamento. Ao abstrair a ação e reação entre
os corpos por um campo, a formulação desse deve se dispor como meio de troca
um substituto equivalente. O condicionamento do espaço a um campo torna
o processo holonômico, na concepção normalizada, mas simplifica por permitir
apenas trocas conservativas, em oposição a processos dissipativos vistos por
(4.33) pela elaboração de (4.23) . O importante na discussão que se segue é
que a ausência de variação em uma quantidade é devida à variação nula ou
145Explora simetrias da formulação de significado mecânico.
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cancelamento mútuo, quer seja por dois corpos ou pela emulação de um deles por
campo. Um equacionamento pode se beneficiar da simetria para uma formulação
holonômica.

Simetria na ação e reação entre dois corpos depende da sincronicidade dos
eventos, condição que deve ser emulada pelo campo. 146

Ângulos não se transformam linearmente, um tema recorrente apresentado
na sec. 2.3.2 em contraponto à sua ocorrência holonômica da sec. 4.2.1 , e
com consequências sobre transformação de medidas de área e perímetro orbi-
tais da sec. 4.4.3 . A questão é ilustrada na concepção geométrica que leva à
“Trombeta de Torricelli”, exposta em (4.84) , ou cinematicamente nas anomalias
e aberrações. Não é possível uma razão p/2r = π comum ao espaço coordenada
e próprio; sugere uma “constante π dinâmica” que dependeria do raio e/ou da
velocidade no trato trigonométrico “alinhado” entre os dois referenciais. 147

A conservação do momento angular, pelo disposto em (2.86c) e (2.86d), não
ocorre para as variáveis coordenadas. O desregramento é mais pronunciado
em distâncias radiais “pequenas”, mas converge assintoticamente para a regra
conservativa conforme o raio cresce.

O entendimento dessa situação é sintetizado na observação de que, se hou-
vesse conservação, os corpos não emitiriam energia, pois seria algo proibido
pelo balanço do equacionamento. Assim, equações conservativas descrevem uma
parte do processo, enquanto uma equação geral não suprime as condições me-
cânicas de emissão, como as demonstradas na sec. 4.3.2. Nesse enquadramento,
a questão deixa de ser intratável e encaminha o remapeamento adequado.

A sec. 4.4.4 contém o equacionamento para condição ondulatória de 4.4.6 ,
que aponta para uma regularidade intrínseca de sincronicidade temporal com
um referencial extrínseco. Ou seja, há simetria, então é possível representar
conservação no mapeamento por campo pela maneira como os corpos se sincro-
nizam.

Uma vez que o efeito métrico da velocidade em espaço próprio esteja devi-
damente equacionado, o mapeamento da velocidade β = v/c para α em (4.109)
para satisfazer a terceira de Kepler (4.107), e com isso o momento angular pela
segunda de Kepler.

Ângulo é definido pelo período orbital (4.107), em que o tempo coordenado
é uma variável externa sincronizada pela informação de α sobre a frequência
fundamental. Em sequência, é preciso de uma escala de regularidade temporal
para definir a velocidade orbital α e, com isso, o período orbital que irá fatorar a
escala angular do período orbital. A circularidade do mecanismo massa-tempo
faz surgir constantes sistêmicas, sendo o coeficiente de definição extrínseco ao
processo: a sincronicidade entre os eventos é global.

A ausência de linearidade nas transformações das quantidades angulares
também está presente no produto vetorial em vis-redux, que não é prontamente
definido de forma ordinária. Seguindo uma definição de produto vetorial por
(4.95) , a identidade de Grassmann que define triplo produto em (2.96a) e (2.96b)
não segue as definições ordinárias de ângulo e/ou função de arco.
146Específico ao campo retardado, a causalidade na atração ocorre pela formação estacio-

nária, simultaneidade constatada por todos os observadores, é efeito da regularidade. Ver:
4.4.6 .
147Efeitos angulares conhecidos que possam ser correlacionados: arrasto de referenciais, efeito

geodético (precessão de de Sitter) e o caso rotacional, precessão de Lense-Thirring.
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∥v ⊗ (v ⊗ a)∥ =v

[
vaSIN(ψ)

]
SIN(π/2) = av2 SIN(ψ)

SIN(ψ) =
∥v ⊗ (v ⊗ a)∥
∥a∥ · ∥v∥2

=
∥v ⊗ (v ⊗ a)∥/∥v∥

∥a∥ · ∥v∥

A arbitrariedade na omissão de γ4v/γ4r , o que poderia trazer a velocidade α
ao equacionamento, e presumindo uma identidade para função de arco em π/2.
Também sugere, se as propriedades assim o permitirem, que:

∥v ⊗ a∥ = ∥v ⊗ (v ⊗ a)∥/∥v∥

4.6 Torção
Torção é um conceito da geometria riemanniana que tem consequência sobre
como deslocamentos diferenciais produzem caminhos consistentes por conexão
das bases holonômicas. O desenvolvimento apresentado, embora empregue as
mesmas técnicas e notações, não se diria enquadrar nos critérios da disciplina
referida e, até mesmo, refuta os princípios holonômicos. Ainda assim, proposta
mecânica não termina sem conciliar com geometria riemanniana. O ponto em
comum entre as duas matérias está na natureza intrínseca da aplicação em
fenômenos elementares, idealizados dos fundamentos mecânicos, que possuem
equivalente geométrico. Entretanto, ainda que o estudo de massa pontual em
sistema de simetria central por um ponto fixo caiba no tratamento da geome-
tria, eis um motivo para não fazê-lo generalizado: fenômenos não-elementares
possuem topologias mais diversas.

Espaço de configuração definido pela rotação hiperbólica no invariante de
Lorentz; a mecânica pelo tensor métrico normalizado é holonômica e se funda-
menta em princípios não-riemannianos. O tensor de curvatura não é definido
pela forma convencional riemanniana. 148 A conexão mecânica, que na forma
conservativa é pela continuidade por deslocamentos mecânicos por princípios
variacionais, é uma aplicação que condiciona a base à natureza cinemática. A
consistência está na condição do tensor métrico de velocidade promover rotação
hiperbólica, o que, na forma não-conservativa, é observado na preservação da
razão hiperbólica entre as componentes do tensor curvatura.

O tensor métrico normalizado é indiferente à existência de torção, pois, dife-
rente do homólogo riemanniano, a conexão tem fundamentos na invariância da
cinética hiperbólica; não existem restrições holonômicas da base. Ainda assim,
o entendimento do tensor de torção e sua participação no tensor de curvatura
são relevantes pela condição de transcrição da métrica cinemática para métrica
holonômica. O que se torna relevante é a forma dos deslocamentos diferenciais.

4.6.1 Elemento de Linha Infinitesimal de Minkowski

Elemento de linha é preterido no desenvolvimento normalizado, e sua ausência
é justificada pelo seu viés holonômico em detrimento da perspectiva de conti-
nuidade cinemática.
148Na seção anterior, a curvatura Rµν foi obtida de maneira puramente mecânica; portanto,

a concepção independe da curvatura riemanniana Rµν .
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A formulação holonômica satisfaz a continuidade de um espaço diferenci-
almente mapeável, exigindo a ausência de torção. Partindo dessa abordagem,
a forma geral do tensor métrico é consequência da condição de continuidade
diferencial no espaço.

Intervalo espaço-tempo, medido pela distância em tempo próprio percorrida
pela luz, experimenta dilatação do tempo e contração do espaço segundo uma
estrutura métrica no movimento de um corpo material. Presumindo que haja
curvatura, o tratamento do espaço apoia-se nas propriedades lineares das ope-
rações diferenciais para formar um elemento infinitesimal: um deslocamento
pequeno o suficiente para ser considerado “plano”. A medida de tempo coor-
denado é pontualmente metrificação para o tempo próprio por g00 em razão
de sua dilatação temporal, enquanto espacialmente por gij para as contrações
espaciais. A condição de convergir para o espaço plano torna a forma diagonal
desejável.

c2dτ = c2g00dt
2 + g11dx

2 + g22dy
2 + g33dz

2 (4.216)

Regredindo ao espaço plano e expandindo na forma bilinear, um primeiro
ponto de atenção é determinar se os termos omissos seriam trivialmente nulos
ou estruturalmente nulos.

ds2 =


dt
dx
dy
dz


T 

1 0 0 0
0 −1 −1 · 0 1 · 0
0 1 · 0 −1 −1 · 0
0 −1 · 0 1 · 0 −1



dt
dx
dy
dz

 (4.217∗)

ds2 = dt2 + dx2 + dy2 + dz2

A forma correta é dúbia, sem maiores condicionantes. Na verdade, ambos
estariam corretos, 149 e uma primeira condição seria a homogeneidade da forma
preservada pela convergência em massa diminuta ou raio grande por uma mé-
trica curva.

A forma simbólica motiva outras condicionantes. A associatividade pela
simetria da métrica resulta em uma anticomutatividade dos diferenciais.

ds2 = dt · dt η00 + dx · dx η11 + dy · dy η22 + dz · dz η33 (4.218a)
+ (dx · dy + dy · dx)η12
+ (dy · dz + dz · dy)η23
+ (dz · dx+ dx · dz)η31

A associatividade pela comutatividade dos diferenciais resulta em uma an-
tissimetria da métrica.

ds2 = dt · dt η00 + dx · dx η11 + dy · dy η22 + dz · dz η33 (4.218b)
+ dx · dy(η12 + η21)

+ dy · dz(η23 + η32)

+ dz · dx(η31 + η13)

149Métrica de Minkowski é cinemática, mas não é dinâmica.
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No caso (4.218a), tem-se uma anticomutatividade oculta; no caso (4.218b),
tem-se uma antissimetria indesejável.

Escolha da métrica, para componentes espaciais, segue o apresentado nas
equações de (3.20a) até (3.20i). Nessa forma, para a convergência na métrica
de Minkowski, o importante é que lim

ρ→∞
B = 1.

gij = δij + (B − 1)(x̂i · ρ̂)(x̂j · ρ̂) (4.219)

Ao contrário da sec. 3.1 , prossegue-se com a escolha da anticomutativi-
dade do diferencial. Uma forma de representar é por números imaginários, e a
sugestão altera a estrutura do diferencial.

A assinatura e números imaginários escrevem-se:

ds2 =


dt
idx⃗
jdy⃗
kdz⃗


T 

g00 0 0 0
0 g11 g12 g13
0 g21 g22 g23
0 g31 g32 g33



dt
idx⃗
jdy⃗
kdz⃗

 (4.220∗)

ds2 = dt2g00 − dx2g11 − dy2g22 − dz2g33

4.6.2 Torção e Orientação

Orientação é implícita em Geometria Diferencial[7] , pois as superfícies trabalha-
das são extrínsecas, e os casos de ausência são ignoráveis; implícito, mas tratável,
em formas diferenciais [10] . Ainda, a falta de uma forma explicitamente ori-
entada também é tratável pela desnormalização das grandezas. 150 No caso
clássico, há alerta sobre superfícies como fita de Möbius ou garrafa de Klein;
151 no segundo, a continuidade da integração de formas diferenciais somente é
possível em espaços pressupostamente orientados. Na métrica normalizada, os
números imaginários introduzem explicitamente orientação.

A noção intuitiva reconhece que uma medida escalar de área é a mesma, inde-
pendentemente da ordem dos seus fatores. Formas diferenciais possuem arranjos
mais elaborados pelo símbolo de Levi-Civita, exemplificado pelo diferencial que
se forma com (4.90). A forma simplificada é:

∥i∆x⃗ · j∆y⃗∥ = ∥j∆y⃗ · i∆x⃗∥ (4.221)

Desnormalização atua na norma de maneira distinta: coeficientes são obtidos
após fatorar variáveis ignoráveis em uma direção.

∥i∆r⃗ · jr⃗∆θ∥ = ∥jr⃗∆θ · i∆t⃗∥ (4.222)

Artifício de introduzir o recurso notacional para equacionar operações sobre
o espaço holonômico. Distinção entre índices covariantes e denotar orienta-
ção explicitamente por imaginários, em equivalência aos resultados conhecidos.
(Abdica da generalidade no número pelo número de dimensões)
150Variáveis por mapeamento matemático de posição dispensam a homogeneidade dimensi-

onal. A combinação de esféricas r, θ, ϕ não dá medida de área, mas de perímetro e “ângulo
sólido”.
151Convencionalmente, não é tratado como torção.
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Prosseguindo com essa extensão holonômica, grandezas tensoriais não são
necessariamente orientáveis. A métrica e os símbolos de Christoffel são coe-
ficientes normalizados e, como norma implica, suas “direcionalidades” não são
necessariamente orientáveis. Nos símbolos de Christoffel, a taxa de variação da
base (leia-se taxa de variação do espaço próprio) por uma coordenada (não ori-
entada), enquanto a métrica é uma quantidade intrínseca que não é relacionada
por uma taxa alguma.

Índices variacionais promovem a independência direcional e denotam quali-
tativamente que uma quantidade somente é afetada por outra de mesma direção,
geralmente decomponível pelo símbolo de Kronecker δij . O principal propósito
está na demonstração de invariância diante das transformações de escala. A
interoperabilidade entre direções é feita sob o símbolo de Levi-Civita εkij , con-
tração exclusiva entre duas direções em uma terceira. Apesar de definir uma
orientação, cancelam-se aos pares e não participam do invariante, sendo quanti-
dades ignoráveis para um balanço geral do invariante. 152 Convencionalmente,
são colaterais as grandezas associadas que exigem definição pelo símbolo. Dado
o quadro geral, a preferência por simetria e comutatividade, simplificação dos
termos ignoráveis, é realizável por alinhamento com uma diretrix 153 que pro-
porcione simetria de índices em coincidência com simetria coordenada, o que
não é possível em cartesianas.

O símbolo εkij opera direção segundo uma orientação; entretanto, é apa-
gado pela contração (substituição por outro símbolo). Também não é possível
decompor entre os operandos, uma limitação em representar a álgebra antissi-
métrica implícita. Os imaginários satisfazem essa necessidade. A concordância
com índice não significa que são redundantes e a ausência de notação faculta a
álgebra.

Todos os elementos da base possuem instrução de covariância intradimensio-
nal pelos índices, e como tornam explícito como operam interdimensionalmente
(3.48). Uma vez resolvido o fundamento, a preferência notacional por imaginá-
rios é uma conveniência.

Consequentemente, os demais tensores correlatos à base também terão ori-
entações pela propagação das orientações, como o tensor métrico (3.47), mas há
casos mais ilustrativos para torção. Incidentalmente, os símbolos de Christoffel
não somente possuem a mesma disposição, mas também compartilham a função
interoperabilidade (3.66) do símbolo de Levi-Civita na forma normalizada.

Holonomia exige a perda dessas qualidades nos tensores correlatos com a
base, como a simetria dos índices anotados em 56 , ao mesmo tempo em que a
mesma funcionalidade passa a ser suprida externamente.

O emprego de números imaginários não é inédito na relatividade, eletromag-
netismo e quântica, ou mesmo em alternativas por álgebras anticomutativas.
Exceto pela ondulatória de Schrödinger, a atenção vem da propriedade comuta-
tiva quando se passa dos colchetes de Poisson para os Lie, nas matrizes de Pauli
e Dirac. Faz-se o caso desapercebido no operador de d’Alembert e na equação
de onda.

Operador de segunda ordem, correlato ao operador de Laplace, não possui
uma forma primeira sem a métrica de Minkowski. Uma representação escalar
152 O cancelamento mútuo de símbolos de Christoffel faz parte da demonstração de que a

derivada covariante de Levi-Civita resulta em um tensor (ver: Grinfeld p. 125). O símbolo
também pode figurar como tensor ocasional. Ver: (42) .
153Direção que atua como um autovetor.
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livre sem a necessidade da métrica, é:

∂

c∂t
+

∂

i∂x
+

∂

j∂y
+

∂

k∂z
(4.223)

Entre as permutações possíveis dos quatro índices, o zerésimo pode ser consi-
derado neutro e não participa de maneira convencional nas permutações no sím-
bolo de Levi-Civita ε0κµν (4.91), ou seja, ε0ijk ≡ εijk, então ε0µν ≡ ε00µν = 0.

∂ =

(
∂

c∂t
,

∂

i∂x
,

∂

j∂y
,

∂

k∂z

)
(4.224)

A nulidade dos termos de segunda ordem vem pelo teorema de Schwarz-
Clairaut.

∂2 =
∂2

c2∂t2
−

∂2

∂x2
−

∂2

∂y2
−

∂2

∂x2
(4.225)

−ij

(
∂2

∂y∂x
−

∂2

∂x∂y

)
− jk

(
∂2

∂z∂y
−

∂2

∂y∂z

)
− ki

(
∂2

∂x∂z
−

∂2

∂z∂x

)

A natureza ondulatória está presente em todo equacionamento. Especifica-
mente para o imaterial, como em (4.122), consiste na oscilação da contração
espacial em contraparte da dilatação temporal, mecanismo que descreve forma
de propagação, enquanto a geometria da onda depende do movimento da fonte
de emissão. 154 Um terceiro aspecto é o seu efeito, que pode ser transversal
conforme (3.66) . A caracterização transversal, no entendimento de que não
expressa a passagem de um fluxo de um ponto para o outro; longitudinal, no
entendimento da compressão espacial na direção de sua propagação, e essas ca-
racterizações indicam que codificam vários sinais, a depender do transdutor, sua
orientação e frequência de ressonância, se for o caso.

4.6.3 Transcrição Cartesiana

A similaridade no formalismo tensorial entre as formas holonômicas e cinemá-
ticas deve-se ao tratamento intrínseco que ambas promovem; entretanto, ex-
pressam diferenças conceituais em suas proposições. A mudança do domínio
da velocidade para o domínio do espaço é marcada também pela terminologia
sobre um mesmo tensor, que distingue a perspectiva mecânica da perspectiva
geométrica.

Contraste entre pares homólogos: os símbolos de Christoffel holonômicos
apresentam-se no trato de torção, enquanto os símbolos de Christoffel cinemá-
tico, indução.

Tomando que a semântica dos tensores na forma mecânica é mais abrangente,
uma vez que a geometria tratada concerne ao caso em que haja regularidades e
simetrias, é possível estabelecer a compreensão das formas transcritas, explicada
pela relevância que a velocidade, tanto em direção quanto em intensidade, possui
nas duas modulações.
154Ver nota 99 .
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Na métrica regular, o símbolo de Christoffel representa o coeficiente de in-
dução que atua pela direção e intensidade, portanto anisotrópica: tanto maior
a velocidade, bem como tanto maior o alinhamento, maior a intensidade. Por
outro lado, a regularidade da fonte fixa e simetria de um sistema de coordena-
das móvel torna o fenômeno intrínseco mapeável no espaço recuperável pelas
propriedades geométricas da ocorrência do fenômeno pela recorrência no ponto.

Ainda que se possa condescender, no caso de simetria esférica, que o fenô-
meno é atribuído intrinsecamente ao espaço, não há a mesma complacência
na mudança de sistema cartesiano por não encontrar as mesmas simetrias: a
covariância falha.

O entendimento da causa mecânica dessa falha permite a transcrição ho-
lonômica (sem torção) cartesiana, ainda que não covariante com a holonomia
esférica, dado que ângulos não se transformam linearmente.

A compreensão conceitual inicia-se na forma como os deslocamentos diferen-
ciais são concebidos.

Partindo da perspectiva cinemática, deslocamentos diferenciais arbitrários
não são conservativos, exceto aqueles que, em razão da intensidade e direção
da velocidade, atendem a princípios variacionais. Entretanto, em analogia ao
dissipativo atrito clássico que depende da velocidade, um deslocamento dx pode
ser, em baixa velocidade (ou ponto de arranque), considerado não-dissipativo.
Deliberadamente suprime-se o efeito à velocidade para adequar-se ao modelo.

O modelo holonômico não sabe como trabalhar a indução da velocidade,
exceto na simetria. A base móvel absorve efeito da velocidade, eliminando as
assimetrias, rendendo um tensor de torção zero. Por outro lado, a alternativa
seria a introdução de campos vetoriais ou outras abordagens, como as de Cartan.
155 O artifício que se faz presente na base cartesiana reproduz o mesmo efeito
por meios diferentes.

Desnormalização para holonômico, assim como em esféricas, ocorre pela ma-
nipulação simbólica entre os homólogos cartesianos.

Partindo de (3.58), com referência a um valor conhecido, as componentes
espaciais possuem “covariância ocasional”, 156, o que permite substituir (3.63d)
por Jαa Jm

µ J ν
n Γ

µ
να, ilustrado por Jm

3 = kJm3 e por J 1
n = iJ1

n.

J2
aJm

3 J 1
nΓ

3
12 = J2

a(kJ
m
3 )(iJ1

n)Γ
3
12 (4.226)

Em vez de proceder à conversão usual entre sistema cartesiano e esférico,
preceder a definição de um novo símbolo simétrico pela variação intrínseca da
base com relação a uma coordenada possui resultante pela soma dos correlatos
antissimétricos.

∂

∂x2
(iê1) = kiΓ

3
12(kx̂3) + jiΓ

2
12(jx̂2) + iiΓ

1
12(ix̂1) + 1iΓ0

12(1x̂0) (4.227a)

∂

∂x1
(jê2) = −kjΓ3

21(kx̂3)− jjΓ2
21(jx̂2)− ijΓ1

21(ix̂1)− 1iΓ0
12(1x̂0) (4.227b)

155Poderia-se dizer que Cartan, quando não emprega formas diferenciais, contorna a torção
na fita de Möbius por considerar um sistema móvel, em vez de coordenadas fixas ao espaço.
156Ver nota 152 .
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Percebe-se que, em um primeiro momento, considerou-se a base simétrica
por iêi e jêj , o que tornaria similar a (3.48), enquanto se espera (4.1). A
falta de consistência vem da própria holonomia, mais especificamente, do dis-
criminante holonômico (4.8), ao qual as igualdades se prestam. Uma expressão
[i∂1, j∂2] = 0 poderia ser escrita por kεij i∂i j∂j = 0, satisfazendo o teorema
de Schwarz-Clairaut. De outra maneira, se fosse considerada a simetria, não
haveria distinção entre os sinais e seria imediato que x̂k = êk.

∂

∂x2
(iê1) = −iΓk12x̂k (4.228a)

∂

∂x1
(jê2) = jΓ

k
21x̂k (4.228b)

Pela mesma consistência notacional, falta o imaginário de cada uma das
variáveis de diferenciação êi = ∂/i∂xi. Considerando que j = ki e que i = −kj,
a simetria nos símbolos Γkij = Γkji é obtida pela comutação dos imaginários.

∂

∂(jxj)
(iêi) = −jiΓkijx̂k = ijΓkjix̂k =

∂

∂(ixi)
(jêj) (4.229)

Alguma concessão é feita na desnormalização para holonomia. Assim como
esférica, o determinante da métrica deixa de ser unimodular; em cartesianas,
perde-se projeção e rejeição de 3.2.1 . Também não é esperada a transformação
esférico-cartesiana entre holonômicas, uma vez a transformação de ângulos não
é linear.

det(gµν) ̸= −1

5 Natureza do Espaço-Tempo
Natureza do espaço-tempo refere-se à representação apropriada do espaço para
a métrica normalizada. Ainda que o fundamento descrito procure ser conciliável
com a noção ontológica do espaço, o que se torna relevante é a descrição sistêmica
comum a um vasto espectro de soluções.

Do átomo à fronteira do cosmos, gravitação e eletrodinâmica abrangem fenô-
menos que se estendem por trinta e seis ordens de magnitude. A coexistência de
fenômenos em amplitude de escalas diversas delimita o que é significativo e o que
é abstraído para uma resultante de causa-efeito. Não obstante, relações cinemá-
ticas não buscam reinterpretação, como em Umdeutung de Heisenberg[48] , que
substitui descrições cinemáticas clássicas. Em vez disso, predica um imperativo
topológico, a escala de velocidade que deverá ser satisfeita no espaço ontológico
por uma representação topológica.

Outras situações tornam-se interessantes: compositividade, vácuo, espaço
plano, tempo e generalidade por métrica. Rudimentos existenciais para satisfa-
zer especificidades de leis da física, mas não generalidades matemáticas. 157

157Escapar da armadilha da generalização matemática: entre todos os espaços imagináveis e
descritíveis, nem todos são adequados/apropriados.
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5.1 Imperativo Topológico
Variáveis de velocidade são independentes das variáveis de espaço. Uma deter-
minada posição pode ser populada por corpo com qualquer velocidade, e a de-
marcação por um referencial permite descrever e/ou constatar extrinsecamente
fatos intrínsecos.

A despeito da descrição ser feita por referencial externo, a velocidade é con-
dicionada pelo seu momento, e a qualidade intrínseca desse ímpeto não varia
de forma absoluta, mas relativa ao movimento de outro corpo. A conservação
de momento entre dois corpos pode ser expressa analiticamente, independente-
mente da escala de espaço, pela arbitrariedade promovida pelos índices covari-
antes. Velocidade é propriedade intrínseca da relação entre dois corpos que não
possuem movimento relativo acima da velocidade limite. Na cinética, a escala
de dilatação temporal é inversa da contração espacial, rotação hiperbólica, e o
equilíbrio dinâmico por essa relação é estrutural por uma oscilação fundamental.

A generalização da rotação hiperbólica não se restringe ao caso geometrizá-
vel. Rotação hiperbólica é expressa independentemente de qualquer estrutura
de espaço, que é válida se a deformação dessa estrutura espacial pode satisfazer
a rotação hiperbólica.

Conhecidas as condições de movimento e estabilidade na regularidade, a
situação inversa é atribuir escala de tempo pela regularidade periódica e demar-
car distâncias em proporção às medidas do movimento ou da velocidade limite.
A regularidade desse relógio natural, independente de referenciais externos, é
consequência da condição de estabilidade intrínseca.

Avançando na descrição intrínseca da velocidade, o bilinear cinemático, na
condição estacionária por um corpo fixo, possui mapeamento de geometrizável.
O tensor métrico resultante dessa condição, como a denominação implica, dá a
definição de comprimento, ângulo, área e volume.

A definição relativística da velocidade não reside na escolha de uma topo-
logia específica, mas de um imperativo topológico que satisfaça o invariante
de velocidade. Ainda assim, representação requer um espaço de configuração:
fronteira material, volume de controle. Seguem questões sobre o ambiente, sua
dimensionalidade e sua natureza.

5.1.1 Espaço Métrico e Dimensionalidade

A definição de distância é o rudimento de um espaço métrico. Pela adição
de estrutura, a grandeza escalar é operada pelo produto interno especificado
por uma forma bilinear, a mesma que define ortogonalidade. Ortogonalidade
hiperbólica possui suas especificidades em relatividade especial, mas é restrita
a uma forma bilinear simétrica.

A operação bilinear pelo tensor métrico normalizado na forma cartesiana,
termos espaciais na expressão (3.47), possui definição tensorial de paralelismos,
exemplificado em V µVµ = c2, e ortogonalidade, observado na derivada AµVµ = 0
da expressão anterior. Ortogonalidade tensorial apresenta produto interno nulo,
porém o mesmo critério não é aplicável aos tensores da base. Simplificadamente,
a própria rotação hiperbólica coloca, indiretamente, os tensores covariantes em
combinação linear entre si.

Ortogonalidade implica em restrição da cardinalidade dimensional na pro-
dução de uma base linearmente independente. O que pode ser demonstrado é
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que a dimensão do espaço tensorial, i.e., a cardinalidade da base, não pode ser
maior (nem menor) do que é estabelecido.

Convencionalmente, o processo de Gram-Schmidt, ortogonalização, parte de
um conjunto de vetores e prossegue por uma definição de projeção ortogonal, tal
qual em 3.2.1 , definida pelo produto interno. A necessidade de idempotência
conduz à projeção diedral, sec. 3.2.3 , e a ortogonalidade deixa de ser expressa
pela nulidade do complemento ortogonal para ser expressa por um conjunto de
números imaginários, que externaliza a comutatividade da operação e proprie-
dades simétricas dos resultados. A adoção deste conjunto, isoladamente, coloca
uma restrição na generalização por expansão do número de dimensões ou a su-
bespaços; entretanto, esse recurso não introduz artificialidade na propriedade.

Supondo o espaço métrico em que não exista uma restrição estrutural da
dimensionalidade. Por um corpúsculo singular, obtém-se a propriedade reflexiva
da distância. 158

d(A,A) = 0 (5.1a)

Por dois corpúsculos não coincidentes, a reflexividade encontra representação
por um eixo.

d(A,B) = d(B,A) (5.1b)

Três corpúsculos e o plano: uma vez que cada par de pontos não coincidente
representa um eixo, por três pontos, pode-se obter dois resultados em relação à
desigualdade triangular:

d(A,C) =d(A,B) + d(B,C) (5.1c)
d(A,C ′) ̸=d(A,B) + d(B,C ′) (5.1d)

O trânsito entre os pontos da primeira expressão é descrito como um eixo,
e os pontos são ditos colineares, enquanto a desigualdade da segunda expressão
é atribuída à existência de outra dimensão, ou um eixo extra. Dois eixos não
colineares definem um plano e um total de duas dimensões espaciais.

Supondo, agora, quatro corpúsculos que não estão restritos ao mesmo plano,
pela representação de um tetraedro, obtêm-se equações:

d(A,D)2 = d(A,B)2 + d(B,D)2 (5.1e)

d(A,D)2 = d(A,C)2 + d(C,D)2 (5.1f)
d(B,C) ̸= 0 (5.1g)

Pelo segmento AD, é possível definir dois planos, um por B e outro por
C. O espaçamento entre os planos distintos exige uma dimensão extra à dos
planos existentes. Ainda que não seja possível expressar a ortogonalidade dos
planos, também não se poderá expressar combinação linear de um pelos elemen-
tos do outro. Os dois semiplanos que partem do mesmo segmento de origem
AD definem um ângulo diedro e um total de três dimensões espaciais.
158Também pode ser referido como autodistância, ou também identidade dos indiscerníveis.
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Extrapolando para cinco pontos, A,B,C,D,E, a análise recai no resultado
anterior de quatro pontos em relação às combinações que possam ser feitas em
relação ao quinto. Supondo que chegue a uma quarta dimensão espacial, a
conclusão esperada é que sempre será possível reduzir uma delas à combinação
linear das outras.

Considerando-se a distância AE, passando pelo espaço BCD, o segmento
AE formará planos com BC, CD ou DB. Uma vez que esses segmentos tam-
bém definem planos entre si, haverá redundância na forma como um poderá
ser expresso em combinação de elementos direcionais dos outros. O padrão de
permutação na mudança de direção. A mudança de um plano recai em outro
existente. Na noção, pode ser expressa nas mudanças de direção do itinerário
((A,B), C) = D, em que se admite a permutação cíclica ((D,A), B) = C. A
substituição de um ponto entre quatro por ((A,B), E) = D, então a permutação
recai em uma das combinações existentes ((D,A), B) = E. Os pontos de che-
gada serão diferentes, o que é expresso diretamente, mas a contagem de mudança
de direção será a mesma, o que, pelo princípio da identidade dos indiscerníveis,
resulta na mesma dimensionalidade.

A permutação entre os elementos é correlata ao determinante de complexos
pela formulação de identidade (3.23) em que projeção e rejeição são disjuntos.
A operação por orientação, dois operandos possuem um resultado unívoco pro-
jetado em um terceiro existente, e o espaço orientado terá um conjunto de três
dimensões espaciais.

A definição de dimensionalidade por ortogonalidade também existe no espaço
de Hilbert, porém atende ao critério de dinâmica convoluta em vez de orientação.

5.1.2 Auto-Organização

A equação (4.128) vincula a estrutura do espaço-tempo à distribuição de matéria
que ela procura organizar. O tensor energia (4.139) foi inicialmente descrito
como uma forma caótica de organização 159 característica do sistema de n-
corpos estabelecido por Poincaré.

Ordem surgida do caos remete a padrão estatístico com recorrência fractal,
tanto em autossimilaridade de escala. Conceito de organização pela correlação
com energia de vínculo e sua entropia de autogravidade e defeito de massa.

O tensor energia Θ expressa um centroide por uma massa constituída em
(4.164) e a curvatura resultante R por massa menor que a soma dos constituin-
tes. 160 A forma pontual qualifica como quantidade intensiva, ou um microes-
tado. Uma quantidade em extensiva, delimitada por um volume de controle, é
uma quantidade macroescala.

˚
Θ dV ≡ ⟨Θ⟩ = ⟨P ⟩V (5.2∗)

A delimitação de um volume de controle implica na perda de covariância, 161

uma vez que se vincula à coordenada de observador; porém, a restrição somente
159Na proposta preliminar das Equações de Campo da Relatividade Geral, o volume de

“massa incoerente” é descrito por der Strömung inkohärenter massen na composição de
Spannungs-Energietensor der materiellen Strömung.
160Ver texto que se remete à nota 133 .
161Covariância é recepcionada na métrica normalizada, sec. 2.8 ; a transformação entre

estados de energia estacionários e conhecidos dá suporte à transformação coordenada.
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trona explícito o que já estava presente implicitamente na definição. O tensor
representa densidade por evento de simultaneidade; um condicionante peculiar
de um observador é amostral por uma classe de equivalência. 162

O tensor energia possui grandeza em dimensões [Θµν ] = ML−1T−2 nas uni-
dades do sistema internacional, é expresso em Joules por metro cúbico (J/m3)
ou Pascal (Pa). No lado direito da equivalência acima, pressão é a variável que
satisfaz a sentença. Manipulando a relação linear, a expressão define uma pres-
são ⟨P ⟩ com qualidade extensiva, uma vez que seria definido um valor médio.

Há uma contradição inerente ao tensor-energia entre o que propõe e o que
se pretende. 163. Em analogia, temperatura é estritamente intensiva apenas
quando o sistema está em equilíbrio térmico, o que, em sua ausência, é subs-
tituído pelo teorema virial. A perspectiva de diversos observadores não será
covariante, pois a quantidade se transforma de maneira linear: depende exten-
sivamente de todo volume e, como não está em equilíbrio, o estágio de evolução
será percebido de forma diferente entre os observadores. Havendo equilíbrio,
então os termos de não-linearidades seriam suprimidos, e a covariância seria
possível, mas o sistema seria evolutivo.

O contorno vem do entendimento de que o cerne do conflito está em tratar
uma quantidade em equilíbrio. Supondo que a transformação seja lenta o sufi-
ciente para ser considerada em equilíbrio, é possível modelar variação marginal,
mas não o seu curso evolutivo. Apesar dessa limitação, o equacionamento revela
relações interessantes. Prossegue-se supondo o equilíbrio.

Supondo o equilíbrio e, quando fora da integral de volume, a quantidade Θ
é intensiva e, embora seja obtida por uma definição cinética, o resultado recebe
unidade de pressão. 164 Ademais, definição é pela massa dos constituintes,
massas da microescala, enquanto a resultante pela curvatura R é expressa pela
massa constituída resultante em macroescala. A diferença entre quantidades é
entendida pela maneira como a organização da matéria no corpo indisponibiliza
parte da energia para manutenção de sua estrutura, o que se reflete na forma
de redução de massa. 165

A transformação da quantidade intensiva (microescala) em extensiva (ma-
croescala) é um fator de escala e pode ser replicada na pressão P . Supondo que
a aplicação diferencial desse fator de escala seja funcionalmente linear por ρeff,
o produto por parcela V/mu = 1/ρu normalizaria a constituição interna a Θ.
Assim, ρθ/ρu é escala de proporção.

nΘ ≡ ρeff
V

mu
Θ = −V P (5.3)

A quantidade mu é a unidade de massa dada por um corpo de referência
constituído, e a contagem média fatora a um escalar n em equivalência à con-
tagem quanto a esse mesmo corpo de referência. A pressão passa a ser uma
quantidade intensiva pela disposição dos corpos em microescala, mas com os
seus valores de massa transformados em macroescala.
162Ver comentário sobre pseudotensores 89 , 119 e 130 .
163Peter Landsbert “Thermodinamics with Quantum Statistical Illustration”. p.142: “Não

misture propriedades intensivas e extensivas”.
164Aqui, a pressão é tratada abstratamente, mas pode se referir à pressão de estagnação para

deter o corpo, ou pressão de radiação pela sua natureza ondulatória.
165Veja texto que se remete à nota 133 .
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P =
ρeff

mu
Θ (5.4)

Conforme Θ varia, parte da energia torna-se estrutural na forma de inér-
cia. Seja m a somatória das massas de repouso constituintes em microescala,
e M a resultante constituída em macroescala. As energias de repouso possuem
expressões diferentes de acordo com a escala.

(micro) : ∆E0 =∆m · c2 = 0 (5.5a)

(macro) : ∆U =∆M · c2 ̸= 0 (5.5b)

Como correspondente à energia total em microescala E = γmc2, a macroes-
cala decompõe-se em:

dH = γc2 dM +Mc2 dγ (5.6)

Essa última variável, permite fazer analogia à termodinâmica clássica; tem-
se:

U = PV −H (5.7)

A elaboração por essa forma prossegue pela energia livre de Landau [62] ,
e o ensemble grande canônico tem em vista que a energia total e o número
de partículas no sistema são “fixos” para satisfazer o pressuposto de variação
marginal lenta. A linguagem familiar, emprestada da física estatística, comunica
a noção do processo irreversível para obtenção da quantidade transformada e
o sentido de evolução, mas a margem de erro aumenta conforme se afasta do
ponto de equilíbrio em que é calculada.

As quantidades H e U relacionam-se entre si pela transformada de Legendre,
que conjuga quantidade intrínseca P à extrínseca V . Por esse mesmo padrão,
uma variável extensiva estaria conjugada à quantidade Θ intensiva.

A variável extensiva n = ρeff/ρu sintetiza o equilíbrio em macroescala em
um número médio pela razão entre densidades. A dinâmica interna estabiliza
a distribuição devido à permutação de um arranjo de interações de massa para
outro produzir a mesma classe de equivalência de interações. Um quantificador
para classe de equivalência, com referência ao processo combinatório, é obtido
pela expansão binomial.

(
1 +

x

z

)z
= · · · =

z∑
k=0

(
z

k

)
xk

zk
= · · · =

z∑
k=0

xk

k!
(5.8)

Em um entendimento por convolução binomial, 166 , a expansão fornece um
número de valência de ligações na estrutura organizacional pelo o potencial
166Uma partição de tamanho x/z considerando k ligação entre (x/z)k interações convolutas é

expandido em vários níveis de agregação que escalam em um espectro contínuo de combinações.
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de interações que uma densidade normalizada para n elementos possui quando
z → ∞.

O equilíbrio é pontual pela média, e uma contagem completa relaciona o
espaço amostral dos pontos de equilíbrio pela sua proporção de ocorrência.

O importante é observar que a estrutura em macroescala, medida na razão
entre volumes, é sustentada pela dinâmica organizacional em microescala. Essa
dinâmica vincula parte da energia à estrutura, refazendo o valor de massa da
mesma maneira que ocorre gravitacionalmente por autogravidade ou atomica-
mente por defeito de massa. A razão dada por n expressa uma relação para
massa constituída em macroescala e sua variabilidade por (5.6). Associado a
isso, há soma das massas constituintes. A quantidade associada ao nível de orga-
nização promovido pela dinâmica interna será denominada entropia do processo
de vínculo, denotada por S.

Assim como P está conjugado a T , temos que a organização da densidade por
n está conjugado a Θ, mas sem nenhum ganho para transformação de Legendre.
A substituição de n pelo correlato funcional S, por ser taxa relacionada, estender
a transformação Legendre.

Θ =
∂H

∂S
(5.9)

O entendimento é que a atividade medida por Θ dá a medida da variação
de energia pela variação da dinâmica estrutural.

Retornando à analogia termodinâmica, o equilíbrio é uma situação estacio-
nária equivale à variação de arranque (4.137). O estudo do não-equilíbrio é feito
pelas relações recíprocas de Onsager.[79]

Jρ =[cρ; vρ] = [cρ; jρ] (5.10a)
Ju =[cu; vu] = [cu; ju] (5.10b)
Js =[cs; vs] = [cs; js] (5.10c)

Onde o fluxo js é dado pela combinação dos outros dois, que, por sua vez,
são definidos por:

[
jρ
js

]
=

[
Luu Luρ
Lρu Lρρ

] [
∇(1/Θ)
−∇(µ/Θ)

]
(5.11)

A conservação de massa segue o disposto na sec. 4.5.2 . A formulação da
conservação de energia total tem suas próprias peculiaridades, como visto na sec.
4.5.5 , e reiterado em (5.6). A energia interna U varia por (5.5b), e o mesmo é
esperado de sua densidade u. Admite-se que a contribuição devido à variação de
volume macroscópico seja negligível, devido à velocidade macroscópica baixa.

A análise passa pela equação de continuidade pelo transporte de Reynolds
(4.145) das quantidades consideradas.

∂tρ+∇ · jρ =0 (5.12a)
∂tu+∇ · ju =0 (5.12b)
∂ts+∇ · js =σ (5.12c)
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A quantidade s é densidade de entropia e o respectivo fluxo é js. Admitindo a
irreversibilidade do processo de equilíbrio, toma a forma σ = ∂tsσ para expressar
o aumento de entropia. Essa condição torna a variação total da densidade
entrópica Dts dependente da velocidade com que se processa, e a condição de
baixa velocidade macroscópica também se aplica a essa quantidade.

Seguindo pelo disposto na sec. 4.5.2 , as quantidades materiais são inter-
nas à superfície de controle, o fluxo material pelo superfície de controle é nulo.
Em microescala, σ representa um sorvedouro pontual de energia (ou fonte de
entropia). Em macroescala, uma integral da lei de fluxo imaterial por (4.154)
computaria apenas o saldo da produção de entropia pela superfície de controle,
sendo necessário indicar uma fonte para a quantidade imaterial que transborda
pela fronteira. Apesar dessa complementariedade entre duas perspectivas, essa
quantidade irradiada não é explicitamente identificada no equacionamento de
continuidade, e o fator correspondente deve ser incorporado à especificação das
expressões. Nesse propósito, um fator de intensidade de radiação térmica emi-
tido pela matéria em termos da temperatura é incorporado à fenomenologia.

Devido às especificidades do estado da matéria, a resolução prossegue com
particularidades. A proposta de modelar colapso de uma nuvem de poeira por
sua gravidade motiva o equacionamento subsequente. Adotando a difusão pela
lei de Fick, presume-se que a proporcionalidade à concentração possui boa cor-
respondência à atração gravitacional.

jρ =D∇ρ (5.13)

Fluxo é proporcional ao gradiente da concentração, e a mudança desse gradi-
ente depende da difusão. A concentração de massa ρ depende da reorganização
de matéria ρ0 pelo número de partículas n, formada por (5.8). De maneira
similar, adota-se a difusão de Arrhenius, colisões proporcionais ao número de
partículas. Inclui-se o termo Θ4, referente à radiação térmica emitida pela ma-
téria, para a ponderação entre “colisões inelásticas e elásticas”.

ρ = ρ0 exp(n) =ρ0 exp

(
−PV

Θ

)
(5.14)

D =
1

AΘ4
D0 exp(n) =

1

AΘ4
D0 exp

(
PV

Θ

)
(5.15)

O fluxo ju é dado pela lei de Fourier, no entendimento de que a ondulatória
material segue um modelo de onda evanescente, tal qual a equação do calor
deriva dessa lei.

ju =− k∇T (5.16)

A taxa de produção de entropia σ pela resolução da continuidade no trans-
porte. A variação intrínseca no tempo da densidade entrópica é igual à combi-
nação linear das variações correspondentes para densidade de massa e energia
interna que, por sua vez, equivalem ao divergente dos respectivos fluxos.

∂s

∂t
=

1

T

∂u

∂t
+

−µ
T

∂ρ

∂t
= − 1

T
∇ · ju −

−µ
T

∇ · jρ (5.17)
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O fluxo entrópico segue a mesma combinação linear. A substituição pelos
valores conhecidos é:

∇ · js = ∇
(
1

T
ju

)
+∇

(
−µ
T

jρ

)
= −

ds

dt
+ ju∇(

1

T
) + jρ∇

(
−µ
T

)
(5.18)

A taxa de produção de entropia é generalizada para:

σ =

[
∇(1/Θ)
−∇(µ/Θ)

]T [
Luu Luρ
Lρu Lρρ

] [
∇(1/Θ)
−∇(µ/Θ)

]
(5.19)

Uma forma bilinear positiva-definida para o não-equilíbrio indica que a pro-
dução de entropia local somente aumenta, exceto no equilíbrio absoluto em que
é positiva semi-definida. Os termos simétricos da anti-diagonal Luρ indicam
reversibilidade no processo, como uma mudança em ρ pode provocar mudança
em u e vice-versa. O valor nulo denota independência.

A expressão para σ presume o equacionamento linearmente proporcional
proporcionado pela baixa intensidade, ou próximo do equilíbrio. Em condições
extremas, a dinâmica original de Onsager deixa de ser linear e o equacionamento
mais adequado entra em disputa com conceitos aplicados. 167 No interesse texto,
viabilizar uma demonstração da auto-organização é suficiente; ainda assim cabe
formular um argumento, embora não único, 168 para seguir a mesma restrição
do original.

A mudança de variável de temperatura para βΘ = 1/Θ, beta termodinâmico,
é conveniente como transformação para um “sistema coordenada” que incorpora
a restrição de não haver temperatura absoluta não positiva. Supondo que o
limite de temperatura segue em analogia ao limite relativístico de velocidade
pela rotação hiperbólica, a transcrição para uma analogia mais acertada torna-
se:

γββΘ =
1

Θ
(5.20)

Nesse esquema, a linearidade opera em reverso ao análogo cinemático com
γβ =

√
1− (βΘ)2. Valores de baixa intensidade para βΘ resultam em γβ → 1.

Com isso, a expressão γββΘ → βΘ, correspondendo a valores altos de Θ que, pela
análise do gradiente ∇(1/Θ), são mais lineares. Uma razão para essa linearidade
acontecer estaria no fato de que um maior valor de Θ implica em uma maior
velocidade cinética das partículas, limitadas pela velocidade da luz.

A sugestão de que o acoplamento diferencial entre a intensidade na produção
de entropia segue a condição do limite da velocidade material é conveniente.
Uma formulação por matriz diagonal e uma razão hiperbólica pelo determinante
unimodular, tal qual (4.37), coloca Lµν na condição de métrica e continuidade
por uma curvatura. Entretanto, a expressão σ para produção de entropia não
167Há divergência nos conceitos fundamentais e interpretação dos fenômenos entre as formu-

lações propostas pelas “escolas termodinâmicas concorrentes”: Termodinâmica de Processos
Irreversíveis, Termodinâmica Racional e Termodinâmica Irreversível Estendida
168Outra argumentação seria feita pela delimitação temporal de ⟨Θ⟩, ou a equivalência a

“variação de arranque”, ou uma taxa marginal.
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é adequada para um modelo completo, e uma métrica com esse princípio de
hiperboloide, ainda que invariante no tempo, é apresentada adiante.

Correlato ao desenvolvimento apresentado, as propostas de Prigogine[85][86]
apontam a importância da entropia na evolução de estruturas dinâmicas. O
argumento da correspondência entre modelos de auto-organização na analogia
pela termodinâmica irreversível é verificado pela concordância da condição de
estrutura dissipativa, dada pelo transvio geodésico em (4.33), e existência de
processo de bifurcação, que aqui é demonstrada pela condição ondulatória sec.
4.4.5 e como emissão envolve condição de simultaneidade de diversos agentes.

Importante ressaltar que, embora a elaboração apresente a auto-organização
do espaço-tempo pela matéria como consequência da relação entre estrutura dis-
sipativa e energia de vínculo, o equacionamento não deve ser tomado como uma
forma geral definitiva, restringindo-se a uma condição particular de demonstra-
ção do fenômeno.

Em síntese, colocando-se o potencial Landau como uma função-onda do am-
biente, calculou-se a situação de onda estacionária por um equacionamento in-
dependente do tempo. De outra maneira, a tensão de “arranque” promovida
pelos gradientes relativos não é o curso da transformação, dado que a variável
tempo não está envolvida.

A definição do tensor energia normalizado em (4.139) possibilita parametri-
zação temporal para um ponto no espaço. Entretanto, o tensor métrico nor-
malizado não possui variação intrínseca no tempo, visto em 2.7.2 , portanto
o tratamento é dispensado ao tensor curvatura e, transitivamente, ao tensor-
energia normalizado. Além da delimitação temporal, restrição por volume de
controle desfaz a caracterização pontual. 169

O tensor-energia normalizado, na forma diferencial, é a manifestação de uma
resultante local em ponto do espaço-tempo. A resolução de sua integral é um
evento de simultaneidade, como visto na sec. 4.4.5, de um observador sobre
todos os pontos em seu volume, e há advertência para abstração do tempo de
propagação necessária para definição das operações da sec. 4.4.3 . Em outras
palavras, o resultado é válido, mas há perda da covariância pela representação
geométrica incorrer em um espaço absoluto. 170

Por outro lado, a condição de média no temporal para ⟨Θ⟩ deve ser coerente
com o tempo de propagação correspondente às distâncias do volume especifi-
cado pelo observador. Nesse enquadramento, a ausência de variação do tensor
no tempo limita a observação à apenas de variação marginal pelas taxas relacio-
nadas das variáveis sistêmicas. 171 A possível manifestação real dessa dinâmica
sistêmica limita tanto o espaço por um horizonte quanto a percepção de uma
janela de tempo. Essa última ponderação faz reflexão sobre um tensor-energia
normalizado ΘU que abranja todo o universo.

Ainda que fosse ΘU parametrizável no tempo, não seria possível definir uma
unidade de tempo absoluto, tornando-se coerente a sua invariância no tempo. A
explanação expõe as limitações do tensor-energia normalizado. Também motiva
169A derivada covariante temporal dá conta do transporte paralelo, não da variação intrínseca

no tempo. Deixa de ser um ponto pelo símbolo δ(x) de Dirac para ser uma representação por
centroide.
170No caso presente, a possibilidade de mapear todos os pontos do espaço torna o espaço

geometrizável, mas recai, caso não seja estacionário, em um espaço absoluto. Comparar com
o visto adiante no espaço de Minkowski, que não é cinético.
171As taxas pelas relações de Maxwell da termodinâmica.
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o argumento para exposição de como a auto-organização é estruturada por au-
tossimilaridade. Uma definição da seta do tempo, ou irreversibilidade do tempo,
é vista adiante.

Auto-organização é descentralizada e, na ausência de um núcleo de coorde-
nação, requer situação de não-equilíbrio permanente, o que motivou a exposição
por Onsager e Prigogine. Nas relações sistêmicas, há o efeito retroativo em que
cada partícula do sistema move-se em direção ao ponto de equilíbrio, e, quando
todas fazem isso ao mesmo tempo, acabam por fazer mover esse ponto, pro-
movendo uma perseguição interminável. Essa codeterminação implica que as
partes e o todo se moldam concomitantemente e o sistema manifesta proprieda-
des semelhantes em diferentes níveis de organização: autossimilaridade.

O sistema é caótico, o que, pela teoria geral sobre o assunto, pode apresentar
“espaços de fases” fractais, o que, para um conjunto de partículas, manifesta-se
como autossimilaridade estatística. As leis físicas mudam conforme a escala,
mas mantêm uma estrutura holárquica.

O que realmente está sendo organizado é a causalidade, um dos aspectos da
seta do tempo. Entendida a invariância no “tempo cosmológico” para causali-
dade.

Nessa mudança de foco para o espaço fásico, é interessante observar que
a geometrização do espaço em um fractal segue similar às leis de potência,
enquanto a dinâmica material é exponencial. A Lei de Potência é invariante
de escala (não possui uma escala característica). 172 A exponencial possui
uma escala característica (o tempo médio ou meia-vida) por taxa de variação
constante. Temporização é implícita no padrão de regularidade temporal que a
organização promove. Assim, a dispensa do tempo no equacionamento anterior
transparece que é o sistema que autorregula o seu padrão de tempo. 173

Autossimilaridade permite arbitrar a referência independentemente do pa-
râmetro temporal. Regredindo a condição do universo atual ΘU para uma
situação passada ΘU∗, em que, em reverso do processo expansivo entre as duas
situações, toda massa do universo estivesse contida em um raio R∗ = GMU/c

2,
raio este factível pela métrica normalizada e que permite chegar a um universo
ΘU∗. Nessa condição antecedente, toda matéria possuiria menor entropia que a
atualidade e estaria contida em um horizonte que, pela métrica da atualidade,
seria R∗. Na realidade desse universo pregresso, inexiste um espaço além do seu
horizonte; trata-se de um sistema fechado, e as relações métricas e de curvatura
se fazem sobre as condições de sua contemporaneidade. O raio mensurado por
uma condição futura não tem sentido. Se assim o for, então a recorrência é
possível. Nesse universo ΘU∗ do passado, é possível retroagir ao seu anterior
ΘU∗⋆ , dessa vez para um raio R∗⋆ = GMU∗/c

2 das condições métricas de sua
172Lei de Potência possui invariância de escala f(λx) = (λx)−k = λ−kx−k ∝ f(x). Ao se

multiplicar o argumento x por um fator λ, a forma da função não muda, apenas a amplitude.
173Padrão em macroescala de tempo. Em microescala, mecanismo massa-tempo. Ver nota

100 e o texto que remete a ela.
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contemporaneidade. 174

ΘU =ΘU∗ exp(ω) (5.21a)
ΘU∗ =ΘU∗⋆

exp(ω∗) (5.21b)
ΘU =ΘU∗⋆

exp(ω − ω∗) (5.21c)

Embora os tensores pela métrica normalizada não possuam variação tempo-
ral, cada ciclo define implicitamente unidade de tempo pelo raio em tempo-luz
que mede o horizonte da respectiva época. A contemporaneidade de uma época
é uma janela temporal continuamente móvel. O espaço de fases traça uma spira
mirabilis, 175 e a ausência de condição inicial absoluta pela forma fractal também
aponta como o universo somente é comparável consigo mesmo pela evolução da
sua organização interna, o que é apreciado pela cronologia que cada observa-
dor faz por coordenadas. Espiral logarítmica também resulta em uma condição
“heráclita” 176 apresentada na simetria local do tempo.

A contrapartida em microescala, o mecanismo massa-tempo descrito ao final
da sec. 4.4.5 , a frequência natural é controlada por constantes que estabelecem
coesão temporal, e o tempo é um elemento sistêmico. Não há definição de um
tempo absoluto, porém a cronologia experimentada por todos os observadores
vem pela codeterminação das relações de causalidade.

Uma escala característica, ou fator de escala, também se apresenta nas equa-
ções de Alexander Friedmann, embora tenha uma participação no equaciona-
mento analítico, enquanto no texto presente esteja restrita a equações sintéticas.
177. Apesar de ser uma ponte de ligação conceitual com o modelo teórico prece-
dente, a correspondência direta entre os parâmetros não é necessariamente vá-
lida, devido à mudança categórica em 4.2. Uma abordagem distinta é necessária
pelo fato de que a métrica normalizada mostra-se inadequada para representar
explicitamente variação intrínseca.

A relação entre deslocamento para o vermelho por distância na distribuição
de galáxias medida por Hubble, na interpretação de Doppler relativístico na ve-
locidade de recessão entre galáxias, é recepcionada como uma medição analítica
em relação ao sintético ⟨Θ⟩ da macroescala.

O parâmetro de Hubble para recessão entre galáxias é uma grandeza de di-
mensão inversa de tempo, [H] = T−1. Tal qual o beta termodinâmico, incorpora
a restrição de não haver tempo coordenado não-positivo, ou o equivalente por
frequência. Para além desse qualitativo, não é direto estabelecer uma relação
com a escala característica, quer pelo expoente em (5.21a), quer pela razão en-
tre fatores que figuram nessa mesma expressão. Ainda que um adimensional
174Poder-se-ia retroagir indefinidamente pela métrica normalizada sem chegar a uma singu-

laridade. Entretanto, quanto mais plana a relação entre o universo imaginário do passado em
relação à perspectiva presente, menor o efeito de distorção da curvatura temporal. O raio em
questão é excessivo, mas equaciona para uma condição conhecida.
175 Espiral logarítmica aparece em desenvolvimento anterior, também relacionada com situ-

ação de não-equilíbrio permanente em razão do decaimento orbital.
176A noção de impermanência e ordem surgida do caos está presente em diversas culturas

e tem penetração na ciência. Parafraseando Oppenheimer, essas ideias não são coisas com-
pletamente inéditas ou novas. Elas têm uma história mesmo em nossa própria cultura e na
filosofia budista e hindu.
177O desenvolvimento normalizado é incompatível com a singularidade da “hipótese do átomo

primordial” de Lemaître, bem como a concepção geométrica de de Sitter, tendo curvatura na
ausência de matéria.
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Dt(1/H) = Ḣ/H2 possa ser produzido, apenas uma das medidas seria conhe-
cida: o expoente é um adimensional incógnito, e os fatores não possuem medida
experimental precisa. Por fim, o equacionamento da relação entre as grandezas
de escalas distintas envolve alguma presunção estatística.

A apresentação da auto-organização dá o contorno geral do fenômeno de
evolução. Adiante, uma métrica de referência é elaborada para descrever uma
mecânica do fenômeno de Doppler em larga escala.

5.2 Espaço de Minkowski
Métrica de Minkowski, conforme visto na sec. 3.2.2 , é primordial no entendi-
mento da condição hiperbólica entre as componentes temporais e espaciais do
tensor velocidade diante de transformações covariantes discretas. A métrica nor-
malizada, transformação contínua do espaço-tempo, se insere no mesmo grupo
matricial, mas em condição mecânica distinta. O espaço de Minkowski é estri-
tamente cinemático, e a supressão de causas do movimento também suprime
modalidade mecânica, quer holonômica, quer normalizada. A neutralidade é ir-
reversível por ser acompanhada da perda de caracterização inercial pela ausência
de resposta à massa. A indiferença inercial torna o caso assintótico comum entre
as modalidades métricas.

Minkowski é identidade assintótica de diversas famílias matriciais. No seu
propósito cinemático, aceita variantes da assinatura ou composição algébrica
(4.217∗ ). Segue a apresentação de alguns conceitos relevantes na conceituação
do espaço-tempo normalizado.

5.2.1 Cinemático e Não-Cinético

A principal razão da métrica de Minkowski não ser cinética está na definição
mecânica pela expressão de Euler-Lagrange. Uma variável de momento não é
obtida por uma velocidade constante na operação diferencial, pois a derivada
interna não está definida e, com isso, também o termo cinemático depende das
relações sistêmicas. 178

d

dt

(
∂

∂ẋ
L

)
(5.22)

Sistemicamente, valores métricos podem ser instantaneamente constantes
por um ponto de inflexão, e o valor conjuntural não afeta a condução estrutural.
O caso de limite lateral, ou limite no infinito, não coloca o valor no domínio
funcional. Com isso, não entra em nenhuma definição métrica normalizada.

Analisando por outra perspectiva, a continuidade no transporte material,
sec. 4.5.2 , a incompatibilidade existe pela definição de massa. Embora a geo-
metria permita atribuir à métrica de Minkowski uma curvatura nula, na métrica
normalizada �∃Rµν , pelo entendimento de que o cerne de R = κΘ está na de-
finição de um centroide de massa não nulo. Implica, na tradução geométrica,
178Isoladamente, mesmo quando um termo é indeterminado, a expressão sobre o símbolo

passa a ser determinada da sua resolução para relações sistêmicas, o que acontece com a
maioria dos símbolos nulos. Normalizada, acrescenta alguns termos por derivada covariante
temporal 2.7.2 . No caso Minkowski, o sistema não está definido. Ver nota 13 .
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que seja possível um volume de controle no raio da “esfera osculatória” por uma
diretrix.

Métrica normalizada é um sistema diádico, e os referenciais são relações
relativas aos corpos participantes, e a definição de inércia é intrínseca. 179 A
inércia é definida intrinsecamente pela velocidade em relação à transformação
hiperbólica da velocidade, em oposição à dependência do espaço coordenado
por um referencial. Assim, na métrica plana, também há perda do referencial
relativo da inércia intrínseca. A ausência de referencial intrínseco, o movimento
relativo é definido exclusivamente pelo observador por referências de inércia
externos.

Por fim, um caso limítrofe é apresentado por métrica de natureza elétrica.
Na operação de neutralização (4.173c), a aniquilação da massa no limiar da
métrica torna-se minkowskiana.

Exceto por um ponto de inflexão, o valor é assintótico e transcende o domínio
da normalidade. O caso também é condizente com 4.6.1

5.2.2 Vácuo

O vácuo é uma discussão correlata à ausência material da métrica de Minkowski.
Vácuo é o vazio material, e a atenção da discussão sobre a parte imaterial, o
que se correlaciona com o conceito de campo e suas propriedades operativas.

A ausência de matéria em um volume de controle fechado, vácuo, não torna a
métrica dessa região em um espaço plano. Qualquer proposição vem da definição
métrica de uma vicinidade exterior; a mesma metrifica o volume. O referencial
métrico é sempre em relação ao ponto material de origem, e o mapeamento de
curvatura como propriedade do espaço é uma conveniência de abstração.

Campo é a abstração da ação-reação no espaço-tempo por efeito retardado,
uma simplificação para resolução dinâmica. Campo potencial escalar, por con-
cepção métrica, é o mapeamento holonômico posicional, e campo vetorial vem
da necessidade de calibrar as velocidades relativas.

A simplificação por campo é conveniente e proveitosa. Entretanto, não existe
um substituto equivalente ao conceito de propriedade e efeitos de campo na
forma normalizada. As definições são feitas de maneira distinta. Espaço norma-
lizado é composição topológica solenoidal, demarcação de transporte de eventos.
O tratamento entre as duas representações está em reconhecer os efeitos aná-
logos. Enquanto na métrica normalizada o espaço é solenoidal pelo transporte
paralelo, a continuidade do transporte de campo segue o divergente tensorial.

Seguido o desenvolvimento da sec. 4.5.2, campo possui dupla tarefa de meio
e permeio. Além de ser meio solenoidal, também atua como mediador por
abstrair a ação-reação do corpo omisso. Consequências do divergente, colateral
à conservação e continuidade do transporte, o mapeamento atribui ao espaço
propriedades da distribuição de matéria. Com isso, incompressibilidade (4.151),
vorticidade (4.153) e eliminação de fonte e sorvedouros (singularidades).

Em adição ao volume de controle desprovido de massa, efeitos estrangeiros
à definição do campo são introduzidos de maneira complementar. As condições
179Inércia é intrínseca, proposição de que o “acelerômetro interno” possui valor sempre nulo

em uma trajetória geodésica perfeita. Um referencial externo fixo tem pouca utilidade diante
de trajetória curva geodésica, e na adoção de um sistema de coordenadas da sec. 2.3 , a
atração central presume corpo fixo com referencial ao centro de momento de um sistema. A
forma mais elaborada vem em 4.4.5 .
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da velocidade limite e sua direcionalidade pela anisotropia aparecem na forma
de força de reação do campo, polarização do vácuo e outros elementos virtuais.
Também difere no tratamento de energia e simetrias, visto sec. 4.5.5 , pela
inclusão de potencial.

A abstração do corpo recíproco de ação-reação é substituída por uma equi-
valência, ou simetria, na transformação de escala. Retornando à sec. 4.5.2,
poder-se-ia definir o movimento J = [cρ; j] pelo mapeamento da composição
A = [ϕ/c; a] de um potencial escalar espacial e um vetorial que satisfaça às
condições de velocidade limite. Assim, pelo operador de d’Alembert, tem-se
∂2A = J.

A componente escalar ϕ/c segue conforme a aceleração de arranque (4.136).
A componente a é um campo vetorial cujo rotacional corresponde a um campo
vetorial conhecido. A definição dessa última componente torna aparente a de-
pendência da exterioridade, abstraída na indireção da propriedade de ser laço
fechado no divergente do rotacional.

Como resultado, o campo não é determinado de modo único; depende da
escolha do calibre, arbitrariedades por ser independente do movimento do corpo
recíproco de ação-reação.

a → a+∇ψ (5.23a)

φ→ φ− ∂ψ

∂t
(5.23b)

Tomando como exemplo o eletromagnetismo, um maior potencial elétrico
produz um maior potencial magnético, mas também uma maior taxa de variação
em relação à velocidade do potencial, e depende da direção e intensidade de
movimento do campo potencial.

5.2.3 Ponto de Inflexão

Na representação métrica do ponto material, o decaimento da métrica ao inverso
da distância é assintótico por limite no infinito.

lim
r→∞

gµν = ηµν (5.24)

O limite lateral condiz com o raciocínio cinemático da seção anterior. En-
tretanto, a realização mecânica dessa condicionante espacial, embora em con-
cordância com a exclusão, ocorre de forma diferente. Posições são alcançáveis
por velocidade no tempo, e a velocidade limite impõe condicionante temporal à
distância espaço-tempo.

Um horizonte cosmológico é conveniente à exigência de um volume de con-
trole para distribuição de matéria pela equação (4.164). Essa mesma exigência
cria uma situação inusitada: pode-se procurar por pontos de inflexão ao volume
cosmológico e quantificá-los de maneira alternativa.

lim
(r−ra)→0

σµν = ηµν (5.25)
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A situação pela qual a métrica alcança o valor unitário não viola o disposto
na seção 5.2.1 , uma vez que a situação é conjuntural por um ponto de inflexão,
em contraponto a uma definição estrutural. Também, o limite infinitesimal
não possui a lateralidade existente do limite no infinito. Por fim, ausência
da assinatura, que a métrica unitária fica entendida como indefinição de um
referencial inercial ou direção preferencial.

A métrica σµν não trata de um centroide de massa, redução ao ponto ma-
terial por (4.155a), mas expressa uma neutralidade diante de uma vizinhança.
A situação de neutralização, vista na equação (4.173c), expressa a noção de
que a sobreposição de métricas possui alguma equivalência com a aditividade
de atração. O mesmo cenário de neutralização exige um volume de controle
cosmológico (4.167) que coincide com horizonte. 180

Até então, buscou-se a resultante exterior à superfície de interface entre
o exterior e uma distribuição de matéria no volume interno. A condição de
horizonte cosmológico impossibilita a exterioridade, e a formulação se inverte.
A aditividade da atração gravitacional remete ao teorema dos cascos esféricos
de Newton, em inspeção ao resultante no interior.

A formulação de um casco cosmológico é viável na escala galáctica, onde
podem ser encontradas distâncias compatíveis com o modelo. Assumindo uma
distribuição de simetria esférica, definido um unitário para o tamanho médio de
uma galáxia, distância intergalática média de mil vezes a escala unitária e um
horizonte dez milhões de vezes o tamanho galático, proporções 1 : 1K : 10M ,
então o total chega na ordem de trilhão de galáxias.

Em síntese, a descrição apresenta a noção que se tem em cada galáxia cen-
trada no interior de seu respectivo casco cosmológico relativo como se estivesse
centrada em uma métrica unitária, portanto inercial. Entretanto, essa situação
passa por um ponto de inflexão, o que impede que se enxergue as outras por
um espaço plano. Nessa descrição, o fenômeno da recessão entre galáxias é uma
necessidade e não possui causa mecânica identificável, sendo emergente da dis-
tribuição total de massa e da necessidade de uma métrica que satisfaça a rotação
hiperbólica para existência das definições de causalidade e simultaneidade.

A extrapolação do espaço por uma métrica será elaborada adiante para ilus-
trar o caso peculiar.

5.3 Tempo
Tempo, em uma definição técnica, é a medição em contagem contínua por um pa-
drão de regularidade periódica de eventos de um fenômeno. A correspondência
entre o fenômeno periódico tempo coordenado com um outro fenômeno, des-
vinculado do primeiro, por uma correlação temporal, evidencia que ambos são
escalonados por regularidade intrínseca. Como consequência, a variável tempo
coordenada formada pelo padrão periódico torna-se, conjugada a uma função
de estimativa da correlação, preditora dos processos: nem o tempo coordenado
se desvia de sua regularidade, nem o processo observado se foge ao seu padrão
interno.

Correlação não é causalidade, e um terceiro fenômeno pode ser a causa da
sincronicidade na correlação entre o tempo do relógio coordenado e os valores da
função de estimativa. Entretanto, eliminando-se qualquer outra possibilidade,
180Ver nota(134) .
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não existe um tempo universal absoluto. Outra ocorrência vai para a descrição
de fenômenos que se expressam por independência de uma variável de tempo
(sincronicidade por outros meios); ainda assim, há causalidade entre as partes.

Tempo é uma variável extrínseca à métrica normalizada, vista na seção 2.7.2 ,
e a periodicidade entre fenômenos, vista em 4.4.5 , resulta, pela causalidade
involuta, na separação de fase entre variáveis posição e momento, vista em
4.4.6 , inviabilizando a resolução por um invariante temporal, como também
uma frequência natural pelo mecanismo massa-tempo. A externalidade da va-
riável temporal sugere sua coligação com auto-organização, o que, na forma
sistêmica por 5.1.2, coloca a formação do tempo como uma das resultantes que
cada observador obtém pela forma sistêmica de organização da harmonização
universal.

As estruturas temporais são auto-organizadas por autossimilaridade, o que,
por recursão infinita, torna-se irreversível. Nesse pressuposto, investiga-se a
correspondência convoluta pela decomposição dos padrões de regularidade.

Partindo-se de um fenômeno periódico, frequência constante, dado pela gran-
deza escalar f(t). O seu padrão de regularidade pode ser retratado pela corres-
pondência convoluta na decomposição por série de Fourier da função periódica.

f(t) =

∞∑
n=−∞

cn exp(iωnt) (5.26)

Em uma descrição, a segmentação do processo em subcadeias em que um
subprocesso desencadeia um subsequente em maior intensidade, modulando a
frequência do fenômeno. Em outra perspectiva, a referência temporal pelas po-
sições e velocidades segue em correspondência à modulação métrica e cinemática
da frequência.

Considerando que a regularidade periódica equivale à situação estacionário
de equilíbrio dinâmico, a harmonia existe nos estados igualmente estáveis e
a transição discreta entre eles é estudo da eletrodinâmica quântica [103][102].
Em contraponto, o fenômeno não-periódico f(t) e sua transição contínua não
poderiam ser mais decompostos da mesma forma que o periódico. Além disso, a
correspondência entre frequência constante e conservação de energia indica uma
mecânica ondulatória contínua.

No domínio do espaço, a trajetória geodésica é conservativa, o que é ob-
servado pela ortogonalidade expressa em (4.31a) e (4.31b), e a trajetória mais
geral é dissipativa. Se, de modo similar, a aplicação de uma base ortonormal de
autovalores estabelece a relação da série com a transformada de Fourier, então,
em F{f}(ξ) = f̂(ξ), caso haja convergência para função original, os coeficientes
da série podem ser obtidos pela transformada.

f̂(ξ) =

∞∑
n=−∞

cn · δ (ξ − ωn) (5.27)

O critério de estabelecer um estado de equilíbrio que simplificaria a forma de
evidenciar o desequilíbrio. De outro modo, a taxa de modulação da frequência
(em função da mesma) exigiria critérios de intensidade no balanço entre energia
retida e energia perdida na modulação. Um desenvolvimento nesse sentido é
apresentado trabalhos anteriores [70] .
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Invertendo a abordagem para macroescala, ainda que em estado de não-
equilíbrio, a coesão temporal vem da codeterminação por recorrência de sua
autossimilaridade em escala. 181 Em escala local, o princípio que orienta a
seção 4.4.5 é auto-oscilação [2][51] . A abordagem em larga escala, marcada
pelo não-equilíbrio, na interpretação pela auto-organização de Prigogine, sec.
5.1.2 , a sincronicidade ocorre pela forma como todos concorrem para a mesma
frequência.

O mecanismo de codeterminação temporal é adaptado do formalismo do mo-
delo Kuramoto, [59][97] que trata de como osciladores com frequências naturais
diferentes alcançam um mesmo parâmetro temporal sistêmico.

Retomando o parágrafo inicial, considera-se a situação em que observadores
distintos escolhem um como referência temporal oscilador estável e constante.
Uma escolha apropriada confiaria na frequência Compton de uma massa conhe-
cida. Para qualquer escala de agregação, e em ocorrência recursiva, o tensor-
energia ⟨Θ⟩ sintetiza na forma pontual centroide para a massa constituída que
produz curvatura R. Assim, recorrentemente, um tensor em uma escala menor
representa uma quantidade de massa que entra na composição de uma escala
de agregação acima, até a totalidade universal de ⟨ΘU ⟩. Como a inércia de
uma quantidade de massa produz uma frequência natural em resposta à osci-
lação forçada, é possível associar ao tensor a frequência natural do equivalente
de massa. A equivalência matéria-energia se estende para massa. Assim, com
simplificação da notação, tem-se:

Ωµν = Θµν/ℏ (5.28)
ω = Ωµνgµν (5.29)

O problema com essa proposta é que, conforme os tensores-energia evoluem,
as escalas de tempo mudam aleatoriamente em proporção à dinâmica individual
de cada subsistema. Sem um referencial global para sincronização dos relógios
intrínsecos, a coordenação do ritmo seria instável. A despeito desse prospecto,
a forma dinâmica cria um mecanismo de sintonia fina para harmonização da
estrutura. O desequilíbrio da instabilidade pode igualmente ser potencial que
conduz ao equilíbrio. O universo é bem afinado pela convergência ao estado de
maior harmonia.

Assumindo, em uma distribuição simétrica de osciladores sobre um mesmo
acoplamento, em que cada oscilador individual tenha frequência intrínseca cons-
tante e esteja operando com magnitude sin(ωiτ + ϕi), então possui como fase
total θi(t) = ωiτ + ϕi. Considerando que o parâmetro de fase é propenso a mu-
dar por influência da densidade de fase local de outros osciladores, então uma
velocidade de deriva vθ = dθ/dτ é definida por:

d

dt
θi(t) = ωi +

d

dt
ϕi (5.30)

Velocidade de deriva é composta de frequência intrínseca constante ωi e do
termo de acoplamento dϕi/dτ , que define a mudança baseada na sua posição
em relação à fase média ψ da distribuição em questão:
181Ver texto que remete à nota 175 .
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dϕi

dτ
= Kr sin(ψ − θi) (5.31)

Nessa modulação dinâmica de fase, o K é a força do acoplamento; r é o
parâmetro de ordem, média da fase coletiva da população ψ. A senoide pode
ser entendida como uma álgebra de fasores, mas pela parte imaginária.[106]

O parâmetro de ordem dá a medida de coerência de fase, o quão sincronizado
o grupo está. Na forma complexa, é a média geométrica de todos os osciladores.
Uma representação desse centroide de fases pode ser mapeada no círculo unitário
complexo.

r⃗(τ) = r(τ)eiψ(t) =
1

N

N∑
j=1

eiθj(τ) (5.32)

A estabilidade do estado estacionário é demonstrada na convergência do
número de osciladores N → ∞. 182 A forma analítica do caso contínuo pelo
limite possui uma densidade estacionária ρ(θ, ω). A evolução para esse estado
é encaminhada por Strogatz [96], aproveitando-se do contínuo para formular,
na especificação euleriana, a equação de continuidade para a forma temporal e
normalizada dessa densidade.

∂t(cρ) + ∂θ(ρvθ) = 0 (5.33a)

F (ω, τ) =

ˆ π

−π
ρ(θ, ω, τ) dθ = 1 (5.33b)

O contínuo permite que a distribuição de frequência natural intrínseca g(ω),
originada no limite do contínuo, seja integrada para todos os ângulos θ e todas
as frequências naturais ω. Da análise pela equação de continuidade vθ = dθ/dτ ,
tem-se:

r(t)eiψ(t) =

ˆ ∞

−∞

ˆ 2π

0

eiθ(t)ρ(θ, ω, t)g(ω) dθ dω (5.33c)

Quando g(ω) = δ(ω − ωi), a expressão simplifica para:

r(t)eiψ(t) =

ˆ 2π

0

eiθ(t)ρ(θ, t) dθ (5.34a)

A interpretação é que a codeterminação não é expressa diretamente na
frequência intrínseca constante (Compton). Apesar do pressuposto, a quan-
tidade pode evoluir colateralmente em consequência do efeito em sua composi-
ção. Seja como for, a falta de participação do parâmetro intrínseco no parâmetro
de ordem também torna adequada a adaptação pela frequência da extrínseca
182Outros casos são possíveis no modelo original. Aqui, o interessante é o regime sem flutu-

ações, com o comportamento da população explicado nos termos da densidade e sua partição
entre ancorados e à deriva.

175



(Broglie), que fatora os efeitos ambientais na perspectiva do observador. A
reformulação da densidade para a equação da continuidade, nesse cenário, tam-
bém substitui o tempo próprio pelo tempo coordenado, e retrospectivamente
teríamos g(ω) = δ(θ − θi).

F (θ̇, t) =

ˆ π

−π
ρ(θ, θ̇, t) dθ = 1 (5.34b)

Na forma reestruturada integral, permite-se a expansão de Fourier. Também
é conveniente aplicar o ansatz Ott-Antonsen, [81] que aplica substituição dos
coeficientes cn(t) = α(t)n e resulta em uma expressão fechada exata.

r(t) =

ˆ ∞

−∞

ˆ 2π

0

ei(θ(t)−ψ(t))ρ(θ, ω, t)g(ω) dθ dω (5.35)

A densidade ρ(θ, t), que está restrita a uma circunferência, pode ser repre-
sentada por série de Fourier.

ρ(τ) =
1

2π

[
1 +

∞∑
n=1

(
cn(t)e

iπθ + c∗n(t)e
−iπθ)] (5.36)

O ansatz contrai em uma progressão geométrica por uma única função com-
plexa.

ρ(t) =
1

2π

[
1 +

∞∑
n=1

(
α(t)neiπθ + α∗(t)ne−iπθ

)]
(5.37)

Na integral de r⃗(t), o termo ei(n+1)θ da distributiva é simplificado pela or-
togonalidade dos conjugados, exceto quando o expoente é nulo, o que ocorre
quando n = 1, assim:

r⃗(t) = α∗(t) =⇒ α(t) = r⃗ ∗(t) = r(t)e−iψ(t) (5.38)

Substituindo na equação da continuidade, a velocidade de deriva torna-se:

vθ =
K

2i
[r⃗(t)e−iθ − r⃗ ∗(t)eiθ] = iKr(t) sinh[i(θ − ψ)] (5.39)

A forma hiperbólica da densidade é obtida por
∑∞
n=1 x

n = x/(x+ 1) e α =
reiψ. A expressão é o núcleo de Poisson; a forma hiperbólica, pela identidade
de Euler, será proveitosa na equação da continuidade.

ρ(θ, t) =
1

2π

1− r2

1− 2r cos(θ − ψ) + r2
=

1

2π

1− r2

1− 2r cosh[i(θ − ψ)] + r2
(5.40)

O fluxo j = ρv é expresso por:
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j =
−Kr(1− r2)

2π

sinh[i(θ − ψ)]

1− 2r cosh[i(θ − ψ)] + r2
(5.41)

A resolução da equação da continuidade sai pela substituição das expressões
encontradas e, para o referencial rotacional dψ/dt = 0, resulta em:

dr

dt
=
K

2
(1− r2)r (5.42)

Essa equação de coerência de fase é uma variante da função logística dife-
rencial e sintetiza os pontos críticos na mecânica de sincronização.

Supondo r = 0, dessincronizado, então dr/dt = 0, porém é instável: qualquer
perturbação que produza r > 0 desencadeia dr/dt > 0.

Se 0 < r < 1, sincronização parcial, então dr/dt > 0, é estritamente positiva:
uma vez desencadeada a dinâmica é autossustentada pelos constituintes.

Na convergência t→ ∞, sincronização perfeita, o sistema também converge
assintoticamente para dr/dt = 0, o que ocorreria precisamente quando r = 1.

Uma vez em marcha, o processo é irreversível. A despeito de serem pronta-
mente calculáveis, ambos os pontos críticos em que dr/dt = 0 são assintóticos. A
resolução da equação diferencial no tempo traça uma curva que não tem começo
nem fim, e a forma crescente mantém a relação de ordem.

dr

dt
=
K

2
(1− r2)r =⇒ t =

2

K
ln

(
x√

1− x2

)
= ln(tan(arcsin(x))) (5.43)

Ainda, se r′ ∝
(
1− x2

)
x, então r ∝ x2/2−x4/4, ou seja, a função sombreiro,

associada ao estudo de assimetria.
No contexto da codeterminação, pela generalidade da escolha do observador,

o parâmetro de coerência r obtido pelo tempo coordenado é compartilhado entre
todos os observadores. A compatibilidade da escala de tempo, precondição de
ordem causal pela variável extrínseca, é propriedade sistêmica, ainda que este
não seja determinístico.

O resultado também é compatível com o contorno temporal da recorrên-
cia fractal em espiral logarítmica da auto-organização em 5.21c . Na ocasião,
explanou-se sobre a inferência recursiva na autorregulação da escala temporal
na reversão da expansão. Uma elaboração similar é cabível sobre o horizonte de
espaço e janela de tempo.

Na formulação de uma escala de ordem de tempo absoluta, a escolha de um
ponto zero (5.43) por constante de integração é arbitrária e atende a critério
de conveniência. Embora a escolha do tempo zero corresponda a criar uma
restrição, similar ao beta termodinâmico na escala absoluta, no caso presente
seria uma artificialidade. O recorte temporal não atende aos critérios de uma
escala no senso convencional: a janela de tempo é móvel e impossibilita formular
unidade, portanto não atende às propriedades de linearidade.

Ainda que a existência de um horizonte de espaço conjugado a uma janela de
tempo não se apresente diretamente no equacionamento presente, o parâmetro
pode ser incorporado de uma forma pragmática. Um valor de raio crítico de
um horizonte, em conjugação ao respectivo parâmetro de ordem r, é, foi ou
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será interceptado por todo observador coordenado em algum momento t de sua
existência. Em outras palavras, mapeia temporalmente o que e quando cada
observador enxerga.

Consoante a essa concepção holística, a concordância que dois observado-
res distintos fazem com relação às respectivas medições parâmetro de ordem,
por suas relações em um espaço-tempo evolutivo, o ponto crítico estabelece a
sincronicidade na relação simultaneidade e causalidade.

O último destaque para independência de especificidade de microestado con-
clui em síntese as características inexoráveis da natureza do tempo: infinito,
irreversível e imponderável.

6 Métricas Notáveis
A normalidade do tensor métrico estabelece propriedades estruturais à rotação
hiperbólica que independem de um formato específico, de métrica. Propriedades
conjunturais surgem de formatos modelados pela especificidade do problema e
revelam padrões ocultos à generalidade estrutural.

A divisão arbitrária entre essencial e acidental torna-se tênue diante da com-
plexidade sistêmica. Análogo separação que existe entre “anatomia, fisiologia e
metabolismo”, propriedades funcionais evidenciadas na composição da comple-
xidade entre forma e função.

Seguem duas métricas que satisfazem a temática normalizada, e que revelam
a natureza de outros padrões da interação entre espaço, tempo e matéria.

6.1 Corpo em Rotação e Geodésia
A seção apresenta alguns rudimentos para métrica normalizada de um corpo em
rotação. A métrica normalizada é tipicamente definida para um ponto material
que representa o centroide de uma distribuição de massa, visto em (4.155a). O
ponto material não possui definição de rotação; entretanto, é possível a repre-
sentação pela parametrização métrica.

A abordagem consiste na extrapolação para um corpo rotacional em conside-
ração aos resultados que seriam obtidos no limite newtoniano para a geodésica.
A elaboração fundamenta-se na semelhança que expressões, como (2.74) ou a
força estática de arranque (4.136), possuem com as expressões gradiente do po-
tencial clássico ou suas variantes. Essa similaridade permite elaborar a métrica
por expressões conhecidas à forma rotacional clássica.

Contanto que atenda à condição de não variar no tempo, a escolha dos
parâmetros que figuram no tensor métrico é tanto conveniência da coordenada
quanto da forma de aturação da curvatura. O formato resultante é descrito por
simetria em superfícies de equivalência.

6.1.1 Corpo Rotacional: Clairout-Somigliana-MacCullagh

A distribuição de massa de um corpo rotacional, segundo o teorema de Clairout,
assume a forma oblata no equilíbrio gravitacional diante da força centrífuga da
rotação. O formato resultante reflete a redistribuição de massa fluida que é
necessária à recomposição do campo gravitacional para equalizar/neutralizar a
ação promovida pela mesma rotação que motiva a movimentação. Passando da

178



expressão geocêntrica para geoidal, a equação de Somigliana expressa a direção
normal à superfície da atração gravitacional. Força é maior nos polos que no
equador devido à proximidade com o centro de massa e menor força centrífuga.

Fórmula de MacCullagh normalizada com expansão em harmônicos esféricos:

Φ(r, θ)

c2
=
GM

c2r

[
1− J2

R2
e

r2
P2(cos θ)

]
(6.1)

Para um corpo em equilíbrio hidrostático, a superfície física é uma superfí-
cie equipotencial. A condição de massa fluida, para o tempo geológico, como
qualquer força tangencial à superfície, irá causar fluxo. O potencial total, pela
soma do potencial gravitacional e do correspondente ao campo de velocidade,
deve ser constante por toda superfície. O potencial da gravidade efetiva é dado
por:

Constante = −GM
r

[
1− J2

R2
e

r2

(
3 cos2 θ − 1

2

)]
− 1

2
ω2r2 sin2 θ (6.2)

Assim, denominando Φgravitacional o termo que expressão de MacCoullagh e
Φcinético = (1/2)ω2r2 sin2 θ

Φefetivo = Φgravitacional +Φcinetico = constante (6.3)

Uma partícula de teste no espaço externo ao corpo (r > Re), pela ausência
de contato, não é rotacionalmente tracionada; entretanto, a direção do campo
é afetada pela distribuição de massa da superfície nivelada pela rotação. Nessa
situação, para uma mesma distância fixa r com relação ao centro, a atração
gravitacional é maior no equador que nos polos, devido a efeito do alinhamento
com distribuição de massa.

6.1.2 Formulação Métrica

O potencial pela fórmula de MacCullagh é adequado à extrapolação ao limite
newtoniano. A parametrização métrica compatível com o potencial é:

gµν(r, θ) (6.4)

Os termos não-nulos para os gradientes métricos são:

∂1g00 ∂1g11 ∂2g00 ∂2g11 (6.5)

Entre os símbolos de Christoffel não nulos, além dos quatro símbolos exis-
tentes (2.43a) na métrica simétrica Γ0

01, Γ0
10, Γ1

00, Γ1
11, seis novos são necessários:

Γ0
02, Γ0

20, Γ1
12, Γ1

21, Γ2
00, Γ2

11, totalizando dez. Assim, os símbolos pela variação
radial são:
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2Γ0
01 =g00∂1g00 (6.6a)

2Γ0
10 =g00∂1g00 (6.6b)

2Γ1
00 =− g11∂1g00 (6.6c)

2Γ1
11 =g11∂1g11 (6.6d)

Os símbolos pela variação perimetral:

2Γ2
00 =− g22∂2g00 (6.6e)

2Γ2
11 =− g22∂2g11 (6.6f)

2Γ1
12 =g11∂2g11 (6.6g)

2Γ1
21 =g11∂2g11 (6.6h)

2Γ0
02 =g00∂2g00 (6.6i)

2Γ0
20 =g00∂2g00 (6.6j)

Repare que a satisfazem (2.59a) (importante para geodésica reduzida). A
derivada da métrica relaciona a igualdade entre algum dos símbolos.

∂1g00 =2g00Γ
0
01 = −2g11Γ

1
00 (6.7a)

∂2g00 =2g00Γ
0
02 = −2g22Γ

2
00 (6.7b)

∂2g11 =2g11Γ
1
12 = −2g22Γ

2
11 (6.7c)

Uma quarta igualdade é obtida pela derivada determinante da métrica.

∂1g11 =2g11Γ
1
11 = −2g11Γ

0
01 (6.7d)

A manipulação simbólica evidencia como as quantidades “circulam” entre si
em proporção à métrica e diante da variação espacial do tensor métrico por uma
direção. As derivadas parciais do determinante da métrica unimodular são:

∂1 det(g∗∗) =g00∂1g11 + g11∂1g00 = 0 (6.8a)
∂2 det(g∗∗) =g00∂2g11 + g11∂2g00 = 0 (6.8b)

Derivada do determinante da métrica, somente aparecem (6.5). Assim, para
radial, ∂1g00 e ∂1g11, para perimetral ∂2g00 e ∂2g11. Os demais símbolos que não
compõem esses termos são vinculados pela igualdade nas definições. Entretanto,
como se observa na substituição por (6.7a), relaciona-se quantidade espacial à
temporal por uma mesma direção de variação, resultando em igualdade direta
entre os símbolos, como em (2.55) .

δ11Γ
1
11 + δ00Γ

0
01 =01 (6.9a)

δ11Γ
1
12 + δ00Γ

0
02 =02 (6.9b)
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As relações cruzadas podem ser agrupadas pelas variações. Os grupos são,
aparentemente, independentes (não há variação temporal da métrica.)

∂1g00 =⇒ g00Γ
0
01 = −g11Γ1

00 = −g11Γ1
11 (6.10a)

∂2g00 =⇒ g00Γ
0
02 = −g22Γ2

00 = −g11Γ1
12 (6.10b)

∂2g11 =⇒ g11Γ
1
12 = −g22Γ2

11 = −g00Γ0
02 (6.10c)

Derivadas de segunda ordem, como não variam no tempo, possuem parciais
∂22, ∂12, ∂21, produzindo os termos ∂mΓ0

a0 e ∂mΓk00. Além de (4.42a), o mais
relevante deles é o associado à R22.

∂22g00 = −2g22∂2Γ
2
00 = 2g00∂2Γ

0
02 + 4g00Γ

0
02Γ

0
02 (6.11)

Relacionado às derivadas de segunda ordem, derivadas dos símbolos de Ch-
ristoffel, ∂1Γσµν e ∂2Γσµν .

Os tensores de curvatura R00, R11 e R22, equivalentes de Ricci, seguem o
disposto em 4.62 . A segunda ordem por duplo temporal é:

∂0∂0

[
ê0
êa

]
=

[
0 Γk00

Γ0
a0 0

] [
0 Γk00

Γ0
a0 0

] [
ê0
êk

]
=

[
Γk00Γ

0
a0 0

0 Γ0
a0Γ

k
00

] [
ê0
êj

]
(6.12)

Para dois índices espaciais, repare que a comutação será nula:

∂m∂n

[
ê0
êa

]
=

[
∂mΓ0

0n 0
0 ∂mΓkan

] [
ê0
êk

]
+

[
Γ0
0m 0
0 Γkam

] [
Γ0
0n 0
0 Γkan

] [
ê0
êk

]
=

[
∂mΓ0

0n + Γ0
0mΓ0

0n 0
0 ∂mΓkan + ΓkamΓkan

] [
ê0
êk

]
(6.13)

Índices alternados entre espacial e temporal resultam em:

∂0∂n

[
ê0
êa

]
=

[
Γ0
0n 0
0 Γkan

] [
0 Γk00

Γ0
a0 0

] [
ê0
êk

]
=

[
0 Γ0

0nΓ
k
00

ΓkanΓ
0
a0 0

] [
ê0
êk

]
(6.14)

A forma alterna é:

∂m∂0

[
ê0
êa

]
=

[
0 ∂mΓk00

∂mΓ0
a0 0

] [
ê0
êk

]
+

[
0 Γk00

Γ0
a0 0

] [
Γ0
0m 0
0 Γkam

] [
ê0
êk

]
=

[
0 ∂mΓk00 + Γk00Γ

k
am

∂mΓ0
a0 + Γ0

a0Γ
0
0m 0

] [
ê0
ê1

]
(6.15)

Similar a (4.70), o escalar de curvatura será:

g00R00 + gnnRnn = R (6.16)
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Por (4.44), tem-se uma equipartição espaço-tempo na forma:

R00

Rkk
=
g00
gkk

(6.17)

Entretanto, deixa ser exclusivamente tempo-radial.

g00R00 − g11R11 − g22R22 = 0 (6.18)

R00

R11
=
g00
g11

(
1 +

δ22R22

g11R11

)
(6.19)

Pela propriedade unimodular, o gradiente do determinante da métrica esta-
belece igualdade entre a componente temporal e as componentes espaciais.

δ00g00
δ11g11

= −1 (6.20)

Métrica seguirá rotação hiperbólica 4.38 para qualquer direção 4.39 . Entre-
tanto, a curvatura de Ricci será relação entre tempo e a totalidade do espaço,
diferentemente do resultado em 4.43. A situação física distinta é entendida com
razão, mas sem a equipartição da curvatura no desdobramento entre as compo-
nentes espaciais. Resultante da mudança de direcional, na curvatura ao possuir
elementos estranhos à diretrix e ao centroide de massa: métrica “geocêntrica”
pela composição radial resulta em uma atração “geoidal” pela parametrização.

∂1g11 =− GM

c2r2
+

3GMJ2R
2
e

c2r4

(
3 cos2 θ − 1

2

)
(6.21a)

∂11g11 =2
GM

c2r3
− 12GMJ2R

2
e

c2r5

(
3 cos2 θ − 1

2

)
(6.21b)

∂2g11 =
3GMJ2R

2
e

r4
sin θ cos θ (6.21c)

∂22g11 =
3GMJ2R

2
e

r5
(2 cos2 θ − 1) (6.21d)

A expressão da equação geodésica temporal (2.52) relaciona tanto os símbo-
los que expressam a variação radial Γ0

01, Γ0
10 quanto os angulares Γ0

02, Γ0
20 na

composição da variação do fator de Lorentz γ̇.

γẋ0γ̇ê0 + 2γ2ẋ0ẋµΓ0
0µê0 = 0 (6.22)

A equação geodésica espacial na direção radial é composta pelos símbolos
Γ1
00, Γ1

11, Γ1
12 e Γ1

21.
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γ2χ̈kêk + γγ̇ẋkêk + [γ2ẋ0ẋ0Γk00 − γ2ẋnẋnΓknn]êk + 2γ2ẋnẋnΓknnêk = 0 (6.23)

Uma terceira equação expressa a aceleração latitudinal com relação ao eixo
polar pelo centroide de massa pelos símbolos Γ2

00,Γ
2
11. Esses símbolos são de-

finidos por ∂2gµν 183 pela expressão métrica e possuirão estabilidade na linha
equatorial. Então, dependendo da condição inicial, o movimento fica restrito ao
plano. Outra forma é dizer que, tomando por referência (6.2), é uma superfí-
cie equipotencial; então a componente métrica g11 não descreve uma superfície
equimétrica.

Para campo fraco, ∂1g11 e ∂2g11 serão uma boa aproximação do limite new-
toniano para um problema estático.

Para o problema estacionário, a única consideração é que a velocidade equa-
torial não deve ultrapassar a velocidade limite. Por outro lado, a situação
dinâmica de variação da velocidade equatorial pela contração do corpo deve
relacionar-se com perda de energia. O equacionamento perde a dependência ex-
clusiva espacial gµν(r, θ) e passa a possuir dependência cinemática gµν(r, θ, v).
Reverter a forma oblata (ou mesmo chegar à forma prolata ou outra irregular)
implica em emitir energia para perder velocidade, situação que somente tem
sentido com um corpo companheiro.

Outras situações mais complexas envolvem dois corpos: a velocidade relativa
máxima entre as linhas equatoriais de ambos os corpos não deve ultrapassar a
velocidade limite. O equacionamento deverá ter em conta a inclinação e o ali-
nhamento entre os eixos polares, ou inclinação com relação ao plano equatorial.

6.1.3 Equilíbrio Hidrostático Relativístico

A equação geodésica mais geral é obtida estendendo a fórmula de MacCul-
lagh normalizada para modelo harmônico esférico geopotencial, Φ(r, θ, φ), com
o acréscimo dos termos respectivos ao parâmetro adicional, φ similar ao parâ-
metro θ. A aplicação clássica desse modelo em geodésia sugere uma mudança
de perspectiva do espaço exterior corpo para o seu interior.

Φ(r, θ, φ)

c2
=− GM

c2r

[
1−

∞∑
n=2

Jn

(
Re
r

)n
Pn(cos θ)

]
(6.24)

+

∞∑
n=2

n∑
m=1

(termos longitudinais )

Como o tensor métrico normalizado se ocupa apenas da representação pon-
tual, a distribuição de massa do corpo é estudada pelo tensor energia Θµν em
sua relação com o tensor curvatura Rµν em um volume de controle delimitado
pela superfície do corpo, por (4.164) . A comparação feita, admitindo que o li-
mite newtoniano por (6.2), as componentes espaciais do tensor energia Θµν pela
definição em (4.139) , equivaleria diretamente ao segundo termo Φcinético do lado
direito de (6.2), enquanto as componentes espaciais tensor curvatura somente
183Notar que xθ = rθ, então, para evitar a substituição θ = xθ/r, o que afetaria a ∂2gµν , a

sugestão é substituir θ → rθ/r para derivação no segundo índice, o que acaba resultando no
mesmo operador r−1∂/∂θ empregado no caso holonômico.
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Rµν é expresso variação de segunda ordem da métrica ∂kkgµν , mostrando-se in-
consistente com g11 = (1 + c−2Φgravitacional)11. A incompatibilidade vem como
componente da métrica g11, embora, da congruência ao campo, não descreva
uma superfície equipotencial pelo mesmo contorno que define o volume de con-
trole do contorno do corpo material.

Entendimento retoma a proposição para métrica normalizada de evitar a
dupla tarefa em controle material e imaterial, 184. iniciada em 4.5.2 e estendida
a 4.5.2 . Em síntese, uma vez que tenha-se delimitado o fluxo material por
uma superfície de controle pela continuidade de Reynolds, analisa-se o fluxo
imaterial produzido por essa mesma quantidade pela Lei do Fluxo Imaterial de
Gauß. Em comum, as duas expressões se utilizam do Teorema da Divergência
de Gauß-Ostrogradsky; entretanto, há distinção categórica.

O tensor Rµν/κ representa a propagação imaterial da curvatura segundo a
lei de rotação hiperbólica de contração espacial e dilatação temporal (4.122) ,
enquanto o tensor energia (material em movimento livre) possui dimensões
[Θµν ] = ML−1T−2 unidades no sistema internacional Joules por metro cúbico
(J/m3) ou Pascal (Pa), geralmente referido como tensão-energia.

A vinculação é feita pela configuração da Lei de Gauß do Fluxo Imaterial;
com isso, a energia representa uma “pressão de radiação gravitacional” sobre
uma superfície de controle. Também, consistente com a densidade (4.151) ,
não é esperado um fluido material 185 . Portanto, o tensor tensão-energia Θµν

assume a forma de um tensor-tensão deviatório pelas características incomuns
de compressibilidade e viscosidade que modela.

Um tensor pressão em condição isotrópica nas componentes espaciais, a
exemplo do tensor tensão Cauchy pela consideração do limite newtoniano, teria
as tensões principais em equilíbrio, ou seja, os termos da diagonal seriam iguais
entre si.

Embora o equilíbrio hidrostático não possa ser apresentado diretamente,
pela falta de isotropia, pode ser formulado pela transformação. Considerando-
se que a “pressão de radiação gravitacional” expressa em Rµν/κ seja equivalente
à pressão de estagnação Θµν sobre a parte material quando na condição estática,
ou seja, a pressão que seria obtida se toda a energia cinética fosse convertida
em pressão em uma forma reversível, obtém-se uma expressão de pressão total.

Pressão de radiação incidente na absorção perfeita, Pnormal = (I/c) cos2 θ, re-
sulta em uma componente de cisalhamento τ = (I/c) cos θ sin θ. Considerando-
se reflexão perfeita, absorção seguida de reemissão, a componente tangencial se
anula, enquanto a normal dobra de intensidade.

Pnormal = 2
I

c
cos2 θ (6.25)

Um diferencial de pressão pela equação de equilíbrio hidrostático de Newton
(por uma pressão isotrópica) pela equação (2.86b), sendo que velocidade nula
resulta em γv = 1, possui componentes espaciais:
184As tarefas são contraditórias, uma vez que materialmente fundamenta-se pelo apresentado

em 2.7 , enquanto imaterialmente por 4.5.1. Equiparar por energia conduz a erro categórico.
Ver também texto referente à nota 129 .
185Ver nota 124 .
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dP = ρakdx
k = ρ

dvk

dτ
vkdτ (6.26)

O termo mais à direita relaciona-se com metade da derivada de Θkk, en-
quanto o termo imediatamente à sua esquerda relaciona-se com a derivada da
parte espacial Rkk do tensor curvatura.

Considerando que a radiação age pelo dobro da incidência, para evitar re-
ação na direção transversal na resultante de absorção e reemissão, a mesma
duplicidade deve estar presente no equacionamento gkkRkk, o que se apresenta
na adição do termo temporal em (6.16). A expressão de pressão de equilíbrio
hidrostático com convergência para o limite newtoniano relaciona-se com a den-
sidade de força:

∇σP = κ−1∇σR (6.27)

Assim como a métrica normalizada diverge da métrica de Schwarzschild em
campo forte, o mesmo é esperado na comparação com a equação de equilíbrio
hidrostático de Tolman-Oppenheimer-Volkoff[80] . Algo semelhante pode-se di-
zer da relação entre a métrica rotacional normalizada e a métrica de Kerr[52] ,
em que não faz sentido comparação em campo fraco.

Equilíbrio hidrostático descreve uma situação estática e, ainda que se possa
comparar a mudança entre dois estados estacionários, não é esperado que o
desenvolvimento dinâmico se apresente como instantâneos da forma estática,
pois, relativisticamente, envolve a velocidade com que o processo ocorre.

6.2 Métrica Exponencial
A forma exponencial da métrica normalizada alcança um grau avançado na
articulação matemática entre diversos conceitos. Processos exponenciais fo-
gem ao senso convencional, quer por crescimento/decaimento, quer no encontro
em grupo de rotação hiperbólica. Além disso, o formalismo encontra “isono-
mia” ondulatória pela uniformidade no tratamento entre as categorias material
e imaterial.

A natureza ondulatória compartilhada entre material e imaterial pelo in-
variante de velocidade decompõe-se em frequência e comprimento de onda. A
decomposição do momento em expressões envolvendo propriedades ondulatórias
mediadas por ℏc. 186

Pµ =ℏcKµ Kµ =
[ω
c
; k⃗
]

(6.28)

A motivação do estado ondulatório surge ao estipular o estado inercial ao
equilíbrio oscilatório intrínseco . Pela observação coordenada, a atribuição da
posição do corpo e o seu movimento fazem-se sobre uma métrica fixa. O conflito:
se a métrica move-se em relação ao corpo, então é o corpo que se move em relação
186Aqui, ℏc é o parâmetro de acoplamento harmônico (ou angular). Aproveita-se a familia-

ridade do símbolo da constante de Planck ℏ no lugar de H1. O parâmetro H1 depende dos
corpos (não é uma constante universal). Ver (4.112).
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à métrica, pois todos os referenciais estão atrelados às posições métricas. Com
isso, as resoluções de latência para efeito retardado na dinâmica perde referência
de posição. A solução é passar do domínio do espaço para o domínio do tempo,
ou melhor, da frequência.

A resposta em frequência de um corpo material a um estímulo depende da la-
tência inercial de sua massa pela forma como a oscilação promove temporização
na alternância de movimento.

Imaterialmente, a oscilação métrica ocorre quando a dilatação temporal e
contração espacial variam alternadamente pela oscilação de posição do corpo
que promove a métrica que, por sua vez, reage a uma oscilação métrica alheia.
Nesse mecanismo de equilíbrio dinâmico intrínseco, a sintonia em ressonância
será a condição de estabilidade que conserva o movimento e indicará a ausência
de força, sendo, portanto, o estado de movimento inercial. Também por esse
mecanismo, a oscilação métrica acaba sendo a forma de propagação. As formas
material e imaterial acabam sendo conjugadas. O terceiro caso é de dissonância,
quando parte da oscilação imaterial se desagrega, carregando excesso de energia
do transitório de desbalanço.

A distinção entre a oscilação “forçada” sobre uma fonte material ou a forma
autossustentada com que o estímulo se propaga é feita nas componentes espa-
ciais.

k⃗ =


λCompton û : material (6.29a)
λBroglie û : métrica (6.29b)
ω

c
û : imaterial (6.29c)

A vinculação com propagação pela oscilação métrica da natureza da atração
é obtida pela relação de de Broglie estendida, aqui ao adotar a definição de
frequências em (4.115), o que resulta em KµKµ = 0. Por outro lado, KµKµ =
PµPµ/h

2
c = (m0c

2/ℏc)2 se remete à frequência Compton estendida (4.114) . Os
dois primeiros são atrações, no sentido de que equacionam para uma geodésica,
enquanto o terceiro é força propriamente dita, o que se relaciona com emissão
(4.35) e o que possa ser entendido por reação de campo.

Uma visão mais detalhada do processo sistêmico encontra-se nas seções pre-
cedentes. Em síntese, corpo oscila intrinsecamente no espaço-tempo em res-
posta ao estímulo da oscilação da métrica. A autopropagação da métrica pela
sua auto-oscilação em proporção à métrica na posição propriedade das taxas
relacionadas (4.39). A oscilação intrínseca 187 transita na velocidade limite em
concordância com a velocidade de uma partícula E = ℏcω vista em 4.5.1 . Uma
descrição mecânica mais completa, sem abstrair um dos corpos, aponta para
sustentação ressonante do fenômeno, visto em sec. 4.4.5 , enquanto a concepção
ondulatória é elaborada em sec. 4.4.6

Com relação ao invariante de velocidade, é preciso uma relação com a veloci-
dade c = λf para a invariância do momento, sendo ambos resultados constantes
e mediados pelo acoplamento ℏc. Assim, enquanto, por um lado, o corpo mate-
rial evidencia a frequência “apropriada” à intensidade de atração para uma onda
invariante, frequência natural do sistema massa-força em resposta à atração, por
187Ver texto que se remete à nota 108.
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outro lado, o “estímulo” deve se manifestar de imaterialmente, permitindo su-
perposição de ondulatória.

KµKµ =


ω2
0 : onda material (6.30a)

0 : onda métrica (6.30b)
0 : onda imaterial (6.30c)

Generalizando, as equações (4.114) e (4.115), para além do uso pela veloci-
dade de Sommerfeld, têm-se Compton estendido obtido por E0 = mc2.

λC =
hc√
PµPµ

; fC =
c
√
PµPµ

hc
=

√
V µVµ

√
PµPµ

hc
=
V µPµ
hc

; (6.31)

Seguindo o convencional, a energia de qualquer partícula é pela componente
temporal E0 = mc2 = hfC . Esses dois parâmetros são nocionais para a formu-
lação de ondas homogêneas ou não-homogêneas, o que é feito pelos parâmetros
de Broglie estendido:

fB =
c
√
P 0P0

hc
= fC

√
P kPk√
PµPµ

= fC · γβ0 (6.32)

λB =
hc√
P kPk

= λC

√
PµPµ√
P kPk

=
λC
γβk

(6.33)

Se as velocidades forem iguais na condição βk = β0 = 1, então a expres-
são simplifica para fB = γfC e λB = λC/γ, resultando em uma equação de
onda homogênea e, portanto, imaterial. Esse é um caso especial que define a
frequência fundamental pelo raio crítico em (4.112).

Se as velocidades forem não satisfazem a condição βk ̸= β0 = 1, então a
expressão resulta em uma onda não-homogênea que corresponde ao movimento
de um corpo material, a relação de Broglie convencional, com fB = γfC e
λB = λC/γβk. Interessante destacar que λBfB = c/βk.

Se as velocidades forem iguais na condição βk = β0 ̸= 1, então a expressão
resulta em uma onda homogênea, portanto imaterial. A despeito de a velocidade
expressa não ser a velocidade correspondente a um corpo material, a relação en-
tre comprimento e frequência de onda será λBfB = c, definindo a velocidade de
propagação. A equação descreverá a onda métrica imaterial de um corpo mate-
rial com velocidade βk. A condição do coeficiente βk estar deslocada explica-se
pela modulação de frequência por Doppler relativístico, o que é desenvolvido no
restante do texto.

Qualquer outro caso βk = β0 = 1 expressa uma emissão livre com equiva-
lência energia-massa pelo primeiro caso especial.

Os parâmetros da equação homogênea de onda métrica ajustam os efeitos
cinemáticos para o deslocamento Doppler relativístico no momento da emissão,
mas deixam de fora os efeitos métricos de sua propagação, o que tornará a onda
evanescente.
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Em consequência do equacionamento, faculta-se a escolha da representação
ondulatória do corpo em substituição à sua contiguidade. O ponto material
não se separa de sua adjacência imaterial, e a redundância permite abstrair em
benefício do tratamento homogêneo. Em síntese, a ausência de uma superfície
de interface do ponto material é substituída pela colisão convoluta com seu
efeito métrico oscilatório. A representação faculta arbitragem dos casos em que
apropriado, como na eletrodinâmica de partículas ou, em contraponto, colisão
de corpos gravitacionais extensos.

6.2.1 Onda Estacionária

A frequência de Broglie 188 pela velocidade de Sommerfeld cα 189 é definida
apenas para movimento orbital circular. A trato métrico da frequência requer
decomposição nos efeitos métricos e cinemáticos. O fator de velocidade em uni-
dade natural, assume valores na faixa 0 < α < 1, e a equação (4.107) coloca a
variável transformada no espaço kepleriano planificado. Para esse espaço trans-
formado, seria esperado um fator de Lorentz similar ao do espaço de Minkowski
γcα = 1/

√
1− α2 como uma medida de “equipolência lumínica” dos efeitos cine-

máticos. Nessa heurística, a decomposição da modulação de frequência ω = αω0

entre efeito cinemático e métrico seguiria a generalidade por uma forma aná-
loga ao convencionalmente estabelecido, expandido para ω = ω0γcαα

√
1− α2.

190 Entretanto, por um critério energético, o que toma efeito é falta de lineari-
dade na escala pela forma convoluta (progressão geométrica para exponencial)
(4.111), e a relação é uma conveniência da onda estacionária.

Para referência, é interessante decompor o movimento circular nos termos
análogos aos efeitos cinemáticos e gravitacionais por uma heurística que facilite
comparação. Fazendo γ̃cα = 1/

√
δ11g11 − 1, o efeito cinemático pelo Doppler

transverso da velocidade circular, o termo remanescente torna-se o fator que
toma efeito de modulação métrica da frequência.

ω

ω0
≡ α2

α
=

(
√
δ11g11 − 1)2√
δ11g11 − 1

= γ̃cα(δ
11g11 − 1) (6.34)

O contra-exemplo aponta para a necessidade de um critério energético. A
heurística α2 ≡ δ11g11 − 1 vem por (4.108). Embora a relação seja válida
para o movimento circular, é uma relação espúria pela generalidade, pois não
satisfaz a natureza energética do fenômeno. Uma relação alternativa é obtida,
observando que a equivalência α2 ≡ x1∂1g11δ

11 também é válida no movimento
circular. Pela decomposição proposta anteriormente, o fator cinemático tomaria
a forma γcα ≡ 1/

√
x1∂1g11δ11 (e a ausência explícita de uma velocidade seria

justificada pelo determinismo entre velocidade e órbita circular concebido em
(4.107)), enquanto o fator remanescente atende pelos efeitos exclusivamente
métricos.

α2 ≡ x1∂1g11δ
11 ≡ δ11g11 − 1 (6.35)

188Ver nota 94 .
189O texto também se refere ao fator adimensional de velocidade em unidade natural como

velocidade binormalizada. Ver nota 95 .
190Prosseguindo com E = γαm0c0c0g̃00 = γαℏcω0cδ00g̃00, manifesta-se por uma curvatura,

não pelo espaço plano pressuposto, nem por uma transformação consistente.
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Ignorando-se a variação cinemática γ̃α em (6.34), tem-se que ∆ω = ω0∆g11,
e uma boa aproximação é:

∆ω = ω0∂1g11δ
11∆x1 (6.36)

Entretanto, a despeito do gradiente, o valor principal de frequência ω/ω0 =
(δ11g11 − 1) é incompatível com valores experimentais em campo gravitacional
fraco, que estão na ordem de:

z =
(ω0 − ω)

ω
≈ (δ11g11 − 1) (6.37)

A modulação ω/ω0 se insere diretamente como termo métrico pela regressão
ao termo diferenciado da métrica (primitivo). Em outras palavras, a modulação
métrica de frequência espelha o termo diferenciado da métrica.

Essas equivalências na modulação de frequência em variação da métrica tam-
bém são observadas como efeito energético. 191

6.2.2 Modulação Métrica de Frequência

Seção precedente apresenta relações entre a modulação total de frequência, que
se relaciona com a parcela diferenciável da métrica, e em dubiedade com seu
gradiente. A coincidência é peculiar pela forma algébrica da métrica, mas taxas
relacionadas, como (4.39), não são incomuns na forma abstrata da métrica.

A demonstração direta do gradiente da métrica pela sua relação com a mo-
dulação de frequência é feita pela variação de energia. A energia relativística
P 0P0 = E2/c2 e sua frequência K0K0 = ω2

0 , considerando a equação homogê-
nea.

Limite newtoniano, aplicado à (2.89a), simplifica a resolução do gradiente
métrico por decomposição de efeitos: velocidade baixa do fator sub-lumínico
cinemático γv → 1 equivale ao arranque v = 0 e limita a dependência ao parâ-
metro posicional. Campo fraco γr → 1: predomina o gradiente métrico em vez
do valor métrico. Pela consideração a efeito isolado, o resultado do gradiente
permite recomposição no equacionamento geral.

Como a situação progride por um contorno do envelope métrico. Varia-
ção percebida por desconsiderar os efeitos métricos dá a medida da métrica na
posição.

A noção geral, parte da energia relativística P 0 = E/c é “despendida” no
autotransporte pela relação da energia com frequência K0 = ω0 estar sujeita
aos efeitos temporais da métrica. A frequência desvanece. 192

dE

dt
= c

∂E

∂x0
≡ cẋk

dP 0

dxk
(6.38)

191Supondo que relacionar-se-ia energia pela variação de “pressão de radiação”, ter-se-ia
dW = −PdV − V dP . Adiante é visto pela potência.
192 A perda de energia na atenuação da frequência (desvanecimento) em vez de amorteci-

mento da amplitude (amortecimento).
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A métrica não varia intrinsecamente no tempo, e a variação é induzida pelo
deslocamento. Do termo temporal da geodésica:

dE

dt
= a⃗ · p⃗ (6.39a)

dω

dt
= a⃗ · k⃗ (6.39b)

Ainda pela geodésica, a = GM/r2:

dω

dt
=
GM

c

ω

r2

Substituindo dr = c dt, chega-se à expressão similar ao que seria o limite de
(6.36).

dω

dr
=
GM

c2
ω

r2
(6.40)

A integral resolve para posição de emissão e absorção:

ωa = ωe exp

[
−GM

c2

(
1

re
− 1

ra

)]
Ou na proporção:

ω

ω0
=

exp[−GM/(Rec
2)]

exp[−GM/(rc2)]

Para r → ∞, espaço plano (o que equivale também à razão pelo referencial
do observador) a métrica da parte temporal torna-se a razão das frequências.

ω∞

ω0
= exp

(
−GM
c2R

)
(6.41)

A taxa de decaimento é a mesma, independentemente da frequência. Assim
como a frequência é relacionada com o transporte de energia, a modulação é
com a atenuação energética. Qualquer frequência de uma emissão está sujeita
à modulação pela métrica. Por propriedade da derivação exponencial, o caso
especial é quando a própria frequência, não somente o seu gradiente, está relaci-
onada com a métrica, ou seja, é a ondulação métrica. Somente uma frequência
segue K0 = ω/c ao mesmo tempo que equivale a K0 = cg00 para o caso ho-
mogêneo. Onda métrica, ou autopropagação, sincronicidade entre a atualização
de seu efeito no espaço e a oscilação induzida pelo movimento do corpo fonte,
como sugerido na sec. 4.4.6 . Assim conclui-se:

g00 = exp

(
−GM
c2r

)
(6.42)
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Nessa nova formulação métrica, as incongruências da seção precedente são
eliminadas. A relação da órbita circular em (4.107) torna-se:

α2 =
∂rg11
g11

(6.43)

Com isso, o ansatz da seção anterior:

∂r

( c
ω

)
= −

( c
ω

)(GM
c2r2

)
= −

( c

ωr

)
α2 (6.44)

Também é interessante observar que, expandido na série de Taylor-Maclaurin,
há uma boa aproximação entre a formulação geométrica e a formulação expo-
nencial quando x >> k.

exp

(
k

x

)
≈ 1 +

k

x
(6.45)

A aproximação explica a métrica geométrica (6.35) por uma equivalência
fraca. Poucas definições para uma métrica normalizada dependem de uma forma
funcional específica. Na definição (2.74), replicada abaixo, o lado esquerdo
resulta em eU∂1U , tornando a fuga radial (ou gradiente entre órbitas circulares)
definida por γ2|v1 ≡ eU para a condição de que 2γγ̇ ≡ (v1 · ∂1U)eU , o que, com
algumas simplificações γ4g11 = g11, se equivale a (2.82).

∂1g11 ≡ δ11δ11γ
2 f

1

c2
(6.46)

Outro ponto é que preserva a definição para a velocidade de Sommerfeld
(4.109), o que é relacionado ao anterior.

Além do que é exigido para normalidade, a métrica exponencial satisfaz
outros requisitos, vistos a seguir.

6.2.3 Grupo Contínuo

Métrica normalizada é idealizada em um grupo contínuo que representa no es-
paço das velocidades. Empregando imaginários que satisfaçam o produto die-
dral, a forma exponencial possui mapeamento direto da rotação hiperbólica da
velocidade. Essa mesma estrutura normaliza a decomposição base linearmente,
diferenciável pela derivada covariante, o mesmo operador do grupo.

Seja o tensor gerador formado por parâmetros de acoplamento:

Uµν =


−12 ·GM/(c2r) 0 0 0

0 −i2 ·GM/(c2r) 0 0

0 0 −j2 · 0 0

0 0 0 −k2 · 0

 (6.47)

A métrica exponencial normalizada pode ser definida por:
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gµν = exp(Uµν) (6.48)

O destaque da expressão está na presença nos imaginários. Esses números
são definidos pelas propriedades de simetria e ortogonalidade do operador die-
dral em (3.39). Embora dispensáveis nessa sentença, dá ciência da manipulação
“hermitiana”. Definindo 1 = ijk = −1, então 12 = (ijk)2 = 1 e o conjugado
1∗ = (ijk)∗ = (−i)(−j)(−k) = 1, a matriz é decomponível em termos conju-
gados. A definição concerne à reciprocidade entre a componente temporal em
contraparte das espaciais.

A formulação de grupos de rotação hiperbólica (3.51) possui seu núcleo pela
redução à forma diagonal.

SL(4,D) =
{
gµν

∣∣∣∣ i, j, k ∈ [1, 3] : 0 < g00 = − 1

det(gij)
< 1

}
(6.49)

O grupo consiste nas formas bilineares que operam a rotação hiperbólica do
tensor velocidade. Os elementos inversos gµνgµν = 1 são denotados na forma
contravariante na caracterização ortogonal. A métrica de Minkowski está in-
clusa nesse grupo por necessidade de um elemento identidade, a despeito de
sua realização mecânica apontada em 5.2.1 . A participação como elemento me-
canicamente neutro segue uma definição assintótica, evitando-se a dubiedade
apontada em (4.217∗ ). Uma definição estritamente cinética recai em um semi-
grupo, sem identidade e sem inverso.

S =

{
gµν

∣∣∣∣ i, j, k ∈ [1, 3] : 0 < g00 = − 1

det(gij)
< 1; δk∂kg00 ̸= 0

}
(6.50)

Uma representação possível mapeia a atuação dessas formas bilineares no
espaço tensorial das velocidades pela base normalizada segundo sec. 2.3.3. Con-
soante a isso, a base e seu dual possuem representação unitária (4.2) e referem-
se à perspectiva tangente êk = i

√
ηkk subentendida à perspectiva coordenada

êk = i
√
gkk na operação gkk = êk · êk. 193

Outra representação é possível no espaço de Hilbert. Tomando a identidade
de Lagrange de (4.93),

〈
⟨êµ, êν⟩, ⟨êν , êµ⟩

〉2
= det(gµν), o volume espaço-tempo

Ψ =
√

det(gµν) é o produto de rotações exponenciais em uma interpretação
ondulatória. Como ilustração, considere uma composição métrica pela sua pro-
pagação da ondulatória parametrizada, em razão da simplificação algébrica, de
forma homogênea:

Ψ(r, t∗) = eikr−iωt∗−iπ/2 = −i (6.51)

As componentes espaciais mapeiam para número de onda do termo ikr, em
contraposição à componente temporal à frequência angular em iωt∗. Como, por
uma equação homogênea, a soma é nula, a constante de fase iπ/2 é necessária
apenas para se chegar ao sinal desejado do determinante unimodular Ψ2 = −1

193Elementos da base diedral formam um laço Moufang.
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pela identidade de Euler. O subscrito em t∗ refere-se ao emprego extrínseco do
tempo.

Similar à onda progressiva, uma onda evanescente é obtida pelo respectivo
expoente não-homogêneo. 194 Essa modalidade de onda coloca em evidência
a necessidade de modulação de fase. Também, uma representação por uma
equação na forma (6.51) não possuirá relevância prática se os parâmetros k e ω
não possuírem uma definição funcional conhecida, como no caso estacionário da
forma homogênea.

Os parâmetros k e ω não são peças soltas na forma não-homogênea. As rela-
ções sistêmicas dessa nova perspectiva evidenciam uma convergência de fatores
que a forma homogênea permitia ignorar. O quadro estacionário é dominado pe-
las variáveis de espaço e tempo, e a descrição mecânica de Ψ(r, t∗, ω, k)

∣∣
ω=cte; k=cte

preocupa-se com o equacionamento pela simultaneidade de eventos. No quadro
dinâmico, a descrição mecânica de Ψ(r, t∗, ω, k)

∣∣
t∗=cte; r=cte

mantém a sincroni-
cidade da resposta em frequência diante da modulação dessa para uma posição
fixa.

O determinante da métrica, no domínio do espaço, é o elemento de volume
espaço-tempo. Unitário, o determinante expressa a reciprocidade na decompo-
sição entre espaço e tempo na coesão da velocidade limite. A correspondente
ondulatória do domínio do tempo na decomposição conjugada de ondas espaço-
tempo em relação ao evento.

No primeiro, domínio do espaço fundamenta-se na reciprocidade de relações
estáticas (estacionárias); no segundo, domínio do tempo adequa-se a relações
dinâmicas. Grupo contínuo abstrai essas peculiaridades para o categórico to-
pológico, domínio do espaço para o domínio do tempo, pela forma que faculta
uma representação mais apropriada para cada peculiaridade. Dualidade entre
o ponto material ser representado pelo elemento de volume, todo-parte, passa a
ser expressa na dualidade onda-partícula.

O retrato mecânico depende do quadro que se observa. A impossibilidade de
uma panorâmica espacial é amenizada pelo enquadramento mais adequado do
cenário dinâmico. Torna-se relevante a onda material e sua adjacência imaterial.

Ψ2 = ψ̄ · ψ (6.52)

Nessa representação do grupo, o entendimento é que há invariância na com-
posição entre onda material e o conjugado imaterial. Encontra respaldo na aná-
lise conceitual, identificando os elementos da noção de ação e reação. Também
sintetiza propriedades sistêmicas, latência inercial e incerteza, pela defasagem
intrínseca à operação.

Ação e reação expressam reciprocidade entre dois corpos; o mesmo é esperado
na reciprocidade entre material e sua adjacência imaterial na abstração de um
194 Métrica não varia intrinsecamente no tempo, somente extrinsecamente pelo movimento

de sua fonte. Como a ondulação viaja à velocidade da luz, as relações de simultaneidade
da distância espaço-tempo são sistemicamente equacionáveis pela inclusão da variável t∗, e
a diferenciação pelo subscrito indica tratamento extrínseco que deve ser dispensado a essa
variável nas operações de derivação.

Por essa mesma propriedade nas relações sistêmicas ao referenciar eventos no espaço-tempo,
a parametrização atende a outras conveniências. O equacionamento métrico pelas variáveis
no domínio do espaço parametriza o decaimento pelo tempo de propagação. No domínio do
tempo, espaço de Hilbert, referência o decaimento por um parâmetro espacial.
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dos corpos. Assim, embora na construção harmônica espere-se o paralelismo de
fases, a mediação estímulo-resposta introduz retardo pela propagação no espaço-
tempo. Além disso, a resposta em frequência, mecanismo massa-tempo, terá na
massa um fator de latência. Esses dois elementos introduzem uma pequena
discrepância na forma de incerteza.

Próxima seção expande para os rudimentos mecânicos.

6.2.4 Equação de Dirac

Consistente com ambos os princípios ondulatórios e relativísticos, também no-
tável pela descrição de spin e previsão de antimatéria, a equação de Dirac[28] é
uma aplicação no espaço-tempo de Minkowski. Uma variante estendida ao es-
paço curvo é demonstrável na métrica normalizada. A seção trata da adaptação
pela exponencial e interpretação do equacionamento.

Conceitualmente, o original de Dirac é uma equação de campo por um po-
tencial. Apesar de a falta de curvatura não caracterizar holonomia, a função
lagrangiana é expressa em coordenadas generalizadas. Na interpretação no es-
paço curvo, possui consequência no momento magnético anômalo e Yukawa.

Duas vertentes são possíveis: uma na formulação pela correspondência ondu-
latória da forma pontual coordenada, outra abstrai diretamente a ondulatória
na representação de grupo contínuo da métrica exponencial. Segue-se com a
construção da primeira visão.

Na representação pelo domínio do espaço, um corpo de massa pontual é ori-
gem da coordenada métrica e a análise do movimento recai sobre um segundo
corpo sujeito ao influenciado primeiro. Na configuração de dois corpos, a in-
teração é recíproca. Presumindo que o equilíbrio dinâmico e ambos possuem
ondulação intrínseca: a interação entre esses corpos pela exposição à onda mé-
trica da contraparte. As quantidades descritivas das propriedades ondulatórias
mensuráveis nesse cenário, de acordo com sec. 6.2.2 , são a frequência e sua
modulação.

A frequência possui decaimento com a distância, e sua evanescência 195 é
expressa por:

ω(r) = −c∂r exp
(
−ω0r

c

)
(6.53)

A frequência por uma posição não varia intrinsecamente no tempo. En-
tretanto, a própria frequência flutua em razão da incerteza ondulatória de sua
fonte. Essa variação extrínseca pode ser indicada por uma variável t∗; o subs-
crito denotada a intenção extrínseca em uma reformulação abrangente.

ω(t∗, r) = −c ∂r exp
(
−iω0t∗ −

ω0r

c

)
(6.54)

Variação extrínseca no tempo é presumida por derivada covariante temporal
∇̇ quando o termo introduzido é delimitado por uma relação sistêmica. Um
balanço entre a variação espacial e temporal existe na formulação da equação
de onda. Essa condição pode ser estabelecida pela modulação de frequência da
onda métrica.
195Ver nota 194 .
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∂rω(t∗, r) = −c ∂rr exp
(
−iω0t∗ −

ω0r

c

)
(6.55)

A evanescência da onda métrica está relacionada à atração por (6.40), ca-
racterizando onda de atração.

cω ∂r

( c
ω

)
=−

(
GM

r2

)
(6.56)

Conservação segue por teorema da divergência ou Lei de Gauß. É esperado
que a onda métrica expresse a conservação da massa.

−
˚

ω
∂

∂r

(
c2

ω

)
dV =

ˆ (
GM

r2

)
4πr2 dr = 4πGM (6.57)

E a relação se completa com (6.42).

g00(r) = exp

(
GM

c2re

)
(6.58)

Na ausência de uma posição fixa do corpo, o espaço estará em constante
mudança, algo que poderia ser descrito por g00(t∗, r). Na condição de seguir um
padrão de repetição periódico, ou mesmo em baixa velocidade, não se incorrerá
em erro significativo. Entretanto, quando o corpo fonte move-se significativa-
mente, quer pela velocidade, quer pela distância, o referencial feito ele torna-se
desatualizado. Isso inviabiliza sistemicamente que se retrace, extrinsecamente
pelo espaço, a posição original do estímulo diante da inconstância do mesmo. A
solução requer mudança de representação.

Substituindo ∇̇ → ∂ em (4.224) e também t∗ → t no tempo coordenado, 196

obtém-se uma elaboração abstrata homogênea ΨH(t, r) = exp(iω0t − iω0r/c)
no espaço plano:

ηµν∂µ∂νΨH(t, r) = 0 (6.59)

Uma decomposição g00 = ⟨ê0, ê0⟩ para uma métrica diagonal possui corres-
pondente ondulatório pela identidade:

∂xxe
kx =

(
2∂xe

kx/2
)2

(6.60)

Presumida a covariância entre sistemas de coordenadas, a expressão da forma
geral para a representação de (6.58) a partir de g00 = Ψ00 torna-se:

Ψµν = ψ̂µ · ψ̂ν (6.61)

196O tempo t∗ somente atua na variação coordenada e é sem participação na variação in-
trínseca da métrica. Ver nota 194 .
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A curvatura segue a determinação da massa; da mesma forma, a oscilação
replica essa correlação. Pela contiguidade vista em (6.30b), a vinculação da
oscilação da adjacência imaterial com a respectiva material é feita por Ψ =√
−det(gµν) em equivalência ao estado material do momento.

det(gσρ) ≡ −P
µPµ
m2c2

(6.62)

A elaboração torna-se consistente com ondulatória por Ψ2 = ψ̄ψ, mas com
advertência de que o resultado no equacionamento da onda imaterial métrica
que se segue de (6.30b). A demonstração apropriada da continuidade somente
é possível por uma elaboração lagrangiana, recaindo na formulação de uma
equação de Dirac estendida ao espaço curvo.

Procedendo de maneira direta, o momento Pµ = ℏcKµ é proporcional ao
tensor-onda e assume forma KµKµ = gµν(∂µψ)(∂νψ), na qual a ondulatória de
Ψ segue (6.54). A mesma expressão, em similaridade a (6.61), também pode ser
reescrita na forma de segunda ordem KµKµ = gµν∂µνψ, com algum abuso. O
equacionamento direto resulta na equação de segunda ordem:

ℏ2cgµν(∂µψ · ∂νψ)−m2c2 ψ̄ · ψ = 0 (6.63)

A limitação imposta pelo termo ψ̄ψ constante resulta em um equacionamento
em que ∂µνψ ∝ ∂µψ · ∂νψ e, por conseguinte, ∂µνψ ∝ gµν , ou seja, a variação
de segunda ordem da ondulação é proporcional à métrica. A substituição pela
segunda ordem também revela uma equação não-homogênea de onda, ou (6.30a).

Adiantando-se ao resultado de Dirac, a variação de segunda ordem é propor-
cional à oscilação material, enquanto no equacionamento direto, a variação de
segunda ordem da ondulação é proporcional à métrica. A interpretação feita, as
expressões são distintas na forma, mas iguais no conteúdo: a oscilação imaterial
da adjacência métrica espelha a oscilação do ponto material pela contiguidade
vista em (6.30b).

A motivação da formulação lagrangiana é para “transporte paralelo”, no qual
a invariância de ângulos relativos no transporte visa preservar ângulo de fase
diante da modulação de frequências, condiciona ψψ̄ = cte, consequentemente
∂µ(ψψ̄) = 0, concomitante continuidade. Segue que, da primitiva mc(ψ̄ψ), é
possível a expansão:

−mc = ψ∂µ(ψ̄) + ψ̄∂µ(ψ)−mc ψ̄ · ψ (6.64)

A formulação lagrangiana deve fornecer subsídio para avaliar a ação estaci-
onária entre a frequência e sua modulação. Da expressão anterior, obtém-se:

L = ψ̄ · ∂µ(ψ)−mc ψ̄ · ψ (6.65)

A equação de Euler-Lagrange, no domínio do espaço, preocupa-se com con-
tinuidade pelo transporte paralelo. No domínio do tempo, continuidade da
ressonância na modulação de frequência.
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ℏcψ̂ν∂νψ −mcψ = 0 (6.66)

Segue de Euler-Lagrange, em uma leitura direta, que a “força” de modulação
da frequência é proporcional à frequência pela sua inércia.

Segue das propriedades algébricas a decomposição:

(
ℏcψ̂µ∂µψ +mcψ

)(
ℏcψ̂ν∂νψ −mcψ

)
= 0 (6.67)

Com isso, obtém-se a equação de segunda ordem:

ℏ2cgµν(∂µψ · ∂νψ)−m2c2 ψ = 0 (6.68)

Reiterando, se ∂µνψ ∝ ∂µψ · ∂νψ e, por conseguinte, ∂µνψ ∝ gµν , é uma
equação não-homogênea de onda.

A formulação lagrangiana descreve uma condição de onda estacionária, ou
seja, conservativa. Assim como ocorre dissipação pelo transvio geodésico, ex-
presso por (4.33), um similar ocorre na modalidade ondulatória. Duas qualida-
des de dissipação, de acordo com o ajuste de fase da periodicidade: emissões
em um espectro discreto, emissões em um espectro contínuo. No primeiro, a
existência de pontos de equilíbrio ocorre em intervalos discretos. Parte-se de
um ponto de equilíbrio e chega-se a outro mediante emissão ou absorção.

Emissão por um contínuo inviabiliza a existência de pontos de equilíbrio:
parte-se de um hipotético ponto de equilíbrio e a dissipação se prolonga conti-
nuamente até que alguma suposta condição externa promova o equilíbrio. Me-
cânica ondulatória contínua: entre as dificuldades de uma formulação mecânica
para essa modalidade, conservação não é por estado de equilíbrio, mas por ba-
lanço entre termos. A despeito disso, ainda assim é preciso supor um estado de
equilíbrio em que haveria conservação.

A equação (6.57) sugere regra de conservação. Assim como o determinante
da métrica é elemento diferencial de volume, a função lagrangiana é um dife-
rencial integrável em um volume de convolução. Uma formulação hamiltoniana
por transformada de Legendre (4.208) revela H = −L homólogo ondulatório de
(4.214), e a equação (6.68) é parelha com (4.212).

O giro intrínseco, associado a ψ̂ν , é uma construção em forma abstrata da
álgebra subjacente. A conceptualização mecânica e abordagem são elaboradas
em trabalhos anteriores, e sua construção remonta ao que é fundamentado em
4.4.5. Exceto pelo entendimento de que simetria no espaço é uma abstração,
a reciprocidade entre partículas 197 e uma caracterização mais extensa de anti-
partículas foge ao propósito do texto.

Acoplamento oscilatório entre corpo e métrica é mediado pela parcela KµKµ

cinética. Com atenção ao morfismo da forma tensorial, a ondulatória ∂µνψ ∝
∂µψ · ∂νψ sugere um termo Kµµ análogo à curvatura Rµµ, o que é visto no
acoplamento de Yukawa.
197Ver texto que se segue na indicação da nota 144.
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6.2.5 Acoplamento de Yukawa

A equação de Dirac analisa onda métrica em sua perspectiva dinâmica, ainda
que em regime estacionário. Uma perspectiva estática concerne à formação do
gradiente de modulação pela presença de massa.

Frequência natural de oscilação é a periodicidade com que uma intensidade
de força produz alternância cíclica em torno de um ponto de equilíbrio para uma
massa em razão de sua latência inercial. Em síntese, mecanismo massa-tempo
do acoplamento por uma força. O perfil temporal de sincronicidade ocorre
em razão do tempo extrínseco, visto em 5.3 , enquanto perfil espacial de sua
modulação pelas condições métricas.

O tempo extrínseco é introduzido pela derivada covariante temporal ∇̇ e,
pela ondulação métrica, realiza a condição de onda (6.51); a dinâmica ondula-
tória (6.54) é abstraída em mc ψ̄ · ψ.

Na interação entre dois corpos, em que um seja abstraído pela métrica ou
sua onda, a medida de tempo é sincronicidade intrínseca. A modulação pelo
decaimento (6.53) é o perfil espacial.

Posto em símbolos, em vez de g00(r, t∗) = eiωt−ωr/c de Dirac, a frequência
natural obtida da exponencial g00(r) = e−ωr/c.

Adaptando-se à intenção de Yukawa[112] , a atração entre corpos no espaço
é expressa por uma composição da equação de Helmholtz espacial. Na condição
de variação estritamente radial, tem-se:

∇11Y = µ2Y (6.69)

Yukawa expressa o Laplaciano ∇2 = ∇11 em coordenadas esféricas não-
normalizadas.

1

x1
∂11(x

1Y ) = µ2Y (6.70)

Para o contexto apresentado, uma modificação da equação de onda ho-
mogênea cuja variável sob derivação é independente do tempo. Essa condi-
cionante é candidata a métrica exponencial normalizada ao ansatz na forma
g00 = exp(µ/r)00. Estudando a manipulação (6.56), regride a (6.35), em que
α2 ≡ x1∂1g11δ

11. 198 Acertando-se o sinal do exponencial dessa expressão,
tem-se:

∂11(x
1Y ) ≡ ∂1(x

1x1∂1g00δ
00) = ∂1(µx

1g00δ
00) (6.71)

Da relação prévia, chega-se a:

Y = x1∂1g00δ
00 (6.72)

Em síntese, faz-se a equivalência exp(−ωr/c) com exp(−µ/rc2) para a mo-
dulação da frequência, algo que também é dado por (6.56). Expressão de mo-
dulação ω = µ/r2c é alternativa para (6.53). Existe uma frequência evanescente
ω(r), tal que:
198Nesse ponto, mistura definições da métrica exponencial com a métrica não-exponencial
g00 = 1 + µ/c2r. Justifica por que a não-exponencial atinge o mesmo valor.
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exp(−ωr/c) ≡ exp(−µ/rc2) (6.73)

Em outra manipulação, a expressão recai, por (4.71c), no escalar de Ricci.

δ1∂11(x
1Y ) =2x1∂1g00δ

00 + x1x1∂11g00δ
00

=δ1
2µg00
x1

+−δ11x1x1R = −µ
2g00
x1x1

(6.74)

O polinômio associado ao escalar de Ricci para métrica exponencial possui
extremo em r = −(2/3)µ, enquanto a métrica é monótona.

R =

(
µ2

r3
+

2µ

r4

)
g00δ

00 (6.75)

Generalizando, é interessante observar que ∂11Y = µ2Y possui solução trivial
para Y = exp(±ωr) ou o conjugado Y = − exp(±iωr), tanto onda evanescente
quanto progressiva.

O caso convencional de Yukawa está em resolver ω0. Um entendimento por
∂r(1/ω) em (6.53) para uma elaboração (6.56).

Y0 =
µ

r
e−ω0r/c (6.76)

Além de fatorar o parâmetro de acoplamento, apresentado em (6.47), obtém-
se um valor de massa associado à frequência Compton ω0. Os parâmetros corre-
lacionam atração e sua intensidade de alcance entre partículas com a existência
de massa. A generalidade dessa noção se estende a uma variedade de partículas;
o potencial de Yukawa é aplicável à mésons e à massa fermiônica.

O mecanismo massa-tempo, acoplamento métrico, possui frequência natural
pela massa na relação de atração, teoriza sobre como a inércia do corpo satisfaz
harmonicamente as relações de equilíbrio pela extrisicalidade temporal, apresen-
tado na 4.4.5 e revisitado na sec. 5.3 . Entretanto, essa perspectiva conservativa
de massa não contempla a transmutação da massa fundamental. Ainda que
calculável do caso estacionário, a mecânica oculta do balanceamento dinâmico é
desconhecida. O elemento central dessa incógnita está nas interações mediadas
por neutrino e suas oscilações, e é razoável considerar que não se enquadre em
Yukawa, uma vez que não possui interação.

Nesse enquadramento, um roteiro de investigação proposto, para métrica
normalizada, priorizaria entender o decaimento do múon e sua generalização
para todos os léptons. Em seguida, uma confirmação no equacionamento pelo
decaimento píon ou então do nêutron livre. O assunto não é oportuno no texto
presente pela omissão do giro intrínseco em sua caracterização mecânica.

6.3 Métrica Extra-Hiperboloide e Hubble
A seção propõe um substituto de bastidor para a métrica de Minkowski, prete-
rida em razão da incompatibilidade na conjuntura mecânica.

199



Ao reconstituir metricamente os efeitos do espaço na ausência de especifici-
dade de um corpo, o objetivo prioritário da métrica normalizada na formulação
extra-hiperboloide é explicar o aparente movimento super-lumínico. Concomi-
tante à proposta de evitar a discrepância com o invariante da luz, o formalismo
descreve recessão intergalática.

A composição concilia a lacuna mecânica da métrica de Minkowski pelo
ponto de inflexão 5.2.3 e reproduz estatisticamente as macro-variáveis da auto-
organização 5.1.2 , ainda que estática e circunscrita ao volume de controle, ho-
rizonte de espaço e janela de tempo descrita na sec. 5.3 .

6.3.1 Apresentação Conceitual

Auto-organização e princípio de codeterminação; curvatura do espaço-tempo é
resultado da dinâmica distribuição de matéria e encontra precedentes em Fried-
mann [35][36].

A mesma dinâmica que em Friedmann promove a curvatura do espaço, em
Prigogine resulta na codeterminação e flecha do tempo. Entre a estrutura con-
servativa do espaço-tempo e a irreversibilidade de processos dissipativos, busca-
se uma conciliação entre os autores.

As equações de Friedmann são derivadas diretamente das Equações de Campo
da Relatividade Geral. Elas operam sob o princípio da covariância geral e da
invariância de Lorentz local (microscópica): são simétricas no tempo. Prigogine
depende crucialmente de uma escala macroscópica e de estados estatísticos de
muitos corpos.

O fato de Friedmann não ter modelado microcolisões ou processos dissipa-
tivos não significa que eles não existam no universo; ele descreve a restrição
estrutural dinâmica do universo conservativo e em conformidade local com No-
ether. Ondas gravitacionais ou formação de um corpo celeste são mecanismos
dissipativos. Mesmo que sejam processos locais energeticamente balanceados, o
saldo modifica a proporção material e imaterial.

Na compreensão de Prigogine, sistemas abertos criam ordem a partir do
caos, mas eles precisam de um “cenário” e de condições de contorno físicas
para fazê-lo. A métrica do espaço-tempo de Friedmann é esse cenário, porém
em um instantâneo absoluto, imune a ser dissolvido em mera estatística de
probabilidade.

O formalismo normalizado, no que seja similar a Friedmann, opera sobre
uma restrição estrutural dinâmica; apesar disso, também apresenta condições
dissipativas explícitas.

A irreversibilidade do tempo é fenômeno holístico, e a entropia é conceito
macroscópico emergente. Essas formas não reducionistas vêm de interações
subjacentes, descritas por macrovariáveis. A forma analítica (micro), como a
de Friedmann, opera em um nível de idealização que ignora a flecha do tempo;
sintética (macro) de Prigogine.

A abordagem de relações sistêmicas que possuem um discriminante carac-
terístico na forma de macrovariáveis evita a armadilha do trilema de Mün-
chhausen. Linearizar recai em regressão infinita intratável, enquanto princípio
axiomático postula que o estado geral das coisas necessita de condições de con-
torno apropriadas, como um horizonte de espaço e uma janela de tempo. A
autossimilaridade é definição circular, mas o entendimento que é sintomático de
fenômeno holístico pode ser resolvido em sua escala macro.
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A assimetria temporal não precisa estar escrita nas leis microscópicas da
gravidade para ser real. Ela emerge como uma restrição global do sistema.
A expansão do espaço-tempo de Friedmann impõe uma condição de contorno
dinâmica para todo o universo. Como o espaço está mudando de tamanho,
os sistemas de partículas dentro dele nunca conseguem atingir um equilíbrio
termodinâmico estático definitivo. É a própria expansão geométrica que força
o universo a ser um sistema aberto longe do equilíbrio, criando o gradiente
necessário para que as estruturas de Prigogine (galáxias, vida, fractais) surjam
e se organizem.

6.3.2 Estrutura Cosmológica

Pela motivação conceitual, a abordagem é conciliar continuidade da rotação
hiperbólica com distribuição dinâmica.

Ponto de inflexão é uma proposição de expansão ou contração. Em continui-
dade à proposta iniciada em 5.2.3 , ponderar sobre a fundamentação mecânica.

O formalismo normalizado, em razão de reciprocidade, 199 carece de uma
álgebra de métrica. A resolução de múltiplos corpos é feita pela resultante de
força. Em seu equilíbrio, e em condições de serem suficientemente fracos, pos-
sibilita composição por equivalência métrica, como em (4.173c). A conjuntura
propicia a formulação da representação métrica por um “casco cosmológico”.
Nesse quadro, as grandes distâncias cosmológicas não produzem atração sig-
nificativa por um corpo individual, e, em conjunto, a simetria por direções
antipodais possui resultante neutra.

Localmente, a resultante nula e sua vicinidade são desprezíveis, ainda assim,
relevantes para definição de uma condição de inflexão necessária para a norma-
lidade. Em outra exigência métrica, essa aditividade deve ser delimitada por
um volume de controle da distribuição material.

A definição é intrínseca de cada posição, e a situação, embora conveniente,
é contestável em uma inspeção inicial. Escolhido um ponto, a inserção em
um casco produz uma vicinidade que, na ausência da atração sustentada pelo
próprio corpo, virtualmente é propensa a repelir, dado estar fora do ponto de
equilíbrio, enquanto cada ponto enxerga o outro em situação equivalente. A
contradição é que seria uma clara violação do princípio clássico em que se apoia;
entretanto, a representação é para manifestação em uma escala total do espaço-
tempo em conjunção com os efeitos ignorados pela clássica.

A despeito do fato de a gravitação ser primariamente atrativa, o invari-
ante da rotação hiperbólica pode induzir uma reação contrária, como a ação de
vis-redux na fig. 2a , observada na reciprocidade métrica em escala local. O
modelo dá conta dos efeitos relevantes entre dois corpos isolados, e a questão
em aberto é sobre a descoberta dos efeitos induzidos pela interação de vários
corpos. Ainda motivado por vis-redux, o perpetuum mobile na oscilação natural
dos corpos seria candidato para interações secundárias que manifestam disso-
nância na harmonização de sua ondulatória. Um fundamento mais refinado:
campo próximo, campo distante pelo seu desacoplamento harmônico. Ainda
que não faltem hipóteses para um mecanismo, o foco do presente restringe-se à
constatação e mensuração do fenômeno.
199Movimento relativístico entre dois corpos exclui o terceiro. Triangulação entre métricas

não é direta.
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6.3.3 Modelo Extra-Hiperboloide

No espaço-tempo de Minkowski, as variáveis do movimento podem ser represen-
tadas em unidades naturais, com isso, funcionalmente mapeáveis em unidades
hiperbólicas. Seguindo a assinatura (−,+,+,+) e considerando apenas uma
das direções espaciais, a identidade hiperbólica sobre a hipérbole unitária:

−1 = cosh2(u)

[
1

tanh(u)

] [
−1 0
0 1

] [
1

tanh(u)

]
(6.77)

Segue dessa identidade, aqui denominada primeira identidade hiperbólica, a
equivalência ao invariante de velocidade em unidade natural por correspondência
paramétrica ao ângulo hiperbólico.

β0 =tanh(u) (6.78a)
γ =cosh(u) (6.78b)
β1 =tanh(u) (6.78c)
γβ1 =sinh(u) (6.78d)

O argumento funcional, ângulo hiperbólico, faz correspondência pela equi-
valência parâmetro funcional ao Doppler relativístico longitudinal.

u(z) = arctan(β) = ln

(√
1 + β

1− β

)
= ln

(
fs
fr

)
(6.79)

O deslocamento de frequência devido ao Doppler relativístico longitudinal
permite aferir a velocidade por uma frequência de emissão conhecida z = fs/fr.

β1 = tanh[ln(z)] =
z2 − 1

z2 + 1
(6.80)

Por essa expressão:

(z = 1) =⇒ (β1 = 0) (6.81a)
(z → 0) =⇒ (β1 → −1) (6.81b)

No contexto da relatividade restrita, diversas variantes de modelos de movi-
mento hiperbólico foram propostas no estudo de referenciais acelerados. Entre
eles, o destaque vai para Rindler[90] , aqui entendido no surgimento de um ho-
rizonte por condições do gradiente de velocidade; e Born[5] , pela condição de
continuidade do espaço próprio.

Nesses modelos, assim como na métrica holonômica, a aplicação é cinemática
e a abordagem é feita por coordenadas. Consequentemente, a forma bilinear
não possui a unimodularidade para compor uma métrica normalizada, além do
exposto X.

Por outro lado, a abordagem normalizada de aceleração por existência e
continuidade da rotação hiperbólica, vista em 3.2.2 , requer um escalar de cur-
vatura não nulo, visto em 3.2 . A parte crítica é mapear um espaço em variáveis
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espaciais e sua continuidade. Visto na sec. 4.4.3, a normalidade métrica é um
imperativo categórico topológico; cabe a escolha de uma representação capaz de
satisfazê-la.

Uma segunda composição de identidades hiperbólicas, ou forma extra, satis-
faz invariante de rotação hiperbólica entre as componentes temporal e espaciais
do tensor velocidade.

1 = cosh2(u)

[
1

tanh(u)

] [
− tanh2(u) 0

0 coth2(u)

] [
1

tanh(u)

]
(6.82)

Duas novas variáveis sistêmicas, em acréscimo à (6.78a), são introduzidas
pelo tensor métrico.

g00 =− tanh2(u) (6.83a)

g11 =coth2(u) 200 (6.83b)

β1 =coth(u) (6.83c)

Do exposto anteriormente, o deslocamento de frequências é promovido pelo
efeito da velocidade. Porém, o mesmo efeito também é obtido pela métrica.
Cabe ressaltar que, diferente dos casos relativísticos anteriores, o resultado não
é obtido na combinação por superposição: ou se considera um, ou outro.

Dado o contexto, torna-se oportuno formalizar a origem da métrica de dis-
tribuição dinâmica da matéria. Pela admissibilidade, conjectura-se que tenha
por base a dissonância harmônica no comportamento ondulatório individual de
cada corpo material relativo à perda de acoplamento pela latência em campo
distante que, por efeito coletivo, emerge em recessão. Os corpos tornam-se
energeticamente distantes uns dos outros. Pela qualidade métrica de distorcer o
espaço, o aumento da energia necessária para alcançar outro se manifesta com a
distância. De outra maneira, uma perda de energia, em que não há uma forma
convencional de emissão, a dissipação é entropica pela energia da organização
do espaço.

O importante na explanação está no entendimento que não há um campo de
velocidade convencional, como ocorreria em um fluido estacionário. A ausência
de vinculação também pode ser explicada, como efeito estatístico da distribuição
dinâmica.

A descrição inicial possui uma ambiguidade interessante: ou a frequência é
equacionada por Doppler, como seria no espaço plano, portanto dependente da
velocidade; ou a modulação ocorre ao longo da curvatura temporal do espaço,
portanto dependente da posição. A despeito da dualidade, ambas as formas são
proveitosas em expressões.

O ângulo hiperbólico da métrica é elaborado para formulação de coordenada
espacial por onda evanescente. Segue de (6.53), as frequências de emissão ωs =
2πfs e absorção ωr = 2πfr são relacionadas por:

ωr = −c∂r exp(−ωsr/c) (6.84)
200O uso de covariantes (β0; β1), no lugar das contravariantes (β0; β1), especifica medidas

em “verdadeira grandeza” por congruência com unidades utilizadas pelo observador.
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Fazendo −u = −ω⋆r/c, e tomando que −u(z) = ln(z) = arctanh(
√
−g00),

tem-se:

ωr
ωs

= exp(−ωsr/c) = exp(−u) (6.85)

exp(−ω⋆r/c) = exp(−u) (6.86)

Em uma inspeção inicial, a especificidade da frequência não é necessária, so-
mente o decaimento. Todas as frequências decaem à mesma taxa, não havendo,
portanto, frequência preferencial. Assim como a aceleração independe de massa
acelerada, há uma regra de proporcionalidade. Portanto, essa frequência ob-
tida pela métrica, embora coincida com o fator de deslocamento do Doppler
por velocidade, não se trata de uma frequência extrínseca como a da emissão
cinemática, mas de uma frequência intrínseca, como nos casos em que expressão
é proposta.

A variável espacial satisfaz a continuidade métrica da rotação hiperbólica do
tensor velocidade pela trivialidade da dimensão espacial. Entretanto, quando se
considera mais de um corpo, uma distância com origem comum no ponto central
resultaria, considerando a distribuição dos corpos, no desencontro da modulação
entre velocidade e posição. Sendo assim, a coordenada não é um mapeamento
que unifica posições por um ponto central; trata-se da distância com relação ao
horizonte relativístico. Uma medida do quanto deve ser percorrido para alcançar
a posição superlumínica.

Nesse referencial, a distância é especificada com auxílio de um raio reverso r∗,
medido em sentido contrário de r e a partir do ponto Ru, que marca o horizonte.
Assim. r∗ = (Ru − r) e a variável auxiliar podem assumir valores positivos ou
negativos, necessário para investigar posições superlumínicas. Nessas condições,
enquanto β1 e velocidade por coordenada, r = cτ é medida em espaço próprio.
Nos parâmetros sistêmicos, observa-se o quadro geral:

(z → 1;β1 = 01) =⇒ (u→ 0; g00 → 000; r = 0) (6.87a)

(z → 0; β1 = 11) =⇒ (u→ ∞; −g00 → 100; r = ∞) (6.87b)

As velocidades podem ser expressas por sua dependência temporal r = cτ .
Assim, γ(ẋ0; ẋ1).

γc0 =c cosh
(ω⋆
c
cτ
)
δ0 (6.88a)

γv1 =c sinh
(ω⋆
c
cτ
)
δ1 (6.88b)

A integral de dxµ/dτ = γvµ fornece as variáveis coordenadas (x0; x1).

ct0 =
1

ω⋆/c
sinh

(ω⋆
c
cτ
)
δ0 (6.89a)

x1 =
1

ω⋆/c
cosh

(ω⋆
c
cτ
)
δ1 (6.89b)
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O cálculo involuto do parâmetro métrico é: 201

t =

ˆ
dt =

ˆ
1√

−g00δ00
dτ =

=
1

ω⋆
ln
∣∣∣cosh(ω⋆

c
τ
)∣∣∣+ C1 ≈ t+ C1

202 (6.90)

O tempo involuto, sub-múltiplo de 1/ω⋆, é ligeiramente menor que o tempo
paramétrico, resultando em uma velocidade maior. Com o efeito dessa aberração
involuta, a posição estará deslocada com relação ao que se apresenta parametri-
camente, e a defasagem pode ser entendida como uma certa incerteza. O espaço
curvo é “acelerado”, em que a falta de linearidade impede o uso da transformação
de Lorentz.

A expressão apresenta a latência do tempo, a transformação do tempo que
ocorre no intervalo de tempo que se desloca. O significado físico é mais facil-
mente compreendido quando expresso no domínio da frequência. O andamento
do tempo, contagem de ciclo de uma frequência, deve estar em sincronia com
a frequência temporal da posição métrica; de outra forma, haveria perda de
simultaneidade. A defasagem temporal é salientada no cálculo pela ausência de
métrica, em que se teria t(f) =

´
dt =

´
d(1/f).

Com isso, x será sub-múltiplo do comprimento c/ω⋆.

x =
c

ω⋆
ln
∣∣∣cosh(ω⋆

c
cτ
)∣∣∣+ C1 ≈ ct+ C1 (6.91)

A aproximação das expressões de x e t involutos para uma reta identidade
é tanto melhor quanto maior for o tempo próprio, simplificando a inspeção em
longas distâncias. Como a razão entre eles não se modifica, não há a moderação
métrica de velocidade observada na razão homóloga entre as variáveis de (6.89a).
O efeito de aberração involuta da velocidade cinemática pelo acoplamento tem-
poral da métrica é mais prevalente em “campo distante” cumulativamente do
que em “campo próximo”, afetando a medida do deslocamento z.

A especificidade da frequência é resolvida na substituição H = ω⋆ para o
parâmetro de Hubble. A relação com a velocidade na posição métrica é obtida
na substituição c = vk/βk. A expressão da posição involuta torna-se:

x =
1

H
vk ln

[
2 cosh

(
Hr

c

)]
tanh

(
Hr

c

)
δk (6.92)

A aberração na velocidade é posta em evidência ao isolar a velocidade na
expressão:

vk ∼=
Hx

ln

[
2 cosh

(
Hr

c

)] ≈ c tanh
(ω⋆
c
cτ
)

(6.93)

201Involução de r no parâmetro funcional gµν(r) com relação à sua integral r = c
´
dt, dada

em (4.84). Também é associado à defasagem posição-momento. Ver texto que remete à nota
97 , e também sec. 4.4.5 e sec. 4.4.6 .
202Uma boa aproximação para x grande: x ≈ ln |cosh (x)| + ln(2), ou seja, uma boa substi-

tuição é C1 = x0 + ln(2).
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Reformular a congruência das velocidades δkvk(x, r) = v(x) para a definição
de um campo de velocidades resulta na lei de Hubble.

x =
1

H
v(x) (6.94)

Nessa forma, tomando que o tempo é infinito por (5.43), não possui restri-
ção de velocidade. O significado físico da velocidade superlumínica é a perda
da causalidade; com isso, deixa de ser equacionável pelo tensor normalizado. A
delimitação natural de um volume de controle para (4.164) também encontra
concordância com o horizonte de espaço 5.1.2 e a janela de tempo 5.3 . Ainda
que espaço e tempo não sejam finitos, o alcance da causalidade promovida pela
métrica o é. Uma representação superlumínica apropriada será obtida no ma-
peamento por coordenadas e horizonte de Rinder.

Em consequência dos pressupostos apresentados, deve-se esperar uma varia-
bilidade nas medidas do mapeamento pela interação de três fatores: o primeiro,
as coordenadas são tomadas por referência à distância da superlumínica, o raio
reverso. Segundo, segue uma lei de distribuição dinâmica, não um campo de
velocidades rígido. Por fim, tem por base o deslocamento Doppler longitudinal.
Ainda que o modelo ignore a velocidade peculiar, o efeito pode estar presente
pela interação com corpos da vicinidade ou algum evento passado.

fs
fr

= γ(1 + β cos θr) (6.95)

Os valores atuais para a constante de Hubble variam de acordo com a téc-
nica apropriada à população amostral. A medição “primordial”, pela radiação
cósmica de fundo com referência indireta na regressão pelo modelo preditivo da
taxa de expansão, fornece um valor para H = 67.4 ± 0.5 (km/s)/Mpc, cerca
de 2.184 ± 0.016 × 10−18 (1/s) em unidade do sistema internacional. (Mis-
são planck). A medição de campo “tardio”, medida direta extrapolada da
escada cósmica por escala de distâncias extragaláticas, fornece um valor de
H = 74.03 ± 1, 42 (km/s)/Mpc, cerca de 2.3991 ± 0.04602 × 10−18 (1/s) no
sistema internacional de unidades. ( JWST)

Por coincidência numérica, um valor de referência rápida para a medida no
SI pode ser dado por:

log(φ)

2997924582
=2.3253× 10−18 φ =

1 +
√
5

2
(6.96)

O valor é intermediário entre as duas categorias de medição e, nas unidades
convencionalmente adotadas na medição, é 71.7512 (km/s)/Mpc. Reiterando
que o valor não deriva de qualquer expressão, um outro valor próximo, seguindo
a mesma heurística, seria ln(φ)/(2c2) = 2.6771 resultando 82.6067 (km/s)/Mpc.
Em ambos os casos, as unidades dimensionais são incompatíveis com o experi-
mento observacional.

Métrica normalizada não varia intrinsecamente no tempo; extrinsecamente
trata do transporte dos corpos. Nesse caso, porém, o transporte decorre no
tempo e afeta todos, o que, por codeterminação, redefine a métrica. Apesar
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disso, o contraditório vem de 5.1.2 , com o modelo evolutivo de Onsager não
abordando evolução para além da tendência de “arranque”. Uma concepção de
evolução viria por autossimilaridade, em que uma escala característica, por ser
uma taxa de evolução invariante, permitiria retroceder ou progredir nas macro-
variáveis do sistema.

6.3.4 Coordenadas e Horizonte de Rindler

A adaptação das coordenadas de Rindler sistematiza as linhas-universo de refe-
renciais acelerados de tal feito que concordem com o mesmo horizonte.

Considera-se, por analogia, a perspectiva de acompanhar a linha-universo
(ct̃, x̃) de observadores em seu movimento “acelerado”. Ainda que o movimento
não gere aceleração intrínseca (não-inercial), extrinsecamente o sistema de co-
ordenadas móveis não possui velocidade constante, e os formalismos se rendem
ao mesmo de ser não-covariante.

Os referenciais movem-se com aceleração própria pela equivalência c2/a⋆ ≡
c/ω⋆. Prosseguindo de (6.88a) e (6.89a), mutatis mutandis, as coordenadas
de posição generalizada x̃ e coordenada de tempo generalizada t̃ descrevem
a perspectiva de um observador sob aceleração constante a⋆. A condição de
movimento faz surgir um horizonte de Rindler em Ru para cada observador t̃.
Admitindo que:

ct̃ =
1

ω/c
arctanh

(
ct

x

)
(6.97a)

x̃ =
√
x2 − c2t2 (6.97b)

O tempo t̃ denota a linha de simultaneidade do observador móvel. 203 O
domínio da função de arco hiperbólico limita a velocidade. Linha-universo x̃,
por (6.97b), é a distância própria (pela origem), considerando a aceleração e o
tempo (dilatado pela métrica/aceleração da linha-mundo), enquanto o tempo
próprio é expresso por τ = (x̃a⋆/c

2)t̃.
O referencial (ct̃, x̃) é acelerado; assim como não é possível transformação

de Lorentz na transformação anterior, o mesmo acontece na inversa. A trans-
formação é obtida de (6.89a), na substituição x̃ = c/H.

ct =x̃ sinh

(
H

c
ct̃

)
(6.98a)

x =x̃ cosh

(
H

c
ct̃

)
(6.98b)

Prosseguindo de (6.97b), a substituição de x = ct + x0 é obtida por (6.91).
Com isso, a posição do referencial móvel em dependência à sua linha de simul-
taneidade temporal torna-se:

x̃2 = x2 − (ct)2 = (ct− x0)
2 − (ct)2 =⇒ x̃ = x0 exp

(
H

c
ct̃

)
(6.99)

203Distâncias x̃ pela unidade de medida dos observadores acelerados que compartilham o
mesmo horizonte de Rindler. Tempo t̃ pela linha de simultaneidade para o respectivo obser-
vador.
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A velocidade nas unidades de espaço e tempo do referencial móvel é:

dx̃

dt̃
= c

x0
Ru

exp
(a⋆
c2
ct̃
)

(6.100)

A condição superlumínica é obtida de duas maneiras. Dependendo da escolha
de x0, o referencial já desenvolve a velocidade em excesso. No caso contrário,
ainda assim a velocidade cresce indefinidamente; em algum instante irá superar
o marco relativístico.

As transformações entre sistemas de coordenadas ilustram a interpretação
de covariância apresentada na sec. 2.8. O fato de as transformações, tanto
temporalmente entre (6.97a) e (6.98a) quanto espacialmente entre (6.97b) e
(6.98b), não serem lineares correlaciona-se com o fato de serem não-covariantes
diante da preservação de normalidade na forma hµν = Jmµ J

n
ν gmn. Embora a

expressão de energia não seja conhecida, o efeito na forma de aceleração o é, e o
processo é conhecido pela descrição ganho energético presumido da aceleração.

A aceleração em si segue o transvio geodésico 4.33, embora a variação de
energia não se converta em emissão/absorção propriamente dita. Esse desba-
lanço encontra explicação na autopropagação da onda métrica da sec. 6.2 , se
considerar que os corpos conservam energia por uma onda estacionária refletida
entre eles em “campo próximo”, e que em “campo distante” o tempo de propa-
gação inviabiliza o laço de estímulo-resposta entre as interações até desvanecer
por completo na alienação da causalidade. Porém, devido à natureza particular
da explanação, não se demonstra como a distribuição de matéria que motiva
o desenvolvimento contribui no mecanismo ondulatório dessa interferência des-
trutiva para além do que já é expresso na indução da métrica de estado.

6.3.5 Grupo Extra-Hiperboloide

O modelo extra-hiperboloide, apesar de ser um grupo, não é contemplado pela
sec. 6.2.3 . A seção traz o encaminhamento desse adicional pela forma exponen-
cial.

Dadas as identidades:

ln | tanh(ax/2)| =− arcoth(cosh(ax)) = − arctanh(sech(ax)) (6.101a)
ln | tanh(ax/2)| =− ln | coth(ax/2)| (6.101b)
ln | coth(ax/2)| =arcoth(cosh(ax)) = arctanh(sech(ax)) (6.101c)

Torna-se adequado substituir as componentes métricas de (6.82) pelas ex-
pressões:

− tanh2(z) =e−iπ exp(−2 arctanh(sech(2z))) (6.102a)

coth2(z) =e−2iπ exp(2 arcoth(cosh(2z))) (6.102b)

Chega-se ao mapa exponencial homólogo a (6.48):

gµν =

[
exp[−2 arctanh(sech(2z))− iπ] 0

0 exp[2 arcoth(cosh(2z))− 2iπ]

]
(6.103)
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7 Considerações Finais
A exposição apresenta o tensor métrico normalizado como um formalismo geral
para interações elementares. A forma comum é obtida na complementação, ao
metrificar as interações eletrodinâmicas de partículas elementares e por repre-
sentar propriedades ondulatórias gravitacionais.

Em síntese, o desenvolvimento é estruturado na apresentação e na gradação
de assuntos inter-relacionados. Inicia pela especificação do formalismo tensorial,
abordando desde os rudimentos-base coordenada até a formulação de conexões
calculo necessários na resolução da continuidade por torção; em seguida, no en-
quadramento de uma mecanismo dissipativa e com efeitos anisotrópicos, trata
da consolidação do espaço pela condição de continuidade da rotação hiperbólica.
Também envolve efeitos dinâmicos, aberração, anomalias e natureza ondulató-
ria devido à simultaneidade de eventos. Prossegue-se com a síntese da curva-
tura pela inter-relação entre os fenômenos na análise dos mecanismos causa e
efeito. A conciliação conceitual é obtida ao recepcionar a mecânica vigente pela
admissão de novos processos. A consolidação é encaminhada na produção de
representação de métrica diversas.

Natureza comum do espaço é possibilitada pela resolução da continuidade
diante da torção, o que é proporcionado na elevação da abstração ao categórico
topológico. A intensidade dinâmica de modificação do espaço-tempo determina
se o parâmetro predominante na interação será o espaço ou o tempo. Am-
bas as categorias topológicas, geometrizável ou ondulatória, têm em comum o
imperativo de satisfazer o invariante de velocidade.

A métrica normalizada propõe um refinamento teórico que endossa as teorias
experimentalmente comprovadas, ainda que não o faça sem descartar interpre-
tações teóricas vigentes. Abrange um espectro de fenômenos e processos da
escala atômica à cosmológica.

7.1 Síntese Conceitual
Ao longo do texto, introduzem-se implicitamente conceitos em proveito da de-
nominação convencionalmente estabelecida para a forma. Um enquadramento
apropriado expõe como todos estão inter-relacionados na coesão sistêmica. Em
tempo, apresenta-se a síntese desse quadro sistêmico.

Métrica normalizada é uma forma bilinear cinemática, um operador diádico
para representação pontual dos corpos. Em uma leitura simples, tem função
homóloga ao operador quântico de momento (m−1p̂)2, mas sobre operandos
diferentes na composição da operação entre dois elementos. Corresponde a uma
operação de evolução hiperbólica do espaço de momento em uma representação
espacial do corpo.

Unitariamente, opera sobre a velocidade em coordenada espacial vµ, mape-
ando para a coordenada cinética local vµ, passando da intensidade coordenada
para a intensidade real por um fator de calibre do espaço-tempo, pelo ajuste
de calibre, dilatação temporal e contração espacial. O fator gama aplica efeito
cinemático e a velocidade da luz é obtida pela média geométrica c2 = γ2V µVµ.

O caráter normalizado indica que opera intrinsecamente, em contraste com
a extrinsicalidade da holonomia. Estabelece a escala de velocidade que deverá
ser satisfeita por uma representação do espaço. Além do acoplamento métrico,
espaço como estrutura organizadora da matéria surge da continuidade e conexão
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observadas no tensor de curvatura, quando na função descritor do espaço topoló-
gico acompanhado do tensor- energia. Os símbolos de Christoffel relacionam-se
à anisotropia que a métrica introduz no espaço da velocidade.

A normalidade manifesta reações induzidas pela métrica, ou equacionamento
derivado dela, para preservação da continuidade do invariante de rotação hiper-
bólica. Moderação da intensidade por γr, moderação da direção por vis-redux.
Em condições extremas, torna-se dissipativo, quer por processo de emissão,
quando na iminência do excesso de energia comportada para o invariante; quer
na expansão entrópica do espaço pela desconexão de ação desprovida de reação.

Covariância, na forma normalizada, é a transformação entre condições ener-
géticas bem definidas. A mudança de estado inercial é acompanhada da evo-
lução energética oriunda da força de reação mediante emissão/absorção. Não
é esperado que se conheça transformação covariante por motivação puramente
coordenada sem que se conheça a transformação de energia envolvida no pro-
cesso.

Dinâmica oscilatória é evidenciada na ressonância entre corpos. A formula-
ção relativística como um todo é apropriada ao equacionamento de onda. Uma
distinção qualitativa entre os tipos de onda que se superpõem é necessária.
Onda basal de acoplamento, atração entre os corpos. Constitui o estado vibra-
cional permanente por emissão corpórea em ressonância com a vicinidade. Em
conjunto, flutuações basais são estocásticas e constituem o estado fundamen-
tal do espaço-tempo. Ondas de amplitude orbital são perturbações métricas
transientes de amplitude coerente. Uma terceira qualidade: ondas métricas de
acoplamento ressonante em que uma componente radiante vibracional efetiva-
mente se desacopla da fonte, por desarmonia com o transiente, para realizar o
transporte radiante de energia. Esta última corresponde ao excesso liberado na
preservação do invariante hiperbólico.

As diversas partes cooperam entre si na preservação do invariante de veloci-
dade.

7.2 Recapitulação
Seguindo a proposta de que coordenadas não devem possuir significado físico,
a sec. 2 faz considerações sobre as consequências cinemáticas do movimento da
base, resultando na eliminação de dependências implícitas de simetrias holonô-
micas no acoplamento entre base e variáveis paramétricas.

Restrições holonômicas empregam simetria na simplificação de forças redu-
tíveis por variáveis circulares, sec. 2.1 . Embora proveitoso em forças mapeáveis
por posição, forças dependentes da velocidade devem atentar a condições rela-
tivísticas. Entre as peculiaridades que cada simetria introduz, sistema esférico,
sec. 2.2 é de interesse da simetria central.

Parametrização na representação da mobilidade da base também possui re-
lação com a linearidade das transformações na configuração de variáveis que
formatam as simetrias, 2.3 .

Para uma base com independência paramétrica, é necessária a separação
entre os efeitos paramétricos autorreferenciais na mobilidade da base (implícitos)
e a representação por identidades de operações vetoriais. Obtém-se base por
transformação ortogonal, 2.3.1 e 2.3.2 . Essa base normalizada possui velocidade
com homogeneidade dimensional e transformações lineares 2.3.3 . Nesse sistema,
a velocidade é expressa por coordenadas isométricas 2.4 .
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Uma vez que as expressões da velocidade e da base estejam determinadas, é
possível escrever o invariante de Lorentz com o tensor métrico dado pela forma
bilinear da base.

A definição métrica é consequente em como a curvatura intrínseca do espaço-
tempo irá se manifestar. Espacialmente, a atração por uma resultante direcional
é coerente com uma única direção espacial e, junto a essa restrição, a norma-
lidade métrica é resolvida por uma componente de variação temporal. Na sec.
2.5 : caracterização em duas curvaturas principais, símbolos de Christoffel e
formulação funcional da métrica. particularidade métrica não varia intrinseca-
mente no tempo.

O cálculo tensorial exige uma derivada direcional que preserve a covariância
das expressões. Sec. 2.6 apresenta derivada covariante-paramétrica capaz de
representar o isomorfismo na mobilidade da base, resolvendo as questões de
dependência paramétrica por transformação ortonormal.

Obtenção da geodésica pela expansão da derivada covariante na métrica
normalizada, sec.2.7.1 , explora o acoplamento entre os termos espaciais e tem-
porais; essa complementariedade é explorada na simplificação da equação ge-
odésica. A sec. 2.7.1 apresenta a decomposição da equação geodésica e rea-
grupamento de termos pelas relações funcionais implícitas pela apresentação do
elemento de volume e cruzamento no jogo de índices.

A sec. 2.7.2 trata do acoplamento temporal, uma vez que a métrica não varia
intrinsecamente no tempo e sua variação extrínseca pela derivada covariante.
Nessa abordagem, a extrinsicalidade do tempo torna-se uma questão sistêmica
e de simultaneidade. A conformidade do transporte paralelo e ortogonalidade
tensorial invariante de velocidade do novo operador é analisada na sec. 2.7.3,
pela formulação mecânica da expressão de Euler-Lagrange na perspectiva da
derivada covariante temporal.

Prosseguindo na simplificação geodésica, a sec. 2.7.4 propõe a substituição
de símbolos por expressões de significado mecânico que explorem as peculiari-
dades da direção cardinal espacial.

A definição de ortogonalidade e sua continuidade no transporte paralelo,
na 2.7.5 , estabelece critério para o balanceamento direcional e equacionamento
entre os termos, permitindo a reformulação, na sec. 2.7.6 , da resultante geodé-
sica que faz explícita a distinção entre os efeitos intrínsecos à posição e aqueles
induzidos pela velocidade, tanto em direção quanto em magnitude.

Em síntese da base normalizada, a sec. 2.8 faz a ponderação sobre signi-
ficados e transformações, que não se limita a coordenadas e é mais relevante
quando correlata a variações energéticas, enquanto a sec. 2.9 arremata ortonor-
malidade de transformações isométricas e peculiaridade covariante do símbolo
de Christoffel. Conciliação de Covariância e Energia com a base móvel e Orto-
normalidade.

A proposição de covariância da base normalizada é posta em prática ao longo
da sec. 3 pela demonstração de covariância na transformação entre sistemas de
coordenadas, o que é obtido por representação por identidades de operações
tensorais. O critério é revelador, e a resolução preliminar da sec. 3.1 pelo
reagrupamento de índices expõe conflito entre simetria e comutação.

A resolução do impasse inicia-se na formulação de critério da sec. 3.2 pela
proposição de uma dinâmica hiperbólica e sua formulação a partir de instantâ-
neos da métrica de Minkowski. Além disso, ao longo da transformação cartesi-
ana e condizente com o equacionamento, é apresentada mudança de conceitual:
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base atende à isometria cinemática da rotação hiperbólica e concordância com
a invariância do volume espaço-tempo.

A decomposição em da base operações de projeção e rejeição complemen-
tares à identidade é apresentada na sec. 3.2.1. Nessa segunda decomposição
da base, há necessidade de reformulação das operações e da reconstituição da
transformação de Lorentz pela identidade das operações de projeção e rejeição
da sec. 3.2.1 é caracterizada por rotação hiperbólica entre as direções cardinais,
operando a contração espacial da diretrix em contraparte à dilatação temporal.

A sec. 3.2.3, estabelece que o critério de preservação da isometria do ele-
mento de volume espaço-tempo é satisfeito na proposição de um novo operador
de produto interno e que atenda à resolução do conflito de simetrias. A sec. 3.2.4
apresenta a forma cartesiana do tensor normalizado e concilia sua característica
métrica como operador bilinear de grupo contínuo.

A sec. 3.3 confronta as transformações ortonormais de coordenadas isomé-
tricas com a aplicação mecânica, o que aponta a necessidade de novos critérios
de continuidade coordenada para a nova formulação. A sec. 3.4 elabora sobre
especificidades dos símbolos de Christoffel na forma normalizada e sua decom-
posição em operações espaciais, bem como o significado mecânico anisotrópico
de desvio intrínseco induzido pela velocidade.

O desenvolvimento prévio apresenta solução à transformação entre sistemas
de coordenadas, mas a abordagem inesperada deixa em aberto a consistência
das representações que se possam fazer por ela. A sec. 4 investiga conexão e
continuidade da proposta normalizada, e expõe consequências mecânicas diretas
e sistêmicas da estrutura do espaço-tempo. A premissa principal é a mudança
categórica da natureza intrínseca que fundamenta o tensor métrico. A seção
inicia-se pela contextualização e definições preliminares, e segmenta-se ao final
na elaboração de curvatura 4.4, sua ação 4.5 e a resolução de torção 4.6.

Conceitualmente, o principal diferencial da proposta normalizada é esquivar-
se da holonomia desde a definição da base. No desenvolvimento histórico, a
sistematização mecânica fundamenta-se geometricamente em propriedades in-
trínsecas do espaço, o que é brevemente visto em 4.1 . Em proveito desse valioso
legado, é necessário reformular as definições intrínsecas, evitando-se holonomia.

Representação holonômica possui limitações incontornáveis na representação
intrínseca por coordenada. Simetrias e escolha do sistema de coordenadas inad-
vertidamente introduzem holonomia, dada a necessidade de simetria e comuta-
ção do respectivo discriminante, exposto em 4.2.1 . Por outro lado, velocidade
relativística deve ser independente do espaço e, ainda que implícito, holonômica
introduz essa dependência. A sec. 4.2.2 cogita as questões inerentes à mani-
pulação simbólica, e a sec. 4.2.3 estuda a conveniência de promover a variável
cinemática: trocam-se três problemas (dependência, falta de homogeneidade
dimensional e isometria) por um único, continuidade.

A sec. 4.3 formula continuidade pela variável cinemática no modelo de rota-
ção hiperbólica. A representação por transporte paralelo no espaço coordenado,
o caminho de equilíbrio inercial, é expandida para abranger o transvio com
referência ao mesmo equilíbrio inercial. As duas questões do cálculo tensorial
resultam na formulação do tensor de curvatura. Compatibilidade, na sec. 4.3.1 ,
versa sobre manipulação simbólica no transporte paralelo pela operação diferen-
cial do cálculo analítico.

Sec. 4.3.2 aprofunda-se no significado mecânico de continuidade em desco-
lamentos mecânicos conservativo e não-conservativo. A previsão de emissão,
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reação induzida por desvio e rebalanceamento são resultantes das fórmulas de
balanço e dissipação dadas nos critérios de ortogonalidade do transporte paralelo
e quantificação do deslocamento mecânico das condições de movimento.

A sec. 4.4 sintetiza as relações de balanço energético em um discriminante
de continuidade por variações de segunda ordem das relações hiperbólicas. A
sec. 4.4.1 trata da conjugação da recíproca entre espaço e tempo em variações
de ordem superior consolidadas na sec. 4.4.2 com o desenvolvimento tensorial
para um escalar representativo da continuidade. A previsão de propagação e au-
totransporte, bem como emissão no desvio geodésico, são elementos decorrentes
dessa definição de curvatura e de sua ação.

As sub-seções seguintes buscam resolução da representação no espaço. A
sec. 4.4.3 discorre sobre continuidade no espaço coordenado e escolha topoló-
gica sob análise funcional. O mapeamento faz contingência sobre anomalias,
aberrações e necessidade de delimitação de variáveis de contorno do espaço.
Também apresentam-se elaborações de formalismos tensoriais. A sec. 4.4.4 re-
ferenciais canônicos para resolução do equacionamento geodésico no espaço em
caso extremo de atração de simetria central. Equilíbrio de dois corpos é anali-
sado na sec. 4.4.5. A manifestação de aberrações e anomalias é acompanhada
de auto-oscilação. A sistematização da complexidade dinâmica é obtida por for-
mulação ondulatória pelos referenciais canônicos e frequência natural. Segue,
consequentemente, a necessidade de distinção e identificação de elementos mate-
riais e imateriais na composição sistêmica. A sec. 4.4.6 discorre sobre significado
mecânico e interpretações pela dinâmica ondulatória. A representação pontual
é projeção de um ponto de contato da resultante observável pelo acoplamento
ondulatório intrínseco.

O aprofundamento do comportamento imaterial, propagação e autotrans-
porte culmina na revisão dos precedentes históricos da sec. 4.5 . A sec. 4.5.1
elabora sobre as peculiaridades da autopropagação imaterial, com destaque na
velocidade constante, portanto aceleração nula, e variação de energia mesmo na
ausência de força pela dependência da frequência.

A codeterminação sistêmica entre material e imaterial em um sistema de par-
tículas é vista na sec. 4.5.2 em quatro segmentos, o primeiro que descreve a parte
material como resultante da atração propagada de uma organização sistêmica
estacionária. A parte imaterial, segundo segmento, estabelece em equivalência à
primeira por externalização por representação pontual da resultante de massa,
em representação reduzida. O terceiro segmento aprofunda na composição in-
terna da distribuição de massa em equilíbrio de um sistema de partículas. O
quarto segmento, delimitação do contorno, significado físico da representação.

A proposição de uma natureza comum no acoplamento ondulatório métrico
e generalidade de onda independente da natureza é apresentada na sec. 4.5.3.
Postula-se que a compositividade de resultante por superposição ondulatória é
demonstrável em sistema de partículas até o fundamental elementar trazido na
fórmula de Rydberg.

O formalismo da ação de Hilbert para normalidade e sua interpretação como
propagação imaterial em velocidade constante é visto em 4.5.4 , seguido da for-
mulação energética para o corpo material, em 4.5.5 , seguido de uma breve
argumentação sobre simetria e conservação.

A quarta seção finaliza em 4.6 com a resolução de torção na representação
da continuidade cartesiana holonômica. Torção e uma característica da repre-
sentação holonômica, e a demonstração consiste no reverso do desenvolvimento
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precedente. Em 4.6.1 , evidencia-se a arbitrariedade na escolha da representação
e conformidade do elemento de linha com respeito à indefinição do diferencial
no limite. A sec. 4.6.2 ressalta como superfícies orientadas evitam ambiguidade
(e anisotropia) e a conformidade do operador de segunda ordem na represen-
tação explícita por imaginários e operabilidade de propriedades intrínsecas de
superfícies. A sec. 4.6.3 apresenta uma proposta de representação cartesiana
holonômica.

A sec. 5 apresenta elementos sistêmicos consequentes do fundamento norma-
lizado; na sec. 5.1 , pondera sobre como o condicionante de rotação hiperbólica
estabelece, mesmo diante da arbitrariedade na escolha da representação, conver-
gência sistêmica. A regularidade, independentemente de parâmetros externos,
é consequência da condição de estabilidade intrínseca. Em 5.1.1, correlaciona
cardinalidade de dimensões e direções orientadas com natureza relacional na
distinção de corpos de uma distribuição por um critério de ortogonalidade. A
sec. 5.1.2 elabora sobre estrutura do espaço-tempo por auto-organização e co-
determinação e suas limitações tangíveis ao modelo evolutivo em um sistema de
partículas.

A métrica normalizada presume inércia intrínseca na continuidade da rotação
hiperbólica, mas deixa omissa a condição basal em que ocorra na ausência de
massa. A sec. 5.2 trata da metrificação de condições de neutralidade mecânica.
O significado mecânico (ou falta dele) é apresentado na sec. 5.2.1 . A sec.
5.2.2 analisa a ausência de propriedades intrínsecas do vácuo, a importação
pelo transporte e externalização nesse meio solenoidal. A sec. 5.2.3 propõe a
composição do panorama cosmológico que concilie a propriedade intrínseca com
referenciais inerciais extrínsecos.

Tempo é um parâmetro extrínseco na métrica normalizada, e a sec. 5.3
analisa sua externalidade e conclui na resultante que cada observador obtém
da convergência sistêmica por consequência da dinâmica de codeterminação e
autossimilaridade.

A sec. 6 apresenta formulações métricas por condições estruturais peculi-
ares. A sec. 6.1 estuda o equilíbrio de uma distribuição de massa compacta
assimétrica em razão da rotação. Em vez da dinâmica tensor-energia, o equilí-
brio estático da deformação é diretamente metrificável. A sec. 6.1.1 contempla
a forma oblata de superfícies equimétricas, deformação da simetria esférica, e a
sec. 6.1.2 prossegue com a proposta de uma formulação métrica adequada ao
potencial na convergência do limite newtoniano. Sec. 6.1.3 analisa o equilíbrio
hidrostático e sua extrapolação à relativística.

A sec. 6.2 apresenta formulação exponencial da métrica. O tratamento
ondulatório homogêneo entre o material e o imaterial adequa a dinâmica os-
cilatória à natureza comum, e a sec. 6.2.1 apresenta modulação de frequência
de uma emissão em condição estacionária. A sec. 6.2.2 analisa autopropaga-
ção e modulação de onda métrica em razão ao seu próprio valor. A sec. 6.2.3
apresenta formalismos da generalidade ondulatória. Na sec. 6.2.4 , dedução da
equação de Dirac por consideração ao transporte paralelo e consequente preser-
vação da conjugação de fase na dinâmica do processo de modulação. Na sec.
6.2.5 , equação não-homogênea e a formação de curvatura em presença material
pela perspectiva ondulatória.

A sec. 6.3 formula métrica para representação em condição de neutralidade
em macroescala de uma distribuição. A sustentação conceitual é apresentada
na sec. 6.3.1 , que versa sobre efeitos emergentes da auto-organização e code-
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terminação, enquanto a 6.3.2 discursa sobre mecanismos internos de natureza
ondulatória.

Pressupondo a formatação métrica adequada à distribuição, a sec. 6.3.3 ela-
bora sobre o efeito de Doppler relativístico nas condições métricas. A aberração
relativística no acoplamento resulta em distâncias defasa a variáveis coordena-
das de uma forma peculiar, em correspondência à Lei de Hubble. A seção se
encerra com ponderação sobre a variabilidade estatística inerente ao modelo.

A propensão a condição superlumínica do movimento é analisada na sec.
6.3.4 , e o mapeamento por referenciais acelerados e horizonte conclui na con-
sequente perda da causalidade. A sec. 6.3.5 apresenta o formalismo de grupo
respectivo.

7.3 Conclusão
O tensor métrico normalizado constitui-se de uma modalidade mecânica lagran-
giana com extensão para dissipação. Equaciona, pelo espaço de velocidades, o
invariante que uma representação do espaço de posições deve satisfazer.

Espaço-tempo possui representação distinta consoante o domínio de suas
variáveis. Geometrizável no domínio do espaço, ou ondulatória no domínio do
tempo.

A aplicação métrica é específica para interações fundamentais em que haja
reciprocidade entre corpos que possam ser considerados pontuais e de massa
constante. A forma pelo tensor energia estende-se a um sistema de partículas.

Fundamentado no balanço de momento, opera sobre equilíbrio dinâmico e a
natureza dissipativa não garante a conservação. Ainda que o marco conserva-
tivo seja contingente, é base para simplificar a complexidade introduzida pelo
balanço dinâmico.

O formalismo comum descreve fenômenos eletrodinâmicos de partícula, uma
vez admitida a metrificação do mesmo, e fenômenos gravitacionais, uma vez
admitida a natureza ondulatória dessa.

Relevância da proposta está no formalismo comum entre as duas interações
expressivas da física. O proveito está no intercâmbio do mesmo fundamento
observado em escalas e naturezas distintas.

A correspondência não se restringe às relações cruzadas. No equacionamento
das respectivas naturezas, ainda que introduza a complexidade necessária na
investigação de minúcias de mecanismos e processos, o formalismo não se afasta
da correspondência com formulações convencionais, compartilhando a mesma
notação.

Embora seja indiscutível a relevância do precedente histórico e de suas formu-
lações originais, o princípio da navalha de Occam nos ensina que a proximidade
da verdade costuma caminhar com a parcimônia. Ao desanuviar o modelo de
camadas acessórias, a simplificação aqui adotada resgata o núcleo fundamental
do fenômeno físico. Longe de ser um recuo metodológico, essa escolha valida-se
por oferecer a descrição mais direta, elegante e operacional da realidade.

Por fim, ainda que surjam divergências conceituais, a compatibilização é em
benefício de uma consolidação harmônica.
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