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SPHERICAL AND CYLINDRICAL
COORDINATES FROM THE TENSORS
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Abstract: in physics the use of the spherical or cylindrical coordinates is often the only way to
develop a subject at an acceptable level of difficulty, as such a use allows us to benefit from the
simplifications coming from the existing symmetry (spherical or cylindrical, indeed). Here is a
treatise with tensors and also a classical one, without tensors.

1-PREAMBLE ON COORDINATE SYSTEMS

-CARTESIAN COORDINATES:

P(x, Y, 2)

v

Fig. 1.1

F=xi+y+zk | (1.1)
dF = (dx)i +(dy) ] + (dz)k (1.2)

V is a scalar and F is a vector. The divergence gives a scalar, while the gradient and the curl give a
vector.
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-SPHERICAL COORDINATES:

We go from (x,y,z) to ( p,0,9). ¢ spans from 0 to 27 , while @ spans between 0 and 7.
dF = (dp)p+(pd6)6 + (psin 6dp)p (1.7)
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-CYLINDRICAL COORDINATES: N
(p.9.%)
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2-TENSOR CALCULUS

-derivative of a 4-vector:

we have a 4-vector, but, in general, also just a vector: V = V*7 , (V* are the components, while the

7, are the versors and the summation over p is understood, due to the Einstein’s Convention, that

—

is: V=V, =3 V', =V T VT VT =V 3+ V' 5+V 2=V F+V0+Vp ).

u
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Fig. 2.1: Cartesian and spherical polar coordinates.

Now, by naming, more conveniently, the versors in the following way:
(%,7,2)=(¢e,¢,,6;) =(e,,¢,,e.) for the Cartesians and (7, 0, @)= (e,,é,,¢,) for the sphericals, and
also the components in this way: (V*,V*,V*)=(",V*,1*) for the Cartesians and (V",V?,V?) for

the sphericals (which are [dr,7d@,(rsin@)de] in case we refer to the position vector dP), we have:

-for the Cartesians:
V=V'2+ 0 p+ V=@V +& )2 +ey7)=Y &V =é)', thatis:

V=ev' . 2.1)
Then, if the vector is the de position vector dP, then we have:
dP = dxk +dyp + dzt = dri + rd 06 + do(rsin @)@ = (e,dx' +é,dx” +é,dx’) = z; édx' =édx', so:

dP = é.dx'. Now, we make the derivative of the vector (2.1) (17 =e V") with respect to a coordinate

v

x":

- A p A
v _deJy") _dv 5 +Vadi; (2.2)
dx” dx” dx" " dx”
the indices change from one term to another (u—o), as they change over all the values (there is an
understood summation over repeated indices) and they do not necessarily have to be simultaneously
the same in both terms.

. . o dV dvt N
In case of (flat) Cartesian coordinates, the derivative is still pa = e e, , as, being this about
X X
Euclidean geometry, then the versors (X, 7,Z), that are the ¢,, are fixed and so their derivatives are
de : e .
null ( y > =0). A different situation is that of a non Euclidean geometry.
X

Now, we multiply the right side of the (2.2) by the unit quantity e“e, , where e is the

contravariant tensor, which obviously exists, so that its product with the covariant one (¢, ) yields,

by definition, the unit, indeed:



v dv* deé, dV“ , dé dv* ey oy _ dV" dé

e, +V—= +V°—=)ele, = ee'e, +V7—= +V°—=e"le
dx" dx" " dx" =( i dxv) n T gy e dx" * =1 dx" dx" e,
well, the quantity between the square brackets is the covariant derivative and it’s a tensor:
u 5 u
Vi = v +Ve ae, et = v +V°r%  (covariant derivative) (2.3)
’ dx” dx” dx”
de_ .,
where the I}, =—2-¢* (2.4)
dx

are the Christoffel symbols (affine connection).

In case of a vector which is expressed on the reciprocal base (V = V,t"), or better: V= e'v,, we

v _dewv,) dav, . de” : N : L
— = ( - ) =——¢e"+V, —— ; now, we multiply the right side by the unit quantity ¢ é&”

dx dx dx dx

where ¢, is the covariant versor, which obviously exists, so that its product with the contravariant

have:

one (") yields, by definition, the unit, indeed:

7 dV 5% dv 2 714 2 714 o
av _ ”é”+V de = (Lt Ude éléﬂ ”e‘” Al de’ e é" = ”+V de
dx"  dx’ Tdx" dx” dx’t dx” 7 dx” Cu dx" 7 dx¥

0 0 oe oe’ . aé
but: e’e 0, =0=—7e,+e”— ,s0: —-¢,=—e"—= , and then:

8x”( W)= ox" “ “ ox” ox" Y ox”

a6

v _ v,e Smper < [Sk_y 19 Jet = [V, 16", therefore:
dx” ox”

dV )
I/y R d -V, Fﬂv

X

So we can state that: 1",.]’.‘ =0 — no curvature.

-derivative of a tensor:

we have that: 7/'7 = %T;" + T4 T + 15T/ — T} T (2.5)

in fact (7, are the components, without “versors” and moreover ¢,e" =5, =1):

T(tensor)= T/“¢ ¢ e é*, so:

L T178,0,8) = TN, 8,8 ) + T (608,81 6,0) + T2 (808,86, +

yo‘

TT{“’ (ax—p é#)é"ég(élé”“) = T“" +TAT + TS, T/ ~TE T =T/ qed.
i R v .

(as: 8V ele, = 8V ; =0= 6ev g +é”a—eﬁ , from which: %ék =_¢" ae’i )
ox Ox ox ox Ox o

If we go back to the position vector dP =édx’ , whose components are (dx',dx?,dx*,(dx*)) in the

1,8,8%,(8")) so

curvilinear base (el,ez,e3,(e4)) then we said there exists a reciprocal set of four (é',e
that, by definition: ¢ -&’ = 5,.’ . Now, if we consider another base (¢',,¢é',,é';,(é',)), then, being
dP still the same, we will have: dP =¢é',dx" and

edx' =¢é' dx" | (2.6)

where the coordinates go from dx’ to dx"



Now, after multiplying both sides of the (2.6) by é', we have: dx’' =dx" &'-¢', but we also notice
idx'l, from

axd

that, due to the partial derivatives, we have the following obvious relation: dx' =

: ' O
which: PV e'-e', thatis: e',=¢ P
x x

2.7)

and the (2.7) is the equation for the change of base.

-law of transformation for the components of a 4-vector:

let V =V'é, be a generic vector expressed through the curvilinear coordinates in the base ¢ ;
conversely, in the base é', we have: V=p" ¢', and for the (2.7):

_ . ox' A
v=v'e,=v" Fei =V'e, , where:
x

: ox’'
vi=v'— (2.8)
ox'
which is the equation for the transformation of the components of a 4-vector after a base change. Of
. . ; ox"
course its inverse expression is: V"' =V’ A
X

-law of transformation for the components of a 4-tensor:

on General Relativity we say that we can get a tensor T with rank n when we multiply the
components of n vectors. So, if we have two vectors V and S: (where we are simultaneously
reminding how their components transform)

\u 14
e Vv‘zx_v e S%=S§° gxa >>>>
X X
U 1A U 1A U 1A
Tv/l/l — V!/I Svﬂ — VV a‘x SO' a‘x — V"SG ax_ ax = TVO— ax_aL = ]1'#/1 (2.9)
ox” ox? ox" ox° ox" Ox°

and this is how the components of a rank 2 tensor transform. Then, you can proceed similarly for
higher rank tensors.

Well, now, from Fig. 2.1 we notice that for a sphere (so we are into three dimensions) the square
magnitude dP? of the position vector is (as dP = é.dx’):

dP* = (e, dx“)(e,dx")=(ee, )dx"dx" = g, dx"dx", (2.10)
and through the jump to the spherical polar coordinates: u,v — r,0,¢

dP* = g, dx"dx" = g dx'dx" + godx"dx’ + g dx’dx” + 2g9¢d}9(§‘” + 2g,9dx%9 + Zgr(%c‘/’ =

=g, dr’ + g,,d0” + g ,,dp’ =dr’ +r’d@ + r’sin’ @d¢’ (a simple use of the Pythagorean Theorem
on a sphere) and here we see that we have no mixed terms (such as d@d¢) , then the metric tensor g
is diagonal, then all the mixed terms are null (g,, =g,, =&,, = €4 = &,., = &, =0) and so, being
that:



v 1 w1 1
gyvg# =] — g/jv:? — grrzl (and gh=—=1), g99:r2 (and g6€:r_2)’

rr

) and (2.11)

— 2 qin2 o9 _
g,, =7 sin" @ (and g” =——
e r*sin’ @

8w=8,0=8"=8"=8,=8,=¢"=¢"=g,,=8,=¢"=¢"=0.

. A MV __ AUAV . .
and being that g, =¢,e, and g"" =e“e" , it follows that:

e.=1, ¢e=1, e=1, e=1, =1, &=1; (2.12)

n R n ) o o 1 ~p 1

e.=1, ¢=r, ¢e=rsinf , =1, e=—, &'=—; . (2.13)
r rsiné

Now, let’s go back to the (2.4), that is: % =%é" and to the (2.10), that is: dP*> = g, dx"dx";
X

well, such a (2.10) has a general validity for a curved space, while for a fully flat space (of

Minkowski), it gets like this: dP*> = naﬂdf”‘d&fﬂ , where 7., =(LL1), as in a flat space we have:

dpP’ = naﬂdéad/fﬁ =(dEY +(dE) +(dEPY =1-(dx)” +1-(dy)’ +1-(dz)* =dx’ +dy* +dz” .

Now, by expressing a generic versor ¢; (curvilinear) as a function of the versor of the flat geometry

X ox' Oox

also have a dual form for the reciprocal set of three &’ (so that, by def. of reciprocity: é'é, =&/ ):

1 2 3 a a
(i,],k), then we obviously have: é.:aéha;ﬂa;k:( \, ai:n 95" and we will
1 a i a i o a i o i
X p X

and so the coefficient I'” (=T ) of the (2.4) can be written also in

i . Ox’ o Ox’
&= m Pk

a og”
A a M 2 ga )
the following way: I = ey ou_ 4 (17, O m* o _ n.n" 06" ox , and the last one can be
dx” dx” ox’ o&” ox’ox" 0&“
also written in a simpler way, withouth the unit coefficients n:
2 ga u
“o 0 &% Ox (2.14)
oxox" o0&

-the relation between g and Fjv:

by equalling the metric tensor (2.10) of the curvilinear case to that for the case of a flat space, we
0E” 0&”F

o o ; now, we use, on the last
x* Ox

have: dP* = g, dx"dx" = naﬂdéadéﬁ, from which: g, =7,

0g,, 0 9 0L 0*EP

ot et axtoxt ox” P ox* oxtox”

2 g a

(2.14): 0c” _ rs ai , it follows that:
ox*ox" " ox

0, _ ., 05 0" , OE" D"

ox* #ooxt ox” P T oxt ox”

one, this M.z > DOW, after reminding that, due to the

7705/3 :erng +rfvgp,u (215)



0 0 0
Similarly, then we also calculate 21 and Euw , from which: g“; + v _ B =2g, .15 ;
ox* ox” ox ox*  ox¥ “
now, after defining a reciprocal matrix (or tensor) g'° sothat: g"g, =0, ,then we will have:
0 0
FZFF;;:lgV"( guv+ag/1v _ gm)_ (2.16)

2 oxt ot Y
Now, in the (2.16) we put 6=p , from which: (g, =g, and g" =
V#( guv ag},v _ agu/l)_ uv agm, +l /w(ag,w _ agl#)_ 1 uv ag‘f# _l up agp#

6x" oxt 2 ox* 2 oxt 2 oxt
(2.17)

BA)

H
ryﬂ.

0
Now we notice that: lg“” g—p}f’ = lla—% liﬂlng ; (2.18)
2 ox 2goxt 20x

11 12
where g is the determinant of the matrix g, ; in fact, g, (g“ glz] and g™ = (g . J 22] af
&n En g

we consider the simple case of a 2x2 matrix)
and according to the formulas for the inversion of a matrix, we have:

g'=g,/g, g°=g"=-g,/g=-2,/¢,

/ g 8| _ 2
g —gn g gpﬂ‘ = 2180~ 8128 = &18x» — (&)
2 &»

og 0 og og og og og og
ax_}“:ax_/l[g”gzz (g12) 1= lzulgzz o 212 gn _2glzgf:g[ ! 8xlﬂ~1 +g” o 2; +2g" 12]_

0
= gg”’”% ; so, according to the (2.18), the (2.17) becomes:

X

1 0g 1 0 11 0g 0 ) ) )
N =—g" 22— ____In . The involvement of the determinant g will
T8 o T 8T 2g8x \/_Gx \/E 8

turn out to be useful as when we let the classical expressions stand (without g), then we would have
to calculate directly several Christoffel’s symbols, which, conversely, by the expressions with g,
can be no longer calculated, as they turn to be buried.

u"
Now, we consider the (2.3): V* = C;LV +V°T'% and we inspect it on the specific case of p=v:
X

U
V= v +V°Th (I';, =T},) and being o a silent/dummy index, then we can change its name
o dxt -
(A, as an example), so:
ov* 1
V= P +I,V (2.19)
which, due to the (2.18), becomes:

ov* 8V 1

u_ 2" uyi A
V= Tl = fa“DV fa*(*ﬁ/) (2.20)

At last, out of completeness, regarding the derivative of a rank 2 tensor:

T = G%TW +T4T" +T,, T , (generic) and with A=p , we have: (2.21)
14 6 v LV 1l
Ty =T +TATH +TATH = \/_ f T*)+T4T* (2.22)



-the Geodesic Equation:

A free falling parachutist does not have any floor over which his body can rest; therefore, he does
not detect any gravitational acceleration and he feels as if floating in the vacuum. He realizes he is
falling only if he looks at the moving objects around. Therefore, for a free falling particle, there is a
reference system in which a =0, that is:

88 §2 0
with dz* = -5, d&'dES . But we can see the (2.23) in the following way:
0°E” —O—i OEY dx" . 0E* d*x” N O’ dx" dx”

(free falling in Euclidean coordinates) (2.23)

orr  dr ox* dr )= ox* dr’*  ox"ox’ dr dr
. . axll . aé:ll ax A )
If we multiply both sides by and consider that: —— =0/ ,we’ll have:
o0&” ox* o0& !
2.4 ¥
d’x i " dx’ =0  (free falling in curvilinear coordinates) (2.24)

dr> " dr dr
(equation of the geodesic, where geodesic, on the Earth, is the shortest path between two places)
2 ga A
with T/, = 0c” O
T oxtoxt 0&”
Now we go on with the reasoning and in order to find the equation of the transformation of the
affine connection, we write again the equation of the affine connection in a different reference
2 za 14
frame: T " = 06 Ox ,
U ox™ ox" 0E”
v o't 9 _6x'ﬂ ox” 0 ,ox° o0& 6x'}“ ox? 0x° ox° 0*&E” 0’x°  0&”
MDEY oM ox" Ox” O ox'™ ox™ ox®  Ox” 0% ox" ox'™ ox"ox® ax'” ox" ox°
B ox'* ox" ox° e ot 0’x”

indeed.

from which:

- 0 5 (225)
ox” ox" ox" ox” ox" ox"
14 P 1A 2.p P o 2 a4
now, we differentiate Ox” Ox = 5f : X" _Ox =— O Ox” O'x , from which:
ox’? ox" ox? ox" ox" ox" ox" ox ox°
A T oz Yol o 2 A
r v _ Ox" Ox" Ox r,,_ax ox° O0°x , (2.26)

T ox” o™ ox” 7 ox™ ox™ ox”ox”
which is the equation of the transformation of the affine connection, indeed; we see that it doesn’t

transform as a tensor, like the (2.8) V' =V" 2 , S0 it is not exactly a tensor. By the way, regarding

'
the (2.8), or better its inverse: V'"“=V" g — , we have, by differentiating with respect to x"
X
" i P v 2 o)
6Vﬂ :8x 8xﬂ oV N o' x 6xl s (2.27)
ox' ox" ox" ox”  oOx"ox” ox'
now, we legitimately write again the (2.8) with the new indices: V" =V" = and we multiply both
X

19

. 0
sidesby ' T "W . V*=0L" V" Gx , but the (2.26) with its indices consistently readapted to
!

provide I" ", indeed, provides:

14 p o p o 2 u 15 ‘U P 2 p
o = (8x axl ox - le ox° 0°x W ox _ ox axl e 0°x le
ox” ox" ox"™ ox'" ox"™ ox"ox° ox"  ox" ox' ox”0x° ox'

Ve (2.28)



Now, by summing side to side the (2.27) and the (2.28), we get:
" \u P v
o —+L % V"= Ox 6x — (8V +I"" V?) which tells us that the covariant derivative (2.3) is a
ox' " ox" ox' e

tensor, indeed, as it transforms as a tensor.
Out of completeness, we repeat everything about the contravariant derivative: by starting from

, ox”
V=V (2.29)
V', ox” o OV, &’
and by differentiating with respect to x" w_ OO OV, Ox (2.30)

Coox” o™ ox" ox® oxox” ;

now, the (2.29) in A yields: V', =V_ Ox and by multiplying side to side by I" 'fw :

ot
rvv,=r".v. 2x ,but I" ", yields, due to the (2.25) with its indices readapted for the case:
1A P o 1A 2.7 K P o 2 K
r 'fw V' . (ax ox” Ox F;U n ox 0°x )VK 8)6/1 _ ox’ Ox ;;_ g 0°x K; (231)
ox" ox"™ ox" ox" ox"™ox" T ox" ox™ ox" ox' ox"
Now, by subtracting the (2.31) from the (2.30), we have:
or' ox? ox° 8V
— LTV, =— -5 V,) qed.
ax,y uv A 8x”” axw (a o po K) q

See also Appendix 1 for further details on tensors.

3-CHANGE OF COORDINATES

We remind that because of the (2.10), that is: dP> = (e, dx")(e,dx")=(ee, )dx"dx" = g, dx"dx", we
have that: (¢¢,)=g, =(¢,)’ , from which:
e = \/g_” and by the same token, regarding the reciprocal set of three:

P’ = (e“dx,)(e"dx,) = (e"e")dx dx, = g""dx dx, — (é'é’y=g" =(&')* , from which:

éi — gii (31)
while, due to the definition itself of vector ¥ , we have:
V=vé =Vg'i=Ve,=v'g,) . (32)

-the GRADIENT with tensors:

let V=V(x)=V(x',x*..,x") be a scalar, V=V(x,y,z) in the Cartesian case, and
V =V(p,0,9) in the spherical one; so:

gradV =VV =¢'— i =& (V), (—”a—VﬁU2 8V2+ i a—V LA
ox' o' ox 6x 6y 0z
(zé’aVJré"aVJH a——)(forthe(32))( ”8—Vf+ o0 8V9+ anZJ:
O or 060 o
_\/—OV \/781/ ) 8V a—Ver ! 8Vt9+ ! 8—qu) and so we know that the
rsin’ 0 8(0 or ro@ rsinf op

gradlent operator (on a scalar, of course) provides a vector and we have also obtained the
expressions for the Cartesian gradient and for the spherical one:



VWV =—Xx+—y+—2 (that is the (1.3))

ov. 10V 1 oV .
+—0+——¢
or r 06 rsinf O@

(that is the (1.9))

At last, if we consider the cylindrical case, then with reference to Fig. 1.3, we have:
(dP = edx'y, dP’ = (e, dx")(e,dx")=(e,e, )dx"dx" = g, dx"dx" and by passing to the cylindricals:

UV D> T,Q,zZ:
2 _ v _ r r z z z r r z __
apr° =g, dx'dx" = g, dx"dx" + g, dx"dx" + g_dx"dx +2wa+2gr¢‘W +2g,zdydx/—

=g dr’ + g(wa’(z)2 +g.dz’ =dr’ +r’d¢g’ +dz*, from which:

g, =1, gp=r", go=1 (Jg=Trd=r) ad g7=1, g”=1 g==1

Therefore:

gradV:VV—é’a—V— e (vVr), (= 18—V+é28—V2+...+é” o ) (= é’a—V e’ — 8V 6V
ox' ox' ox ox" or a(p oz
(for the (3.2)) (=4/g" v — 7 +4/g” 8V¢+ g5 — o —z=
or op 0z
Ny | L I—z—an+1a—V¢+a—Vz—VV) that is exactly the (1.14)!!!
or r or rop 0z

-the DIVERGENCE with tensors:

1 0
now, we start from the (2.20): Vﬁ = Ta—l(\/gVﬂ) , where the double A on the right side, due to
g ox

the Einstein Summation Convention, has the task of forcing the summation, therefore it can easily
become a |, it too, from which:

o= LS (Jary =L (e + =L (e = (g (3.3)
\/g ox* \/E ox \/g ox \/g ox
and we also remind, about the Cartesian coordinates, that, as already shown previously:
dpP’ = naﬂdéadfﬁ =(dEY +(dEP) +(dE) =1-(dx)* +1-(dy)* +1-(dz)’ =dx* +dy* +dz°
i e M| e Ty M| e 0 0p (1 00
= M M| =M M,y 1| = 0 ,, 0j=l0 1 O=1=g ,
My M M| | M, 71 0 0 7., |0 01
while regarding the case of the spherical coordinates, for the (2.11), we have:
g & 8| |& &o &y & 0 0 10 0
=182 82 &x3|=|8 8w 8o|= 0 g4 0]=0 r’ 0 :r4sin29:g
831 83 8| |80 8w 8o 0 0 8o 0 0 r*sin’@
and then the (3.3) yields:

from which: ‘guv :‘77,,‘,

€



-for the Cartesian ones: V;#_Tél(\/il/)—i_\/i (\/7V )+\/—83(\/7V)_

L9 v+ 2 (ﬁVZ):r{gZQVXJFQVHQVZ:VV, that is the

V1 ox I \HE ox oy oz

classical Cartesian divergence already provided through the (1.4)!

W)+

) 1 0 s 1 © N 1 0 N
-for the spherical ones: V), ZEg(\/ng ph)jLﬁy(\/sz ””)+E§(\/§V3 7h) =

__ ! g(r sin@-V'" Sp”)+2;i(r2sin@-Vz’s”h)+2;i(r2 sin@- V> =
r*sin@ or r°sin@ 06 r°sinf@ o

_ e[aﬁ(r sin@- V" W)+89(r2sin9-1/2Sph)+ai(r2sin9-v“f’")]; (3.4)
r’sin o

now, for the (3.2), we have:

V= Ve +1V,6" +V,e" =Ve' =Vilg"i =(V.A|g "V + (Vg 99)6’+(V«/ Np =V 4y whg 4 3 v
from which we have for the (3.4):

VH = ! [—(r sin@- V""" + — (r2 siné’-Vz_‘””h)+i(r2 sin@- V"] =
“ r’sin@ or 00 o

(2 sin 6. V\/T)+ S sing- Vﬁ)Jr (;»ZSing.n [e7)] =

~ r2sin@ or

1 [—(r sin@-V - 1)+—(r sin@ - V—)+—(r sin@-V, l
r*sin@ or op ?rsin@

)=

= ! [—(r sinf- V)+—(rsmt9 V)+—(r V)l=div- V=V.V | whichis exactly the
r’sin@ or

(1.10) (spherical divergence)!

-for the cylindrical ones: V), —%—(\/71/1 Cyl)"'T_z(\/sz_cﬂ)+ﬁ%(\/§w_m)=

18

r or
now, for the (3.2), we have:

V=Ve +1V,8° +V,& =Ve =Vg'i = (Vg i+ \g”)p+ (Vg7 ) =V R4 > g4 ool

from which we have:

I/,:;:_[a ( Vl cyl)+ ( VZ cyl)+ ( V3 cyl)] [ai(rl/r [grr)+ai(rV(p [g(p(p)_l_ag(rl/z IgZZ)]:
r or 7 @ z

LY ), —>+—<ero1>]=—[—(rV,)+i<V>+3<er)]=dz‘v~r7=Vr7,
r op  “r oz r or op 7 oz

10

( Vl cyl)+ ( VZ cyl) ( V3 cyl)_ [ (er—cyl)_*_i(rVZ—cyl)+£(FV3—cyl)];
r op or op 0Oz

which is exactly the (1.15) (cylindrical divergence)!



-LAPLACIAN with tensors:

let V=V(x')=V(x'x%..,x") beascalar; V=V(x,y,z) in the Cartesian case and V = V(p,8,¢)
in the spherical one; then, we know that:
div(gradV)=V -(VV)=V?*V = AV , which is the scalar laplacian (a scalar) of V.

But let’s remind now the (3.3) for the divergence of a vector S : St = Ta—#(\/_ g8*)=V-S and

we lower the index to S through (as per use and definition) the metric tensor: $* = g™§, ,
which:

1 0 . 1 0 - =
S Jear VES)  ae e =V 5 69

and now, in the (3.5) we will insert, as the S, , the vector gradient (a vector) (VV), we found

from

before
; ) 0 oV
Sl = fa (g™, - fa g v, 1= [a gg"(oN=v (3.6)
Now, after reminding the matrices under the (3.3), that are:
7711 7712 7713 nxx nxy nxz 77xx 0 0 1 O 0
=My Myn NMu|=M. M, 17.=|0 n, 0|=0 1 0=1=g for the Cartesians,
My M M) | M 7 0 0 7, [0 0 1
and for the sphericals:
g1 &> & & &0 & |& O 0 I 0 0
=181 &» &xn|=|8 Lw 8u|=|0 8w 0|=0 r? 0 =r'sin’@ =g, then it
g1 8n & |8+ 8w &8s |0 0 g, [0 0 r*sin’ 6
follows, for the (3.6), that:

EREL

‘gpv

) 0 oV 0 . . OV
-for the Cartesians: V’V = AV_Ta_“[\/_ w(_”)]_Ta_/‘ﬁ W(ﬁxq)]zﬁx” [gw(ax")]:
oV oV oV oV
1u ~r 3u 1/1 Suc~’t —
[g ( ) g’ ( 2)+g (63)] aﬂ ( ) g’ (ay)+g (az)]
_i 11 a_V a/ 31 . 7 22 a_V 32 .81
—axl[g (ax)+g \ay) ( )] [g (ax)+g (ay)+g (az)]+
Dy 2 - L1 e L1 e L1 -
[g ) g (ay)+g (az)] 8x[g (ax)]+ay[g (ay)]+az[g (az)]
oV oV oV ov. oWV, oV )
:g (axz) g (6y2) g3(822):(axz)-i-(ayz)-l—(azz):AV m (thatlsthe(l6))




-for the sphericals:

1 0 oV
V V AV— nu 4Sin20 e CV N1
faﬂ[fg & M= eV "]
1 1 0 oV
= ——[r*sin@- g™ *sin@- g (—)+r’sinf- g** +7r°sin@- g (—
o sm6’6x [r nes ( ) 7% sin 6 ox* Lr & (6x1) g & ( ) g & ( )]
_ [r sin@-g" (6 )+rzsin0-g9“(—)+r2sin&-g‘/’”(a—V)]=
~ #?sin@ ox* or 00 op
- —[r sin@- g”( )+r sinf-g (—)+r sin@- v"”(—)]+
~ rPsin@ ox” op
1 0 -0 00 %
—[r sinf-g ( )+r sinf-g ( )+r sinf-g (—)]
r*sin @ ox’ op
1 0 ov oV ov
——[r’sinf-g +72sin@-g% (=) +r’sinf- g”(—)] =
sing o ! SO ) sing gl )+ 875,
1 1 0 1 0 oV
= —[r?sin@-g” *sin@- g% —[r?*sin@-g”(—)] =
m sm6’8r[ & ( ) e sm080[ & ( ) Zsing op &5,
sin @ 8 r2 8 r’sin@ o 1
= el (—)] ng- —(—)] —I= (—)]—
r smH@r 060 r smﬁa(p r’sin’@ 0¢
1 0 8 1 oV 1
ur ng — (<L o
[ (ar )+ smeae[ ( )] [ ( )]
1 8 1 0 1 8 8V
(—)] 9(—)] (o)1=
né o6 sin Ha(p op
2 2
:(82 LzaVz) [lzs%nﬁéz 11 (_) cosd]+ 1 oV
or- r-or r> sin@ 00> 1’ sinf 06 r*sin 06(0

_ov . 2oy 1oV 1 oy 1 oY

+ +— —=AV that is the (1.12))!!!
ot ror it 602 P o0 r sinzﬁagoz ( ( )

-for the cylindricals:

217 _ nu 0 277/4_
VV—AV—\/—aH\/_g (a” J_ Nrig =

ox*
1 0 77/1_ :__ 1/.1_ ZAa_V 3#6_V —
g (N =g (g () g <a3>]
SN W(aV>+rg"’”( o gZ*’<a—V)]=l e E e )+rg TSR
r Ox 82 r Ox 0z
+1%[rgw(f>+rgw’(—>+r L g e G e ()=
r Ox or oQ
10 OV 10 a_V _
LS g (s ——[ ¢ >]+ L=
— 21 1<‘9—V>] r 1=
rar go



oV 1oV 10V 82

= o =V |, (that is the (1.17))!!!
or* ror r 8(p2 0 ( ( )

_curl: (curlV) = (VxV) =g a_Vf
X

&’ Levi-Civita Emisymmetric Tensor, which changes its sign every time two contiguous indices
are swapped; its value is +1 if 1jk=123, 231, 321, then it is -1 if ijk=321, 132, 213 and is O if two
indices have the same value. The same can be said for ¢, .

We previously proved the formula (2.9) for the transformation of the components of a tensor:

o o' . . . )
T =T" o o and so, in order to pass from the Cartesian emisymmetric tensor “&” to the
x" Ox
spherical one “e”, we have:
i ox" ox' ox™
wk: Imn l - . ; (37)
ox Ox" Ox
ox' ox™ ox”
and, in the opposite case: " =" — : o
o oxV o'

then, if, as usual, through the metric tensor g we raise and lower indices of the emisymmetric
tensor, then we have, as an example, the mixed emisymmetric:
', =gl OO O (3.8)
ox' ox" ox
where the second and third partial derivatives (in m and n) are inverted, as there m and n are low
indices, while 1 (el) stayed high. But let’s analyse those three partial derivatives:

o
o'
ox"
ox"!
ox"
o™

ox
in considering the (2.7), that is €',=¢,— rw , which is here rewritten which the names of the indices
X

o'
swapped: €', =¢,— P ; then, for those three partial derivatives we have, by considering the sequence

of Cartesian values 1,2,3 and spherical r,0,¢ in the (3.8), as there is a sequence of different letters
(1 m n)/(i,j k), then we, too, displace them in a sequence, indeed (1,2,3)(=(x,y,z)) / ( 1,9,¢), so:

LA R il
b, = T el = e e -1

6x'/
/— o _ [ 1
—é' An [ / '(/7(/7 — "P‘/’ —1 =
8 o' & 8= rsin 49 rsin@
and so the transformation equatlon (3 8) yields:

, ox" ox™ ox"
= = & (L= y=Jge . (3.9)
ox' ox" oOx rrsm@



k
Then, of course we also have that: (curlV), =(VxV), =¢, OL

J

-case of the Cartesian coordinates:

(curlV) =(VxV) o e Ny 0OV 3OV

ox’ ox’ ox’ ox’

11 OV, 8V 8V 8V 8V 8V 8V 8V 8V
— glll 1 112 113 3 i21 122 123 3 i31 132 133 3 —
( PRI ) (e ey ) (e p )
. ., oV . . o, OV . . ~ OV, .
— (8111 an +8112 y + 8113 aVz ) +(8121 al/x + 8122 y +8123 aVz)+ (€l3l al/x + 8132 y + 8133 aVz)
Ox ox ox oy oy oy 0z 0z 0z
SO:

111 aV 112 aV 113 aV 121 aI/x +8122 aVvy +8123 aV

curlV) = (VxV) =(curlV ) = (VxV) = (M =+ 2+ P 2y 4 (e 2
( ) =(VxV) =( ) =(VxV) =( ax = = )+( & & &
ov. ov. ov.
+(¢»31316V)‘+¢»3132 y+g‘33aVZ):(Oan+0 y+OaVz)+(OaV"+O y+gmaVz)+
0z 0z oz ox ox ox oy oy oy
ov. ov. ov.
+ (0%+5132_y+0%) =g %4—5132 = (aVZ ——2) and similarly:
0z 0z oz oy oz oy 0Oz
(curlV)? =(VxV)? =(curlV)’ =(VxV)’ = (aai— v, , and:
z
——2>); in total:
ik
o~ - . ov. ov,
curlV =VxV = 0 9 9 = l(aV L)+ (GV 8V ) k( _, £) | , which is exactly
ox Oy Oz 0z 0z oy
Vx Vy Vz
the (1.5) !!!

-case of the spherical coordinates:
ov*

(curlV) =(VxV) —e]k 3 = (for the (3.9))
X .
J
_Jze aVk 1 ot 1 & 8V1+8,- 8V2+gi 8V3)_
“ox,  rising " ox, rising ox, P ox, 7o
1 ot oot o oVt ot o covt et L or?
:rzsinﬁ[(g“ o té), o +é&; o )+ (& o +é&y o + &y o )+ (&5 o +é&; o + &35 o )=
1 1 1 2 2 2 3 3 3
1 (& (’3V’+g,- (’3V6'+g,. aV¢)+(gl. (’3V’+g,- 8V6'+gi 8V¢)+(gi oV’ g (’3V"+g,. aw’)]
Fising | ox,  Coox,  Coox o, Pox, 2o Toa, Poaxy P o

s0: (curlV) =(VxV) =(curlV) =(VxV) = (also for the complementary of the (3.2))

L a(JgTV) o O0El") | )
or . or

r’sin @

1 8(\/g_,,V) a(\/g_%w) L 08,7
[ 00 + &y 20 ]+

r*sin @

)+



L agg—,rm o sl | Afeal),
8(0 33 6(0

r*sin @
1 a(VgrrV) a( gHQVg) a( g(p(pV(p)
=———I( +0—Y 0N
r-sin@ or or or
1 0(g.V") 6(\/gggV9) 1 0({8p V")
7 . [0 +0 +gz3—]+
r°sind 00
1 [0 a( grrVr +e a(\) ggHV ) a(\, g(p(pV(p)
r*sin @ L)
g (& V") g 6(,/g9€V) L 02,V o 1)6( /—g%V)
r’sing” * 00 ~ r’sind 00 o
0 &uV ") 0(guV’
= 21. (8o ) ( g% )] and similarly:
r sm0 06
% A7 = = = 6 Je v oG/g, V"’
(Cuer)z :(VXV)Z :(Cu]/'lV)g :(VXV)Q — 5 1 ( grr ) ( g(p(p )
r smH op or
Py = (9 x 7 e (T A2V oGz,
(curlVy =(VxV) = (curlV)? =(VxV)? = . 1 (v 8o ) ( g,, )
r sm6’ or
and in total: (and once again, for the complementary of the (2.34))

curlﬁzﬁxﬁzé (6)([7)r+é9(§><17)9+é (ﬁxﬁ)(p =
Sng[\/grr(VXV)r’a-i_ \lgHH(vXV) 0+’V (VXV)(/’(D]
gr a(ngV@) a(\/g.%vV ) 8oo 6( g.V") a(ngV‘”)

and

o smH 00 r sin6’ op or
N 8 Ng V) 0(g, V"

+ Soo (080 ) ( g” ) ¢@; mnow, by reminding that:4/g" =1, g% :l
r smt9 or r
Vg’ = s butalso: /g, =1 , /gp=r and /g, =rsind ,then it follows that:

— 1 9 0 . r 1 14 A
curlV = — 1 [8(r51n0V ) _owv )]P+ : r [6(1 V') O(rsin&V )]0
r°sin@ 00 op r'sin@ O or
N rsin@ oV’ ) od-r’ )]
r’sin@ or 060
- - 1 2 0 r . o . 9 »
ST = 1 [G(rsmHV ) oV )]f+ 1 oV’ O(rsindV )]6,_'_1[8(1”[/ ) oV 16
r”sin@ 00 op rsin@ o@ or r or 00

that is exactly the (1.11)!!!

-case of the cylindrical coordinates:

(curlVy = (VxVY =, %Vk = (for the (3.9))
X

J
ovt 1 ,ovt 1, vt oevt | or?
\/_ng

=—(&\,—+¢&,—+¢&',
ox, r’@x r jaxj jaxj jﬁxj

)=



1. oVt oev: ,or’ covt et er? ot ot or?
—[(e, +&p +&; )+ (&3 +&y +&y )+ (&5, + &5, + &5 )=
r ox, X, X, ox, ox, ox, ox, Ox, X,
1
-

Love o et L ovY ] 4B ] 7SN, | 744 oV ov’ ove
[(&, +é&), & Yty ——+é&n——
ox, ox, ox, Oox, 0ox,

s0: (curlV) =(VxV) =(curlV) =(VxV) = (also for the complementary of the (3.2))

_1[(531 8(\/g_WV’)+8112 5(\/?V ) et a<@VZ))]+1[e§1 O(Jg_WV’)+g;2 a(@V )t 6(\/g_szZ)]+
s r

8(\/g_”V) a(@m a(@V) 1[(08(\/g_,,V) a(@% a(\/g_sz)

O(Jg_WV) a(@y¢) a(@V )]+l[06(\/g_WV ), a(@yw)+oa(Jg_uV ),

i i i V
+é&y )"‘(‘931a +€328 +€330 )]

2 X3 X3 X3

1
15
1
A

a(@V) 6( gl 1 a(\/g_sz) o ?YE") (@V‘”) 16(@1/) 6(@1/“’)
2

r 4 r 0z
and, 51m11arly

(cuer) —(VXV) —(cuer)"’ _(V V)ga 1 a(\/g—nV ) a(\/g_sz )
7"

0z
_ . B o s V%) a8 -
(CMI’]V)3 =(Vx V)3 = (cur]V)Z =(VxV) = ( g(pw ) (\[ jrr )
2 %
and in total: (and once again, for the complementary of the (2.34))

curlV =V xV =& (VxV) +&,(VxV)" +& (VxV) =
1 — oNF A - - n - NZ A
=—[\/gﬂ (VxV)7+.g,,(VxV)p+ig.(VxV)z]=
\) gri a(\/gsz ) a(Vg(P(PV(p) Vg</7¢7 [a(\) grrVr) _ a(\) gZZVZ)]é}'i‘
r r 0z or

= <J§ﬁ”) aJEﬁ’)

3 1z ; now, by reminding that:4/g" =1, /g% 1 and +/g” =1,
r r r

butalso: /g, =1 , g, =r and g =1 ,itfollows that:

Lov: 8(Ve).. r. oV avi.. 1.0GV®) oV

1V = +— - +— - Z =
= e e Y e T e T
LovE ey, v v . 1aGV) oV, o
o L N L T e R
r 0@ 0z 0z  oOr r- or op

that is the dual of the (1.16)!!!
See also Appendix 2 for further details on change of coordinates.



APPENDIX 1: FURTHER DETAILS ON TENSOR CALCULUS.

We will mainly analyse the case of the rotating motion in polar coordinates, which is a subject that
contains the curvature, but we will do that with tensors. And then we will consider also the sphere.
Here is a list of the main tensor equations of the general relativity:

-the Metric Tensor: d7* =-g,, dx"dx"

d*x* dx" dx”

-the geodesic equation: —+ l"jv =0 (free fall, in curvilinear coordinates, over x*)
dr dr dr
, 1 og,, 02, 0Og
-the Christoffel Symbols: % = — g™ (-2xe 4 2#0 _ Ow 't =T%).
y uv 2 g ( axﬂ axv axa- ) ( uv V/l)
-the Riemann-Christoffel curvature tensor:
R: =T ‘), +T"T} —T'T = A r’'r: -r.r*
yvk_( ,uv)k_( ;d{)v+ uv kn_ )73 Vn_ax_k_y—’_ nv k77— pk= v
. or:, or; )
-the Ricci tensor Ryk = ax/;j —&C—‘;"+FZZF;” —F/’;cl“fn (R,,k = Rkﬂ) , R,,k = gﬂ vak
-the scalar curvature R (of Ricci): R = g“R "
1 871G
-the Einstein’s Equations: R#v _Egva == o Tyv

(We remind that, from a context to another, the names of the indices can change, as they span over a
range of 4 values, like the number of the coordinates, but the consistency among them must be
preserved, as if, for example, a 4 becomes a v, then it must do so, that is v, everywhere into the

equation...)

Rotating motion

Now we get into two dimensions and represent in Fig. 1 both Cartesian X,y and polar r,0 axes, then
we imagine a point P, an end of the vector P, which rotates counterclockwise and we have also

identified the versor # and the tangent versor 7 .
Y 4

Yav

Fig. 1: Circumference. Fig. 2: Calculation of the centripetal acceleration.

Now we preliminarily remind the following facts:

-angular velocity ®: the round angle is 360° (2m) and in case of rotation, by definition, the time
taken to run a cycle (a round) is the period T. It follows that for the angular velocity:

A0 dO 2rx
D=—=—=—,

At dt T



-about the peripheral velocity vp, we know that if it’s numerically constant, it informs us about the
rapidity by which the circumference (the entire cycle) is run (in the time T, which is the period):

2mr  2rm : oo .
v, = - 77/ =lwr=v, =v,| . (with vectors: v, =V, =@xr) , so such a vector product orients
like the tangent versor 7. In fact, V, is orthogonal to 7, as we can see in Fig. 2, where the little
green vector A7 is orthogonal to 7 , indeed; more specifically, we have that:

v, = % =orf ; in fact, with reference to Fig. 2, and with A which becomes “d”:
7, _AF _)ﬂ _ 2rsin(d6)/2) Y sin(d6/2) (d6)2)i = r sin(d6/2) (d6]dr)i = sin(d6/2) 2 BxF
At dt dt dt(d6)2) (d6)2) (d0)2)
m sin(AG/2) 1= sin(d8/2) o ... dr

¥ . Therefore, by the derivative of 7, that is with — , we got v,
26-0  (AG)2) (d6/2) dt

which is not oriented like 7, but like 7, which can be obtained by the counterclockwise rotation of

. d L . r 7
r about 90°; so: % — direction at 90° counterclockwise. V\Ar
t

AF r

Conversely, if the point P moves with any kind of motion, then:

d—ﬁ—d—F— (r- )—ﬂr+rd—f—vr+r(a)xr) V. +rt =V, +V - (1)
dt dt dt dt  dt r

A

all this because % =(wxr), as @ gets out of the paper sheet and by vectorially multiplying with

7, it gives f indeed, that, as we predicted before, is in the counterclockwise rotation about 90° of 7
indeed.

-At last, the rotation determines a centripetal acceleration, as v, can be constant in its modulus, but

it’s not about its direction:

. AV A ) . . . . .

. = A_T =—@’RF ; in fact, with reference to Fig. 2 (the vector triangle in the top right), and with
t

the A becoming “d”:

_ AV, 2v;sin(d€/2) . . sin(d6)/2) sin(d6/2) Ay -
de=—"1"= 5 (=r)=2v d(de/z)( 0/2)(=7) = v, T do2) (d6]dt)(—7) = —ox v, =
A (FxF s . o Sin(AG/2) o sin(d6)2)

=-wx(oxr) (a.=-w’r),as: AI;TO (20)2) =1= @02

Now, the (1) tells us that: %:_( )=%r+r2—j—vr+r(a)xr) vi+(or)t =V, +v, =

A A .. dr P e . A
=rr+rdl ,as ris e while 7 is indeed the same as the tangential direction (counterclockwise) €
t

of the polar coordinates and, at last, of course: @ = % = 6 . By deriving further:

dzﬂ:—(rr)+—(r6’0)—ﬂr r£+—(06’) rﬁ6’+r6’ﬁ—rr+r&9+r6’6’+r09 rOOF =
dt dt dt dt dt
= i + 2100 + rH0 — Hzrr =F(F—0%r) + 0(2r0 +r6), that is:

a = (i — 0%r)+ 0216 + ro) 2)



A

d. ) AR Y ) ) A
(as d—:, as we proved before, yields a)|r|t = wlfd =60 , that is ® x the versor obtained by rotating 7

about 90° counterclockwise, that is 7, that is again 0, while % yields a)‘é‘(—f) = —wli =—6F) and

so on. The (21'/9)5 is the Coriolis component (acceleration).
The (2) has a tangential component (//) and a radial/centripetal one (L ), so:

i=002i0+r0)+iGi-0r)=a,+a, (=da’* =a} +al) 3)

Now, in case of a rotating motion on a circle, where a point rotates by keeping always at the same
distance r and with a fixed angular speed @ =6 = const , it’s 7 =¥ =6 =0, so, due to the (3):

[a= 6276 + 1)+ (i = 6°r) = 6(2-0-0+ ) + #(0— 6°r) = —6°r =[-0’r |(a result we already got).

The geodesic equation

A free falling parachutist does not have any floor over which his body can rest; therefore, he does
not detect any gravitational acceleration and he feels as if floating in the vacuum. He realizes he is
falling only if he looks at the moving objects around. Therefore, for a free falling particle, there is a
reference system in which a =0, that is:

aZé:a

=0 (free falling in Euclidean coordinates)

Of course, if the space is curved (such as that of the polar coordinates), then the Christoffel symbols
Fjv will show up, to show the curvature and the free fall (that is the motion along a geodesic) will
d*x* ., dx* dx”
= > T =
dr dr dr
(equation of the geodesic, where geodesic, on the Earth, is the shortest path between two places)

be: a 0  (free fall in curvilinear coordinates)

In order to carry out calculations which lead us to the (3) through the tensor calculus (the geodesic
equation), we need all the values of the Christoffel symbols Fjv and in order to get them, that are:

1 og og og .
" =— g™ (=2 240 2w 'Y =T*), we need to know the metric g*” first, so:
)% 7 4 ( axﬂ axv axo- ) ( Hv vu ) g

-metric: now, we remind again the polar coordinates of Fig. 1, from which, due to the Pythagorean
Theorem: d7* =—(é,dx")(é,dx")=—(é,é,)dx"dx" =-g ,dx"dx" , p,v—r,0

dr* =—g, dx"dx" =g, dx"dx" — g,0dx’dx’ —2g dx"dx’ =—g dr’ — g,,d0" — 2gf%’d€ =
=—(dr* +r’d6*) and here we see that we have no cross terms drd@ , so the metric tensor g is

diagonal, that is the cross terms are null (g,,=g, =0) and so, again, as g, g% =0/ —

. g, =1 (and g"=1"=1) —g, =r* (and g”=—), and
r

uv

(g,8"=1") — g, =

uv

g
g,=8,=g"=g"=0.




-Christoffel symbols: we know from the general relativity and from the previous pages that:

0 1%
r’ _lgaﬂ(ﬁngr Euo _ gv”) (T =T*), from which:

uv 2 axﬂ ay uv vu
0, 0,
case 1 (A=r): F;v =%g‘”(aag”/‘l7 + ég”f - ai;”) (I, =T7,) and so:
; 6g L 9% 08 1 .08 1 508 1 508
_Ver (e o 00N — (— 90'+_ bo\ _ (_ 00y —
(n= )M 89 = GeT ) (e )= (e )

-GY g ag@ff) +GY g ag@ff) G o)

o

(;gwﬁgg ; er@ggg) G rr8§g+; &6&;9) G rraaggrg ;ger%i%g)
ot Lo e e e L e 0
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By summing thmgs up:
r,=-r, =0, 1I,=I,=0,T,=0, I%=0, rfgzrg:%
2_ 4 U
-The Geodesic equation: a = d x2 Fjv dx” dx” =0 ; 4)
dr dr dr
2.r
we have: (A=r): a’ = C;sz +I, CZ_ cz’;cr =0 — (dt—dt because dr=dt/y=t, as v<<c)
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=—= [ ——+T — N+ [+ T ———1=
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= " dr dt M dtdt

2 r
:d 29+[1_3didx +1_; dx? dx
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d*o g dx’ dx’ T dx? dx’

1=

]+[r9 dx' dx’ +r9 didi]_
Yodt dt dt dt

gdx dax’ _, dx? ax’

= +[I + =
dtz[”dd dd][’gdd "“’dtdz]
2

d9+[1_gdrdr+ gdeg] [gdrdﬁ gdedﬁ]

= +
d> 7 dt dt dt dt Lo dt dt % dt dt

d’é o, dr o dO dr e dr d6’ do .,
= +[I, ()" +IL,
dt2 [ rr(dt) d dt] [ rﬁd d Hé(dt) ]
d’o dr, 1d@dr. _1drdf H 2d0dr 2 ..
=T ioCy + 2 A (—) el AU
dt dt rdtdtt rdtdt rodt dt r
= l(ré +20h)=a’ =0 (the (21*6?)67 is the Coriolis component (acceleration). (6)
r

So, from the (4), (5) and (6) we have that:

d=d,+d, =a" =a" +a’ =i(F-0) +%(2?9 +r0) =i —0%r)+ 020+ r0)| , that is exactly

the (3)!
(a =0 is required only if we claim the free fall)

(é’z 6 as, in such a tensor context, all the versors must have the same measuring unit, out of
consistency; therefore, if [7] = metre , then the same must be for 6", so 6 will get multiplied by r)

Let us recall the components we just obtained as the accelerations of the motion:
a"=(F-0*) and a’ =0+ ré)é. Now, by putting ourselves in a gravitational field, we

have that the force F=ma is radial, so:

F' =ma" =m(¥ - 02r)r——GMr and
r

F’ =ma’ =m(27-0+r6)6 =0

The F’ can be seen as: (21}0'+r9):0=%(r29) , because: %(rzé):(2rf)9+rzé =0 , from

which: (27/)0+r6=0 , but if %(#0‘) =0 —

iy
— |r°@ = const |,

which is nothing but the expression for the Second Kepler’s Law:

II-4 line segment joining a planet and the Sun sweeps out equal areas during equal intervals of

time.
In fact, with reference to Fig. 3, we have for the small area A swept by r and the relevant areolar

velocity A’:



Sun Fig. 3: On the areolar velocity.

AA:lr-Assina:l(FxM) and A:d—A—hm&—hm (F x g):l(?x\?):l(rvsinoz)(é):
2 2 dt &0 At a02 At" 2 2

= %rve(é) = %ra)r(é) = %rzé(é) , which is constant, due to the previous eq. 720 = const :
a4 = lrzé’ const
dt| 2

At last, let us evaluate the Ricci Tensor and the curvature scalar (of Ricci) R; with reference to Fig.
1, we have:
or:, or;
_ sk A 2 _
Ry, = ax/;c T 0L —Talh, (Ry=R,)
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o
A.n

or’ ar‘;) (ar’ ore

= - - | S e L' +T,]=
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A A
80 80 o(— ’”) 00 Py 014 r A 0
= +> [ +T0T L TL+T00 =
(80 80) ( l" 80) ; oA oA 90] ; [ 06~ Ar 0]

:1+z [rgﬂr;+rglr;9]_z [(-")T} +00,]=
A 2

=1+ Z [T, +ToT ]+ z iTE =1+ + 15,02 1+ [To0, + Tl 1+ [T + 1T =
A A



=1+[, 0, + T, o+ [Toly, +Tola 1+ [T + 10 ] = 1+[0-0+(—r)l]+[l(—r)+0-0]+[r-0+rl] =
r r r

:1+[0.o_1]+[—1+0-0]+[0+1]:

N

(n=r and k=6 or vice versa): |R , = R, |= +F;QF”;7 —1“:791“;,7 =

o’ ot
-G T g g - rarl, - G G- G- Tt
+; [TLT) +T20) ] ; [T +TA0 2]_arr 6;5) _aar;; —8815" +
D L M A A
+; [rr;r;,Jrr;‘;r;a]—; [or;,+ rw] 0+0-0-0+[[,[, +T,0 ]+, + 50,1 [ %rjg]:
=[/ L, +T,To1+[TT,, + Ty ]— [ I’ + 1rgg] [0-0+0 ]+[0rgg+r,i)0] —O] .

By summing thingsup: |R, =0, Rga =0, R,=R, =0.

Finally, for what the curvature scalar R is concerned:
1

Rl=g"“R, =g"R, +g"Ryy =1-0+—0=[0 |
r

We just got R=0 because, as a matter of facts, the polar plane (r,0) we based on, is, in the end,
plane/flat indeed, as it stays on the paper sheet.

-Conversely, by considering the surface of a sphere and still keeping into two dimensions (0.0

r=const), we have: z A
P(r, 8, ¢) o rsinGdo

x=rsinfdcos@ ? 7

. . d
y=rsinfsing > '
z=rcosf Y a8

X ¢
Fig. 4 a) and b)

@ spans between 0 and 27 , while 8 spans between 0 and 7. Moreover, of course:

rP=x+yt+ 2

Q= arctgl
X

z

0 = arccos—
r

Well, now, from the Fig. 4 b), we understand that over the surface of the sphere, which is the
essence of a sphere (so we are dealing with two dimensions) the square modulus dz” of a vector is:
(dt* =—g, dx"dx" , p,v—0,p)

dr’ = —g,,dx" dx" = ~g,pdx’dx’ — g ,,dx’dx” — 2g9¢dx9dx‘” =—g,,d0" — gwafgo2 - 2g9¢% =

=—r’d@* —r*sin® @dp® (that’s a simple use of the Pythagorean Theorem over a spherical surface)



and here we see that we have no cross terms d@d¢ , from which we have that the metric tensor g is
diagonal, so the cross terms are null (g,, =g, =0) and moreover, being that g, g” =05, —

vo_mn — 1
:1 )—) g#"zg/lv

—

(g,,8"

1 ) 1
— g, =r" (and gge:r—z), g,, =r’sin’ @ (and gW:rzsinZH)and 8o =8 =8"=g"=0.

Let us explore the variability over A; for A =¢ into the expression for the Christoffel Symbols
(where ¢ is one of the two coordinates &,¢ , about the specific case of a sphere), we have:

Fﬂ _lgoﬂ(agv0'+ gﬂo’_ gV,u)_ _lgo-qg(agyo-_'_ g,uo’_ gv‘u)

= = 7

) ox*  ox"  ox° 2 ox*  ox" @

Now, with z,v — 6,9 in the (7), it follows that:
1 ,, 08, ©0g ag g % %8

2 =—o% vo y TOug _ ZOwuy _ e _ g% 9o o _“S00\ _T0 _

w =8 G o )=l =58 g Yo o) T

0 0
[; g% g(/"’] [ w» aggf’] [2 g% ag(ff] and being in use the Einstein Convention on the

summations on repeated mdlces in a term, then we have (as just the variable index o, as a matter of
fact, is repeated):

re =1° :[lglw agcﬂl _,_lgzca agw2]+[lg1¢ agm +— 1 gz‘” agez] [—g lp 5g¢,9 +— 1 2<p g¢9]_

2 00 2 00 2 op 2 2 ox' 2
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2 00 2 00 op 2 o 28 ot 2%
2
:[lo.()_,_ 21./22 O(r”sin 9)]+[10 o ) 1 g”0]- [10 0+l 720 ]_——22rzsin6’cosﬁz
2 (r”sin” @) 00 2 o 2 2 2 r’sin’ @
=cotd.

Conversely, if in the (7) we set u,v — 6,6, then it follows that:
1 W(agm agyo- _agvy)_

F;fv =— > — 1 Gw(agﬁo agt9o- _agff)_
2 ox*  Ox 2 060  ox
= [; g” ag""] [; 7 age"] [; 7 Zg‘f] and being in use the Einstein Convention on the

summatlons on repeated 1ndlces in a term, then we have (as just o, as a matter of fact, is repeated):
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2° 06 2 2% a0 2 28 o 2%
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At last, if in the (7) we set u,v —> @, , then it follows that:
[ lgo'(p(agvo- +ag/uo' _agvy):rw(/) - o'(p( ag(po' _ag(p(p):

o2 ox*  ox¥  ox° i op
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summations on repeated indices in a term, then we have (as just o, as a matter of fact, is repeated):
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and being in use the Einstein Convention on the

0=0.

Now we set into the expression for F/fv A =6 (where @ is one of our two coordinates &,¢ , on the
specific case of a sphere); then, we have:
0, 0
I—wjv :lgoﬂ(agm. + g[uo’ _ gvy): .
2 ox* ox"  ox? 2 ox"  ox"
Now, with z,v — 6, in the (8), it follows that:
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1,0 8. 08,
=g (B ey 8)

o) =

w08 o o o) % 2% Voe T o
| - ag(pO' | - aggg o6 ag(pﬁ
=[—g” =%+
[ 28 5 1+[= 2 ] [ ™ -
summations on repeated 1nd1ces in a term, then we have (as just o, as a matter of fact, is
repeated):

and being in use the Einstein Convention on the
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Conversely, if in the (8) we set w,v — 6,8, then it follows that:
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Convention on the summations on repeated indices in a term, then we have (as just o, as a matter

of fact, is repeated):
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At last, if in the (8) we set u,v — @, ¢, then it follows that:
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0, 0,
[l g% ﬁ]ﬂl o ag""] [—g” g""”] and being in use the Einstein Convention on the
2% 09 T8 5, THE oy

summations on repeated indices in a term, then we have (as just o, as a matter of fact, is repeated):
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By summing things up, we got, about the metric tensor g:

2 oo 1 2 .2 1 o o

gggzr ’g :r—2 5 g(p(p=r sin 0’g¢¢:r2Sin20’ gg(ng(pazg(p:g(p :0’

while for what the Christoffel Symbols I are concerned, we got:
%:mme,r@}%mw, Ly =T, =T0 =Ty, =T,=0.

. . . . al“l arjk A 7 A
At this point, we evaluate the Ricci Tensor R, = PN s D A B D
x x
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00 o’
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By summing things up again: R, =—-1, R, =—sin >0 and Ry, =R, =0 .

Finally, we can calculate the scalar R, by contracting the Ricci tensor with the metric tensor g:
: gﬂkRyk = gllek + ngRzk = gnRu + gllez + g21R21 + g22R22 = geeR% + ga(pRa(p + g(paR(pH + gWRW =
1 in” 2

= —( H+0-0+0-0 +( )(—sm 0)= _1_sin0 =|——| ; therefore, the curvature R

2 2] 2

*sin’ 2 orisin®@ |
decreases as long asris 1ncreased. '~

PARALLEL TRANSPORT AND RIEMANN TENSOR

<VV

Fig. 5: parallel transport.

Let us consider a small ant in one dimension, which lives on the curve y (which lies on the surface
of the sphere); well, for such a little ant, which does not know anything of the other dimensions,

going straight ahead means moving like the tangent vector # does; in fact, in every position of that
curve, the little ant always keeps the same position details, that are those of the tangent, also

because its only versor of its local/personal reference frame is really f : therefore, so doing, it
transports itself parallely. A different situation is that of a tridimensional observer who is integer
with the system X,y,z, according to which the small ant, while moving, continuously changes
direction.



If the small ant turns around completely, so returning to the start point, then the vector 7 as well, in
turning around, will find itself as it was at the start point. And if the path y was a line, then along

such a path we would see 7 having positions which would really be parallel one another.
Then, if we want to have the derivative of a vector along a generic direction # (whose components

are the u"), it’s enough to project the derivative V! along i, indeed:

V.(V)=u"(V'e

vy

o‘l—w )

and so, for what has been said so far, the parallel transport of a vector ¥ along a direction i
implies that V* =0 — V,(V)=0 .

In a curved space (non Euclidean), the parallel transport of a vector on a closed infinitesimal loop,
will not bring that vector to the start point and leaving it exactly in a position perfectly parallel to
the vector at the start; on this purpose, we imagine to move a vector V = V'é +V?eé, along an
infinitesimal closed loop oy, starting from A, like in Fig. 6:

Fig. 6: infinitesimal closed loop.

A(@b) & B

If at the return to point A the vector vV appears rotated, then we will be able to say that the surface
in 8y is curved: the first step is the parallel transport, from A(a,b) to B, of ¥/, along ¢, and parallel

transport, according to what has been said so far, means that: V, (17) =0 ,s0

u

v, V)= const(V'e,) = const(dV +Vr))e,

U
arv* _ _por~

- 1 ol »

y from which: dV* =-V°T*dx' —
x

— PAqve = (B -V (4) = - ij”r;gdxl “s0,in B, V* will be:

, ov*
ox 1 )withixzzb

VH(B)=V*(A)+ ([ dx vy~ [ vy )

(in fact, the integral is in dx', between A and B, and x' is a in A and a+8a in B)

Moreover, about the jump from B to C along ¢, , we have:

°T%)=0 , as, by moving (this
time) along eé,, the space coordinate of derivation, that is of variation, will be obviously X%, s0:

dv* =—V°T*]dx* , but that’s not all, as here we do not have to neglect the fact that on the path

BC on which we are working, we have that x' =h+6b and so the quantity between the square
brackets needs to be updated through Taylor, along x' indeed (along a), that is:

[V°TE] — [VTE +—(V"F ,)oa] and so, as well as for the previous case:



V*‘(C):V*‘(B)—(LV"F“ dX), o =V (B)- j VT4 +—(V"F “Yoaldx® (10)

(in fact, the integral is in dx?, between B and C, and x* is b in B and b+6b in C)

Similarly, about the jump C—D and also by reminding that here we are moving along —¢, :

V“(D)=V"*"(C)+ (j a2 =V*(C)- (j dx'VeT

) 2=b+8b 1) Poprey

(still according to Taylor, along x? (along 8b), as in such a path, x> is not just b, but rather b+8b —)
- V#(C)—j“ et +—(V"F” )obldx' (11)

and at last, on jump D—A and also reminding that here we are moving along —é, :
8V“
7).

(and no Taylor expansion here, along x', as on this path x' is always a and not a+5a)

V”(AEND):V“(D)Jr(J- " i =V*(D)- j dxVoTh (12)

=a

Therefore, regarding the alleged variation 6V : &V =V*(Ayy,) —V*(Agrpy) and V*(A,y,) comes
from the (12), while V*( A, ) 1s deduced by the (9), thatis: V*(4)=V*(B)+ ja+5ﬂ Ver“dy' —
— &V =V*(D)- J.;%V"F;’zdxz -V*(B)— j:w VeTr“dx' and using the (10) and (11) respectively to
have V*(B) and V*(D):

VAB)=V*(C)+ Ij [V°TE, +—(V‘T" Yoaldx®  (deduced by the (10))

V*“(D)=V*(C)- j VT + —(V" “Yobldx'  (the (11), unchanged)

from which, by substitution, we have.

SV = (D)= [ VoTsde — By - [ VT = ) - [ T+ —(V‘T‘l)éb]dx -
[ versac - o) - [ ey, +—(V‘T‘2)5a]dx - [Tt =

_ a P o b o 2 b+0b o o a+oa o 1
_—Lw[V I +—(V T'“)obldx' —jMV T'“ dx —jb [VoT* +—(V T')éuldx —j VeT“dyx' =

a

a+da ofon . a+oa i 1 b+b e 5 b+6b U .
=L [Vo1* +—(V T'“)obldx' —L VT dx +L VT~ dx —L Vet +—(V I'“)ouldx® =

a+da b+éb
a+ b+0b
[ [—(V“raab] [ [—(V”r ‘))daldx’ = [ s (VT3] x _[_<er )] x’]
x'=a x2=b
. . ore . ev' ., ort, . oV
=a—(V F‘l)éa&)——(V I'“))oadh = 5a&)[ax1V - I - ale P I

(in carrying out the derlvatlves of products of functions, right above here, we notice that new
indices have appeared and this is typical of tensor calculus, in order to show that among terms we
do not require that there must be a simultaneous equality among the values of the indices
themselves) and having previously proved (after a proper readaptation of the indices) that:

n n
av =-V°r) and av =-y°r’

1 3 7, , it follows that:
dx dx




. ors ., ory, . ov'_ ., ov'"_, 5] () e
SV = 6adh[ ale Ve — axf Ve 4+ P I - = )] =dadh ale Ve — axf Ve-VerLr+Verir) )=
ory, ory

ox? ox'

= Sudh| . o

nl + F(ZIF:Z ]VG .
ory,  ory,

ox? ox'!

Now, we consider the part between brackets: RY, =[ -0+ 5] and, out of

consistency, we confer letters (as indices) also to 1 and 2:

i i
—(Tov Nt _popu yprpey, (13)

U
R ax Y ax v oA nv ov

oAV

well, we just got the Riemann-Christoffel Curvature Tensor which, as a matter of fact, when is null,
it implies that SV =0 , that is, the vector ¥ has been left unchanged along its parallel transport, so
the space is flat (so, no curvature), that is, as we just said, that’s the case when R%, =0 .

As a matter of fact, in the case in Fig. 6, that is a (flat) parallelogram, vector ¥V, when parallel
transported, easily returns exactly to the same place, so determining a d V =0 and so a curvature
R% =0, all that would be different in case of a surface which resembles a spherical cap, rather

oAV

than a parallelogram.



APPENDIX 2: THE CLASSICAL (NON TENSORIAL)
CALCULATIONS FOR THE CHANGE OF COORDINATES.
1-FORMULAS 2-DIRECT DEDUCTION OF THE GRADIENT ONLY 3-COMPLETE
DEDUCTION OF GRAD, DIV, CURL AND LAPLACIAN 4-AN ALTERNATIVE DEDUCTION
5-THE IMPORTANCE OF THE SPHERICAL AND CYLINDRICAL COORDINATES
SUBAPPENDIXES

1-FORMULAS

-CARTESIAN COORDINATES:

P(x, y, 2)

v

Fig. 1.1

F=xi+y+zk | (1.1)
dF = (dx)i +(dy) ] + (dz)k , (1.2)
V is a scalar and F is a vector. The divergence gives a scalar, while the gradient and the curl give a

vector.
oV ~ oV »

gradV =VV = (— +— —k) (1.3)
oy 0z
.. - OF
div-F:V-Fz(aF"+ y+aFZ) (1.4)
ox oy 0Oz
A
. . oF
curlF:VxF:i 9 izi(aFZ— L)+ (GF 6F) k( 6F) (1.5)
Ox 0Oy Oz 0 Oz Oz oy
F, F, F.
o> o0 0
AV =V =(—5+—5+—3WV 1.6
(8x2 oy 822) (1.6)
-SPHERICAL COORDINATES:

We go from (x,y,z) to ( 0,6,¢). @ spans from 0 to 27z , while & spans between 0 and 7.

di = (dp)p +(pd9)0 +(psin dp)p (1.7)
4 P(p, 8, ‘P) ($.0,9) psin@dp
pdo
X ¢

Fig. 1.2



x = psinfcos @

y = psin@sin @ (1.8)
z=pcosd
gde:VV:(a—V,3+la—Vé+ ! 8—ng (1.9)
op p86’ psind 8(0
div-F=V-F= 21 —(p sm6’F)+—(psm9F)+ (quJ)] (1.10)
P sinf 0
b pl  psinép
curlF =V x F = 21. K 0 =
p sinf|0p 060 op
F, pF, psindF,
1 o(psinbF,)) O(pF,). . 1 OoF 6(psin0F) 1 o(pF,) OF,
| o] APy, 1T 2 A (BT
P siné 06 op psingd Op op p op
2 2
av=viy 0V 20V 1OV eotoor, 10V (1.12)
op~ pop p 00 p° 00 p’sin® 0¢°
-CYLINDRICAL COORDINATES: N
(P, 9,2)
X=pCcose ,
y=psing P(p,®,2)
zZ=2Z
¢ <€[0,27)
dF = (dp)p+(pdp)p+(dz)z - (1.13) RN .
- y Fig. 1.3
gradV:VV:(a—Vﬁ+la—V(ﬁ+a—Vz) x (1.14)
p p Oop 0z @ P
div-F=V-F :—[—(F)+—(F)+—(pF)] (1.15)
/A) SO O(pF, o(pF,) oOF,
curtf =9 xF= L0 0 O L o) 0Pl (OF, O, 1[(’0 )_ ] (1.16)
plop Op 0z| p O 0z oz Op
F, pF, F
2 2 2
AV:VZV—a +18V 1ov 8—12/ (1.17)
op° pop p 8(p 0z
2- DIRECT DEDUCTION OF THE GRADIENT ONLY
(an example of a direct method, but very little effective, so that we will give it up soon)
We know that:
x = psinfcosg pPr=x"+y +z (2.2)
y = psin@sin g 2.1) o=arctg (2.3)
X
z=pcosd 0 = arccos = (2.4)

P



and so: i 90 89 9 8(0 0 (2.5)

ox Ox 8p o 89 ox 8(0

i op 0 89 0 8(0 0 (2.6) i op 0 0 o0 00 o 6(0 0 2.7)
oy Oy 8,0 6y 89 oy 8(0 0z 0z Op Oz 69 0z 6(0

Now we differentiate the (2.2):  pdp = xdx + ydy + zdz (2.8)
On the contrary, by differentiating the (2.3): dp =—-— Y >dx + al ~dy (2.9)

xP+y X’ 4y

(generically: O¢p = g—(odx + g—¢dy + % dz ) and after differentiating the (2.4):
X Y Z

2
sin@df=—av-Zay+ (L -2y, (2.10)
P P P P
(the — _1 7 later moved to the left side, would be the derivative of the arccos)
sin

Now, we take into account the (2.1) and the (2.8), (2.9), and (2.10), so that:

=sinfcosg (2.11) Op __ sing

&L : (2.14)
X ox psinf

P _sinbsing 2.12) 9 _ cosg. 2.15)
oy oy psinf

P _ cos (2.13) % _ (2.16)
0z 0z

o0 cochosgp (2.17)
o yo, '

el cosHsingp (2.18)
EY p

06 _ sinf (2.19)
R o,

In fact, about the first system of equations, we can say that the (2.11) is (2.8) where dy=dz=0 and by
considering that in order to get x we have to multiply p by sin @ first, to project it on the xy plane,
so getting the projection p, and then such a projection has to be multiplied by cos¢ to get x indeed.

In other words, (2.8) with dy=dz=0 tells us that f{—i = %, which is really (sin&cos@), according to
the projection reasoning just carried out. About the second system, (2.14) would be (2.9) with dy=0
and once again upon the above projection reasoning.

At last, about the third system, (2.17) would be (2.10) with dy=dz=0 and (z = pcosf) and
(x=psinfcos@).

Finally, let’s remind gradient and laplacian in spherical coordinates:

By definition, we have: gradV =VV :§f+§j‘ +§l€; if now we use (2.5), (2.6) and (2.7) to
X y z

express —, 9 and 9 and then we gather all terms with 2 , we get:
ox Oy oz 0,



V), :8—'0 0 ¢+8_pi A,+8_pi]€ :sin@cosgpiﬂsin&’sin(oij+cost9i1€ =
ox Op 0Oy Op 0z Op op op op

:i(fsinﬁcos¢+jsin&’singo+l€cosﬁ) = [)i. Similarly, (V), :lié and
op op p 00

M), = ! igb , from which, to sum up, we have the components of the gradient in spherical

- psiné o0p

e, 1 0 4 1 0 .
olar coordinates: (V) =p— , (V),=——8 ¢ (V) = —
p V), Pos (Vo 00 V), sind op "
In order to achieve the scalar laplacian, its definition in Cartesian coordinates is:
2 2 2
Vi=A= e + 68 -+ 86 > and in order to calculate every one of those terms, we will first derivate
X y z
again (2.5), (2.6) and (2.7) and use the results in the above formula for the laplacian, so obtaining:
2
A :Lz(i/fi_,_ ,1 isin6’i+%a—2
p- Op Op sinf o6 00 sin“ 0 op
way, as it is not convenient; on the contrary, we will use more general ways which follow.

) . But we are not going to continue with this

3- COMPLETE DEDUCTION OF GRAD, DIV, CURL AND LAPLACIAN

We preliminarily remind ourselves that in Cartesian coordinates:
F=xi+y) +zk and dF = (dx)i +(dy)] +(dz)l€ ; then, if we want to jump from the Cartesian
coordinates (X,y,z)-(i ,]A',Ig) to another curvilinear and generic coordinate system (u,v,w)-(i J K ),

we will have relevant equations: x=f(u,v,w), y=g(u,v,w), z=h(u,v,w). Now:
or or or

dr =—du+—dv+—idw ; 3.1)
ou ov ow
or or or . . .
moreover, Pt and ™ do not necessarily have unitary modulus, so, if we express them as a
u Ov W
function of versors: ar = a—rf = huIA, a = a—rj = hvj and o = a—rle = hwle , SO:
ou |Ou ov |0v ow |ow
dF = h dul + h.dvJ +h dwK (3.2)
and also: d7 -dr =ds* = hdu® +h’dv’ + h>dw’ (3.3)
and about the infinitesimal volume (which is the surface of a parallelogram by a height), we have:
dv, = (hdvJ x h,dwK)-(h.dul )= h h h dudvdw . (3.4)

-Gradient: in the new reference frame (f J K ) it will have this expression:

VV =(VV),I+(VV),J+(VV) K , (3.5)
with all the various ((VV),,(VV),,(VV), ) to be found.
Now, as well as with the Cartesian coordinates we have:

VV-dF = (a—Vf +8—Vj +8—V/€)[(dx)f +(dy) ]+ (dz)k] = 8—de+8—de Vg —ay ,
ox oy oz Ox oy 0z

also here, in the new reference frame, we have:

AV =VV -di =[(VV), 1 +(VV),J +(VV) K]-(hdul +hdv] +h dwK)=

=(VV), hdu+(VV) hdv+(VV) hdw, (3.6)
but being, because of the rules of the differential calculus, also:



dea—Vdu +6—Vdv+a—de, (3.7)
ou ov ow

1 oV 1 oV 1 oV
then, from the (3.6) and (3.7) we get: (VV), =——, (VV), =——, (VV), =——
(3.6) ()Wg()“hau()hav()haw

u v w

and then, for the (3.5), we get our gradient in generic coordinates:

VV:ia_VjJrla_VjJrLa_V]% (3.8)
h, ou  h, ov h, ow

-Divergence:
F=FI+FJ+FK=F(JxK)+F(Kx)+F,(IxJ), (3.9)
but the (3.8) used over u (a small u) yields:

Vu = ia—”f +i8_uj +La—uk = i@_ui +0+0= LIA and similarly: Vv = ij , Vw= LI%,
h,0u  h, ov h, ow h, Ou h, h, h,

which is all summarized here: Vu = LIA , Vv= L.} and Vw= hLI% (3.10)

and thanks to that, the (3.8) can be rewritten like that:

VVzVua—V+Vva—V+Vwa—V (3.11)

ou ov ow

Now, we take back the (3.9) and have:

F=F (JxK)+F(KxI)+F,(IxJ)=Fhh,(VvxVw)+Fhh (VwxVu)+F hh (VuxVv)
(3.12)

and by applying the divergence to the (3.12), we get:
V-F=V-[Ehh (VvxVw)+Fhh (VwxVu)+F hh (VuxVv)=V-[F.hh (VvxVw)]+

+V [FEh h (VwxVu)+V -[F.hh (VuxVv)] (3.13)
Now, we figure out the single components of the (3.13):

V-[E,hh, (VvxVw)]

V-[Fhh (VwxVu)] (3.14)
V-[F,hh (VuxVv)]

we have from the Subappendix 1 that the following vector identity holds:
6'(V2)=VV';1+V(§';1), so:

V-[F.hh (VvxVw)]=V(Ehh)-(VvxVw)+(Fhh V- (VvxVw)

V-[Fhh (VwxVu)=V(Fhh) - (VwxVu)+(F.hh V- (Vwx Vi) (3.15)
V. [Ehh, (VuxVv)|=V(F hh) - (VuxVv)+ (thuhv)§ -(VuxVv)

and still from the Subappendix 1 we have that the following vector identity holds as well:
ﬁ-(;lxé) = (?x;l)-é—;l-(@xé) and in our case 4 and B are the various Vu , Vv and Vw ,
which are gradients, let’s not forget that, and the curl of a gradient is zero, so, in our specific case,
V. (2[ x B) =0 , therefore:

V-[F.hh, (VvxVw)]=V(Ehh)-(VvxVw)

V-[Fhh (VwxVu)=V(Fhh,) - (Vwx Vi) (3.16)

—

V-[F hh(VuxVv)|=V(F hh) - (VuxVv)

wou v wou v



As an example, we figure out the term V(F Ak, )in the first equation of the (3.16), by using the
(3.11):

V(Fhh)=Vu

u-v-w

OEMN) | o, OFERR) | o OFRh)
ov ow
from which, still the first equation of the (3.16) becomes:

V-[F.hh (VvxVw)=(VvxVw)-V(F.hh )=
oMb, o OERR) o O NA,)

u ov

(3.17)

O(F,hh,)

\% 21, where the
ou

=(VyxVw)-[Vu 1=(VvxVw)-[Vu

only surviving term of the (3.17) has been [Vu —a(F“ahvhw)

] , as the only three-nabla product which

doesn’t become zero is the first one, indeed: (VvxVw)-Vu =0 , while the other two are zero:
(VyvxVw)-Vv=(VvxVw)-Vw=0, as they end up into scalar products among orthogonal vectors,

as, due to the (3.10), all the (Vv,Vw,Vu) match the (/,J,K).
Therfore, the (3.16) become:

Vu a(EAhvhw)
ou

V-[Fhh (VwxVu)] = (Vwx Vu)-[Vy 8(Féhwhu)
A%

V-[F,hh (Vux Vv)] = (Vux V) ww_a(Fgf;hﬂ]

Now, let’s develop the first equation of the (3.18):

- O(F hh)) 1 - 1~

V- [E hh (VvxVw)]=(VyxVw) [Vu — =[(—J)x(—K)]- [ — —+=
ou h, h, h, ou

oFmh,) 1~ O(Fhh) 1 OFhh,)

= ! [(JAxI%)-IA] [ -[]———>== L w2 so the (3.18) become:
hhh, ou h hh ou hhh,  Ou

V-[F.hh, (VvxVw)]=(VvxVw)-[ ]  (and similarly)

] (3.18)

L a(Fuhvhw)] _

I a(Fhh,)
hhh ou

u-v-w

V-[F.hh (VvxVw)]= (and similarly)

hhh, —Ov '

V [F b (Vux V)] = O
hhh — Oow

u v-w

In the end, the (3.13) finally yields:

V-[F.hh (VwxVu)]=

h,)

u v

G.F__ L (OER) OFRR) OFND)

3.20
h,hh, ou ov ow ] (3:20)

-Curl:

F=FI+FJ+FK=hFNVu+hFNv+h FNVw

VxF =Vx(hFNVu+hFNv+h,FNw) =V x[(hF)Vul+V x[(hF,)Vv]+V x[(h,F,)Vw] (3.21)
Let’s remind ourselves of the vector identity reported in the Subappendix 1:
Vx(VB)=V(VxB)+VV xB and if in it the vector B comes out of a gradient of another scalar A
(B =VA), then:

Vx(VWA) =V (VxVA)+VV xVA . (3.22)



Now, let’s write the three components of the (3.21):

Vx[(h,F,)Vu]

V x[(h,F,)Vv] (3.23)
V x[(h,F,)Vw]

and let’s develop them according to the (3.22):

V x[(h,F.)Vu]=V(h,F,)xVu+(h F)VxVu=V(hF)xVu

u-u u-u

Vx[(h,F,)Vv]=V(hF, YxVv+(hF)VxVv=V(hF)xVvy (3.24)

V x[(h,F,)Vw]=V(h F )xVw+(h F)VxVw=V(hF,)xVw
(in fact, all the latter terms are zero, as they are curls of gradients)

but because of the (3.11), that is (VV = Vua—V + Vva—V + VW%), it follows that, for instance, the

ou ov
6(};Fu)vu+6(hF hF)
u

u zt)vv+a( u” u VW]XVM:

\Y ow

omE) J 1) anr) K 1
ov h k' ow h h
hh v hh,  Ow hh v hh,  Ow

u -w u v u -w

first equation of the (3.24) becomes: V(4 F )xVu =|

o(h F) o(h F)

=0+ —~(VyxVu)+ ——~(VwxVu) = )=
ov ow

and the same happens about the other two equations (3.24):
L oF) ;1 AhF) ¢

V(hF)xVy=-
voow aW huhv al/l
huhw au hvhw aV

so, all the (3.24) become:

Vx[(hF)ul= - OAE) g 1 OOE)
huhv av huhw 8w

X [(hF)Vv] = I ohF);, 1 OWE) p .
h,  Ow hh, oOu

?x[(thw)vW]:_hl ohF) 5. 1 0hE,);

ou hh,6 Ov

(I3RS

(((Note: regarding the coming out of the “-” signs, they appear when we invert the natural order:

1,2,3,1,2,3,1,2,3,........

AAAAAAAAA

That is, if we go from 1 to 2, or from 2 to 3, or from 3 to 1 and so on, then we have the “+”, while
if we go, as an example, from 1 to 3, so skipping the 2, or from 2 to 1, so skipping the 3, or from 3
to 2, so skipping 1, then we receive a “-*.))))

Now, let’s go back to the issue: thanks to the (3.25), the (3.21) yields:

GxF o L OWE) g 1 ARE) jy L AE) ;L ARE) o
hh, Ov hh, Ow hh, Ow hh, Ou
v L ORE) 5 L AE) 1 aE) AE) ;. 1 hE) AhE);,
hh ou hh ov hh ov ow hh ow ou

u -w vow vow u - -w



hi hJ hK
L QWF) 0hF)ye | 1 10 0 0| g p (3.26)
hh,~ Ou ov hhh,|ou oOv Ow

hltEt hVFV hWFW

-Laplacian:
1oV~ 10V~ 10V 4

By using the (3.8): (VV =——-]+——+J+——K ) into the (3.20):
yusing the 3.8): (VV=2 -5 o507 ) (3:20)

u

L O(Fhh,) , AFMh)  OFhh)

(V-F = Wi [ " Yy ™ 1), we get the Laplacian:
Vovr=vy=ar=— (LA, O MOV O Ak OV, (3.27)
hhh,6 ou h, ou" Ov h, oOv ow h,6 ow

-Summary:
Let’s collect all the expressions we got for all our operators:

vy LoV 1ovs 10V
h, Ou h, ov h, ow

G.Fo_ L (OEhR) EMK) AFEM),

hhh, Ou ov ow
hi hJ hK
Oxpo_ L [0 0 &
hhh, |ou oOv Ow

<
=
<
<
<

=
B!
>
B!
S
e

1 0 hh, oV
- ()
hhh, ou h ou

|

hh, oV, 0 hh OV
e TR T T e T
v( h, 8\/) 8w( h, 8w)]

ViV

D

dF = h dul + h.dvJ +h dwK

-case of the Cartesian coordinates: about them, we know that: d7 = (dx)i + (dy) ] + (dz)lg , SO We see
that: (w,v,w)—(x,y,2) , (I,J,K)—(@,j,k) and (hhh )=(hhh)=(L1) and with all those

u" v w x"yttz

three substitutions into the above equations, we really get the (1.3), (1.4), (1.5) and (1.6):

gradV:VV:(a_Vf.Fa_Vj_Fa_VkA)
ox oy 0z
S OF
div F:V-Fz(an+ y+aFZ)
ox oy Oz
i ]k
BTy D > OF, .« oF
curl :VXFZQ i EZZ'(GFZ J’)+j(an an) k( y an)
ox Oy Oz oy 0 0z O 0 oy
F. F, F,
2 2 2
Vsz(a2 62+62)V
ox~ 0Oy~ Oz




-case of the spherical coordinates: about them, we know that: dr = (dp)p + (pd 0)8 +( PSINGdp)p ,
so we see that: (u,v,w)—(p.,0,9) , (I,J,K)—(p, 0, @) and (hhh,)=(h,hh,)=(1,p,psin0)

u v

and with such three substitutions into the above generic equations, we get exactly the (1.9), (1.10),
(1.11) and (1.12):

gradV:VV:(a—Vﬁ+la—Vé+ 1 a—V@
op p 00 psinf 0@

- 1 0 ) 0 ) 0
div-F=V.-F= —(p*sinbF ) +—(psin6F,) + —(poF
iv pzsiné’[ﬁp(p ) 849('0 o) 8(0('0 )]

5 pl  psinbp
curlF =V x F = 21. o 9 9 =
p-sinf|0p 06 op
F, pF, psindF,

1 [8(psint9F¢)_a(ng) - 1 an_a(psinGFw)]éJrl[a(ng)_GQ]A
oisind 00 o0 psind' 0 op o op 00"
VY = 21, 2 (psin0 2 )+ 2 (sing Ly L (L
p sinf Op op 00 00" Op sinf Op

O 20V 1 8 cotd oV 1 o7

=t S ——— f—_
op> pop p o6* p* 00 p’sin’l o’

-case of the cylindrical coordinates: about them, we know that: dF =(dp)p+ (ode)p+(dz)z , so
hh,)=(h,h,h.)=(1,p,]) and with

u v -w

we see that: (u,v,w)—(p,0,2) , (I,J,K)—>(p,$,2) and (h

such three substitutions into the above generic equations, we actually get the (1.14), (1.15), (1.16)
and (1.17):

gl’(ldV =VV :(a_Vﬁ+la_V@+a_V§)
op yoRolV) 0z

.~ - 1.0 o o
div-F =V -F ==[—(pF,)+—(F,) +—(pF.
v p[ap(p ») 8qD( ») 8Z(P 2l

P pp Z
.. - o(pF oF o(pF,) OF
curl :VxF:li 9 2=l o) _ p ‘D)]ﬁ-ir[ p—an]@-Irl[ (p ‘D)——p]@
plop Op 0z| p Op 0z oz Op p  Op op
Fp cho 18
1.0, oV, o 1oV, 0,6 oV
VI == [ (p )2+ (po) =
p Op Op Op pop 0z Oz

oV 1oV 10V oV
Sttt
op° pop p Op° Oz




4- AN ALTERNATIVE DEDUCTION

-Calculation of the divergence based on the Divergence Theorem:

First of all, let’s figure out the fluxes of the components of the vector F = Fuf +ij +FWI% (given

under its curvilinear frame (u,v,w)— —(f J, K )) through the relevant surfaces:

Fig. 4.1.

With reference to Fig. 4.1, we figure out the flux d®,  of F, through dS,:
dS, =hdvh dw (seethe (3.2))

u ini[u+%],v,w Tt

u ini[u—%],v,w = Elhvhwd‘}dw|in7[u+%],v,w - Eththde|in7[u—%],v,w =

(by multiplying up and down by du)=

=d®, = Md dvdw
ou
and similar expressions for the other two components, that is, in the end:
dd, = Mdudvdw
ou
dd = Md dvdw 4.1)
ov
do = Mdudvdw
ow

Now, for the Divergence Theorem shown in the Subappendix 2, we have:
deivF -V = Lﬁ -dS  (dS =ndS)

If now we consider the mean value of divF , that is divF then we can write:

j F-dS

Idva dV =divF _[ dV = dvaAV IF a’S so: divF = ; if now we calculate the limit for
AV—0, then divF — divF , SO

j F-dS
divF = lim *=—— (4.2)

AV=0 AV

N 1 .. | - 1 - = 1

and also: divF = lim — lim | F'-dS =—— lim F dS =—(F-dS)=——d® (4.3)

AVS0 AV AV—>09S dV Aar>0 dv dv



as if the volume shrinks to an infinitesimal value, then the summation (of infinitesimal values)
represented by the integral is just a single infinitesimal value.
And also reminding that, because of the (3.4), we have: dV = h h h dudvdw .

Then: divF = R L(dCDu +d®, +dD )= 1 o(F,hh,)
dv dv h hh dudvdw  ou
) vy s QERB) 4wy L OEMR) | OEMR) | OFEML),
av aw hu hv h W au aV aw

or, after rewriting it again:

dudvdw+

| 0Fhh,)

div L (OERR) | AERN)  EML), )
h h ou ov ow

u-v-w

which is exactly the (3.20) we already got.

-Calculation of the curl, based on the Curl Theorem:

As we show in the Subappendix 2, the following Curl Theorem holds:

j@ﬁ cdl = J.Scurlﬁ -dS and if we carry out a reasoning similar to that which brought us to the (4.2),

we can say that:

. pF-di
curlF = lim *—— (4.5)
AS—0  AS
not only; as well as we got to the (4.3), here too we can say that:
- §F‘di 1 . - 1 - =
curlF = lim *——= lim — lim ¢ F - dl =—(F -dl) (4.6)
AS—0  AS AS—0 AS AS—0J! das

as if the surface AS (outlined by AZ) shrinks to dS (outlined by dl ), then the summation
represented by the integral (of infinitesimal values) is just one single infinitesimal value.

So, we figure out the quantity (F .dl) of the vector F = Fuf +ij +FWI€ (given in its curvilinear
frame (u,v,w)— —(f J, K )) through the relevant closed infinitesimal path.

E’(h"dv)Ln [u+@]
—F,(hdu), = & S
mi[v+7]

E4 (hu du)| . dv
in 7[\)77]

Surface dS of a given w

—F,(hv)[, , ar
zniu—7

wY Fig. 4.2.

Because of the (3.2), we have that dF = (h du)l +(hdv)J +(h,dw)K , so all the paths are

(h,du),(hdv),(h,dw), while all the surface contributions are, of course:



(h,h dudv),(h,h, dudw),(h h dvdw) .

With reference to Fig. 4.2, we figure out over a given w the contribution (15 -dl ), :

(F-dl), =[F,(hav), ., a-Fhd),  al-[Fhdo|,  o-Fhdo)|,  ol=
1n7u+2 in_[u 5 zn7v+2 in_[v 3

= [O(F,h,)dv]~[O(F, h, )dul = &(F,h,)dv— &(F,h,)du

And similar calculations for the other two axes, so, in the end:

(F-dl), =0(F,h,)dw—0(Fh,)dv

(F- di)v =0(F,h,)du—0(F, h,)dw 4.7)
(F- di)w =0(F.h)dv—0(F h,)du

and so, due to the (4.6), we have:

curlF:L(ﬁ-df):;(ﬁ-df)uf+;(]3-df)vj+;(F-df)wk:
ds h h, dvdw h,h, dudw h,h dudv
1 A 1 A
=——[0(F h,)dw—0O(F,h)dvll + ——[0(F,h,)du—O(F, h,)dw]J +
hvhwdvdw[ (F,h,)dw—0O(F h,)dv] huhwdudw[ (Fh,)du—0(F h,)dw]
1 .
———[O(F,h,))dv—0O(F,h,)du]K =
+huhvdudv[(VV)v (£,h, )du]
1 oh,F) ohrF,),. 1 ohkFE) ohrF,),-: 1 ohF) ohkF,),
L) AE) ;L hE) ahE) ;| ) _AhE)
hh,  Ov ow hh,  ow ou h,hdudv  Ou ov
L E) AE) G L BE) AE), 5 L aE) A, ¢
hhh,  Ov ow hhh,  ow ou hhh,  Ou ov
hi hJ hK
= l | 0 9 9 = curlF =V x F
hhh,|ou ov Oow
hltEt hVFV hWFW

which is exactly the (3.26) we already got.

5- THE IMPORTANCE OF THE SPHERICAL AND CYLINDRICAL COORDINATES

-A-SPHERICAL COORDINATES

General view
Through the spherical polar coordinates (7,8, ¢), calculations will be much easier, opposite to the

Cartesian ones X,y,Z.

ZAL

x =rsinfcos P 8, @) rsin Gdg
y=rsindsing z
dr
z=rcosf >
y rd®

X ®

(¢ spans between 0 and 27, while & does between 0 and 7). In fact, as an example, on the polar
plane the equation of the circle with its center in the origin is » = R (no matter how & and ¢ are),



while in Cartesian coordinates we have to start from the implicit equation x*+ y*> =R’ from
which, for the first quadrant xy, we have:

y=+R>—x (much more difficult) (™)
and in order to calculate the surface of the circle, in polar coordinates we consider the thin crown as
thick as dr and at a distance » from the center, whose surface is d4 =27zr-dr and by integrating
between 0 and R, we get:

A=2rx J;R r-dr=nR* , while with the Cartesian coordinates, we should integrate (*) between 0

and R to have a quarter of A (area below the curve), from which:

R
2

[p2 2
d=4 jOR VR —xPdx = 4’CRTX + %arcsin% = 7R, (which is a bit more difficult job...).
0
The angular momentum in the atom
2 2

We know that p=—ihV and E = 5; = —2—A. Now, about the angular momentum L=mvr we
m m

know that if a mass point m orbits at r distance from a center point and does it by speed v, we have:
(p=mv):

L=Fxp , L=rxp=—ihrxV (vector product) and as (obviously): —iV =(~i i,—i i,—i i),
ox oy Oz
then: L = —ih(yg—zg) , L = —ih(zg—xg) , L = —ih(xi—yﬁ) and
0z Oy g ox Oz oy ~ ox
P=LL=L+L+L. (A.1)

By taking into account the above expression for L, and considering (A.1) and (2.11)...... (2.19), we
cos@sin(oi+ cos@ O
r 060 rsinf Op

get: LZ:—ih[rsin&’cosgo(sin@sin(pai+ —) - rsm6’sm(p(sm9cos¢§+
r r

+cosﬁﬂi_ sing 0 —)] , which reduces a lot by mutual elimination of terms, so yielding:

r 060 rsind op

L = —iif‘zai . Similarly, we get the following:
4

) 0 0 0 ) 0
=ih(sinp— +ctgfcosp—) , L =—ifi(cosp— —ctgl@sin p—) and finally, by (A.1), we
ih( 0ot C8 ¢a¢) L =—ih( ¢ae ctg ¢a¢) ¥y, by (A.1), w

0 0 1 0 1 o

calculate: L* =—h’ —sinfd—+ =—h’ +ctgd—+ A2
(smH 00 00 sin’*@ 8(0 (602 8750 " sin’ 6 6(p2) (A-2)
o : o . 0 ¢ 0
The last equality is due to the obvious development: ———sinf—=—+ctgfd—.
sin@ 060 068 06 06

To reach (A.2), we just show, as an example, the calculation for L and we will carry out all

products one by one, without using ready-to-use formulas on square a+b and so on, as here we are
dealing with operators:

0 0 0 0
h(sin p— + ctg@cos p—) - ili(sin p—— + cte @ cos p—) = —h*(sin p —sin p— +
= ih(si 0ot C 23 )l( 9og " C8 23 ) ( 9555155

+ sin ict 0 cos i+ct 0 cos isin i—i—ct 0 cos ict 0 cos —)—
(Pae g ¢8¢ g ¢8¢ (Pae g (Pa¢ g ¢8¢

2

0
= —h*[sin’
[sin” ¢ 2

—sinpcosp(l + ctgz@)i +ctgfcos’ (pi +
P 00



2

—singocosgoctgzﬁi+cos2 octg’0 0 -1
op 0

and a similar expression for Lzy and a short one for L. Later, by summing up all the terms, many of

them will join or cancel, so leading us to (A.2) indeed.

Please note that [¢,L_]=ih .
2 2

About the kinetic energy operator T, we know that p=—ihV and T = 2P; = —2h—A but we also
m m

2
28 1 6S.n98 1 0

showed that: :— — —sinf—+——— Laplacian in spherical
(8r o Tsmo oo 50 tsnte o) (1P P
coordinates) and a comparison between this equation and (A.2) tells us that:
2
:L2 0 r? 9 fz , from which:
r 8r 6r h
10 ,0 I r
e S =pr A3
p P 8r or r’ R P (A-3)
) 5 , 1 0 , 8 , 0% 20 ) ..
after naming p. =-h p —r =—h"(——+——), and after having developed the derivative of
or 8r or- ror

a product: i(r2 0
or

Schrodinger’s Equation for the atom

We are obviously in a field of forces with a central symmetry generated by the nucleus, so:
2 2

ViF)y=V(r), H=T+V = 2P; +V(r), pP=p’ + L—2 and, according to Schrodinger,
m r

HY¥(F) = E¥Y(7), that is:

1, I _
—(p; +r—2)‘P+V(r)‘P =EY¥Y, or:

2m
rp? +2m(V (r)— E)Y(F)=-LY(F), (A4)
where (let’s remind it):
2
L=-h*( ,1 isin i+ 1 =1’ (—; +ctg6’i+ LG —)-
sinf@ 06 060 sin 08(0 00 00 sin’* 0 o¢’

Let’s find solutions for (A.4) with separated variables: W(7)=®(r)Y(0,¢); by introducing it into
(A.4) and after naming by R =7’[p; +2m(V (r)— E)] the f(r) factor of (A.4) itself, we have:
RD(r)Y (0,p) =—-L'®(r)Y (0, 9), from which:

2
RO(r) = —CD(r)M (A.5)
Y(0,9)
2
and we can name: A = %0’6;) , which is clearly constant with respect to r, as both Y and L* don’t
P
depend on r. We have:
LY (0,p) = 2Y(0,9), (A.6)

which is the eigenvalue equation for L*. As already stated, the Y(6,p)will give us infos on the
shapes of orbitals, while the other function in r, that is ®(7), which will be expressed by us as well,



will tell us just how high is the probability to find the electron in the orbital, when we get far away
from the center or when we get closer to the center along r, without changing 8 and ¢ .
Well, after making (A.6) explicit, we get:
2 2
0 Y(Hz,(o) +ctgf 0Y(0,9) . ' 12 0 Y(Q;co) +iz
00 00 sin“d O h
Out of convenience, let’s define A =#*v(v +1), where v is constant, as well as A, of course. This
will be more clear later on. From all this:
2 2
0 Y(Hz,(o) Jr(/,tggﬁY(6’,(ﬂ)Jr ' 12 0 Y(G’Z,(ﬂ)
06 00 sin“d O
As well as before, here we look for solutions with separated variables: Y (8,9) = A(0)B(p); after
inserting this into the (A.7):

Y(0,9)=0

+v(v+1)Y(0,p)=0. (A.7)

sin’ @

A" B+ ctgbA'B + AB"+v(v +1)AB =0 . Let’s multiply both sides by

sin® @

" ' "

sin’ HA—+sin0cos0£+v(v+1)sin20+B—:0. (A.8)
A A B

" "

Because of a dimensional matter, we immediately notice that it must be 3 =const , as Eis the

only item to depend on just ¢, while all the other terms depend on just 8. Therefore, after having

"

noticed that Y is periodical with respect to ¢, we can write that: 3 —-m”®  (where B(p)=e"’
and m=0,£1, +2,...). By the way, as L =-ihd/0¢p and applying L, to B(¢), we have:
L_B(p) = —ihd/ope™” = hme™” = hmB(p), which is an eigenvalue equation for L,, from which we

have the reference to L, of the quantum number m. The value found for B’’/B, if put into the (A.8),
yields: sin”@4"+sin@cos@A'+Hv(v +1)sin’ 6 —m*]A=0 . If now we put cosd=x, (and so:

2 2
d _drd _ —sin Hi , d_2 =—cos Hi +sin’ 6’d—2), we have:
do dodx dx do dx dx
2
sin’ @(sin’ 496; 124 —cos Gz—A) —sin® @ cos Qz—A +[v(v+1)sin® @ —m*]4=0; finally, by dividing both
X X X

sides by sin*@=1-x", we get:

2 2
1-x4 f—zxd—A+[v(v+1)— m2
dx dx (1-x7)

known as Legendre Differential Equation; it has three singularities (fuchsian ones) in xo=%1(and at

14=0 (A.9)

infinite). Those on xy== 1 are due to the “dangerous” tending to zero of the denominator of

(1-x7)
(about the point at the infinite, we will not care much).
Let’s write the (A.9) as follows:
d ,.dA m’
—[A=x)—]+[v(v+1)— A=0 A.10
(e RS ey (A.10)
and let’s start by considering the easiest case m=0:
i[(l—xz)d—A]+v(v+1)A=O (A.11)
dx dx

We look for solutions as a series of powers, like:
A(x) = x“zzfo a,x" and we use that into the (A.11):



%[(1 - xz)%z” a,x""T+v(v+DY ax" =0

di[(l X)) a,(n+ X" +v(+DY, a,x" =0
x n ,

di[z a,(n+ §)x"T - Z a,(n+ X" M+ v (v + l)z ax"" =0

X " n n

zn a,(n+s)(n+s-1)x""7 - z” a(n+s+D)(n+s)x"" +vv+ l)zn ax" =0
Now, into the first summation, we rename n by (n-2):

zn a, ,(n+s+2)(n+s+1)x"" - Zn a,(n+s+1)(n+s)x"" +v(v+ l)zn ax" =0

zn[am(n +s+2)(n+s+)—a,(n+s+Dn+s)+v+Da,]x"" =0

a, ,(n+s+2)(n+s+)—-a[(n+s+)(n+s)—v(v+1)]=0
4 (n+s+D(n+s)—vy+1)
N (n+s+2)(n+s+1)

Function A 1is limited in x=1 (that is #=0), so we sooner or later must have:
(n+s+1)(n+s)—v(v+1)=0 in order not to have a divergence, with all coefficients a, not equal to

an+2

zero, and as n and s are integer, such must be v, which will be now called / , and so: 1 =#I(l+1).
Then, as +m and —m play a role of symmetry, we will have: —/ <m </, or |m| <.
Moreover, by a direct use of it, we realize that a solution of the (A.11) is the following:

_Ld o,
A,(x)—ﬁw(x -1) (A.12)
as well as a solution for the (A.10) is:
Ay = S (g eyl d"" (1) (A.13)
1 211' dxl-%—‘m‘ .

As an example, when I=1 and m=1, the (A.13) becomes:

2
AW == (1= 2 (= =),
X
and if we put it into the (A.10), we get 0=0.
After recalling that we had Y (60,¢) = A(0)B(p), we say: Y,"(0,9) = 4" (0)B, (¢)
Let’s evaluate, through the (A.13), the first 4,"(x) ones: (x=cosf )
A)(x)=1=const, A(x)=x=cos@=const-cos, 4" (x)=—(1-x")"? =—sin@ = —const -sin O

and so on, so having all the Y shapes of the orbitals, here reminded: (B, (@) =e™*)

YOO :L’ YlO: iCOSH, Yli1:¢ isin&’-eiiw, YzO:l i(3C052H—1),
\ér \ 47 \' 87 2 \/ 4
v =ﬁ/£sinﬁcosﬁ-eﬂ‘”, Y2 _1 /E sin2@.et
87 a\2rx

) 1 [3
But now we ask ourselves why do we have those particular constants? (T ag etc) Well, you
Vg V4

recall that the highest probability all over the space must be 1, from which we get the normalization
to 1. So, as an example on case:

Y (0,p) = A’ (0)B,(p) = const -cos 0 - &’ = const - cos@ = C/ cos @, and after considering that, with
the spherical coordinates, € is spanned by r, while ¢ is spanned by the projection of r over the
plane x-y, that is »sin @, the infinitesimal solid angle dQ is given, as we know, by the ratio



between the infinitesimal spherical susface dS and r?, that is:

dQ = d—f = m =dpsin@dl . So, let’s integrate over all Qand let’s request that the
r r

highest probability is 1: (& goes from 0 amd 7z, while ¢ goes from 0 and 27 )
4 * 27 o . 27 T .
J.O Y") (0,9)- Y, (0,0)d =J.0 J.O (C)? cos® Odpsin 8d6 = J.o dqoj.o (C)? cos® Osinbd O =

Vi

= —LGd(pj.: (C)? cos” Od cos 6 = —27r(C1°)2J: cos’ @d cos @ = 27(C)) %cos3 6 = gﬂ(ClO)2 =1,

0

that is: gﬂ(Clo)zzl, or: C/ :1/41, which is exactly the coefficient of Y. Similarly,
7

47 * 2m o . o+ . 27 74 .
L (¥ (0,9)- Y, (6, 9)d2 :jo L (C})’sin®>@-e"*"*dgpsin 0d 6 :L dgoL (C})*sin’ 6d6 =
= 27z(C11)2[— cos@+lcos3 QJ =§7Z'(C11)2 =1, so: §7Z’(C11)2 =1, and so: C| = Ji, that is exactly
3 o 3 3 87

the coefficient of ¥;'. And so on.

The shapes of the orbitals would be explained just by what has been explained so far. Out of
completeness, as the complete solution of Schrodinger’s Equation for the atom is (see above):
Y(7)=D(r)Y(0,p), we just have to give a representation of the pure radial function ®(r).

Let’s remind here the (A.5):

RD (r)=-D, (r )LYY(éﬁ ([)))

~I+1)D,,(r)=r*{p; +2m[V (r)— E]}®,,(r), from which:

= AD,(r) = R+ DO, (r) = {p? + 2m[V (r) - E}D,,(r) , ot

2
2p, DO, (r+[V(r)+ M]CI)WZ( )= E® ,(r) and after reminding also the (A.6) and the
2mr
2
subsequent expressions for p,, that are: p> = —#’ 12 0,0 _ 4 (8_ gi) we have:
r 8r 8r r O
n d? L 2d R +1)
-—(— ) +[V(r +— ® E® (r),or:
2md2 ~d )nl()[() > 1©,,(r) = (’”)
" 2’ 1] l l+l

@, (1) + 20, () + EHE -V (] ( 0,0)=0:

. 1 Ze*
Now, considering that V(r) =— —— , we have:

dre, r

@nl"(r)+%®n,'(r)+{2—T[E+ 1 ze 1- l(l+1)}®”,( )=0, or also (after considering the Bohr’s

r h dre, r

2
radius a, = 90y @ )+ 20, )20 E+ 22 M g =0
me r h ayr
2 4
and after considering the total energy E = —% (and notice that here we have h=h/27
32n°n g h
instead of h ), we have:
" 2, Z'e*m’ 27 I(1+1

@, + 20, () 4 [t 22 1D = (A14)

r 167°n° e h*  ayr

and we also realize that the following functions are solutions for the (A.14):



n—[1-1 o 1 2721 o 27r
0, = [ e T ARy (A15)
(n+1)! r na,
o a oa 1 X _ . —a dn
( where Lj(x)=1 and Li(x)=a+1-x, Ln(x)z—'ex
n!

dx"

[e"x""] Generalized Laguerre’s

Polinomials ). Let’s give some of them:

D, (r) = \/7 ’ng , @y(r) = \/7_(2__) A“o , ©y(r) = 24a, (_) eAao (A.16)

The normalization has been carried out in the following way: I:r2|®”,(r)| dr , as functions Y (see

above) were normalized over dQ = d—f = m =d@sin@d@ , and in order to go from dQ
r r

to dV we have to multiply dQ by r’dr, as dQ x r* gives dS and dS x dr gives dV and so the
remaining part of the normalization, that is r°dr is taken by @, ,(r) indeed, as it is the radial

function. As a simple crosscheck, you can see that the (A.15) is really a solution for the (A.14); in
other words, put one by one every (A.16) in the (A.14) (and by respecting, time by time, values of n
and /) and you will see you will always get 0=0. Finally, by considering the example on the s
orbital (n=1, I=0, m=0),

it is a sphere, as its function ¥"(8,p) =Y, = 1/ 4z is constant, so & and ¢ don’t show up , and so

the “angular” probability P, (oc Y,m(ﬁ,(o)‘z) does not depend on how we orientate, but its radial

_Zr,
Z22 7,

function is @,,(r)=®,,(r) = °, that is a constant by an exponential, so telling us that

a, a,

the radial “probability” P, (oc |d)n,(r)|2) to find the electron is not in the thin peel of that perfect

spherical surface, but it’s cloud-like spread and goes dimming as long as one gets away from the
centre.

Schrodinger’s Wave Function for the atom:
Y(#)=Y"(x=cos8,p)®,(r)=[4"(x=cosO)B, ()P, (r) ,or:

(=D (n=1=D! o d " ,m%—%wggzhlzm_gz
T“*‘yva(Q oy U ) (o =11 e G EE D)




-B-CYLINDRICAL COORDINATES

Aerodynamics and Kutta-Zhukowsky’s Equation

H.12 Ve=2Usin6 =2U

d@ (v, +u)

V=0

Fig. B.1.

We have a long cylinder in a uniform flow U and spinning with a constant angular speed ®. This
makes the fluid over the cylinder surface have a speed component u =r,®w , because of the

viscosity. Still on the cylinder surface there is the v, component from the U flow. We will prove
below (eq. (B.8)) that the component v,at h. 12.00 is 2U, so around the cylinder at different &
angles, we will have: v, =2Usin@. Therefore, around the cylinder we will have tangentially a
v, =V, +u=2Usinf0+rw.

After naming p, the pressure far away from the cylinder and p that over the cylinder, according to
. . 1 ) 1 1
the Bernoulli Equation: p + ) oV’ + pgh = const , that is: p, +5 ovi + pgh = p, +5 pv; + pgh, and

being all at the same height h, we have, after a comparison between the flow on the left side of the
cylinder and that over the cylinder:

».+PUr=p +§(2U sin @+ r,w)” . Therefore:

2
pP—D., :1_(2Usm0+r0a))2 B.1)
Pre U
2

If we now consider the infinitesimal element of arc 7,d@, it makes along an 1 (el) stretch of cylinder
(which ideally extends into the sheet), a small surface /r,d@. Its projection over the orizontal plane
is obviously: Ir;sin@d@ . Over it the pressure (p — p,) acts, and as it is drawn downwards in the
drawing, the relevant force over the small surface is upwards and its sign will be opposite:



dL,,=—(p—p,)lr,sinbdd. Let’s evaluate now the force per unit of length of the cylinder:
dL,,,=dL=—(p— p,)r,sin6d6 (with no more the small I - el).

About the total lift L, we will integrate from bottom to top of the cylinder, that is between — %

and +7% 5 > not only; we will multiply by two, as the cylinder has got two “sides”, back and front:

7 ) +7 2Usin @ +r,w
=L[N/m]=2jf—<p—pm)rosmede:—ropUz j,f[l—(—‘)) Jsin 646 =
2
4r,w
=—r,pU? roa) 2 _ TN 00— 4sin? Osin 60 = 27 - r2awpU =27 - 1 upU
0P I/ U) U ] X% oup
or: L=2r rupU (B.2)

Now, as the peripheral speed u of the cylinder is all over the circumference, the circulation I" (speed
by space of action) is: I' =27 -r u, from which:
L= pUr (Kutta-Joukowski Equation for the spinning cylinder) (B.3)

Therefore, we can state that when a circulation I'is generated and not only by a spinning cylinder,
but also by an aerofoil (wing), a lift L is generated.

— The Potential of the flow

About the speed v on the circumference of the spinning cylinder, and in particular about the
component v, due to the external flow, whose horizontal speed far away is U, let’s find a potential

function ¢ so that v=V¢; from the Continuity Equation Z—f +V-(p¥) we have, if p is
constant, V-(pv)=pV-¥=0, so V-¥=0, and V-3=V-(V#)=A¢=0 and Ag=0 is the
Laplace’s Equation:

o0 o 0 o’ o 0

ox*> oy oz’ ¢ (axz oy* o 0
Let’s remind now the expression for the Laplacian in cylindrical coordinates (very suitable for us,
as our spinning cylinder has got a cylindrical symmetry indeed):

op. 1 3¢ 0%

Laplacian: A =

Ap = ( 5 —)+— Y + P and with reference to our spinning cylinder, let’s consider the z
I" A Z
axis as 1deally penetrating into the sheet. Moreover, out of symmetry reasons of our long cylinder,
the component with z is zero, so: A¢ = ——(r%) + 12 0’'¢
ror  or 00’
we have: 10 %) iz =0 , that is:
ror or

0,6 0¢. 0°¢
r—r—)+ =0. B.4

or ( or ) 06’ B-4)

Therefore, in cylindrical coordinates we can say that the v speed components around the cylinder
and due to the speed of the external flow (U, from far away), will be formally three: v,, v. and v_,

but out of geometric reasons and out of reasons of uniformity of the cylinder, we have that v_. =0.
We realize that the function ¢ = 4 r" cos(n8) is a solution for the (B.4) both with either n=+1 or
n=-1(and An/ A = constants to be found), so we have at least two solutions: ¢ = 4rcosé
and ¢, = A7 cos(—0) = A 7' cos@ . So, the sum of them will be a more general solution:

p=¢ +¢, = Arcos@+ A r ' cosb . (B.5)



With reference to the above figure and after suitably reconciling all the algebraic signs, in order to
make the equations fit the figure, we see that a bit on the left of the point at h. 09 (as if it was about
a clock...) the speed of the flow is U and is horizontal, from left to right, while over the cylinder,
right at h. 09, the speed gets obviously zero, and it will eventually increase upwards (v, ) as long as
0 increases. The same is about the point at h. 15, on the right side of which the flow will then get
back a U horizontal speed, towards right, that is -U.

Let’s use those two points (h. 09 and h. 15) to evaluate ¢ and then, from the equation we will find,
we will calculate the value of v, ath. 12:

_10p_10

v, = =——(Arcos@+ A r ' cos@)=—A4sin@— A r *sin@, from which:
rof roo
Vy_o =—A,8sin0— A_r>sin0 = 0. Same value for 6=180°.
Moreover, obviously: v, = aa—¢ = ai(Alr cos@+ A r ' cos@) = A cos@— A r*cos@, from which, as
r o Or

we must also have v, =0, we have: 0= 4 cosf - A 7,7 cos@, thatis: A, =7, A, and so:
2
- 7
¢=Arcos@+r, Ar~ cos@ = A cosO(r +-). Therefore:
r

2

¢ = A cosO(r +2) (B.6)
r

Now, in order to figure out A1, let’s get on the horizontal axis (6=0 or 6=180°) and let’s evaluate v ,

which must be, for » — 400 , respectively U and —U:
2

2 2
v, = i = A4, cos (1 - 7”_02) s (V,)oze = 41 _7’_02) s (V) garsee = =4 (1= 7’%) , that is:
or r r r

r

(Vr)9=07r—>+oc = Al = U > (Vr)9=180°7r—>+oc = _Al = _U and SO, ﬁnally:

¢=UcosO(r+ é) (B.7)

At last, about v, evaluated in a generic 0 and in 6=90°, we have:

2 2
v, = 194 = li[U cosd(r + ri)] =-U(+ r%) sin@ and over the circumference of the cylinder
rofd roo r r
(r=r0): v, =-2Usin@ , and also:
Vy_gp =—2U . (B.8)

Moreover, still vertically (6=90°), or at a certain 6= 6o, but far away from the cylinder, (7 — o)

the flow must get back to the imperturbated flow when there’s no cylinder, that is with v=U:
2 2

v, :—U(1+%)sin0 , v, =UcosH(1—:%) ,

so, when 6=90° and r -, v, =-U and v, =0 , that is, according to Pithagora: v=U.

On the contrary, for 6= 60 and » - o, v, =-Using, and v, =Ucos@, , that is, according to

Pithagora: v = \/ [(Ucosh,)’ +(-Usin@,)*]=U, so the (2.4) represents very well our flow,
everywhere around the cylinder.



SUBAPPENDIXES

SUBAPPENDIX 1-Vector Identities:

At last, we remind also the following vector identities, which can be directly proved:
(V and W are scalar values and A , B , C , D vectors)
Ax(BxC)=B(A-C)-C(A-B)

A-(BxC)=B-(CxA)=C-(AxB)

(Ax B)-(CxD)=(A-C)B-D)—(A-D)B-C)

ldx B =|dl (8] -(4-By

(AL.1)
(A1.2)
(A1.3)

(Al1.4)

-~ = == . T ~ L2 =222 . ~12] =2
In fact:AxB:‘A“B‘smH and A-BZ‘AHB‘COS@, so: ‘AxB‘ =‘A‘ ‘B‘ smzﬁz‘A‘ ‘B‘ (1—cos’ @) =

- ‘ZI‘Z‘E‘Z —‘;lﬁﬁr cos’ 0= ‘ﬁ‘z‘ﬁr —(4-B)* qed.

VWV +W)=VV +VW (A1.5)
V-(A+B)=V-A+V-B (A1.6)
Vx(A+B)=VxA+VxB (A1.7)
V(A4-B)=(A-V)B+(B-V)A+ Ax(V x B)+ Bx(V x A) (AL.8)
NW)=WNV +VVW (A1.9)
VxVV =0 (A1.10)
V-VxA=0 (Al1.11)
V-(VA)Y=VV-A+V (V- A) (A1.12)
V- (AxB)=(VxA)-B—A-(VxB) (A1.13)
Vx(VB)=V(VxB)+VV xB (A1.14)
Vx(AxB)=(V-B)A—(V-A)B—B(A-V)+ A(B-V) (A1.15)
Vx(Vx A)=V(V-A)A-AA4 (A1.16)
where A4 in the (A1.16) is the “very little known” Vector Laplacian.

ik
%(%Z):ﬁxﬁ 9 ﬁzﬁx[z’(%—%)ﬁ aAx—6’42)+1€(8Ay—%)]=

ox oy Oz oy Oz 0z Ox ox Oy

A, A, A

i bi k 6(% _ 04, 0A, 04, ) 5(%_%) 5(% _%)
_ 0 0 0 _ x oy oz ox 147 dy 0z " Oox Oy 1+
ox oy oz oy 0z oz ox
(‘%—%) -2y (%_%)
o4 oA, a%_%)
0o oy oz ]:i[ﬁ 0A, 24, 0 04, GAZ)] [a 6A 04, %)H
ox oy oy ox Oy 0z 0z Ox oy



N atc e 3(%_%)]_;(6%1 0’4, 04, 04, +A.62AZ_52Ay_52Ay+62Ax)+
ox 0z oOx Oy oy Oz oxoy 0y  0z°  0x0z / oyoz  0z°  ox®  OxOy
2
k 2 ‘;x - 86‘32 - aa ‘32 + Z 1;}) Now, in the first round brackets, we add the zero quantity:
X0z X )y 0z
A o4, 4, o’ A 62 a 2 4,
o’ oz’ ):
o’ 2 2 2 2 2 2 0’4, 6 A, 0°A, 0°A,
Vx(VxA)—z( _94, 81§X+8Az+8€x_8€x)+ (aA 5 2y+aAX+ )+
oxdy oy’ oz Ox0z  Ox ox 0yoz 0Oz ox oxoy Oy oy
; (a A, 24 24 8 4, 24, 52 4)- i (62A 0’4, , 04 Ly (62A 0’4, , 04, 1+
ooz oxt oy’ ﬁyﬁz oz’ Ox0y ﬁxﬁz o> oz
AaA 6A 0’ A, AGA aA 0’4 ~ 0%, 6A o ~ 0°A, O°A. 8A
+[ ( 2 + _]( 2 2 >+ 2)’)]+[k( P + J’)]_k( 2z + 2 2 )]:
oy 6y8 Ox0y ox 8 Oz Oz axéz 0y0z ox oy 8
z[;(a A, +6 A, +82Az)+j(82Ay 0’4, 0 Ax)+l€(62Az 04, 62Ay)]_
ox>  oxdy OxOz oy*  oyoz 8x8y 0z°  0x0z Oyoz
AGA aA 0’4, 5,04, 04, 6A aA aA aA
1 LX)+ +k V(V-A)A—- A4, where:
( 62 a22) (az 82 ) ( 8y2 )] (V-4)
82 2 A 82A 2 2 . 24 82A
V(Y- )= [z( A aa 8 )+ ]( 6AZ an)+k(a/§Z+a vy and
Ox0z Gyﬁz Ox0y oz 8x82 0yoz
2 2
iie [A(a 4, & 4., 2 AX)HA.(G 4, +a 4, 04, L), k(a 4. 04 24 | Vector Laplacian.
8y oz’ ox’ 6y2 6y2 oz’




SUBAPPENDIX 2 — Divergence and Curl Theorems

Divergence Theorem (practical proof):

4
C G L ~
y N A J.E~dS='|.divE-dV
B F s 14
/E dr
dy
H
0 A dx E .
'

Fig. A2.1: For the Divergence Theorem.
z

Name ¢ the flux of the vector E ; we have:
Ao e = E-dS= —E (x,y,z)dydz  (y means y “mean”)
d@prcy = E . (x+dx,y,z)dydz , but we obviously know that also: (as a development):
OF (x,,2)

X
OF.(x,y,z)

X

E (x+dx,y,z)=E (x,y,2) + dx so:

AdPry = E (X, y,2)dydz + dxdydz and so:

OE .
d@ sep +AdPprcy = a—"dV . We similarly act on axes y and z:
X

OE, OE,
d ¢AEHD +d ¢BCGF = P av d ¢ABFE +d ¢CGHD = dv
y 0z

And then we sum up the fluxes so found, having totally:
OE

dp=(Lx s
ox Oy

¢ (E)= Ld;ﬁ = LE-dS’ = IVdivE-dV = L(ﬁ-E)-dV that is the statement.

+ 8;72 YAV = (div-E)dV = (V-E)dV therefore:
/4

Curl or Stokes’ Theorem (practical proof-by Rubino!):

z

ﬁé-di:Lcurll?-dgz.[ixé-dg

Walk i

0

»
»

X
Fig. A2.2: For the Curl Theorem (proof by Rubino).




Let’s figure out B-dl :
Ondz BisB, ondx Bis B ondy BisB,,

on-dz Bis B+ o8, dx — o8,

ox oy
center of dz to that of —dz we go up along x, then we go down along y and nothing along z itself.

OB OB
Similarly, on -dx Bis B — 9B, dz + 9B, dy andon-dy Bis B ——dx+—=dz .
0z oy ) 0z

By summing up all contributions:

dy , for 3-D Taylor’s development and also because to go from the

B-dl = B dz— (B + %, dx — %, dy)dz +B dx—(B — 9B, dz + o8, dy)dx+B dy —
Ox oy 0z oy ’
OB OB OB OB
+(B,——2dx+—=dz)dy = (aBZ ——)dydz + (an _9B, Ydxdz + (—* — 9B, Ydxdy =
T ox 0z oy Oz 0z  Ox ox 0Oy

=curlB-dS =V x B-dS , where dS has got components [£(dydz), p(dxdz),(dxdy)]
that is, the statement: i{; B-dl = Lcurlé -dS = J.y x B-dS , after having reminded of:

X y z
curlézﬁxézﬁ i i .

ox 0Oy Oz

B, B, B.



COORDINATE SFERICHE E
CILINDRICHE CONITENSORI DELLA
RELATIVITA

Leonardo Rubino
Giugno 2026

Abstract: in fisica il passaggio alle coordinate sferiche, o cilindriche, ¢ spesso I'unica via per poter
sviluppare un argomento ad un livello di difficolta accettabile, dal momento che tale passaggio
consente di usufruire delle semplificazioni derivanti dalla simmetria esistente (sferica o cilindrica
appunto). Ecco una trattazione effettuata con i tensori ed anche una trattazione classica, senza
tensori.

1-PREMESSE SUI SISTEMI DI COORDINATE

-COORDINATE CARTESIANE:

P(x, y, 2)

v

Fig. 1.1
F=xi+y+zk | (1.1)
dF = (dx)i +(dy) ] + (dz)k , (1.2)

V ¢ uno scalare ed F ¢ un vettore. La divergenza fornisce uno scalare, mentre il gradiente ed il
rotore forniscono un vettore.

graav =vv =i+ 5.V py (1.3)
ox oy 0z
-~ oF
div-F:V-F:(an+ y+aFZ) (1.4)
ox oy 0Oz
ik
. . oF o ~ OF
rotf =xF=|C & OO0k Oy a0k Ok p & 9K, (1.5)
ox 0oy oz oy 0Oz 0z Ox ox Oy
F;c Fy FZ
o> o° 0
AV =V = e | 4 1.6
(6x2 oy 622) (1.6)

-COORDINATE SFERICHE:
Si passa da (x,y,z) a (p,0,9). ¢ variatraQ e 27 , mentre 6 variatraOe 7.

dr = (dp)p +(pd0)0 + (psin 0dp)p (1.7)
Z A A A A
P(p, 8, @) 0 I (».0.9) psinGdp
[~ _
P2
Ly R dp Fig. 1.2
Y 0d6




x = psinfcos @
y = psin@sin @ (1.8)
z=pcosd

gradV:VV:(a_VIb+la_Vé+ 1 a_VA

1.9
op p89 psin08¢¢ (19
div-F=V-F= 21 —(p sm6’F)+—(psm9F)+ (pF¢)] (1.10)
P sinf 0
P pH psin 6o
rotF =V x F = 21. i i i =
p sin@|0p 00 op
F, pF, psindF,
O(psin bF, OF , 0O(psindF, OF,
e o L L s PR BT
P siné 06 op psingd Op op p  Op
2 2
av=viy 0V 20V 1OV eotoor, 10V (1.12)
op~ pop p 00 p° 00 p’sin® 0¢°
-COORDINATE CILINDRICHE: z .
(P, 9,2)
X=pCcose .|
y=psing P(p,®,2)
zZ=2Z
> > Fig. 1.3
X
® P
pel0,27)
dr = (dp)p+(pd)p+(dz)z (1.13)
gradeVV:(a—V,bJrla—VgoJra—Vé) (1.14)
op Yool oz
div-ﬁ—vﬁ—l[i( F)+—(F)+3( F )] (1.15)
p Op P op 7 oz P '
Lo O(pF, oF o(pF, 8F
rotF =vxF=1 2 0 0 _1,00F) ( )] b s, 1[(p) ¢ (1.16)
plop Op 0Oz p Op 0z oz Op op 8(0
F, pF, F.
2 2 2
AV:V2V=82+18—V+L28V il (1.17)

+
op> 0z



2-CALCOLO TENSORIALE

-derivazione di un 4-vettore:

si abbia un 4-vettore, ma, in generale, anche un vettore: V =V*7 9 (V* sono le componenti, mentre

1 7, sono i versori ed ¢ sottintesa la sommatoria su p, per la convenzione di Einstein, ossia:

V= Ver, = ZV”@, =V T 4V, VT, =V X+V ' p+V72= ViE+Vo0+V9 ).
y2i

Z A}

P(x,y,2)

P(rl e/ (p) 0 rsin HdQ

N>

Ay

dr

v

=>
<

rde

Fig. 2.1: coordinate cartesiane e polari sferiche.

Indicando ora, pit convenientemente, i versori in questo modo:
(%,7,2)=(¢e,6,,6;) =(e,,¢,,e.) per le cartesiane e (7,0, Q)= (e..€,,¢,) per le sferiche, nonché le
componenti cosi: (V*, V', V)=¥"V?,V?) per le cartesiane e (V",V?,V?)per le sferiche (che

coincidono con [dr,rd@,(rsin @)de] in caso ci si riferisca al vettore di posizione dP), si avra:

-per le cartesiane:
V=P34V p+ V=@V +e )2 +6)7) =Y &V =éV", ossia:
V=ev' . 2.1)

Se poi il vettore ¢ il de vettore posizione dP, allora si ha:
dP = dxX + dyp + dz% = dri* + rd 00 + dp(r sin 0)p = (é,dx" + é,dx* +é,dx’) = z; édx' =édx' , ossia:
dP = é.dx'. Deriviamo ora il vettore (2.1) (V=26 V) rispetto ad una coordinata x”:

av.-dey*y ave dé

” = ( H . ) — . e‘u +Vo‘ c:/— ’ (2'2)
dx dx dx dx
gli indici cambiano da un termine all’altro (u—o), perché essi variano su tutti i valori (vi ¢ la
sommatoria sottintesa sugli indici ripetuti) ed essi non devono necessariamente essere

contemporaneamente gli stessi nei due termini.

) : : : : v _av*, .

Nel caso di coordinate cartesiane (piatte), la derivata resta comunque I :76" , poiché,
X X

trattandosi di geometria euclidea, 1 versori (X,7,Z), ossia gli ¢;, sono fissi e, dunque, le loro

A

de_

14

derivate sono nulle ( =0). Diverso ¢ il caso della geometria non euclidea.

Moltiplichiamo ora il secondo membro della (2.2) per la quantita unitaria é“e, , dove e ¢ il

versore controvariante, che evidentemente esiste, tale che il suo prodotto con quello covariante (¢, )
dia, per definizione, appunto 1’unita:



dv  av* dé, dV“ L de av* dé, . ,. dV* dée ..
_ ;e [ed !]e

e, +V°—< +V°—=)ele, = ee'e, +V°—=zele, =[ +V°—<
dx"  dx" * dx" =( i dxv) n T gy e dx" " T dx” dx" #
bene, la quantita tra le quadre ¢ la derivata covariante ed ¢ un tensore:
dv* de_ ., dvV* . .
Vil=——+V°—2&"=——+V°l),  (derivata covariante) (2.3)
’ dx dx dx
. de_ .,
coni I}, =—2%¢f (24)
dx

detti Simboli di Christoffel (connessione affine).

Nel caso di vettore espresso nella base reciproca (17 =V, "), o meglio: V= eV, siha:

% SH Ao
dVv _ d(e IV/H) _ de o, de
dx dx dx dx
éﬂé“ , dove e ., € 1l versore covariante, che evidentemente esiste, tale che il suo prodotto con quello

; moltiplichiamo ora il secondo membro per la quantita unitaria

controvariante (é") dia per definizione, appunto 1’unita:

7 dV av av av
AV _ D g N P T L T i L S
dx’ d v dx” dx" dx” 7 dx” Cu dx’ dx’
oe’ . 5é oe’ . é
e ~0, =0= +é"— dacui: —-¢, =-¢° — , allora:
( W)= “ ox” Cu ox" ox’ ox¥
dV aéﬂ . dV R
e’ = -V, 7 1e =[V,,1e" ., dunque:
dV "
I/yv - d -V, Fﬂv
x

Possiamo quindi dire che: 1",.]’.‘ =0 — no curvatura.

-derivazione di un tensore:

si ha che: T} = axipr +T4 T +T5 T/ —T) T (2.5)

infatti (7;° sono solo le componenti, senza “versori” e inoltre ¢ ¢ =05, =1):

T(tensore)= T“¢ e, ¢, da cui:

8—(T“‘“””~) (—T“")(”“HT”(—er &, é“)+T“V(ie)” &' (2,67 +

0
Ho ANAkA A AN Ho u vo o uc k qpuo _ muc
TTk (_8x” ey)e e (ee )——axp T} +vaTl +vaTﬂ _FAka = Tl;p cvd.
SH A Ly A
0 oe" . ., 0e . oe" | A 08

o =0=—r¢, +¢"—~ , dacui
ox” ox” ox" ox” ox”

. 0 aun
(in quanto : —-e“e, =
ox

Tornando al vettore posizione dP =édx’ , dunque con componenti (dx',dx’,dx*,(dx*)) nella base
curvilinea (¢é,,é,,é,,(é,)), abbiamo detto che esiste anche una quaterna reciproca (é',é>,é>,(é*))
tale che, per definizione: & -é’ =6’ . Ora, se prendiamo un’altra base (¢&',¢',,¢é';,(¢',)), allora,
essendo dP sempre lo stesso, si avra: dP = e dx" e

edx' =¢é' dx" | (2.6)



con le coordinate che passano da dx'a dx" .
Moltiplicando ora entrambi i membri della (2.6) per &', si ha: dx' = dx" é’,-éi , ma € anche vero che,

. : L . . . ox' o
grazie alle derivate parziali, si ha la seguente dipendenza ovvia: dx' = Fdx'l , da cui: P =e'-e,
X X

. ox
ossia: €' =e.— 2.7
! i ax,[ ( )
e la (2.7) ¢ I’equazione per il cambiamento di base.

-legge di trasformazione delle componenti di un 4-vettore:

sia V' =V'¢, un generico vettore espresso con le coordinate curvilinee nella base ¢, ; nella base &', si

avra invece: V =" é', e, perla(2.7):

. ox' . i
y=p" 'I:V”Fel. V'e. , con:
X
- ox'
vi=r'— (2.8)
ox'
che ¢ la equazione di trasformazione delle componenti di un 4-vettore per cambiamento di base.
. N ox"
Banalmente, la sua inversa &: V"' =V’ £
X

-legge di trasformazione delle componenti di un 4-tensore:

in Relativita Generale si ha che si ottiene un tensore T di rango n quando si moltiplicano tra loro le
componenti di n vettori. Si abbiano dunque due vettori V ed S: (dove stiamo contemporaneamente
ricordando come si trasformano le loro componenti)

()2 1A
y=py Ox e St =8° Ox >>>>
ox” ox°
U 1A U 1A U 1A
o — sy O o O g OO e O O (2.9)
ox” ox? ox" ox° ox" ox°

ed ecco come si trasformano le componenti di un tensore di rango 2. Si procede poi similmente per
tensori di rango superiore.
Bene, adesso, dalla Fig. 2.1 si evince che per una sfera (siamo cio¢ in tre dimensioni) il modulo

quadro dP* del vettore posizione ¢ (essendo che dP = edx'):
dpP* = (e, dx")(e,dx")=(ee )dx"dx" =g, dx"dx", (2.10)
e col passaggio alle polari sferiche: u,v —r,0,¢

dP* = g, dx"dx" = g, dx"dx" + g,0dx’dx’ + 8 ,pdx"dx’ + 2g0¢d7964‘” + 2gr9dx%0 + 2gw%c‘” =

=g dr’+g,d0 + g(wa’q)2 =dr’ +r’d6 +r*sin’ @do’ (semplice applicazione del Teorema di
Pitagora sulla sfera) e qui si vede che non vi sono termini misti (tipo d@d¢e) , dacché il tensore
metrico g ¢ diagonale, ossia i termini misti sono nulli (g,, =g, =8,0=8» =8, =&,»=0) €
dunque ancora, essendo che:

y 1 ] 1
g8 =l—g,= v — g, =l g =—=1),g,=r"(c g%:—z),
8 g, r
]
=r’sin’0 (e ¢’ =——) e 2.11
8op (e g rzsinzﬁ) (2.11)
8w=8,0=8"=8"=g,=8,=¢"=¢"=g,,=8,=¢"=g"=0.




ed essendo che g, =¢e, e g"" =e"e" , segue che:

e=1, e=1, e=1, ee=1, &'=1, é&=1; (2.12)

(2.13)

Riprendendo poi un attimo la (2.4), ossia la: I/ = %é” e la (2.10), ossia la: dP* =g wdxtdx”;
X

bene, tale (2.10) ha valore generale per uno spazio curvo, mentre per uno spazio dichiaratamente
piatto (di Minkowski), essa assume la forma: dP’ = naﬁdgg“dfﬁ , con 1, =(LL1), poiché in uno
spazio piatto si ha:

dpP’ = naﬂdéadﬁﬁ =(dEY +(dE) +(dEPY =1-(dx)” +1-(dy)’ +1-(dz)* =dx’ +dy* +dz” .
Esprimendo ora un versore generico ¢, (curvilineo) in funzione dei versori della geometria piatta

, 08, 085 o2, (2)85 o¢"

(f ,]A',le), si ha ovviamente che: ¢ =—= l —k = =1y
ox ox 8 ox ox

una forma duale per la terna reciproca é’ (tale che, per def. di reciprocita: éjéj =5/):

e seguira anche

j j
2 :(Z n“ 22“ :naai e dunque il coefficiente I'” (=I%) della (2.4) possiamo anche

o0&”

. de_ . d o&” ox" 0*E” ox*
esprimerlo nel seguente modo: I'¥ =—2¢* = “ = “ ——, che puo
P & o =g © " ae Mg g TN G g P

essere anche scritta in modo piu semplice, senza i coefficienti unitari n):
2 ga u
“o_ 0°&" Ox (2.14)
oxox" o0&

-la relazione tra g e F‘ :

eguagliando il tensore metrico (2.10) del caso curvilineo con quello per il caso di spazio piatto, si

B
ha: dP’ = g, dx"dx" =naﬁd§“d§ﬂ , da cui: g, =7, (835” % ; applichiamo ora a quest’ultima

a v

0 08, _ 0°¢" 08¢’ 05" 0%¢” :

Gx_}“: ax!ﬂ = o o T + o oo N, > ricordando ora che, per la (2.14):
82‘):0: ; aga

= , segue che:

R

08 v o0& o’ 0c" 9g"

P e S AR O L) L L 2.15)

0 0 0
Similmente, si calcolano poi aagﬂ; e %, da cui: ag‘? + aagﬂ;j - ag‘f = 2ngny ; definendo ora
x x x x x

una matrice (o tensore) reciproco g*’ tale che: g"’g, =0, , siavra, dunque:

1,08, 02, 08
ro — ro —_ o uv + v o
) g™ ot oxt ¥

Adesso, nella (2.16) poniamo 6=p , dacui:  (g,,=g, ¢ g€ =g

). (2.16)

BA)



v agﬂv + 1 /IV(ag/lv _ aglﬂ)_ uv agwt _l up agpﬂ

r“ = V,u( guv aglv _agu/l)_ .
) Gx” 2% o 2 o 28 a2 ox?
(2.17)

0
Notiamo ora che: T% :lg”p g’;“ _11d 120 ~Ing , (2.18)
o2 ot 2 gox” 2o’

con g che ¢ il determinante della matrice g ,,; infatti, esaminando il caso piu semplice di matrice

noo
2x2 ,siha: g, = (g“ glz] e g™= (gm gzzj e per le formule di inversione di una matrice, si
8xn 8» g &
ha: g =gy/g ., g°=¢" =-gn/g=-g,/g, 8" =8u/8:
_ 18 8| _ 2
g—‘gpﬂ‘— = 81182 ~ 812821 = 8118» — (&)
2 8x
og 0 2,_0g og og n0g » 08 12 0g
ax_”“:ax_ﬂ[g“g” -(gn)’]= o 1;}gzz ox 2; g 28, axlf =gl axlzul tg o 2; +2g 12]—

0
=gg"” % ; allora, per la (2.18), la (2.17) diviene:
X

A

1

Ho_ ﬂpagpu_l aln ll@g 1 8
HA A g

2 ox 2 ox* 2 g ox’ \/_ ox?
sara utile poiché lasciando invece le espressioni classiche (senza g), si dovrebbero poi calcolare
direttamente parecchi simboli di Christoffel, che, invece, con le espressioni in g, possiamo non

calcolarli piu poiché restano incapsulati.

. Il coinvolgimento del determinante g ci

u
Consideriamo orala (2.3): V' = dV +V°I% e laanalizziamo nel caso specifico di p=v :
P P L , —
Vi, = o +Vry, (I, =T},) ed essendo 6 un indice muto, possiamo cambiargli anche nome
X
(ad esempio 1), da cui:
ov* P
V= P +I,V (2.19)
che, per la (2.18), diviene:

ov* 8V 1

u_ =" uyi A
V=t Tl = fa“DV fa*(*ﬁ/) (2.20)

Per ultimo, per completezza, passando alla derivata di un tensore di rango 2:

T = %T”” +TATY™ +T, T* , (generica) e con A=p, si ha: (2.21)
X

T = O FTHTH 4T = (f T*)+T4T* (2.22)

ox* faﬂ

-I’Equazione della Geodetica:

Un paracadutista in caduta libera non ha un pavimento su cui il suo corpo pud gravare, dunque lui,
tra s€ e s€, non avverte accelerazione di gravita, e si sente come sospeso nel vuoto e si accorge che
sta cadendo solo se guarda gli altri oggetti attorno che si muovono. Per una particella in caduta
libera, dunque, vi ¢ ovviamente un sistema di riferimento in cui @ =0, ossia:



62505 B
or’

con dr’=-n,dE'dEN . Possiamo perd vedere la (2.23) nel seguente modo:

0  (caduta libera in coordinate euclidee) (2.23)

0°&” —O—i o0&” dx”) _OEY dPx” N O°E* dx* dx”
or’ dr ox" dr ox* dr®  ox"ox' dr dr
. . ox? . 0E* ox*t ., .
Moltiplichiamo ora entrambi i membri per —— e teniamo conto del fatto che: NPy =3, si
X
2_ 4 U v
avra: d xz +I dx” dx =0 (caduta libera in coordinate curvilinee) (2.24)

dr " dr dr
(equazione della geodetica, dove geodetica, qui sulla Terra, ¢ la rotta minima tra una localita e

82 a axl
I’altra) con I, = _cfv appunto.
ox*ox" 0&“
Proseguendo il discorso, per trovare 1’equazione di trasformazione della connessione affine,

... ) ) e 02E%  ox" .
riscriviamo la stessa in un altro sistema di riferimento: I' * = s da cui:

O oxt ox" ag”
w o ox't  9%E” _6)6"1 ox” 0 ,0x° 0&” _ax'l ox’ ox® ox’ 0*E” N 0’x% 0 B
HU0EY ox™ ox™ oxP OE ox™ ox" ox® 7 Ox” OE% ox" ox™ oxTox®  ox"™ ox" ox”

_8x'}“ ox" ox° _, ox’t 0*x”

= ; 2.25
ox” ox™ ox" ox? ox™ox" (2.25)
14 P
differenziamo ora O O _ s
ox? ox"
oxt o'x? _ Ox" ox? o°x" dacuic T " — ox' oxt ox’ _Ox” ox® o°x" (2.26)
ox” ox™ ox" ox" ox'™ oxPox’’ M o ™ ox” 7 ox™ ox' oxPox ’

che ¢ appunto 1’equazione di trasformazione della connessione affine; vediamo che essa non si
i

: : ox .
trasforma come un tensore, come succede, ad esempio, con la (2.8) V' = V'IW , dunque non ¢
X

"\
prettamente un tensore. A proposito della (2.8), o meglio, della sua inversa: V'"“=7" Ox , sl ha,
differenziando rispetto a x'" :

U U P v 2 p
ov'™ ox™ ox” oV o x" ox pe 2.27)

= +
X" ox” ox” ox” oxVox” ox

ora, riscriviamo legittimamente la (2.8) con nuovi indici: V" =V" FY e moltiplichiamo entrambi i
X

1K

Oox
ox"

membri per ' % : T4 V"*=0" V" , ma la (2.26) con gli indici coerentemente riadattati

per fornire appunto I' " _, fornisce:

Ak 2

14 Yol o o) o 2 _au 13 (7% Yol 2 _au o)
rw V,K:(ax 8xﬂ ox re - 6xl ox° 0°x W ox _ ox 8xﬂ e - o°x 6xl Ve (2.28)
ox” ox" ox™ ox'" ox"™ Ox”ox° ox"  ox" ox' ox”ox°’ ox'
Sommando ora m.a.m. le (2.27) e (2.28) otteniamo:
" \u P v
o —+L % V"= Ox ail(aL+F;GV") che ci conferma che la derivata covariante (2.3) ¢
ox' ox" ox" ox”

appunto un tensore, poiché si trasforma come un tensore.
Per completezza, ripetiamo il tutto riguardo la derivata controvariante: partendo dalla



ox”

V.=V, P (2.29)
or' P ox° oV 2x?

¢ differenziando rispetto a x" : £ = O Ox L+ Ox s (2.30)
ox"  ox™ ox" ox®  ox™ox"

ora,la (2.29)inA da: V', = ngx_m e moltiplicando m.a.m. per I 'fw :

X
r 'fw V', =T 'ﬂ Ve 2 ,ma " " da, per la (2.25) con gli indici riadattati al caso:
1A ol 1A 2.7 K Y2, o 2 K
Ty (ax ox” ox° e ox'" 0°x W axl _ ox” Ox N 0°x v 2.31)
! ox" ox'™ ox" 7 ox" ox™ox™ “ox” ox™ oxV ox' ox"

sottraendo ora la (2.31) dalla (2.30) si ha:

or' ox? ox° aV

— LT Y = ~T* V) cvd.

" N (a o o)

Vedere anche 1’ Appendice 1 per ulteriori dettagli sui tensori.

3-CAMBIO DI COORDINATE

Ricordiamo che per la (2.10), ossia la: dP’ = (e, dx")(e,dx")=(ee, )dx"dx" = g ,dx"dx", si ha che:
(ée)=g,=(¢)" ,dacui
e = \/g_” e parimenti, riguardo la terna reciproca:

P? = (e"dx,)(€"dx,) = (&"¢")dx dx, = g"dx dx, — (é'é")=g" =(¢')* , da cui:

e =+g" (3.1)
mentre per la definizione stessa di vettore ¥, si ha:
V=e =Vg'i=V'e =v'g,) . (32)

-il GRADIENTE con i tensori:

si abbia uno scalare V=V(x')=V(x',x’..,x"); V=V(x,y,z) nel caso cartesiano e
V =V(p,0,9) nel caso sferico; allora:
N OV oV LoV oV oV oV

dV =VV=¢—=¢&(VV).(=é' —+& —+.. —ti—=
& Can CVEE e oy e

o OV ,\gaV ~p OV ov . 2" ov A o oV .
=e + —=)(perla(3.2 g” + 0+ —@=
(=e 2 Fe o0 ) (per la (3.2)) (= g 57 20 a@@

8VA aV _ov., 19V 4 1 oV . .
F+———0+ —¢@) e sappiamo cosi che
rsin’ 0 8(0 o roaf  rsind o

I’operazione d1 gradlente (ovviamente su uno scalare) fornisce un vettore ed abbiamo ottenuto
altresi le espressioni del gradiente cartesiano e di quello sferico:

VIV = an+a—Vf/+a—V£ (ossia la (1.3))
ox oy 0z

ov . 10V » 1 oV .
+——0

VV =—r7 +—— 9
or r 06 rsinf O@

(ossia la (1.9))




Per ultimo, considerando il caso cilindrico, con riferimento alla Fig. 1.3, si ha:
(dP = edx'y , dP’= (e, dx")(e,dx")=(ee, )dx"dx" = g, dx"dx" e col passaggio alle cilindriche:
MYV >1,0,z

2 _ v _ r r z z z r r z _
apr” =g, dx'dx" = g, dx"dx" + g, dx"dx" + g_dx"dx +2gWW+2gF¢W +2g,zdyéx/—

=g,dr’ +g,,dp* +g_dz* =dr’ +r’de’ +dz*, da cui:
f ) 1
grrzl’ gW’:rza gzz=1 (\/E: 1-7/2-1:]/') S g”:]) g(M’:_Z’ gzz:1 :

Dunque:

gradV:VV—é’a—V— e (Vr), (= Ala—V+é28—V2+...+é” o )(=e a +eé¥ — 8V 6V
ox' ox' ox ox" or a(p oz
(perla(3.2)) (=4/g" aVr+ g% 8V¢+ g= 8V2
or op oz
:\/Ia—Vf+ \/_—z—anJrla—V(Z)Jra—Vz—VV) , ossia proprio la (1.14)!!!
or r or rop 0z

-la DIVERGENZA con i tensori:

Ripartiamo ora dalla (2.20): V= Tﬁ_l(\/i gV?), dove il A doppio a secondo membro, per la

Convenzione di Einstein, ha il compito di forzare la sommatoria, dunque puo tranquillamente
diventare anch’esso L, da cui:

e B N AP N P/ SN e (.3
\/E ox* \/E ox \/g ox \/g ox
e ricordiamo inoltre, riguardo le coordinate cartesiane, che, come gia esposto in precedenza:
dpP’ = naﬁdé”‘d&fﬂ =(dEY +(dE) +(dE) =1-(dx)* +1-(dy)’ +1-(dz)* =dx” +dy* +dz’
My Ty M| e My M| e 0 0] 1 00
=My N Ms|=[ M,y N,.=[0 7, 0]=|0 1 0=1=g , mentre
M M M| e My 7| |00 7 00 1
riguardo il caso delle coordinate sferiche, per le (2.11), si ha che:
gu 8 8| &+ o 8| |& 0 0 10 0
=821 82 81|80 8w 8Lop|l~ 0 gm» 0]=0 r 0 =r Sinzgzg
831 83 83| |80 8w e 0 0 oo 0 0 r’sin’@
e allora la (3.3) fornisce:

1 1 1
-per le cartesiane: V. = E%(\EVI) + E%(@Iﬁ) + E%(\/EVB) =

da cui: ‘gﬂv

= ‘nyv

‘gpv

(\/—V )=\V. ZQVX+£Vy+EVZ=§-I7, ossia la

\/_ W)+ — “
( ) o ox Oy Oz

(x/_Vx)+

fa oy f

classica divergenza cartesiana gia fornita con la (1.4)!




. N M :Li 1-sph - 2—sph - 3—sph —
-per le sferiche: V. Jgor eV ™)+ \/7 (\/7V )+ \/7 3 (\/gV )

S g(r sin@- V' ")+ —— 1 i(rzsiné?-Vz’s”h)+ 5 1 i(r2 sin@- V> ") =
r>sin@ or r°sin@ 06 r°sinf@ o

_ [—(r sin@- V' th)+a (r’sin@-V* *ph)+ (rzsinH-V3_‘”ph)]; (3.4)
op

r’sin@ or
ora, per la (3.2), si ha:

V=V + Ve +V,6" =Vé =V\g"l = (Vg )i+ (VN g7 )0+ (Vg™ )=V i+ V>V G+ V"
da cui si ha, per la (3.4):

V.fj _ [—(r sin@- V" th)+a (r’sin@-V*" *ph)+ (rzsinH-V3_‘*ph)]:
op

r*sin@ or

(2 sin 6. V\/T)+ S sing- Vﬁ)Jr (;»Zsing.n [e7] =

~ r2sin@ or

1 [—(r sin@-V - 1)+—(r sin@- V—)+—(r sing-V, 1
r’sin@ or op “rsin@

)=

= ! [—(r sinf- V)+—(rsmt9 V)+—(r V)l=div- V=V-V | cheé proprio la(1.10)
r’sin@ or

(divergenza sferica)!

-per le cilindriche: V7, =ﬁ%(\/§V1‘Cﬂ)+T_(\/7V2 Cyl)+T_3(\/§V3_0yl) _
1.0

1 aa ( Vl cyl)+ 1 88 ( VZ cyl)+ 1 aa ( V3 cyl)_ [a ( Vl cyl)_+_a ( VZ cyl)+ (rV3 cyl)]
r or ) r 0]

ora, per la (3.2), si ha:

V=Ve +1V,6° V& =Ve =Vg'i = (Vg i+ \g”)p+ (Vg7 e =V 54> g ool

da cui si ha:
1.0 . . . 0 Ty, O ooy, O =
Vﬁ :r[ar( v yl)+ ( Vi yl)+ ( V3 yl)] [E(FV' g )+a—¢(I’V¢) gw‘ﬂ)_i_g(r[/z g7)]=

SRR —(rV(,,—)+—<rVZ-1)]=—[—(rV,~>+i<V¢,)+3<rVZ)]=dz'v-V=W,
r op r- oz r or op 0z

che ¢ proprio la (1.15) (divergenza cilindrica)!

-LAPLACIANO con i tensori:

si abbia uno scalare V=V(x')=V(x',x%...x"); V=V(x,y,z) nel caso -cartesiano e
V =V(p,0,9) nel caso sferico; sappiamo che si ha, poi:
div(gradV)=V -(VV)=V*V = AV , che ¢ il laplaciano (scalare) di V.



—

Ma andiamo a riprendere un attimo la (3.3) per la divergenza di un vettore S:

S I 0 (\/ES”) =V-S ed abbassiamo I’indice ad S* tramite (come d’uso e definizione) il

SH :Eax,u

tensore metrico: $* =g"S , da cui:

17’

1 0 . o 3
S;/; :EGX_H(X/ES! : :ﬁax“ (\/ggnﬂSn) =V-S§ (3-5)

il (vettore) gradiente (VV),

ed ora, nella (3.5) andremo ad inserire, come vettore S

no

precedentemente trovato:
0 oV
Sk = g™s, V), 1= M(—)]=VV ; 3.6
faﬂ(f )= faﬂw—g( ),]= [a#[@g Gl (3.6)
Adesso, ricordando le matrici sotto la (3.3), ossia:

M T | [la Ty Me| e 0 0 1100

=My My NMu|=Mn 7, 17.=|0 n, 0|=0 1 0=1=g per le cartesiane e
My M M) | M 7 0 0 7. |0 01

per le sferiche:

EREL

8 8 8| |8+ &6 8| |84 0 0 I 0 0
‘gw =181 &» &x|=(8 8w 8u|=|0 &w O0|=[0 rt 0 |[=r'sin®@=g, segue,
g1 &n &l € 8w 8w |0 0 g, [0 0 r*sin’

per la (3.6), che:

1 0 oV 1 0 oV 0 oV
-per le cartesiane: V?V = AV =——[/gg"™ (—)]=—F+ Vg™ = " =
B : Jg ox” Weg (Gx” ) NI Ve (ax” ) ox* g (Gx” )

- e e e <2V3>] a#[ " Cyrg <68:)+g3”<68—j)1=
-2 g" e 2;) ¢ N+ ) (2—5>+g”%n+
“et g’ ‘Z) g3(‘2—5)]=%{g“(%—i)}%{g”%)ﬁ%{g”(%—f)}=
o . LoV, |ev. v, o .
= C D G DG (G (T =ar| 1 (ossiala(1.6)
-per le sferiche
VV =AYV =— \/_ o y[\/_ g’”’( W}:mz ; ai/,[ r*sin’ 9g’”‘(a—lf,)]:
S sing- g7 () =S sing- g (o sing - g () sing - g ()=
= slm6’6x“ [r*sin@- g™ (— r)+r2sinH-gg“(@)ﬂfzsinH-g‘/’”(%)]:
_ " )+r sinf-g (a—V)+rzsin6’-g‘”(a—V)]+
~ #’sind 6x 00 op



5 1 ie[rzsinﬁ-v“g( )+r sin@- g%( )+r sin@- q‘”g(—)]
rsin@ ox op
1 2 . 7 aV 2 . 9 aV 2 . aV _
rzsinﬁax_‘”[r sinf-g ‘/’(5)+r sinf-g "’(%)Jrr smH-g‘”"’(%)]—
1 1 0 ) oV 1
_ -~ 0 rr I 6 00 (Y7 - 0 [ addly
F*sind or rsing g ( )] 7 sinH@H[r e M T ang o [r sinfl-g ( )]
sin@ 0 r 1 oV r*sin@ 0 1
= —[r* 1 (—)] [ ng- —(—)] P (—)]—
r*sin@ or r*sin@ 06 r smHan r*sin® @ O¢
1 8 6 1 oV
- ng - —(— —)| =
(ar) Smeae ( )] ey ( )]
1 8 1 1 0 8V
[ ( )] 49849[ ( )] o 08¢[(8¢)]
62V 1 oV 1 sin@ o* V 1 1 o
:( P _2 2) [ 2 (_) OSH] T 2 A A 2
or’ r°or r>sinf 00> 1’ sn0 06 r*sin’* @ og

82V 20V 1 62V l oV 1 oV
R M Spe s ¥ otd—+ 2 2p9A 2
ot ror oo r 00 r’sin“ 6 0p

=AV (ossia la (1.12))!!!

-per le cilindriche:

» O [aom OV _
VI =AY = fayfg< J—a#wrm—ax,,)]
1o or. 1 a LAY 3u OV
—;ax—ﬂ[rg (_6x'7)] [g (6x1)+rg (ax2)+rg (8x3)]
1 0 ov oV, 10 v v oV
=——[rg" (—) +rg™ (—) +rg? ()= ——I[rg"” (—) + rg‘”(-—,) +rg” (T)] +
r Ox 62 r@x Z
1 8 z ( a zz
+——[rg"” )+rg‘”"’( ) ’ )] [ )+rg &—)+rg ( )]
r ox (0 op
1 a r - Q=" - zz a_V —
=5 8r ( )] [ ( )]+ [rg (az )]
_1a 1 aV 1 a

3 —I[r 1(—)] [ (—)] [ 1(—)]—
r op

oV 1oV 10V 82
=ttt
or~ ror rop 0

=V |, (ossiala (1.17))!!!

-rotore: (rotV) =(VxV) =g %
ox’

&7 Tensore emisimmetrico di Levi-Civita, che cambia di segno ogni volta che due indici contigui
vengono scambiati tra loro; esso vale +1 se ijk=123, 231, 321, poi vale -1 se 1jk=321, 132, 213 ¢
vale 0 se due indici coincidono. Lo stesso dicasi per &, .



In precedenza dimostrammo la formula (2.9) di trasformazione delle componenti di un tensore:

ox"™ ox" . . . . .
T =T" P e allora per il passaggio dal tensore emisimmetrico cartesiano “&” a quello
X
sferico “e”, si ha:
vk __ imn ax” axu aka (3 7)
ox' ox" ox”

mn _ ik OX ox' ox™ ox"

ox' ox' ax*t
se poi, come d’uso, tramite il tensore metrico g alziamo ed abbassiamo indici del tensore
emisimmetrico, allora si ha, ad esempio, I’emisimmetrico misto:

c, nel caso contrario: &

i , ox" ox™ ox”
e, =&, ————7F
k
A ox! oxV ox™
dove la seconda e la terza derivata parziale (in m ed n) sono invertite, poiché li m ed n sono indici
bassi, mentre 1 (elle) ¢ rimasto alto. Ma analizziamo un attimo queste tre derivate parziali:

ox"
o'
ox"
ox"
ox"
Ed

(3.8)

ox
tenendo conto della (2.7), ossia della é',=¢é — P , che riscriviamo con gli indici scambiati di nome:
X

ox' . C e . . . .
e =¢ gy ; allora, per quelle tre derivate parziali si ha, considerando la successione di valori 1,2,3
X

cartesiani ed r,0,¢ sferici nella (3.8), poiché essendoci una successione di lettere diverse
(1 m n)/(i,j k), allora anche noi le poniamo in cascata appunto (1,2,3)(=(x,y,z)) / ( 1,6,0), da cui:

Eéé =Jeug" =\gg" = \/_\/7—11_1
6,8 Fo T A ]

rsm6’ rsin@

6 i
e, quindi, I’eq. di trasformazmne (3. 8) fornisce:

; ox" ox™ ox"
‘= el ()= fgal, (3.9)

e =g
k I k
/ " ox' ox" ox' Enn 7 rsiné

vt
Ovviamente, si ha poi anche che: (rotV) = (V X V) =&y ot
J
-caso delle coordinate cartesiane:
(rotV) =(VxV) = 8”"(’5—V’f = 81"'16—VI.+5’726—V2.+8”36—V3.:
ox’ ox’ ox’ ox’
ill aVl +8i12 aV zl3 aV;) ( i21 aV 122 aV 123 aV;

ox' 81 82

i31 aV 132 aV 133 aV}

—)+(e Yo

)_

=(¢



i1l aV i12 aV il3 aV i21 aV i22 aV i23 aV i31 aV i32 aI/y i33 aV

=(e Lt Lte D4+ (e 2+ L+ )+ (¢ ttg +é& Z)
ox ox ox oy oy oy 0z 0z 0z
da cui:
_ .- _ - ov. ov.
(rotV) =(VxV) =(rotV)" = (VxV) = (&' v, +e'? L4 aVz)+(5121%+5122 Yy g'® v, —)+
ox ox ox oy oy oy
ov, 6V ov.
+(g1318V)‘+g132 1338V) (0 y+06VZ)+(06V"+O y+5123aVZ)+
0z 62 6x ox oy oy oy
ov. ov. ov.
+(0%+gm—y+O%):5m%+g132 Y :(aVz ——2) e, similmente:
0z 0z 0z 0z oy 0z
(rotV)? =(VxV)? = (rotV)’ =(VxV) = (aV v, , €
0z Ox
- .- _ . ov.
(rotV) =(VxV) =(rotV) =(VxV) = (a—y—%) ; in totale:
X Y
i)k
o~ - . v, - ov,
rotV =V x V:82 63 62: (aaV L)+ (8V 8V) k( a;;) , che ¢ proprio la
x Oy 0z y 0z
v, V, V.
(1.5
-caso delle coordinate sferiche:
k
(rotV) =(VxV) =¢, v _ (per la (3.9))
ox,
_Jze aVk 1 g[aVk_ 1 8[8V1+8[8V2+8i8V3_
“ox,  rising " ox, rising ox,  ox, 7o
[(& V1+g[ 8V2+5i aV3)+(.9" 6V1+5[ 0 2+5i 0 3)+(5[ 0 1+5[ 0 2+g[ 0 3)]—
~ r2sing ox, . ox, . ox, 2 0ox, 2 ox, = X, ! ox, . ox, . Ox,
(& V’+g,- (’3V6'+g,. aV¢)+(gl. (’3V’+g,- 8V6'+gi 8V¢)+(gi 8V’+gi (’3V"+g,. aw’)]
r sm@ “n ax,  Tox, C ooy o, Pox, P Toa, Py, P o

da cui: (rotV)' =(VxV) =(@rotV) =(VxV) = (anche per la complementare della (3.2))

1 a(\/grrV ) a(\/g99V0)+81 5(,VgWV¢)
or b Or

[(e

r*sin @

1 [ a(\/grrV ) a(\/g99V9)+€1 a(‘ngwV¢)]+
r*sin @ o0 200

1 a(\/grrV ) a(\/geeVg)_i_gl a(ngV(p)]:
r smH op . op

1 a(\/grrl/ ) a(‘\/gHHVe) a(\/g(p(pV(p)

=——[(0 +0 +0

r sind or Or Or

1 a(vgrrVr) a(\/g.%'Ve) 1 a(‘ngwV¢)
[0 20 +0 20 +€23—649 1+

r*sin @



1 [06('\/grrVr)+gl a(\/g99V9)+Oa(ngwV¢)
op ? op op

r*sin @
= ! (&) A gWV@)h&‘1 a(”g‘%'VH)]: ! a(ng (_l)a(\/gaeVg)]:
Fsing > 00 Y Fsndl T a0 op
0 V) a(Jg, V"’
= 21. ( L )— (V& )] e, similmente:
r°siné 0o o
% SR 72 = = = 6 Vy 0 Ve
(rotP): = (Vx Py = (rotPy’ = (¥ x 7 = [ZWEn ) W& i
r sm0 o or
Py = (9% e (G 0(gu?") (s, V"
(rotV) = (Vx VY = (rotP)? = (VxP)* = | (VewV") o gn |
r smH or
ed in totale: (e ancora una volta per la complementare della (2.34))

rotV =VxV = ér(ﬁx 8% +ég(§><l7)g +é¢(§x V)’ =

grr V g&& V ng V @]:
(‘\/gWV(p) a(\/g%,V ) 8o [6( g, V") a(\/gmoV(p)
o smH 00 r *sin@ op or
N 8 Jg V9 oGJg V"
L V8w W&aV) g” )](o ricordando ora che:/g” g% =— ¢ g”
r smt9 or rsmé’

nonché: /g, =1 , w/geg =r e ,/g, =rsind ,segue che:
1 [6(rsin o’ 6(rV9)]7;+ r 0(-V") O(rsinV?). 5

rotV = S 7 160+
r-siné 06 op resin@- 0@ or
N rsin@ o(rV’ ) _oa-rr )]
r’sin@ or 06
- - 1 2 0 r . o . 9 »
ST = 1 [G(rsmHV ) _o@VT) - 1 [6V _ O(rsindV )]6,_'_1[8(1”[/ ) oV 16
r”sin@ 00 op rsin@ O@ or r or 00

ossia proprio la (1.11)!!!

-caso delle coordinate cilindriche:

k
(rotV) =(VxV) = ejkaL: (perla (3.9))
Ox;
\/_8 aVk i a_Vk—l(gl a_V1+gl a_V2+81 6V3)_
o ox; “r ox; /! 72 ox; 7 0x;

_l[( aV1 o 6V2+g 6V3)+(€ 6V1+€,- 8V2+g,- aV3)+(€,. 6V1+8,- 6V2+g,- aV3)]_
r ll xl 12 axl 13 axl 21 axz 22 axz 23 x2 31 8x3 32 8x3 33 8x3
l [(sf o r+gi 8V9+3i aV(p)+(g" Eh‘;" _8V€+8,~ —8V¢)+(3i o +él 8V9+€,~ BV“’)]

P ey, Py, U ooy Yox, Poax, P oo, Tor, Cox, 7o

da cui: (rotV)' =(VxV) =@rotV) =(VxV) = (anche per la complementare della (3.2))



(] a(Jg_”VV) +el a(@m ral 8(@ VZ))Hl[g;l@w; a<@ ) a(@ VZ)] )
r r
a(x/g_ﬂV) 6(@1@) a(@V) 1[(06(\/g_,,V) 6(@V¢) 6(\/g_sz)

a(Jg_ZZV ),

32
0z

g

L

Lo a(\/g,,V) a(w/gwgaV“’) vol a(\/gzzm 026e YD A gWV"’ o
L oz

a(Jg_sz) 6( 8h )1 a(@V) v (o1 28! @V‘”) _1aGe) 6<@V‘”>

r 0z r r op
e, 51m11mente

(rotV)? =(VxV)? =(rotV)” = (VxV)’ = 1 6(\/g_,,V) 5(\/g_ZZV)

r 0z
V&,V") 0o 1/ V"
(rot7y =(¥x Py = oty = (9 x 7y = {2 g‘“" )_« g” ),
r
ed in totale: (e ancora una volta per la complementare della (2.34))

r0t17:§><17=é,(§><17)r+é¢(§xl7)‘”+éz(§xl7)z:
:l[\/g_,r(ﬁxﬁ)’ﬂ@(ﬁxﬁ)‘”m\/g_u(ﬁxﬁ)%]:
JgT o gsz) 6<@V‘”) @ a(Jg_WV) a(Jg?V)

0z

\/ V‘p o4/
gzz 08y ) ( g,, )]z ricordando ora che:+/g” =1, 4/g” 1 e 4/g” =1, nonché:
r

r or

\/;:r e \/g_zzzl,segueche:

. 8VZ_6(rV‘”)]P+r oV’ Vi . 1a(rV®) v,

=1 r 1
"o r[ﬁgo = Vb T e T %,
LoV Ve, oV v .. 1.oGV) V.. - -

o L N L T e R
r 0@ 0z 0z  oOr r- or op

ossia proprio la duale della (1.16)!!!
Vedere anche I’ Appendice 2 per ulteriori dettagli sul cambio di coordinate.



APPENDICE 1: ULTERIORI DETTAGLI SUL CALCOLO
TENSORIALE.

Analizzeremo principalmente il caso del moto rotatorio in coordinate polari, ossia un argomento che
contiene la curvatura, ma lo faremo anche con i tensori. E poi anche la sfera.

Ecco un elenco delle principali equazioni tensoriali della relativita generale:
-il Tensore Metrico: d7° =—g,, dx"dx"

d*x* ., dx* dx”

-I’equazione della geodetica: —+1, =0 (caduta libera, in coord. curvilinee, su x*)
dr "dr dr
o 1 ,, 0g, 02, Og
-i simboli di Christoffel: T/ =— g% (-2xe 4 247 oW 't =T%).
y7i% 2 g ( axﬂ axv axa- ) ( y7i% V/l)
-1l Tensore di Curvatura di Riemann-Christoffel:
A A A n A n T4 ar/jv ar‘/fk n A n A
Ryvk = (F,uv )k - (r;d{)v + ryvrkn - r;/krvn = Ak AV + ryvrkn - F;J{FVﬂ
ox ox
. L ors, or;, ,
-il Tensore di Ricei R, = ax/;f —a)c—’erF/jiF,f,] ~IIT; (Ry=R,) ., Ry=g"R,.,
-la curvatura scalare R (di Ricci): R = g*R "
1 81G

-le Equazioni di Einstein: Ryv _Eg va = X T, uv

(Si ricorda che, da un contesto all’altro, i nomi degli indici possono cambiare, visto che essi variano
entro un range di 4 valori, quante sono le coordinate, ma la coerenza tra loro va ovviamente
preservata, nel senso che se, ad esempio, un x diventa un v, allora esso deve diventare tale, ossia

appunto un v, ovunque nell’equazione...)
Moto rotatorio

Ponendoci ora in due dimensioni e rappresentando in Fig. 1 contemporaneamente assi cartesiani X,y
e polari r,0 , immaginiamo il punto P, estremo del vettore P, che ruota in senso antiorario ed
abbiamo identificato anche il versore 7 ed il versore tangente 7 .

Y 4

YAV

Fig. 1: Circonferenza. Fig. 2: Calcolo dell’accelerazione centripeta.
Ora, ricordiamo preliminarmente 1 seguenti fatti:

-velocita angolare ®: 1’angolo giro ¢ di 360° (2x) e, in caso di rotazione, per definizione, il tempo
impiegato a compiere un ciclo (giro) ¢ detto periodo T. Segue, per la velocita angolare:



_A0_do 2z

At dt T
-riguardo invece la velocita periferica vp, sappiamo che essa, se costante in modulo, ci dice la
rapidita con cui la circonferenza (ciclo intero) ¢ percorsa (nel tempo T di ciclo, ossia il periodo):
2 2rm . o . . . .
v =——=—rvr=or=v, =v,|. (vettorialmente: v, =v, =@x7r ) , cio¢ tale prodotto vettoriale si
P T T P T P T
orienta come il versore tangente 7 . Infatti, v, & ortogonale ad 7, come si evince dalla Fig. 2, dove

il vettorino verde Ar ¢ appunto ortogonale ad 7 ; piu specificamente, si ha che:
AF

v, = m =orf ; infatti, con riferimento alla Fig. 2, e con il A che diventa “d”:
, :ﬂ_)d_”: 2rsm(d6’/2)f: oy sin(d8/2) (d0)2)i = sm(d6’/2)( 40/ d)i = sm(dH/Z) P G
At dt dt dt(d6)2) (d6/2) (d0)2)
poiché: lim sin(A0)2) =1= sin(d0) 2). Dunque, con la derivata di 7, ossia con ar , abbiamo
46-0  (AG)2) (d6)2) dt
ottenuto v, che non ¢ piu rivolta come 7, ma come f, che si ottiene tramite la rotazione antioraria
di 7 di 90°; dunque: di_) direzione a 90° in senso antiorario. g \AF
t
AF

Se invece il punto P si muove di moto qualsiasi, allora:

d—f)—ﬁ— (r- )—ﬂ +rd—A vi+r(oxr)= v+a)rt V. +V, -7 (1)
dt dt dt dt dt r>

A

. Ldr . - . L . . I
cio perché j:(a)xr), in quanto @ esce dal foglio e moltiplicandosi vettorialmente con 7, da
t

appunto f che, come prima previsto, ¢ nella rotazione antioraria di 90° di 7 appunto.

-Per ultimo, la rotazione determina una accelerazione centripeta, in quanto v, potra anche essere

costante in modulo, ma non lo ¢ in direzione:

. AV A . o . . . .. .

. = A_T =—@’RF ; infatti, con riferimento alla Fig. 2 (triangolo di vettori in alto a destra), e con il
t

A che diventa “d”:

_ AV, 2v;sin(d6/2) . sin(d6/2) sin(d6/2) Ay =
o = = T T ) =y O = vy = S 6] d)—P) — T =
(T s o o Sin(AG)2) - sin(d6)2)
=—-ox(wxr) (a.=-w’r),poiché: Alglo (20)2) =l= d0)2)

dr dr dr
Ora, la (1) ci dice che: E__( )—Zr+r5—vr+r(a)xr) vi+(or)t =V, +v, =

A AN ., L dr A . ) L UA
=7 +ré0 , poiché r¢ e mentre ¢ coincide appunto con la direzione tangenziale (antioraria) 6
t

. . . . do . .
delle coordinate polari e, per ultimo, ovviamente: @ = = =@ . Derivando ancora:
t

5=ﬂ:i(ﬁ) —(r@ﬁ)—ﬂr r£+—(06’) rﬁ6’+r6’ﬁ—rr+r0€+r6’6’+r09 rOOF =
dt dt dt dt dt dt

= i + 2700 + r00 — 0*rF = F(¥ — 0*r) + 0(2i0 + ) , ossia:



a =i —6*r)+ 0(2i-0 + ro) 2)
o dr . . C o An XY . .
(poiché = come dimostrato in precedenza, ci da a)|r|t =wlf =600 , ossia o X il versore ottenuto
t

A g ) . .o ) A de . .
ruotando 7 di 90° in senso antiorario, ossia ¢, ossia ancora &, mentre 7 ci da
t

a)‘é‘(—f) = —wlf =—6F) e cosi via. La (2?9)9 ¢ la componente (accelerazione) di Coriolis.

La (2) ci fornisce allora una componente tangenziale (/) ed una radiale/centripeta (L ), da cui:

i=002i0+r0)+iGi-0r)=a,+a, (=da’* =a} +al) 3)

Adesso, in caso di moto circolare, dove il punto ruota sempre stando a distanza r ed a velocita
angolare fissa w =6 =const , & r=7¥ =60 =0, da cui, per la (3):

02i-0+r@) + (i —6°r) = 0(2-0-0+ r) + 70~ 6°r) = ~0%r =|-w’r | (risultato gia ottenuto).

L’Equazione della geodetica

Un paracadutista in caduta libera non ha un pavimento su cui il suo corpo pud gravare, dunque lui,
tra s€ e s€, non avverte accelerazione di gravita, e si sente come sospeso nel vuoto e si accorge che
sta cadendo solo se guarda gli altri oggetti attorno che si muovono. Per una particella in caduta
libera, dunque, vi ¢ ovviamente un sistema di riferimento in cui a =0, ossia:

aZé:a
or’
Notoriamente, se lo spazio ¢ curvo (ad esempio, nel caso delle coordinate polari), allora

a= =0 (caduta libera in coordinate euclidee)

compariranno i simboli di Christoffel F/fv a testimoniare la curvatura e la caduta libera (ossia il

moto lungo una geodetica) sara:

_ dx’ dx" dx"
a=—; +1“/fv =

dr dr dr
(equazione della geodetica, dove geodetica, qui sulla Terra, ¢ la rotta minima tra una localita e
’altra)

Per fare dei calcoli che ci permettano di giungere alla (3) col calcolo tensoriale (equazione della
geodetica), abbiamo dunque bisogno dei valori dei simboli di Christoffel Fjv e per avere questi

0  (caduta libera in coordinate curvilinee)

0 0,
1 Gg(agm L P _ aitf) (T., =T,) , serve conoscere la metrica g**,

ultimi, ossia: T'* ==
w 2g ox*  ox"
dunque:

-metrica: ricordiamo ora ancora le coordinate polari della Fig. 1, da cui, per il Teorema di Pitagora:
dr’ = —(e, dx")(e,dx")=—(e,e, )dx"dx" =~g, dx"dx" , pu,v—>r,0

dr’ = —g,,dx"dx" =—g, dx"dx" — gdx’dx’ —2g dx"dx’ =—g dr’ — g,,d0" — ZgWH =

=—(dr’ +r’d6?) e qui si vede che non vi sono termini misti drd@ , dacché il tensore metrico g &
diagonale, ossia 1 termini misti sono nulli (g,,=g, =0) e dunque ancora, essendo che

1
MY N —
- 1 ) - gﬂv - _uv

g

V rr - 1
8,87 =0, (8,8 g, =l (e g"=1"=1)>g,=r"(c g%:r_z)’ ©

g,=8,=g"=g"=0.




-simboli di Christoffel: sappiamo dalla relativita generale e dalle pagine precedenti che:

0, 0
1"/1 —lgaﬂ(agm_l_ gﬂﬂ_ gvﬂ) (rl

A
" 2 ax’” ox v Hv 1—1v,u) da cui:

0 0
caso 1 (A=r): F;V :%g‘”(aagzT + ai”v" - ai;”) ([, =T,,) eallora:

; 6g L 9% 08 1 .08 1 508 1 508
=y=| e 1" [Zed o 00N — (— [Zed +(— bo\ _ (_ 00y —
(u= )M 89 = GeT ) (e )= (e )

-GY g ag@ff) +GY g ag@ff) G o)

o

(;gwﬁgg ; er@ggg) G rr8§g+; &6&;9) G rraaggrg ;ger%i%g)
ot Lo e e L e 0
(T (85’:’ Bro By g By gm Kooy gm By

or 2g or 2 or 2
1 ,0g. 1 a,, ,0g, 1.00 1 ,0g, 1.00 1 ,0g, 1 dg,
" Era g By~ gm B 04 (g B 0T - gm By 0%y -

1 OTaro‘ OTaro‘ OTarr 1 Vrarr 1 ar 1 VVarr 1 ar
=Yg g_)+(_zg g_)_(_z Lﬁ):(_ O 4 Z o 9oy (L g OB | g O8ray

98 T T8 o 2 o 2% o 2 o 2% Ta T2 o0
1 .08, 1,01 _
2 or 2 ar

r r 1 or 8 (o3 8 ro 8
L=l =—=g (gg + Era _ ggr):

=r e v=0 o viceversa):
(n ) 5 o T ont

1 aggd agro‘ 1 ag&r ag Oo 1 ag ro ag or
— + J— =
(2 =)+ ( 69) (2 =) =(z z ar) (2; ) (= ; ax")
1 8g9(r I 6g€6 1 6gm I 6gm 1 ,0g, 1 6g9,
— g7 200 g7 200 (g7 21T 4 o7 010 (o7 20 | =
=8, e G828 0 TG e T8 )T
1 7 ag&f 1 t9r age@ 1 rr agrr 1 9r agre 1 rr ag&f 1 Or ag&f
+

=Ge a8 G ae 2 20" G8 G T8 )T
1, 80 1 15) 1 ,,8 g, 80 1 00 1 ,o0g, 1 01
=(;8 g"% g By 0T - TS0 < g B 10

2 or 00 2 00 or 2 00 2 00 2 06

E ancora (k—@).

0 0,
caso 2(A=0): T, =%g"9(aag”/‘l7 + ég”f - g””) (T, =T,,) eallora:
X
| .,.08, 0g, O 1 o9 0gps 1 90z 1 50
(v =0Ty |~ g 9(5‘; + T = (g T (g ) - (g7 ) =

:(lz goﬂaggg) ( z a&aggo—) ( z oﬁagie):

1 .02 0805 | 6g o o0 08 G805 | ag o 1 508 O800 1 49024
+ + + =
=G e T8 )t ( 00 T28 090 Q8 o 28 o)
:(lgreag_gr+ 1 4 agae) ( 0 agef L 1 4 agae) ( 0 aggre + 1 06 agge)_

2 00 2 08 2 Oox 2



1,700 1 g% agee 80 1 g% agee 1 agee 1 P agee 1 P O8pp _ 1.1 aL_
(2 80 2 ) (2 86’ 2 ) ( or 2 ) 00 ( ) IEI
1 Ol a ro 8 ro 8 r o a ro Ol 8 ro Ol 8 r
(w=r):rfi=2g9(§,+§,—g> G By s (g™ By - (g eagc,>=
1 o0 08,0 o0 agm o0 08, r0 0%, 1 06 agrg 008, 1 0008,
=(= =+ Zoray _(— oy = (=g 2oy — —+— Zom g g Zor0y
(226‘,g )+( Zg )~ ( Z,g o) ( g’ )+GE e )

1l 408, 1 a,, la,r 1 4 00 la,r 1 4 00 lar, 1 ol
_(_ggi 908)( g g% )(Og g% )( g 0 Oy

0.
2 ' 2 2 2 or 2 2 00
e e vl o : €_€_la€agea 08,0 ager_
(u=r e v=0 o viceversa):|I,|=T, —Eg (6 >+ - )=
1 0 0gys 1 og,. o9 O 086 o0 02,0 0
(2g¢9 gg)( o‘ﬁg)( Hggr) (z Hgg)(z Hg)(z o‘ﬁgir):
1 agm | ) agaz 10 agrl 1 20 agrz 1 4 ag&r 1 20 agg,
+ =
=g a8 )( 00 2% 500 0% 28 )T
1 ag@r 1 g% agee r0 agrr 1 g% agre 1 P s 1 w ag@r
o 4 —
=8 T8 )T ( o0 2% 008 o T28 o)
1060+1 00 agz%’) ( Oagrr lgﬂQ@)_(lOagQr +l 09@)21 a0 agz%’ :l%a_rz:l
2 Or 2 2 060 27 060 2 or 2 00 2 or or |r
Riassumendo:
r,=-r, =0, 1I,=I,=0,T,=0, I%=0, rfgzrg:l
,
2_ 4 U
-Equazione della Geodetica: a = d’x Fjv dx” dx” =0 ; 4)
dr’ dr dr
) . dx dx dx” . )
abbiamo: (A=r): a’" =—— " =0 — (dt—dt poiché¢ dr=dt/y=t, visto che v<<c)
dr “dr dr
d*r dx" dx" d*r dx" dx"
—+I =0=—+> I'" —=
oA M dr dr’ Z‘ “dr o dt
d*r dx* dx' dx* dx* | d*r dx" dx" dx* dx’
AT S | L o =2 ’ +T7 -
dt’ ; o e a1 e ; o ™ !
dzr o dx dx’ e dx* dxr]+[r dx' dx’ ax” dx* dx’ L
“dt dt Y dt dt “dr dt o dt dt
d2 . dx" dx” L dx? dx’ . dx” dx’ L dx? dx’
[rrr +r9r ]+[rr¢9 + 00 ]:
Cdr dt dt dt dt dt dt dt dt
d*r ,drdr . dodr drd@ _, dOdo
=—= [ ——+T — N+ [+ T ———1=
dt dt dt " dr dt dt dt dt dt
d2 . dodr dr do do .,
— —— )+, ——+1, (—)]=
dt rr( ) d d ] [ ré@ d d 99( ) ]
af2 deo dr dr do a’2 . .
oy + 0 0T =T - C i - =a =0, 5)
ot dt dt dt
d’x’ dx" dx”
!)\‘:911 ag: 0 —_— :0
dr* " dr dr -
d*e ., dx* dx" d*e p dx* dx’ d’0 o dx" dx' ., dx"
+0 =2 — =243 T = r Ll (RN E
Toar " ar dr dt’ Hz “odt dt o df? Z‘ B dt]



z o dx" dx" LT dx* dx’
= " dr dt M dtdt

2 r
:d 29+[1_3didx +1_; dx? dx
dt dr dt dt dt

d*o g dx’ dx’ re dx? dx’

1=

]+[r9 dx' dx’ +r9 didi]_
Yodt dt dt dt

gdx dx’ e dx? dx’

= +[I +T + =
dtz[”dd dd][’gdd "“’dtdz]
2

d9+[rgdrdr+ gdeg] [gdrdﬁ gdﬁdﬁ]

= +
d> 7 dt dt dt dt Lo dt dt % dt dt

d’é o, dr o dO dr e dr d6’ do .,
= +[I, ()" +IL,
dt2 [ rr(dt) d dt] [ rﬁd d Hé(dt) ]
d’o dr, 1d@dr. _1drdf H 2d0dr 2 ..
=T ioCy + 2 A (—) el AU
dt dt rdtdtt rdtdt rodt dt r
= l(ré +20)=a’=0 | (la (21*6?)67 ¢ la componente (accelerazione) di Coriolis). (6)
r

Allora, dalle (4), (5) e (6) si ha che:

d=d,+d, =a" =a" +a’ =i(F-0) +%(2?9 +r0) =i — 0%r)+ 0270 + rb) |, ossia proprio la

3)!

(a =0 ¢ richiesto solo se si esige la caduta libera)

(é’= r poiché, in questo contesto tensoriale, tutti i versori devono avere la stessa unita di misura,
per coerenza; dunque, se [7]=metro, allora lo stesso si deve dire per o', dunque 0 si ritrovera
moltiplicato per r)

Richiamiamo un attimo le componenti appena ottenute per 1’accelerazione nel moto:
a=F-0"rF e a’=02r0+ ré)é. Ora, ponendoci in un campo gravitazionale, si ha che la

forza F=ma ¢ radiale, dunque:

F' =ma" =m(¥ - Gzr)r——GMr e
r

F’ =ma’ =m(270+r)6 =0

La F’ pud essere cosi vista: (270 +r@)=0= %(rzé) , in quanto: %(rzﬁ') =2r)0+r*0=0 , da

cui: (27/)0+r0=0 ,mase %(rzé’) =0 —

iy
— |r“@ = const |,

che altro non ¢ che I’espressione della Seconda Legge di Keplero:

[I-1] moto dei pianeti avviene con velocita areolare costante: cio significa che il raggio vettore,

scelto con origine nel Sole, spazza aree uguali in tempi uguali.
Infatti, con riferimento alla Fig. 3, si ha, per I’areola A spazzata da r e la relativa velocita areolare

A’



Sun Fig. 3: Sulla velocita areolare.

—

Ad=Lr Assing :1(7><A§) e A= _jim M i L ( ﬁ) :1(f><v) :l(wsina)(é) =
2 2 dt 80 At a0 At" 2 2
= %rve(é) = %ra)r(é) = %rzé(é) , che per la precedente 7260 = const, & appunto costante:

d—A:erH const
dt| 2

-Valutiamo, per ultimo, il Tensore di Ricci e lo scalare di curvatura (di Ricci) R; con riferimento
alla Fig. 1, si ha:
ory, or,
_ #k _
”"_ax —=4 +I0L, —T0T (R, =R,,)
or’, ar or’, ar2 arl ar2
(n=k=r): . 1 A Al yd =5 r2) L+ 5+ 2 ror: -y I =

o
A.n

R

or’ ar9 or’ ar9
=( ’9) o Y+ O+ - Z [, +T.0 =

or o0’ 2
20 61/r ao 20 , r
=0t ( )) (— —) z 0 T A e z [T +T°T}] =

=—6(2i”+z (0 +TAE 1 100+, 1~ b3 T4 -3, 1o, -
A 4 g

A

__ L +[TOT, + 0T -[TT, + T rg]_—— 9T, +ToT2 1-[T°T, +T°T;, 1 =
2
:—i+[r,rr;9+r9r9] [rr’, +1° rg]—— +[0r:0+——] [0T7, + 0T, ]=0.
r
(n=k=6)
or;, or; or), or; or,, or; ,
Ree:_ggﬂ_ Hf+rlrl Fgerfq:( o+ 92) ( 99 99)4_2 Fﬁﬂﬂ ﬂ_z 1—*71—*;;7
8)6 8 80 . A
ar’ ar9 ar’ ore
( 99) ( 2+ a“’;’ + [l + 5051 - Z (5l + Tl 1=
A
ao ao d(— r) o0 . ,
(E ae) (—— o aeH; IR FAVA ; IR FARAE

=1+ [ T7 +ToT41-> (- +007] =
A

A



=1+ Z [T, +To0 ]+ z iTE =1+ + 15,02 1+ [To0, + Tl 1+ [T + 1T =
A A

=1+[I 0 + T, To 1+ [Tl + Lol 1+ [T +1T ] = 1+[0-0+(—r)l]+[l(—r)+ 0-0]+[r-0+ rl] =
r r r

=1+[0-0—1]+[~1+0-0]+[0+1]=[0 . |
_ar; _8ng

(u=r e k=0 o viceversa):|R, =R, |= PN S A D A
L O Ly o
+; [T, +T.T,,]- ; [T, +T50,]= ar’ 6;5) _aar;; —855" +
LR WA ANAR ‘90 Al

+> [, +Te1-> ) [orulrw] 0+0—0—0+[T,[} + T, T2 1+[C0T,, +T5T,,]- [ r,+- rw]—
A A

1

= [T, T; + T, Ty 1+ [T, + T g1 - [ Do+~ Tl =[0-0+0 ]+[0rgg+r,%0] —01 =0. |

Riassumendo:

R,=0, R,=0 , R,=R, =0 .

rr

Ed infine, riguardo lo scalare di curvatura R:
1

: g“kR#k =g"R. +g”R, =1-0+—0 =
r

Abbiamo ottenuto R=0 poiché, in effetti, il piano polare (r,0) su cui ci siamo basati ¢, in definitiva,
appunto “piano”, stando esso comodamente sul foglio di carta.

-Considerando invece la superficie di una sfera e stando sempre in due dimensioni (0,¢: r=const), si

ha: Z4 P(r, 8, @) o rsin@dg
x=rsinfcosy ? r dr
y=rsinfsing > )Y
z=rcosd
X ®
Fig. 4 a) e b)

@ variatraQ e 27 , mentre @ varia tra 0 e 7. Inoltre, ovviamente:

rP=x"+y+2

Q= arctgl
X

z

@ = arccos—
B

Bene, adesso, dalla Fig. 4 b), si evince che sulla superficie della sfera, che ¢ effettivamente cio che
costituisce la sfera stessa (siamo cio¢ in due dimensioni), il modulo quadro dz’ di un vettore &:
(dt* =—g, dx"dx" , p,v—0,p)

dr’ = —g,,dx"dx" = —g,dx’dx’ — g ppdx’dx’ — 2g0¢dx9dx“’ =—g,,d0" — gwdgz)2 - 2g0¢¢66 =



=—r’d6” —r*sin’ @dp” (semplice applicazione del Teorema di Pitagora sulla superficie sferica)
e qui si vede che non vi sono termini misti d@d¢@ , dacché il tensore metrico g ¢ diagonale, ossia 1

termini misti sono nulli (g,, = g,, =0) e dunque ancora, essendo che g, g” =5, — (g,g"" ="1")

1 2 a0 1 2 :.2 1
— = —o, =r e =) , =r°sin“d (e R P e
g, o oo (e g e ) Zop e g Tanlo
gg(p =g(p67 =g0(/7 :g(pazo.

Esploriamo subito la variabilitad su A ; per A = ¢ nella espressione per i simboli di Christoffel (dove
@ ¢ una delle nostre due coordinate &,¢ , sul caso specifico della sfera), si ha allora:

1 08, 08 ag 1 g, 8., 0%
1“/1 - vo 4 Ho o VY - vo 4 Ho o 17 7
=g (Gl e T ST, =g (g e (7)
Adesso, con u,v — 6,¢ nella N, segue che:
1 ,,0g, ©0g 6g g L% g 0
re == vo | “Ouo  Tow _ mﬂ po 0o _ OS¢ re =
MV 2 g ( a " axv ) 2 ( 8(0 ) [

0 )
—[— w» g(/"’] [ w» aggf’] [2 g% ag(ff] ¢ valendo ora la convenzione di Einstein sulla

sommatoria sottintesa sugh indici ripetuti in un termine, si ha (poiché solo o, effettivamente, ¢
I’indice variabile che ¢ ripetuto):

rei):r(z’az[l lp agwl_,_lgw agw2]+[lglw agm +1 2¢ agez] [— lp 8g¢9+1 2¢ ag«pﬂ]_

2% 00 2% o028 ap 2% Top 2% T T2f
:[l 9¢8g¢9+lg¢wagw]+[l Hwagga 1 wag@rﬂ] [1 Hwagf/ﬂ 1 Wagf/’g]_

2 00 2 00 = 2 o i a’ 28 o

1 11 8@(sin’0). 1 o) 1 1 1
=[=0-0+— +[=0 +—g"0]-[=0-0+—=g"0]=

O st 00 Th g7 01=150-0+5¢70]
:l%zrzsinﬁcosﬁzcotﬁ.

2 r°sin“ @

Se invece nella (7) poniamo u,v — 6,6, segue che:
1 cw(agm 08 4o _ agvu)_ _1 crqo(agea 8o _ agea) =

2° taxt 2 00 o7
_ 1 op ag Oo o‘tp ag Oo 0'(/7 ag 60
=l 58 ] [2 ] [2 — o
sommatorla sottintesa sugh indici rlpetutl in un termine, si ha (poiché¢ solo o, effettivamente, ¢
ripetuto):
1 1,08, 1 5 agaz g agm 1 5 agaz g agaa 1 g% agae
—g’ ="+ + +— =
58 %0 128 o0 1t [2 0 2% op 1" [2 o T28 T
U 00080 , 100 980, a0 o0 , 1 oo g bp o0 0800 , 1 oo 8g 00
=[—g" =% +— —+— = — g L[ g” =+ =
[2g 20 2% ] [2g ae 2g ] [ & 5 T3¢ a(o]
_[1 Oagga 1 27 0]+ [ agae 2 0] - [ agaa 1w agae]_ 1 a? 08 _
2 00 2 2 00 2 2 00 2 op 2 op

1 a(r) .

Se, per ultlmo, nella (7) poniamo u,v — @, @, segue che:

9 _
L, ==

e valendo ora la convenzione di Einstein sulla

[ -
F&H_




ro, = Lgow( @B Bur By _po 1 wf&a O 0 _
m 2 Gx” axv a e 8(0 a e
15 15
=[lgmp ﬁ]ﬂlg”"’ ﬁ] [1 o g""”] e valendo ora la convenzione di Einstein sulla
dp ~ 2 dp = 2% &°
sommatoria sottintesa sugli indici ripetuti in un termine, si ha (poiché solo o, effettivamente, ¢
ripetuto):

1“;/;) — [lgllﬂ agwl +lg2¢’ agf/ﬂ]_,_[l lp agm _,_l 2¢ ang]_[lglrp ag(/;fp +— 1 er ag(ﬂ(/’] —
2 op 2 op 2 op 2 op 2 Ox 2

:g_@§&ﬁ+1gw§&£h{igwééﬁ+l 00 Booq L% L oo ooy

2 op 2 op op 2 op 2 e 2 op
:[loo_i_lg@(/’%]_,r[loo_*_ 1 g(ﬂ(/’ ag(/’(ﬂ] [1 ag(P(P += 1 g(p(p ag(p(/?]_ 1 [ ag(/”/’ —
2 2 op 2 2 op 2 060 2 op 2 op

1 1 o(r*sin* 6) 1 1
2rsin’d g 2 r’sin’ @

0=0.

Poniamo ora, nella espressione per l"jv, invece A =6 (dove @ ¢ una delle nostre due coordinate

0,¢ , sul caso specifico della sfera); si ha allora:

1 ,, 00, 0Og 8g 1 ., 09, ©Og ag
1—‘/1 — vo 4 Ho VHY — — vo 4 Ho 7 8
P A e L W D 8)
Adesso, con u,v — 6,¢ nella (8), segue che:
1 . 0g, Og 6g 1 08, Og g 0
FH — vo 4 TOHO O e g0 4 2560 _ 09
w8 i e o) e =587 g oo )"

1 08 0o 1 0 024, w0 08 00
=|— — |+ |— — | —|— _—

[2g 66’] [2g a(p] [2 ax(,]
sommatoria sottintesa sugli indici ripetuti in un termine, si ha (poiché solo o, effettivamente, ¢
ripetuto):

e valendo ora la convenzione di Einstein sulla

0 0 0 0
rgi, :Fffa :[lgw 8ol i1 1 g% g¢2] [ 10 0801 42 1 5 agez] [~ g" grplﬂ L4 1 g% g:pa]_
2 06 2 op 2 8(0 2 Ox 2
= [l g0€ %J{- 1 g(/)9 ag(p(/,] [ 00 aggg 1 0 agef/’] [ 66 agfﬂa 1 [ ag-_(’ﬂ] =
2 00 2 2 op 2 00 2
a 2
:[lggeo 1 g(p(p] [1 00 agae 10_0]_[_g990+10.0]:lg99 0840 :l%aL:O _
2 2 00 2 op 2 2 2 2 op 2r° Op

Se invece nella (8) poniamo u,v — 6,6, segue che:

1 ., 09, ©Og ag 1 00,084 084, 08
rg — vo 4 Ho VI — — T [Zed + o 69
et w2 el Y e R 2
:[%g"‘g agi]Jr[_g"e agi]—[lg"g ag;ff]:[g"g agi]—[lg"‘g ag;ff] e valendo ora la

convenzione di Einstein sulla sommatoria sottintesa sugli indici ripetuti in un termine, si ha (poiché
solo o, effettivamente, éripetuto)'

[gle ag91+ 20 agaz] g 16 agae+1 20 agae] g 60 agae+g¢0 agew]_[lgea 08 g9 +lg<p9 agga]:

Fge = 1
00 2 ox 2 00 00 2 o0 2 op

1 g 6g99+ agee]_ 1 g? agee __lLa(rz):O .

aeagee
+0-0
=le" %0 78 0 290 17728 o0 T2 o0




Se, per ultimo, nella (8) poniamo x,v — @, , segue che:

0 0 0 0
Fg _ lgag(ﬁgm+ gﬂg‘ gv,u)zl—wﬁ _lgo‘ﬁ( g(pa_‘r_aggg_ g¢¢):

AR N . ) op  O0p x°
1 00080 1 00 024,
— (L g ey L g By L,

g o g"’“’] e valendo ora la convenzione di Einstein sulla
2 Op 2 oo 2 ox°

sommatoria sottintesa sugli indici ripetuti in un termine, si ha (poiché solo o, effettivamente, ¢
ripetuto):

0, 0 0, 0
1—~9 [lgle grp1+1 20 g<p2] [ 160 ag91+l 26 aggz]_[l 10 grp¢+1 26 g(prp]_

21727 dp 2% op 2 o 2%
:[1g99%+ | ag(p(p] g 0840 Lo 1 0 age(p] [1 00 agw +l W%]:
2 op 2 op 2 op 2 op 2 o6 2 op
0 0 0
:[lgggo_’_ 1 gf/’(ﬂ] [1 0ag0€ +100]_[lg96’ gf/”ﬂ += 1 géﬂf/’]_
2 2 op 2 op 2 2 00 2 o
a 2 2 .2 2 2
Lwln 1w 1100 L1a7s0) (L 1AS0) o
2 op 2 00 2r Op 2r 06 2r 06
:—%sin26’.
Riassumendo, abbiamo ottenuto che, riguardo il tensore metrico g:
2 a0 1 1 o 0
oo =7 > & :r_z s Bpp =T smH gw_m’ gg(p:g(pg:g(p:g(p =0,

mentre riguardo 1 Simboli di Christoffel I", abbiamo ottenuto che:

Iy =T =cotd , F;(p:—%sinZH . T =T =T0 =Ty =T,=0.

o o o, ari ; :
A questo punto valutiamo il Tensore di Ricci R, =—"~— +, 0 TR,
ox w’
or;, or; ., , or. o0 or’.
Bul= g e+ Ty =Ty = = o+ Tl =0T}, =L S+ T )=
(I, =T}, =0 poiché T, &sempre zero)

A A 1 2
— [z ar&l ] + zl—v] l—wﬂ z argﬂ ] + zzl—vz 1—% _ 91 argz ] [z l—wzylrgln + zrgzrgzﬂ] _
n

4
=[%+a—;‘”]+[2rggrg;+2r"r“’] [0+8“’t9]+[20r91 ZF”F"’
n

00
L LT +T2TY = L T’r? +T2re = ! ;0 t? 0 =
__sin20+ o0t 01+ o 92__sin26’+ o060 L op 9"’__51n26’+ (T ) __sin20+cO B
1 cos’@ cos’O-1
= 2 + .2 = .2 :_1 .
sin“d sin“ @ sin“ @
or;, or, F5) ) B arl ar2
R, |=—Z——24T/T, -T/T; =—2+—22— 2 + rr: - rr; =
0P ox? ax 6(0 8(0 ZZ oA on ;; pp= An

ore.  ore.  or’  ore

[y W] ZF”1F1 +ZF’72F2 ]—[zrﬂ L, + ZF" Fz
8(0 8(0 20 (0 on - Q2= on 4




or’
=[0+0- agﬂ = 0]+ [Z rgﬁrr/?n + zrgfprfn] - [Z rgfpr;n + zrgwrrfn] =
n n n n
6(—lsin26)
-2 T 4TAT) 4+ (T T2 +T2T%) = [(TL T2 +T2T% )+ (T % +T21%)] =
- +[( [ (pl+ [ ¢2)+( [ (p1+ [ @2)] [( [ 91+ [ 02)+( [ (pl+ [ @2)]_

00
= 0820 +[(T ,Lyy + T 0,) + (T, Tl + o Lo N =[(Ty, Loy + T Lo )+ (T Ly + L0, T0 )] =

P oo~ 90 P~ Qg P 0o~ g0 v~ Qg

=c0s20+[(0-0+T 5L, )+, % +0-0)]-[(T,,0+00, )+ (T, % +0-0)]=cos20+ 5L, =

@ PP P @ PP P

:cosZé’—%cotHsinZ@:(200526’—1)—%cot0(25in6’cos6’):2cos20—1—cos20:—sin20 .
or,, _ or, i _rypa Oy 0L, 0T, or ; 2
L A P < ROD NN W
n n
ory, ory o, oy 1 , 1 ,
e e | ) 3 ) MR N 00 well B0 A S R i ol
6(0 6(0 ae 6(0 - en - on - P17 - P 20

docotf docotf , , , ,
=0+ o —0- P +[zrﬁi9rgr7 + zrﬁgrgn]_[zrﬁgrgn + zrﬁiprgn] -
® @ n n n n
=0+ [Z rg@rjﬂ + Z rggorfn] - [Z rggorgﬂ + Z rggor(fn] =
n n n n
=Tl + 1oy + g, U0 + T T 1= [Ty, g + a0, Ty + Ty T + T T8 ] =
SILUA DR A AR D LA B B B B D B DD D A o e

=[0-0+0-0+0L7 +T%0]-[0-0+T%0+0T% +T20]=50. |

. . _ _ . 2 _ _
Riassumendo ancora: R, =—-1, R, =-sin"0 e R, =R,=0 .

Finalmente possiamo calcolare lo scalare R, contraendo il tensore di Ricci col tensore metrico g:
gykR,Jk = gllek + ngRZk = g“Rn + gllez + g21R21 + gzszz = g%R%, + gg(pRH(p + g(pgR(pH + gWRW =

1 1 : 1 sin®é 2
zr—z(—1)+0'0+0'0+(—)(—5m249)=——————— ; dunque, la curvatura R

2 2 2

r*sin’ @ > r’sin’é 7
decresce all’aumentare di r. '~

TRASPORTO PARALLELO E TENSORE DI RIEMANN

<VV

Fig. 5: trasporto parallelo.

Consideriamo una formichina monodimensionale che abita sulla curva y (la quale si trova sulla
superficie X della sfera); bene, per tale formichina, che non sa nulla delle altre dimensioni superiori,



andare dritto significa muoversi come si muove il vettore tangente # ; infatti, in ogni posizione della
curva, la formichina assume sempre le stesse caratteristiche di posizione, ossia quelle della
tangente, anche perché il suo unico versore del suo sistema di riferimento locale/personale ¢ proprio
f ; dunque, cosi facendo, essa si trasporta parallelamente. Diverso & il discorso per un osservatore
tridimensionale solidale col sistema x,y,z, secondo cui la formichina, nel muoversi, cambia
continuamente direzione.

Se la formichina compie il giro completo, ritornando al punto di partenza, anche il vettore 7 , nel
compiere anch’esso il giro, si ritrovera come se stesso nel punto di partenza. E se il percorso y fosse
una retta, nel percorso vedremmo 7 assumere posizioni realmente parallele tra loro.

Volendo scrivere la derivata di un vettore lungo una direzione generica u (di componenti u),

bastera ovviamente proiettare la derivata V' lungo appunto # :

V.V =u' V" e,)=u"

vy

o‘l—w )

e allora, per quanto ﬁnora detto, il trasporto parallelo di un vettore ¥ lungo una direzione i
implica che V* =0 — V,(V)=0 .

In uno spazio curvo (non euclideo) il trasporto parallelo di un vettore su un anello chiuso
infinitesimo non riportera al punto di partenza un vettore parallelo a quello che inizio il percorso;
immaginiamo, a tal proposito, di muovere un vettore V =V'é +V?¢, lungo un anello chiuso
infinitesimo Oy , partendo da A, come in Fig. 6:

D

Fig. 6: anello chiuso infinitesimo.

A@@b) & B

Se al ritorno al punto A il vettore V risultera ruotato, allora potremo dire che la superficie
contenuta in dy € curva:

il primo passo ¢ il trasporto parallelo, da A(a,b) a B, di v, lungo ¢, e trasporto parallelo, per quanto

u

finora detto, implica che: V, (17) =0 ,o0ssia: V, (17) = const(V'e,) = consi( a;iV +Vr))e,
X

arv*
dx'

— [lav* =v*B)-v*(4)=-[ VT4’ ;dunque,inB, V* sari:

, ov*
a 1 )withixzzb

=-V°r* ,dacui: dV* =-V°T"dx' —

—

VH(B)=V*(A)+ ([ dx vy - [ a'very )

(I'integrale, infatti, ¢ in dx', tra A ¢ B, ed x' vale a in A e a+da in B)

u
Inoltre, riguardo il salto da B a C lungo ¢, , si ha: (

—+V°I/,)=0, poiché, muovendoci questa

volta lungo e,, la coordinata spaziale di derivazione, ossia di variazione, sara ovviamente X%, e

dunque: dV* =-[V°T* ]dx’> , ma non ¢ finita, poiché non bisogna qui trascurare il fatto che sul



tratto BC su cui stiamo lavorando, si ha che x' =b+ b e allora la quantita tra le parentesi quadre
va aggiornata di conseguenza tramite Taylor lungo x' appunto (lungo 8a), ossia:

[V°TE] — [VTE + —(V‘T‘z)ﬁa] e dunque, similmene al caso precedente:

VA(0) =V”(B)—(IBV"F;‘deZ)W,.M:M = V”(B)—j:+ [V°rX, +—(V‘T‘2)5a]dx ; (10)

(I'integrale, infatti, ¢ in dx’, tra B e C, ed x* vale b in B ¢ b+8b in C)

similmente, riguardo il salto C—D e ricordando che qui ci si muove lungo —¢, :
. 8V

) 2=b+sb 0'1)):2=b+¢)77 =

V(D) =V"*(C)+( j dx =V*(C)—( j ’ _dxveT
(sempre per Taylor, lungo X (lungo 8b), poiché in tale tratto, x> non vale solo b, ma bensi b+5b —)

=y(©O)-[ T +—(V‘T” )b]dx' (11)

e infine, sul salto D—A e ricordando che qui ci si muove lungo —é, :

. END 8V
VA (Apyp) =V (D)+(j e’ =)0,

e nessuno sviluppo di Taylor lungo x' , poiché su questo tratto x! vale sempre e solo a e non a+8a
pp y g p q p

—veDy-[ dver” 12
=V*(D)-[ VT, (12)

Dunque, riguardo la presunta variazione &V : OV =V*(Apyp)—V*(Aspzr) € V*(Apyy) ¢ dato
dalla (12), mentre V*( A,y ) € ricavato dalla (9), ossia: V*(A4)=V*(B)+ Lﬁ&l Vor“dx' —

— &V =V*(D)- J.;%V"F;’zdxz -V*(B)- j:w Ver“dx' ed usando le (10) e (11) rispettivamente
peravere V*(B) e V*(D):

VHB) =V O+ [ VT + aa (V°T*,)éaldx’  (ricavata dalla (10))

V(D) =V*(C)- j‘:ga[V“rg’l aa (V°T“)bldx'  (la (11) intonsa)

da cui, per sostituzione, si ha:

SV = {V* (D)} — jb" VT — V" (B} - j VT dx' = ("4C)— r&l[V‘T" +—(V‘T")5b]dx}—
" yerean — o) - [ e VT  \sa)d VTt dx' =

[ 7Thde — O - [ 02+—1( ) - [V Ty =

_ a o U o U o U 2 b+3b o U o U 2 a+da o U 1 _

--[ +—(V T*)obldx' —j vorhde [ 1"62+—1(V T )aalds’ [V Thdy' =

a+da ; b+6b
=[wers+ (V"F “)bdx' j VT dy + j Vo~ dx? —L [Vor +—(V" “Yoaldx® =

a+da a - haSh " 0 . a+oa . b+&b
=) e - [ [—(V Fo)dalde’ [ (Vi) - - —(V ri)aa)-x') =
x'=a xr=b
- ory . ov” orry, . 8
:a—(V r 1)5aéb——(V “)\oadh = 5aéb[a Lye 4+ = - o 2y = Il

(nello svolgere le derlvate di prodotti di funzioni, appena qui sopra, si nota che sono nati nuovi
indici, fatto, questo, tipico del calcolo tensoriale, a testimoniare il fatto che tra un termine e 1’altro
non vige il vincolo dell’eguaglianza contemporanea dei valori degli indici stessi)



ed avendo in precedenza dimostrato (col dovuto riadattamento degli indici) che:

n n
dle—V"Fgl e de =-V°T, , segue che:
dx X
- ors . ors, o ov'_, oV’ _, ors . ory . . D e
SV = 6adh[ ale Ve — axf Ve 4+ P I - = )] =dadh ale Ve — axf Ve-VerLL N +VeIIL) )=
ors  ore ) -
= &zéb[g‘;l —?"lz— Lo+ T e,

I~ |

To T rrs T e per cocrensa,
X X

attribuiamo indici letterali (v, 4 ) anche al posto di 1 e 2:

Prendiamo ora la parte tra parentesi: RY,, =[

or  or

ot ox¥

c/;ﬂv :[ _Fg/lrlfv +F(;'7VF7;:1] ; (13)

bene, abbiamo ottenuto il Tensore di Curvatura di Riemann-Christoffel che, infatti, se ¢ nullo,
determina un 6V =0 , ossia il vettore ¥/ ¢ rimasto invariato nel trasporto parallelo, ossia lo spazio
¢ piatto (ossia no curvatura), ossia, come appena detto, ¢ il caso in cui R%, =0 .

Effettivamente, nel caso della Fig. 6, ossia di un parallelogramma (piatto), ¢ auspicabile che il
vettore ¥/, trasportato parallelamente, ritorni esattamente nello stesso posto, determinando un
dv =0 e, dunque, una curvatura R”

oAV

=0 ; diverso sarebbe il caso di una superficie piu simile ad
una calotta sferica, invece che ad un parallelogramma.



APPENDICE 2: I CALCOLI CLASSICI (NON TENSORIALI)
PER IL CAMBIO DI COORDINATE.

1-LE FORMULE 2-DEDUZIONE DIRETTA DEL SOLO GRADIENTE 3-DEDUZIONE
COMPLETA DI GRAD, DIV, ROT E LAPLACIANO 4-DEDUZIONE ALTERNATIVA
SUPPLEMENTARE 5-L’IMPORTANZA DELLE COORDINATE SFERICHE E CILINDRICHE
SUBAPPENDICI

1-LE FORMULE
-COORDINATE CARTESIANE:

P(x, Y, 2)

v

Fig. 1.1

F=xi+y+zk | (1.1)
dF = (dx)i +(dy) ] + (dz)k , (1.2)

V ¢ uno scalare ed F ¢ un vettore. La divergenza fornisce uno scalare, mentre il gradiente ed il

rotore forniscono un vettore.
oV ~ oV »

gradV =VV = (— +— —k) (1.3)
oy 0z
- OF,
div-F=V.-F = (GF + 8F) (1.4)
ox oy 0Oz
ik
. . OF

rot :V><F:i 9 i—1(8F L)+ (6F 6F) k( aF)‘) (1.5)

ox 0oy oz 0z oz oy

F;c Fy FZ

o> o0 0

AV =V = +—+—) 1.6
(8x2 oy 822) (1.6)
-COORDINATE SFERICHE:
Si passa da (x,y,z) a ( p,0,¢). ¢ variatraO e 27, mentre € variatraOe r.
dF = (dp)p+(pd6)6 + (psin 6d )¢ (1.7)
‘4 P(p, 6, @) ($.0.9) psin6dg
Canli 5 | L
pd6

x ®

Fig. 1.2



x = psinfcos @

y = psin@sin @ (1.8)
z=pcosd
gde:VV:(a—lea—Vé ! a—ng (1.9)
op p89 psind 8(0
o= == 1
div-F=V-F=— —(p sin GF )+—(psm9F)+ (pF¢)] (1.10)
P sinf 0
P pH psin 6o
rotF =V x F = 21. i i i =
p sin@|0p 00 op
F, pF, psindF,
1 [6(psin6’F¢,)_a(pF9) . 1 8Fp_6(psin0F¢,) l[a(pF) 6F] (L11)
p’sin@ 00 o psind O op p  Op '
2 2
av=viy 0V 20V 1OV eotoor, 10V (1.12)
op~ pop p 00 p° 00 p’sin® 0¢°
-COORDINATE CILINDRICHE: z .
(P, 9,2)
X=pCcose ,
y=psing P(p,®,2)
z=2Zz
¢ <€[0,27)
dF = (dp)p+(pdp)p+(dz)z - (1.13) RN .
- y Fig. 1.3
X
® P
gradeVVz(a—V,b la—V ) (1.14)
op péqo 82
div-ﬁ—vﬁ—l[i( F)+—(F)+3( F )] (1.15)
p Op P op 7 oz P '
Lo O(pF, oF O(pF, 8F
rolF =yxF=1 0 0 o _1,00F) ( )] b s, 1[ (p ) _ ¢ (1.16)
plop Op 0Oz p Op 0z oz Op
F, pF, F.
2 2
AV:VZV_aV lov 10V oV (1.17)

+
op* pop pog’

+
oz’



2-DEDUZIONE DIRETTA DEL SOLO GRADIENTE
(esempio di metodo diretto, ma poco efficace, che abbandoniamo subito)
Sappiamo che:

x = psinfcosg pPr=x"+y +z° (2.2)
y = psinGsin g 2.1) o=arctg” (2.3)
X
z=pcosd 0 = arccos — (2.4)
P
e dunque: 0 _0p0 000 0p0 (2.5)
Ox OxOp Ox 06 Ox op
oy Oy op Oy 06 0Oy op 0z 0z0Op 0z 0O 0Oz Op
Differenziamo ora la (2.2):  pdp = xdx+ ydy + zdz (2.8)
Differenziando invece la (2.3): dp =——; Y >dx +— al ~dy (2.9)
X4y X +y
(genericamente: O = Z—¢dx + Z—(ody + %0 dz ) e differenziando la (2.4):
x Y
2
—sinﬁdez—z—fdx—z—);dyﬂl—z—})dz. (2.10)
P P P P
@l - 'LH’ poi portato a 1° membro, sarebbe la derivata dell’arccos)
sin
Tenendo ora conto delle (2.1) e delle (2.8), (2.9), e (2.10), si ha:
P _sinhcosp @.11) Op__sng (2.14)
X ox psind
P _ sinosin g 2.12) 9p _ cosp (2.15)
oy dy psinf
P _ cos0 (2.13) 2% _y (2.16)
0z 0z
o0 _ cos@cos @ (2.17)
ox yo,
%: cos@sing (2.18)
oy p
96 _ _sinb (2.19)
0z o,

Infatti, riguardo il primo sistema, ad esempio la (2.11) sarebbe la (2.8) con dy=dz=0 e considerando
che per ottenere x devo prima moltiplicare p per siné per proiettarlo sul piano xy, ottenendo la
proiezione pj, € poi tale proiezione va moltiplicata per cos¢ per ottenere appunto x. In altre parole,

la (2.8) con dy=dz=0 ci dice che d_p: al , che altro non ¢ che (sin@cos@)per il discorso di

dx;



proiezioni appena fatto. Riguardo invece il secondo sistema, la (2.14) sarebbe la (2.9) con dy=0 e
sempre tenendo conto delle proiezioni di cui sopra.

Per ultimo, sul terzo sistema, la (2.17) sarebbe la (2.10) con dy=dz=0 e (z=pcosf) ¢
(x=psinfcos@).

Ricordiamo, per ultimo, gradiente e laplaciano in coordinate sferiche:

per definizione, si ha: gradV =VV :§f+§j+§é; se ora usiamo le (2.5), (2.6) e (2.7) per
X y z

esprimere le 2 i ¢ 2e poi raccogliamo tutti i termini contenenti i , otteniamo:
ox’ oy oz op’
op 0 = +8p 0 o op O

V), =——1 k—sin@cosgpif+sinﬁsingoij+cos6’iI€:
ox 0p Oy 6,0 0z Op op op op
= —(f sin@cos ¢+ Jsinfsin g+ k cos 0)= ,f)i Analogamente, V), = li&’ e
op op p 06
M), = ! igo da cui, riassumendo, le componenti del gradiente in coordinate polari sferiche:
psinf Op
. O 1 0 1 0
V), =p— , (V),=——0 ¢ (V .
V), Pap (V) 00 V), = pSln€a¢¢
Per giungere invece al laplaciano scalare, la definizione in coordinate cartesiane ¢:
2 2 2
Vi=A= 68 5 68 -+ 86 - ¢ per calcolare ciascuno di questi addendi, innanzitutto si deriveranno
X y z

ulteriormente le (2.5), (2.6) e (2.7) e le si utilizzeranno nell’espressione qui sopra per il laplaciano,
ottenendo:

2
A— ! (6 p— 0 + .1 isin0i+ _12 6—2) . Ma noi non procederemo per questa via, in
op Op sinf 00 060 sin” 6 0p

quanto essa € poco strutturata; bensi, utilizzeremo i metodi piu generali che seguono.

3-DEDUZIONE COMPLETA DI GRAD, DIV, ROT E LAPLACIANO

Ricordiamo preliminarmente che, in coordinate cartesiane:
F=xi+y) tzk e dF = (dx)i +(dy)] + (dz)lg ; poi, se voglio passare dalle coordinate cartesiane
(x,y,2)-(i ,]A',Ig) ad un altro sistema di coordinate curvilinee generico (u,v,w)-( I,J,K ), avro delle

equazioni di passaggio: x=f(u,v,w), y=g(u,v,w), z=h(u,v,w). Adesso:
or or or

dr =—du+—dv+—dw ; (3.1
ou ov ow
or or or ) . . .. )
ora, Patiew e ™ non hanno necessariamente modulo unitario, dunque, esprimendoli in funzione
u Ov %
di  versori: o _|or —I = hu ar _|orl; —J = h, J e 6r or —IK = h, K da  cu
ou |ou v |ov
dF = h dul + h.dvJ + h dwK (3.2)
e ancora: dr-dri =ds> =h’du’ +h’dv’ +hdw’ (3.3)

e riguardo il volume infinitesimo (che ¢ 1’area di un parallelogramma per un’altezza), si ha:
=(h, dvJ x h dwK) (h, dul) = h h h dudvdw . (3.4)

u-v-w



-Gradiente: nel nuovo sistema di riferimento (f J K ) esso avra I’espressione:
VV =(VV),I+(VV),J+(VV) K , (3.5)
conivari ((VV),,(VV),,(VV), ) dadeterminare.

Adesso, cosi come in coordinate cartesiane si ha:
VV-dF = (a—Vf +8—Vj +8—V/€)[(dx)f +(dy) ]+ (dz)k] = W i +8—de Ve —ay ,

ox oy 0z ox oy oz
cosi, nel nuovo sistema di riferimento, si avra:
AV =VV -di =[(VV), 1 +(VV),J +(VV) K]-(hdul +hdv] +h dwK)=
=(VV), hdu+(VV) hdv+(VV) hdw, (3.6)
ma essendo che, per il calcolo differenziale, si ha anche banalmente che:

dea—Vdu +6—Vdv+a—de, (3.7)
ou ov ow

1or
h ou

u

1oV 1 oV
,(VV), =——, (VV), =——
V¥), I o (VV)

allora, dalle (3.6) e (3.7) st ha: (VV), =
h, ow
e allora per la (3.5) si ha il nostro gradiente in coordinate generiche:

W

VV:ia_VjJrla_VjJrLa_V]% (3.8)
h, ou  h, ov h, ow

v w

-Divergenza:

F=FI+FJ+FK=F(JxK)+F(Kx)+F,(IxJ), (3.9)

ma la (3.8) applicata ad u (u piccolo) da:
lous 1ous 10uy 10u-

vt Mg Loy T oug 10U 0400=17 csimilmente: Vo=rJ , Vw=—R,
h,0u  h, Ov h, ow h, Ou h, h, h,
che riassumiamo: Vu :LIA, Vv:ij e Vw=hile (3.10)

grazie alle quali la (3.8) puo essere cosi riscritta:

VV:Vua—VJera—VJrVWa—V (3.11)
ou ov ow

Riprendendo ora la (3.9), si ha:

F=F (JxK)+F(KxI)+F (IxJ)=FEhh (VvxVw)+Fh h (VwxVu)+Fh h (VuxVv)
(3.12)

ed applicando la divergenza alla (3.12), si ha:

V-F=V-[Ehh (VvxVw)+Fhh (VwxVu)+F hh (VuxVv)=V-[F.hh (VvxVw)]+

u-v-w wou v

+V [FEh h (VwxVu)+V -[F.hh (VuxVv)] (3.13)

wouv

Valutiamo ora le singole componenti della (3.13):

—

V-[E,hh, (VvxVw)]

V-[Fhh (VwxVu)] (3.14)
V-[F,hh (VuxVv)]

si ha dalla Subappendice 1 che vale I’identita vettoriale: V - (VZI) =VV-A+ V(V- ;1) , dunque:

V-[E hh, (VvxVw)]=V(Ehh)-(VvxVw)+(Ehh V- (VvxVw)

V-[Fhh (VwxVu)=V(Fhh) - (VwxVu)+(F.hh V- (Vwx Vi) (3.15)



wou v wou v

V[F.hh (VuxVv)]=V(F.hh)-(VuxVv)+(F.hh)V-(VuxVy)

e sempre dalla  Subappendice 1 si  ha che vale [Iidentita  vettoriale:
V-(AxB)=(VxA)-B—A-(VxB) e nel nostro caso 4 ¢ B sonoivari Vu , Vv e Vw , che
sono dei gradienti, non dimentichiamolo, ed il rotore di un gradiente ¢ nullo, da cui, nel nostro caso
specifico, V- (;1 x B) =0 , quindi:

V-[F.hh, (VvxVw)]=V(Ehh)-(VvxVw)

V-[F.hh (VwxVu)=V(F.hh)- (Vwx Vi) (3.16)

wou

V[F.hh (Vux V)] =V(F.hh)-(VuxVv)

wouv wou v

Valutiamo ad esempio il termine V(F A A, ) nella prima delle (3.16), avvalendoci della (3.11):

V(F.hh,)=Vu OF M) | o OFENR) o OFAN,) |
ou ov ow

da cui, sempre la prima delle (3.16) diventa: V-[Ehh (VvxVw)]|=(VvxVw)-V(E hh )=

AEML) o, a(Féhvhw) w2 ERL) G iy SEAD)
u A%

(3.17)

=(VyxVw)-[Vu \% ], dove il

O(F,h,h,)
ou

solo termine superstite della (3.17) ¢ stato [Vu ] , poiché I'unico prodotto a tre nabla che

non si annulla ¢ appunto il primo: (Vv xVw)-Vu # 0 , mentre gli altri due sono nulli:
(VvxVw)-Vv=(VyxVw)-Vw=0, in quanto sfociano in prodotti scalari tra vettori ortogonali, in
quanto, per le (3.10), gli (Vv,Vw,Vu) ricalcano gli (f J K ).

Percio, le (3.16) divengono:

T [F b, (7rx V)] = (Vx V) [V L)
u

V-[F.hh (VwxVu)]=(Vwx Vu)- [Vv%] (3.18)
A%

b (VuxVv)]=(VuxVv)- [VW%

Sviluppiamo ora la prima delle (3.18):

V-LE,hh, (Vyx Vw)] = (Vwx Vi) [Vu—a(thvhw)
u

O(Fhh) 1 - - 8(Fhh) 1 O(Fhh,)

] (e similmente)

V-[F.h ]

< (L Ry [ M)
1=[G - Dx QRN T

2]

1=

STy W)

[[-]]——~ Lrwo 0 sicché le (3.18)
hhh, ou hhh, ou hhh,  Ou
divengono:
V. LE hh, (VvxVw)]= I oEMmN) (e similmente)
hhh,  Ou
= 1 o(Fhh,)
V- Fhh (VwxVu)]= L 3.19
[£5h,h, (VWX Vu)] Wb ov (3.19)
V-[F.hh (VuxVv)]= L otk mh)
hhh, Ow

In totale, la (3.13) fornisce finalmente:

6 . F — 1 [a(Ethvhw) + a(Ezhwhu) + a(FvwhlthV)] (320)
hhh,  ou ov ow




-Rotore:

F=FI+FJ+FK=hFNu+hFNv+hFVw

VxF =Vx(hFVu+hFVv+h FNw)=Vx[(hF)Vul+Vx[(hF)Vv]+Vx[(h F)Vw] (3.21)
Ricordiamo ora I’identita vettoriale riportata in Subappendice 1: Vx(VB)=V(VxB)+VV xB ¢ se

in questa B scaturisce da un gradiente di un altro scalare A (B =VA4), allora:

Vx(VWA) =V (VxVA)+VV xVA . (3.22)
Scriviamo ora le tre componenti della (3.21):

Vx[(h,F,)Vu]

V x[(h,F,)Vv] (3.23)
V x[(h,F,)Vw]

e sviluppiamole secondo la (3.22):
V x[(h,F.)Vul=V(h F)xVu+(hF)VxVu=V(hF)xVu
Vx[(h,F,)Vv]=V(hF, YxVv+(hF)VxVv=V(hF)xVvy (3.24)

V x[(h,F,)Vw]=V(h,F,)xVw+(h,F )V xVw=V(h,F,)xVw

(tutti 1 secondi termini infatti sono nulli, in quanto rotori di gradienti)

ma per la (3.11), ossia (VV =Vu Z—V + Vvaa—V + VWZ—V ), segue che ad esempio la prima delle
u \Z w

(3.24) diviene: V(h F,)xVu = [a(fgﬂ) Vu+ o) Vv +MVW] xVu =
u

\Z ow
02 OBED g g s 0ED v _ORE) T T o E) KT
ov ow ov h h ow h, h,
L ARE) gy, L AWE) gy L AE) b 1 AUE)
hh, Ov hh, ow hh, Ov hnh, ow

u -w u v u -w

)=

e discorso simile per le altre due delle (3.24):
L ahF) ;1 AhF) ¢

V(hF)x Vv =
v aW huhv al/l

Vi Fyxvw=—-—_0Uut) 5, 1 0AE);
huhw Ou hvhw ov

e dunque le (3.24) divengono:
L o) ¢, 1 AAF);

V x[(h,F.)Vu]=—

AL S, oy hh, ow

Fx[(hF ] =—— S0 L OE) § .
viiw aW huhv au

Vx[(h F,)Vw]=— L ohF) 5 1 OhE,);
h,  Ou hh,  Ov

(Y3

(((Parentesi: riguardo la comparsa dei segni
I’ordine naturale:
1,2,3,1,2,3,1,2,3,........

, €ssi si presentano notoriamente quando si inverte

AAAAAAAAA

i, J Kt ke,
1,J,K1,J,R1,JK,..



Cio¢ se sipassadal a2, 0da2a3,oda3adl e cosivia, si hail “+”, mentre se si passa, ad
esempio, da 1 a 3, saltando il 2, 0 da 2 ad 1, saltando il 3, 0 da 3 a 2, saltando 1’1, allora si eredita il
‘6_46.))))
Riprendendo il discorso, grazie alle (3.25), la (3.21) fornisce:

1 O(hF 1 O(hF) 4 1 a(h”F”)f+ 1 O(hF) ;

6)(}_7::[— u “)I%Jr ul u J]-l—[— K]+
hh, Ov hh, ow hh, ow hh, Ou
o L BOE) 5 L A0E) L OE) SUE) 1 60E) dE)
hh, Ou hh, Ov hh,  Ov ow hh, ow Ou
hi hJ hK
! [a(thv)—a(h"m]I%: L 10 9 21 _GuF (3.26)
hh, =~ Ou ov hhh, |Ou Ov Ow
hMEA hvE/ thw
-Laplaciano:
Usando la (3.8): (VV :La—VIA+ia—Vj+La—VI€) nella (3.20):
h, Ou h, Ov h, ow
(6 F = ! [a(F”thw) + OEmHA,) + a(th“hv)]), si ottiene il Laplaciano:
h,hh, ou ov ow
V.-VV =V¥ =AV = I [i(hvhw 8_V) +£(_huhw 8_V) +i(M8_V)] (3.27)
hhh, ou h, ou ov h, ov ow h, ow

-Riassunto:

Raduniamo le espressioni ottenute per tutti i nostri operatori:

vy LoV 1oV, 10Ve
h, ou  h, ov h, ow

6 . F‘ = 1 [a(Ethvhw) + a(Ezhwhu) + a(thuhv)]

hhh, Ou ov ow

hi hJ hK
Jxfo_L |2 0 2
hhh, |Ou oOv Ow
huF;t hvE/ thw

1 0 hh, 0V, 0 hh, oV 0 hh oV

VI = (e Sy (AR )

hhh, Ou h, ou" Ov h, ov oOw h,6 ow

dF = h,dul + hdvJ +h dwK

~caso delle coordinate cartesiane: in esse sappiamo che: dF = (dx)i + (dy) ] + (dz)l€ , da cui si evince
che: (wv,w)—(xy2) , (LJ,K)—>G 5.k e (hhh)=hhh)=(L) e con tali tre

sostituzioni nelle equazioni qui sopra otteniamo proprio le (1.3), (1.4), (1.5) ed (1.6):




gradV =VV = (G_Vl an 8_V]€)
oy 0z
. OF
div F:V-F:(an z 8F)
ox oy Oz
ik
.~ . oF, . oOF,
rotF:VxF:2 9 i: (8F ) (8F 8F) k( aF)
ox Oy oz 0 0
F:C Fy FZ
2 2 2
szz(a2 62+62)V
ox~ 0oy~ Oz

-caso delle coordinate sferiche: in esse sappiamo che: dr = (dp)p +( pd@)é+ (psinbde)p , da cui
si evince che: (uv,w)—=(p,0,0) , (I,J,K)—>(p,0,9) e (hhh)=(hhh)=(p,psind) e

con tali tre sostituzioni nelle equazioni generiche piu sopra, otteniamo proprio le (1.9), (1.10),
(1.11) ed (1.12):

gradV:VV:(a—Vb_i_la_Vé_*_ 1 a_VA
op p86’ psin @ agp

—(p sin GF )+—(psm9F)+—(pF )]

P pé psin 6o
S N LR )
p’sin@|0p 00 o

F, pF, psindF,

1 [8(psint9F¢)_a(ng) - 1 OF, 8(ps1n9F)]9 1[6(pF) oF

]

:pzsinﬁ 00 6(0 psinH o op p Op
1 oV 1
VYV = — 9— +— nd=—)+ 9\
o smt9[ p(p ) (si 86’) qu(sm&’ 8(0)]

o 2o0r laV cot6’6V 1 oV
T PPV I BN 2
8,0 yo, ap p° 06 p- 00 psin 6 0p

-caso delle coordinate cilindriche: in esse sappiamo che: dr = (dp)p +(pdp)p+(dz)z , da cui si
evince che: (u,v,w)—(p,9,2) , (I,J,K) > (p,9,%) e (hhh,)=(h,h,h)=(,p]1) econtalitre
sostituzioni nelle equazioni generiche piu sopra, otteniamo proprio le (1.14), (1.15), (1.16) e (1.17):




gradeVV:(Z—V,bJrla—ngJr—é
Yo,

0

- - - 1_0 0 0
div-F=V-F=—[—(pF,)+—(F,))+—(pF.
p[ap(p o) a(p( o) aZ(/O 2l

0z

p pp Z
> = = O(pF, oF o(pF)) OF
rot :VxF:li i g:l[a(ﬂ)_ (p ¢)]ﬁ+[ p_aF;]¢3+l[M__p]¢'}
plop Op 0Oz p Op 0z oz Op p  Op op
F, pF, F
1. o, oV, o , 1oV, 0,6 oV
VI =~ (p )+ () —(p) =
p Op Op Op pop 0z Oz
o 1oV 10 o

=
op> pop p o> oz

4-DEDUZIONE ALTERNATIVA SUPPLEMENTARE
-Calcolo della divergenza sulla base del Teorema della Divergenza:

Valutiamo preliminarmente i flussi delle componenti del vettore F =FuIA +ij +FWI% (espresso

nel suo sistema curvilineo (u,v,w)——(I,J,K)) attraverso le corrispondenti superfici:

Fig. 4.1.

Con riferimento alla Fig. 4.1, valutiamo il flusso d®, di F, attraverso dS,:
dS, =hdvh dw (vedere la (3.2))

dCD“ = EldS“ in [u+@] v,w - EldS“ in [u—ﬂ] v,w = F;hvhwd‘}den [u+ﬂ] v,Ww - EththVdWLn [u—ﬂ]
- 277 - T - 277 - 2
g O(F hh
(moltiplicando sopra e sotto per du)=d® , = Mdudvdw
u

e relazioni analoghe per le altre due componenti, ossia, in totale:

do, = Mdudvdw
ou

dd = Mdudvdw
ov

dd = Mdudvdw
ow

SV, W

(4.1)



Adesso, per il Teorema della Divergenza esposto in Subappendice 2, si ha:
deivF -V = Lﬁ -dS  (dS=ndS)

Considerando ora il valor medio di divF' , ossia divF , possiamo scrivere:

j F.dS
Idva dVv = a’lvF_[a’V dvaAV IF a’S da cui: divF = ; se adesso effettuiamo il
limite per AV—0, allora divF — divF , da cui:
[F-ds
divF = lim %—— (4.2)
A0 AV
ossia ancora: divF = lim L lim Jﬁdg =— lim IF dS ——(F dS) ——a’q) (4.3)
AV—0 AV AV—09S dV AV—0 dVv

poiché se il volume si riduce ad un infinitesimo, la sommatorla rappresentata dall’integrale (di
infinitesimi) € un infinitesimo solo.
E ricordiamo altresi che, per la (3.4), si ha: dV = h h h dudvdw .

I 8(Fhh,)

Allora: divF = ——d = L(d(bu +d®, +dD )= [ dudvdw+
dv dv hhh dudvdw  Ou
N a(FVh“hw)dudvdw+ O(F,h, V)d dvdw) = 1 [G(Fh h ) O(F hh,) O(thuhv)]
ov ow h,hh, ou ov ow
ossia, riscrivendola:
divE = 1 [O(th ) O(F,hh,) 8(thuhv)] (4.4)

h h ou ov ow

u-v-w

che ¢ esattamente la (3.20) gia ottenuta.

-Calcolo del rotore sulla base del Teorema del Rotore:

Come dimostrato in Subappendice 2, vale il seguente Teorema del Rotore:

ﬁ F-dl = LrotF .dS e facendo ora un semplice ragionamento analogo a quello che ci ha condotti

alla (4.2), possiamo scrivere che:

§F-di
rotF = lim 2—— 4.5)
AS—0  AS
non solo; cosi come siamo giunti alla (4.3), anche qui possiamo scrivere che:
§F-di |
rotF = lim = lim — lim F dl =—(F dl) (4.6)
AS—0  AS AS—0 A§ AS—0

poiché se la superficie AS (delineata, nel suo contorno, da Al ) si riduce a dS (delineata da dl ),
allora la sommatoria rappresentata dall’integrale (di infinitesimi) ¢ un infinitesimo solo.

Valutiamo allora la quantita (F-dl)del vettore F=FI+F.J+F,K (espresso nel suo sistema

curvilineo (u,v,w)——(1,J,K)) attraverso il corrispondente percorso infinitesimo chiuso.



_Fu(hudu)LL[H%] \ /

Superficie dS di un dato w

—F,(hv)[, , ar
miu—7

wY Fig. 4.2.
Per la (3.2), si ha che dr= (hudu)f +(hvdv)j + (hwdw)le , dunque i vari percorsi valgono
(h,du),(h,dv),(h dw), mentre i contributi di superficie sono ovviamente:
(h,h dudv),(h,h dudw),(hh, dvdw) .
Con riferimento alla Fig. 4.2, valutiamo su un dato w il contributo (1:“ -dl ), :

(F ) di)w = [E’ (h"dv)|in [u+ﬂ] a E’ (h"dv)|in [u—d—u]] - [F; (h“du)Ln [v+ﬂ] - E‘ (h“du)Ln [v—ﬂ]] =
- 2 - 2 - 2 -2
—[O(F,h)dv]=[O(F,h,)du] = (F,h, dv—0O(F,h,)du .

E calcolo simile per gli altri due assi, da cui, in totale:

(F-dl),=0(F,h,)dw—0(Fh,)dv

(F-dl), = 8(F.h )du—0(F,h,)dw 4.7)
(F - di)w =0(F.h)dv—0(F h,)du

e allora, per la (4.6), si ha:

rotF =i(ﬁ-di) :;(ﬁ-df)uf+;(ﬁ-df)vj+;(F-df)wk =
ds h h dvdw h b, dudw h h dudv

1 . 1 5
= [&(F.h )dw—3(F.h)dv]] + ————[8(F.h Ydu—0O(F h,)dwlJ +
1 .
———[8(F.h)dv—0(F,h,)dulK =
+huhvdudv[(w)v (F,h,)du]
1 8hF) OhF), 1 &hF) onhF).~ 1 hF) OhFE),
_ [(WW)_(H)]]Jr [(H)_(ww)]J+ [(”)_(H)]K:
hh, v ow hh, = Ow u hh = ou v
__ L onE) oE)y, ;L OAE) OE), 5 1 OAE) 0hE)y, p_
hhh, v ow hhh, —ow ou hhh, ou ov
hi hJ hK
Lo 9 O F=VxF
hhh, |Oou Ov Ow
hltF:A hVF:/ hWFW

che ¢ esattamente la (3.26) gia ottenuta.



5-L’IMPORTANZA DELLE COORDINATE SFERICHE E CILINDRICHE

-A-COORDINATE SFERICHE

Generalita
Lavoreremo in coordinate polari sferiche (r,0,¢) poiché cosi le cose si semplificano di molto,

rispetto alle cartesiane x,y,z.

. :

A P(r, 6, ©) rsin do

. ;]
x=rsinfcos@ 7 g
y=rsindsing - >
v r
z=rcosd Y
X q)

(¢ variatra0 e 27, mentre @ variatraOe 7).

Infatti, come esempio, sul piano polare I’equazione del cerchio centrato nell’origine ¢ » =R
(indipendentemente da € e ¢ ), mentre in coordinate cartesiane si parte dalla equazione implicita

x>+ y® =R*, da cui, per il primo quadrante xy, si ha:

y=vR* —x’ (ben pit complicata) (*)
nonche, per calcolare 1’area del cerchio, in coordinate polari si considera la coroncina di spessore
dr adistanza r dal centro, la cui area ¢ dA =2z -dr e siintegra tra 0 ed R, ottenendo:

R . . . . .
A=2r .[0 r-dr=nR* , mentre, lavorando in coordinate cartesiane, dovrei integrare la (*) tra 0 ed

R per avere un quarto di A (area sottesa), da cui:

xWR*-x* R’ !

A=4 LR VR —x*dx =4 Yt Tarcsin% =7R*> , (lavoro leggermente piu complicato).
0

Il momento angolare nell’atomo

2 2
Sappiamo che p=—iiV ¢ E = ;; = —2—A. Ora , riguardo il momento angolare L=mvr sappiamo

m m
che se una massa puntiforme m orbita a distanza r da un centro ¢ lo fa con velocita v, si ha (p=mv):
L=Fxp L=rxp=—irxV (prodotto vettoriale) e visto che, ovviamente,
—iV = (—ii,—ii,—ii), allora: L, =—ih(y2—zi) , L =—ih(z£—x2) ,

ox Oy Oz 0z Oy g ox Oz

L = —ih(xi— yi) e
oy ox

P=LL=L+L +I. (A.1)
Considerando D’espressione qui sopra per L, e considerando la (A.1) e le (2.11)...... (2.19), si
ottiene:

L_=—ih[rsin@cos@(sin @sin (oi 4 808 Osing 0 + CO.S d i) —rsin@sin ¢(sin @ cos goi +
or r 060 rsinf Op or
+ cosfcosp 0 —Sl,ﬂi)] , che si semplifica molto per eliminazioni reciproche degli addendi,
r 060 rsind op

diventando: L, = —ihai . Analogamente, si ottengono le seguenti:
4



) 0 0 0 ) 0
=ih(sinp— +ctg@cosp—) , L =—ifi(cosp— —ctgl@sin p—) e finalmente, dalla (A.1
ih( 0ot C8 ¢a¢) L =—ih( 0o 8 ¢a¢) (A.1)

2 2
calcoliamo: [’ = —h°(—— ! ism@i+ , 12 0 =1’ (—; +ctg6’i+ 12 0 5 (A2)
sinf@ 06 00 sin’ 60 0¢’ 00 00 sin“ 6@ o
2
L’ultima eguaglianza ¢ dovuta allo sviluppo ovvio ———sinf— = 0 >+ ctgHi
sin@ 060 060 06 06

Per giungere alla (A.2), facciamo solo I’esempio del calcolo L e si eseguano i prodotti uno ad uno,

senza usare le formule fatte sul quadrato di a+b, ad esempio, visto che qui si ha a che fare con
operatori

0 0 0 0
h(sin p— + ctg@cos p—) - ili(sin p—— + cte @ cos p—) = —h*(sin p —sin p— +
= ih(si 0ot C 23 )l( 9og T C8 23 ) ( 9555155

+ sin ict 0 cos i+ct 0 cos isin i+ct 0 cos ict 0 cos i)—
(ﬂae g ¢8¢ g ¢8¢ (ﬂae g (ﬂa¢ g ¢8¢

2

0
= —h*[sin’
[sin” ¢ 2

—sinpcosp(l + ctgz@)i +ctgfcos’ (pi +
P 00

2

0
6(02]

—singpcos goctg26’ai +cos’ petg’ 6
®

ed un’espressione simile per Lzy ed una cortissima per L. Sommando il tutto, molti termini si

uniranno od elideranno, conducendoci appunto alla (A.2).
Sinoti che [@,L |=ih.
2

2
Riguardo I’operatore energia cinetica T, sappiamo che p =—ihV e T = ;; = —2—A , ma sappiamo
m m

anche che l’espressione del Laplaciano in coordinate sferiche ¢:
) 8 1 o0 . 8 1 0

(— —sinf— —) ¢ confrontando tale relazione con la (A.2), si
or ar sinf 06 60 sin® @ 0¢°
vede che
2
_1a r? 0 ——52 , da cui:
r 87/ or h'r
10 ,0 I r
2:—h2—— 2—+—: 2+_ A3
o or 2 DT (A3)
2
avendo denominato p’ = —#’ 12 88 zaa =—h (;; gai) dopo aver sviluppato la derivata di un
r=or Oor o

0,6, 0
rodotto: —(r~—).
P or (r 8r)

Equazione di Schrodinger dell’atomo

Siamo ovviamente in un campo di forze a simmetria centrale generato dal nucleo, dunque:
2 2

VF)=V(r), H=T+V :%Jr V(r), p>=p; +L—2 e, per Schrodinger, HY(7) = EW¥Y(r), ossia:
m r

2
L(pr2 + L—z)‘P +V(r)¥ = EY, cioé:
2m 7

Plpl+2m(V(r)- E)Y(7)=-L"Y¥(¥), (A4)



2
L 0 Gnpl 41 )——h - ety 1oy
sinf 060 06 sin’0 8(0 06 86’ sin“ @ O
Cerchiamo soluzioni della (A.4) del tipo a variabili separate: W(7)=d(r)Y(0,¢); sostituendo
nella (A.4) e denominando con R =7’[p’ +2m(V (r) — E)] il fattore f(r) della (A.4) stessa, si ha:

RO(r)Y(0,0) =—-L'®(r)Y(6,9), da cui:

con, ricordiamolo, I’ = —#°(

2

RD(r) = —CD(V)M (A.5)
Y(0,9)

. . L’Y(6,9) . . . .
e possiamo denominare: A :W), che ¢ palesemente costante rispetto ad r, in quanto sia Y
P
che L? non dipendono da r. Si ha:
LY(0.9)= 2Y(0.9), (A6)

che & I’equazione agli autovalori per L*. Come gia detto, le Y(6,p)ci daranno informazioni
concrete sulla forma degli orbitali, mentre 1’altra funzione in r, ossia la @®(r), che anche

espliciteremo, ci dira solo quanto alta ¢ la probabilita di trovare 1’elettrone nell’orbitale,
allontanandosi dal centro od avvicinandosi al centro lungo r, a parita di 6 e ¢.

Bene, esplicitando la (A.6), si ha:

2
YO0, 10OV 00, 1 0VO.0)
00 00 sin’6  0¢°

Per una questione di comodita, che sara piu evidente in seguito, poniamo A =#*v(v+1), con v

Y(&’ »)=0

ovviamente altrettanto costante come A, da cui:

0’Y (6, (0) ctg 08}’(9,(0) N 1 0°Y(0,9)
00’ 00 sin’6  0¢°

Cerchiamo anche qui soluzioni a variabili disgiunte: Y(8,¢) = A(6)B(¢p) ; sostituendo nella (A.7):

+v(v+1D)Y(8,0)=0. (A.7)

-2
A" B+ ctgbA'B + — 12 7 AB"+v(v +1)AB =0 . Moltiplicando ora entrambi i membri per sin” 0 :
sin
sin’ HA—+sin0cos0£+v(v+1)sin20+B—:0. (A.8)
A A B
Per una questione dimensionale, si vede subito che deve essere — = const , in quanto — ¢ 1’unico

ad essere funzione solo di ¢, mentre gli altri addendi sono funzioni della sola &. Percio,

considerando anche che Y ¢ periodica rispetto all’angolo ¢, possiamo scrivere: 3 =—m’

(con

B(p)=e"? ed m=0+1,+2,...). Tra I’altro, essendo L, =—ihd/d¢ ed applicando L, a B(¢), si ha:
L_B(p) = —ihd/ope™” = hme™” = hmB(p), che ¢ un’equazione agli autovalori per L, , da cui il
riferimento ad L, del numero quantico m. Inserendo 1’espressione trovata per B’’/B nella (A.8), si
ha: sin® @4"+sinfcos G4'+[v(v + 1)sin* @ —m*]4 =0 . Ponendo ora:

d _dx d . d d d d’

cos@ =x, (dacui — =—sinf— , —5 =—cosf—+sin’ —), si ha:
d0 ~ do dx dx dé dx dx

—cos t9d—) —sin” @cos Qz—A +[v(v+1)sin®@-m’]14=0; dividendo infine per
X X

sin@ =1-x", si ottiene:



d*A  dA m’
1-x* —2x—+[v(v+1)———-]4=0 A9
(=) =20 D+ D = ) (A.9)
detta Equazione differenziale di Legendre; essa ha tre singolarita (dette fuchsiane) in xo==%1(ed
all’infinito). Quelle su x¢o=%1emergono dal “pericoloso” tendere a zero del denominatore di

(mentre riguardo il punto all’infinito noi non ci interesseremo particolarmente).

(1-x%)

Riscriviamo un attimo la (A.9) come segue:

i[(l—xz)d—A]-i-[V(v-i-l)— 2 14=0 (A.10)
dx dx (1-x%)

ed iniziamo col considerare il caso piu semplice di m=0:

i[(l—xz)d—A]+v(v+1)A=O (A.11)
dx dx

Cerchiamo una soluzione in forma di serie di potenze, del tipo:
A(x) = x“zzfo a,x" e sostituiamo nella (A.11):

%[(1 - xz)%z” a,x""T+v(v+1DY ax" =0

di[(l =X a,(n+ )X +v(v+1))] a,x" =0
x n n
di[z a,(n+s)x"7" - z a,(n+s)x" M +v(v+ l)z ax"" =0
x n n n
zn a,(n+s)(n+s—1)x""7? - zn a(n+s+D(n+s)x"" +v+ l)zn ax" =0
Ora, nella prima sommatoria, ribattezziamo n con (n-2):

z,, a, ,(n+s+2)(n+s+1Hx"" - zn a,(n+s+)(n+s)x"" +v(v+ l)z” a,x" =0
D la,,(n+s+2)(n+s+D)—a,(n+s+1)(n+s)+v(v+Da,]x"" =0

a, ,(n+s+2)(n+s+)—-a[(n+s+)(n+s)—v(v+1)]=0

_ 4 (n+s+D)(n+s)—v(v+1)

T T s+ )t s+ D)

La funzione A ¢ limitata in x=1 (ossia #=0), dunque si deve prima o poi avere:
(n+s+1)(n+s)—v(v+1)=0 per non avere divergenza, con tutti i coefficienti a, diversi da zero, e

an+2

visto che n ed s sono interi, tale deve essere v, che ora chiameremo / , da cui: A =#*I(I+1).
Poi, dal momento che +m e —m giocano un ruolo di simmetria, si avra: —/<m </, 0 |m| <.

Ci accorgiamo altresi (per sostituzione diretta) che ¢ soluzione della (A.11) la seguente:

_Ld o,
Al(x)—ﬂw(x -1) (A.12)
cosi come ¢ soluzione della (A.10) la seguente:
m _ (=1)" 2\|m|/2 dh‘m‘ 2 I
A"(x)= W(l —-x7) paED (x*=1) (A.13)

2
Ad esempio, con I=1 ed m=1, la (A.13) diventa: 4/ (x)= —%(l —x)'"? %(x2 ~=—J(1-x%),
x

che sostituita appunto nella (A.10), ci da 0=0.
Ricordando ora che avevamo posto Y (6,p) = A(0)B(¢), st ha: Y,"(0,¢9) = 4"(0)B,,(p)

Valutiamo, tramite la (A-13), le prime A4,"(x): (x=cosf )



A (x)=1=const, A(x)=x=cos8 = const-cos, 4" (x)=—(1-x")"? =—sin@ = —const -sin &

e cosi via, ottenendo le note forme Y degli orbitali, che qui riportiamo: (B, (¢) =e™?)

YO0: : 5 }/10: iCOSH, Yli1:¢ iSinH'eii(p, }Izozl i(3cosze_1),
\ér \ 47 \' 87 2 \/ 4r
Y, 211/2 sinfcos@-e”, Y, _1 /E sin®@-e**? .
87 a\2rx

Ma come mai abbiamo quelle particolari costanti? (%,J% , eccetera) Beh, se ricordate, la
T T

probabilita massima in tutto lo spazio deve essere 1, da cui la normalizzazione ad 1. Allora, ad
esempio per il caso di Y'(0,9)= A’ (0)B,(p)=const-cos@-e"’ = const-cosd=C,cost, e
considerando che, con le coordinate polari sferiche, I’angolo & ¢ spazzato da r, mentre 1’angolo ¢ ¢
spazzato dalla proiezione di r sul piano x-y, ossia da rsin @, I’angolo solido infinitesimo dQ ¢ dato,

come noto, dal rapporto tra la superficie sferica infinitesima dS ed %, ossia:

dS rdf-rsinbdo

dQ=—=————=dpsin@d0. Integriamo allora su tutto Qed imponiamo la probabilita

r r
massima pariad 1: (fvariatraOe 7, mentre ¢ variatraOe 27)

[70) 0.0) 7 0.00d0=[" [ (C) cos* dgsinad =" dp[ (C')* cos® Osin 46 =

T4
=§7r(Cl°)2 =1,

0

= _.Lhd(”j: (C})* cos’ 0d cos 6 = —27z(C1°)2j0” cos’ @d cos @ = 27(C})? %cos3 0

cioe: gﬂ(Clo)zzl, ossia: C1°:1/4i, cio¢ proprio il coefficiente di Y’. Similmente,
r

4 « 27 o7 . i+ . 27 T .
jo (Y (6,0)-Y(6,0)dQ = jo jo (CY?sin>6-e"*"dpsin 6d0O = jo dgojo (CY*sin® 6d6 =
= 27r(C11)2{— cosO+ 1 cos’ HJ :§7r(C11)2 =1, cioé: §7r(C11)2 =1, da cui: C :Wfi, ossia proprio
3 o 3 3 8
il coefficiente di Y . E cosi via.
E le forme degli orbitali sarebbero gia giustificate cosi. Per completezza, visto che la soluzione
completa della Equazione di Schrodinger dell’atomo ¢ (vedi piu sopra): W (7) = D(r)Y (0, ¢), resta

solo da dare una forma alla funzione puramente radiale ®(r).

Ricordiamo qui la (A.5):
RO, (r)=-D ,(r )L )(’26’ ?) =—AD (r)=-WII+1)D,,(r)=r*{p’ +2m[V(r)— E}®,(r) , ossia:
~I(+1)D,,(r)=r*{p; +2m[V (r)- E]}®,(r), da cui:

p; mI(I+1)
oy P (M) V) +—

1®,,(r)=E® ,(r) ericordando anche la (A.6) e le successive

_h21828 , 00 20

espressioni per p;, ossia: p’ = =—h —+—a—) , 81 ha:
r or

*or  or or?
. %ii)cbn,(r) V() + —’(’ D10, = 50,0, ovvero;
@)+ 20,/ )+ EFE-V(r >]—’(””}<I>,d<) 0;




Lz

Considerando ora che V(r) =— , s1 ha:
dre, r
D, ,"(r) +%®nl'(r) + {2—T[E + 1 ze 1- e+ 1)}GD,,I( ) =0, ossia ancora (ricordando il raggio di
r h dre, r
2
Bohr q, = 47[80? ): <I>n,"(r)+g¢>n,'(r)+[2—TE +£— A 1)]<I>nl( )=0 e ricordando ora
me r h a,r r?
Z%e'm
I’energia totale E =—-————— (e notare che abbiamo qui 7 = h/2z inluogo di h), si ha:
32n°n g h
Z'm* 27 I(l+1
@, )+ 20,/ () + -2 22 M D0 )< (A.14)

167°n°elh*  ayr

e ci accorgiamo che sono soluzioni della (A.14) le seguenti funzioni:

chl(},,)_ \/( )(I’l [ 1)' 7%% 1 2ZF)I+1 L21+11 2Zr (AlS)
(n+1)! r na,

(con Li(x)=1¢e Li(x)=a+1-x, L‘;(x):—'exx*“
n!

n

o [e*x""*] Polinomi generalizzati di
X

Laguerre ). Esplicitandone un po’:

( ) e 2 (A.16)

®,y(r) = Ly ()= [ LT T )=
a,

ao ao a, a,

24a,

La normalizzazione ¢ stata effettuata nel seguente modo: j:r2|CDn,(r)| dr , in quanto le funzioni Y

dS rd@-rsinbde

(vedi sopra) erano state normalizzate su dQ=-—=—————=dpsindd0, e per passare da

r r
dQ) a dV bisogna moltiplicare dQ per r’dr, poiché¢ dQ x r* da dS e dS x dr da dV e dunque la
parte rimanente della normalizzazione, ossia r’dr la prende appunto ®,,(r) che ¢ la funzione
radiale. Come breve verifica, fate una prova per vedere che effettivamente la (A.15) ¢ soluzione
della (A.14); sostituite cio¢ una alla volta le (A.16) nella (A.14) (e rispettando, di volta in volta, 1
valori di n ed /) e vedrete che otterrete sempre 0=0. Per finire, considerando ad esempio il caso

dell’orbitale s (n=1, =0, m=0), )

¥

esso ¢ una sfera, in quanto la sua funzione Y,"(8,9) =Y, = 1/ N4r ¢ costante, ossia non compaiono

0 ¢ @, e quindi la probabilita “angolare” P, (o

2
(0, go)‘ ) ¢ indipendente da come mi oriento, ma

_Zr,
la sua funzione radiale ¢ ®,,(r)=®,(r)=+/Z/a,(2Z/a,) e A", cio¢ una costante per un

esponenziale, dicendoci che la probabilita “radiale” P; (oc |CDn,(r)|2) di trovare 1’elettrone non ¢ nella

pellicina sottile della superficie sferica perfetta, ma che ¢ diffusa, a nube, e va scemando con
I’allontanarsi dal centro. Funzione d’onda di Schrodinger dell’atomo:

Y(#)=Y"(x=cos,p)D,,(r)=[4"(x=cosO)B, ()P, (r) ,ossia:




-D" (n—1-1)! L 2ym|2 dH‘m‘ 2 1\ 1,ime . _Z%aol E
Y(7#)=—— S \/(a) (11 D)] (1=x7) [_dxh‘m‘ (x"=1)]e™" -e (nao

)l+1 L2l+1

1(ﬁ>

-B-COORDINATE CILINDRICHE

Aerodinamica ed Equazione di Kutta Zhukowsky

d@ (v, +u)
p

Vo \ 5

ORE 09 Ve=0

4 ORE 12 Ve=2Usin® =20

Vo

ORE 15 Vve=0

L
Iro

- X

Fig. B.1.

Abbiamo un lungo cilindro posto in un flusso uniforme U e che ruota a velocita angolare ®. Cio
imprime al fluido sulla superficie del cilindro, una componente di velocita pari ad u =r,® , a causa

della viscosita. Sempre sulla superficie del cilindro ¢’¢ poi la componente di velocita v, dovuta al

flusso U. Viene dimostrato piu sotto (eq. (B.8)) che la componente v, ad ore 12 vale 2U e, dunque,

intorno al cilindro ad angoli @ differenti, si avra: v, =2U sin@. In totale, intorno al cilindro, si avra

tangenzialmente una v, = v, +u =2Usin 0 + r,®

Chiamando p_ la pressione lontano dal cilindro e p quella sul cilindro, per I’Equazione di Bernoulli:

p+ % PV’ + pgh = const , ciog: p, + % pvi + pgh = p, + % pvi + pgh, ed avvenendo il tutto

praticamente alla stessa altezza h, si avra, dal confronto tra flusso alla sinistra del cilindro e quello

sul cilindro:

».+LPU = p+§(2Usin9+rocz))2 . Percio:

2
P—D., 2Usin0+rm.,
PoPe o (A
P U

2

(B.1)




Considerando ora I’elemento infinitesimo di arco 7,d@, esso determina lungo un tratto 1 (elle) di
cilindro, che si estende entrando dentro il foglio, una areola /r,d@. La proiezione sul piano
orizzontale ¢ ovviamente: /r;sin@d@ . Su essa agisce la pressione (p—p,), € dal momento che

essa nel disegno ¢ schematizzata verso il basso, la forza sull’areola che essa determina invece verso
I’alto avra il segno cambiato: dL,,=—(p—p,)lr,sin6d¢. Valutando ora la forza per unita di

lunghezza di cilindro: dL,,,,=dL=—(p— p,)r,sin@d0 (senza piu la elle minuscola).
Per la portanza (L-lift) totale, si integrera tra il basso e 1’alto del cilindro, ossia tra — % e + 77 ;

non solo: si moltiplichera per due, avendo il cilindro due “lati”, ossia un davanti ed un dietro:
2U sin@ + ryw

2 : 2 (7 21
L=L =2| —(p—p,)rsinédl =—-r,pU 1- sin@d @ =
[N /m] J:% (p— Py 0P J:%[ ( )]
= —rOpUZI %[1 _ @y _A0® Gin 0~ 4sin’ 0)sin0d0 =27 -1y wpU =27 - 1, upU
7 U U
ossia: L =27 -ryupU (B.2)

Ora, dal momento che la velocita periferica u del cilindro si applica lungo tutta la circonferenza, la
circolazione I (velocita per spazio di applicazione) ¢: I'=27-r,u, da cui:
L= pUr (Equazione di Kutta Joukowski del cilindro rotante) (B.3)

Possiamo dunque dire che quando, anche ad opera di un’ala e non solo di un cilindro rotante, si
genera una circolazione I', si genera una portanza L.

— Potenziale del flusso

Riguardo la velocita v sul contorno del cilindro rotante, ed in particolare la componente v, dovuta
al flusso esterno, che lontano ha velocita orizzontale U, valutiamo la forma di una funzione

potenziale ¢ tale che v=V¢; dall’Equazione di Continuita z—er V-(p¥) si ha, nell’ipotesi di p
costante, V-(pv)=pV-¥ =0, ossia V-v =0, ossia ancora V3=V (V@) =Ad=0 ¢ Ag=0 &
I’Equazione di Laplace:

o0 o 0 o’ o 0
Laplaciano: A=—+—+— , Ad= + + =0.

P o’ oyt oz’ / (axz oy* o0z’ 0

Ricordiamo ora I’espressione del Laplaciano in coordinate cilindriche (per noi comodissime,
vista la simmetria col nostro cilindro rotante):

10 04, 109 0¢
Ap=——0r—")+— +—,
/ r or 8r) r* 06° oz’
entrante nel foglio. Inoltre, per ragioni di simmetria del nostro lungo cilindro, la componente con z

e con riferimento al nostro cilindro rotante, consideriamo 1’asse z

2
¢ nulla, da cui: A¢= li(r %) + Lz ¢; e per la nostra nuova Equazione di Laplace, si ha:
ror or  r-o0
10,60
__( _¢) +

»
ror Or

0.,08,,99¢ _
rar(rﬁr)+86’2 0. (B.4)

Dunque, in coordinate cilindriche, avremo che le componenti di velocita v intorno al cilindro e
dovute alla velocita del flusso esterno (U, da lontano), saranno formalmente tre: v,, v, € v_, ma per

13

—— =0, ciog¢:
r* 06’

ragioni geometriche e di uniformita del cilindro, si ha che v, =0.



Ci accorgiamo che la funzione ¢ = 4 r" cos(n@) ¢ soluzione della (B.4) sia con n=+1 che con n=-1
(¢ An/ A.n = costanti di proporzionalita da determinare), sicch¢ abbiamo almeno due soluzioni:
¢, = Arcos e ¢, = A 7" cos(—0) = A,r "' cos@ . Allora, la somma sara una soluzione ancora piu
generale: ¢g=¢ +¢, = Arcos@+ A ,r "' cosb . (B.5)

Con riferimento alla figura qui sopra e conciliando opportunamente i segni algebrici nell’adattare le
equazioni alla figura, poco a sinistra del punto ad ore 09 la velocita del flusso ¢ U ed ¢ orizzontale,
da sx a dx, mentre contro il cilindro, proprio ad ore 09, ovviamente si annulla, riservandosi di

incrementarsi in verticale (v,) al crescere di 0. Stessa cosa per il punto ad ore 15, alla destra del

quale il flusso riprendera poi ad avere velocita orizzontale U verso destra, ossia -U.
Sfruttiamo questi due punti (ore 09 ed ore 15) per dare una forma a ¢ e poi, dall’equazione

ottenuta, ci faremo dire il valore di v, ad ore 12:

V, = 19 _ li(Alr cos@+ A ' cos@)=—A4sinf— A r*sind, da cui:
rof roo
Vy_o =—A,;sin0— A 7 sin0=0. Stesso valore per 6=180°.
Inoltre, ovviamente: v, = Z—¢ = ai(Alr cos@+ A cos@) = A cosd— A ,r*cosf, da cui, dovendo
r o or

essere v, =0, segue che: 0= 4, cos0 - A 1,7 cos@, ossia: A =1, A, , e ciog:
l"2

$=ArcosO+r, Ar~' cosd = 4 cosO(r +-L). Dunque:
r

2

¢ = A cosO(r + ’%) (B.6)

Ora, per valutare A1, poniamoci sull’asse orizzontale (6=0 o 6=180°) e valutiamo v _, che per
r — +oo dovra valere rispettivamente U e —U:

2 2
I

2
v, = 99 = 4, cosO(1 - 7”%) s (V)= = 41 _7”_02 s (V)ooisr = —A(1-=75), ossia:
or r r r

r

(Moo e =A=U s (V)poisee r40 =—4;, =—U e, dunque, in definitiva:
2

¢=UcosO(r+ %) (B.7)

Infine, per quanto riguarda v, valutato ad un 0 generico e per 6=90°, si ha:
log 10 ; vy

v,=———=——[UcosO(r+ ri)] =-U(1+-%)sin@ e sulla circonferenza cilindro (r=ro):
rofd roo r r
v, =—=2Usin@ , nonche:
Vy_gp =—2U . (B.8)

Per ultimo, sempre sulla verticale (6=90°), oppure ad un tal 6= 6o, ma lontano dal cilindro (» — o)

il flusso deve tornare quello imperturbato di assenza cilindro, ossia con v=U:
2 2

v, =—U(1+%)sin6’ v, :Ucosﬁ(l—%) :

ossia, con 0=90°ed r > o, v,=-U e v, =0, ciog, per Pitagora: v=U.

Invece, per 6=00 ¢ r > 0, v, =-Using, e v. =U cosb, , cioe, per Pitagora:

V= \/ [(Ucosb,)’ +(-Usin@,)*] =U, cio¢ la (B.7) rispecchia proprio bene il nostro flusso,
ovunque, intorno al cilindro.



SUBAPPENDICI

SUBAPPENDICE 1-Identita vettoriali:

Per ultimo, ricordiamo anche le seguenti identita vettoriali, di dimostrazione diretta:
(V e W sono scalari ed A , B , C , D vettori)

Ax(BxC)=B(A-C)-C(A-B) (Al.1)
A-(BxC)=B-(CxA)=C-(AxB) (A1.2)
(Ax B)-(CxD)=(A-C)B-D)—(A-D)B-C) (A1.3)
ldx B =|dl (8] -(4-By (A1.4)

o =i . . D= =2 [ =P=2 . ~12) =2
Infattl:Asz‘A”B‘smH e A'BZ‘AHB‘COSH, da cui: ‘AxB‘ =‘A‘ ‘B‘ s1n29=‘A‘ ‘B‘ (1-cos’*0) =

- {18 o 0 i

VWV +W)=VV +VW (A1.5)
V-(A+B)=V-A+V-B (A1.6)
Vx(A+B)=VxA+VxB (A1.7)
V(A4-B)=(A-V)B+(B-V)A+ Ax(V x B)+ Bx(V x A) (AL.8)
VW)= WVV +VNW (A1.9)
VxVV =0 (A1.10)
V-VxA=0 (Al1.11)
V-(VA)Y=VV-A+V (V- A) (A1.12)
V- (AxB)=(VxA)-B—A-(VxB) (A1.13)
Vx(VB)=V(VxB)+VV xB (A1.14)
Vx(AxB)=(V-B)A—(V-A)B—B(A-V)+ A(B-V) (A1.15)
Vx(Vx A)=V(V-A)A-AA4 (A1.16)
con I’ A4 nella (Al 16) che ¢ il “poco trattato” Laplaciano Vettoriale.

i k
%(%Z):ﬁxﬁ 9 ﬁzﬁx[z’(%—%)ﬂ‘ aAx—6’42)+1€(8Ay—%)]=

x Oy Oz oy Oz 0z Ox ox Oy

A, A, A

i bi k 6(% _ 04, 0A, 04, ) 5(%_%) 5(% _%)
_ 0 0 0 _ x oy oz ox 147 dy 0z " Oox Oy 1+
ox oy oz oy 0z oz ox
4 04 04 04 04, 04
(‘2—;—6—;) (-2 T

504 o4 o044,
s e “a & 20,04, o4 0 o4, oA aaA oA, o 0A, o4

Z _x+
o v %% ) % U %) wl e o)




N atc e 3(%_%)]_;(6% I i B 04, 4, 24,
ox 0z oOx Oy oy Oz oxoy 0y  0z°  0x0z / oyoz  0z°  ox’ 8x8y

2
k 0’4, 04, 0 AZ o AJ) Adesso, nella prima parentesi tonda aggiungiamo la quantita nulla
ooz ox* oy’ éyé’z

0’4, DA, . S 62Ay_62A 3’4, 0*4

)t

(? ), poi nella seconda parentesi agglunglamo( ye nella terza( —a—;) :
Z
0’4, o 2 2 2 2 2 0’4, 6 A, 0’4, 0’4,
Vx(Vx A)=i(—= _94, 8§X+8Az+8/ix_8/§x)+ (aA 5 2y+aAX+ S
oxdy oy’ oz Ox0z  Ox ox 0yoz 0Oz ox oxoy Oy oy
~ A 0’4 0’4, 0’4, 0’4 DA - 52,4 L4, o4, - 62A L0, 24
k( - — 22_ 2Z+ y+ 22_ ) [( )_ ( 2x+ 2x)]+
O0x0z  Ox oy~  oOyoz Oz 8 oy ﬁxﬁz 6y 0z
AaA 6A 0’ A, AGA 514 0’4 ~ 0%, (3A o ~ 0°A, O°A. 8A
+[J( —J( -+ azzy)]+[k( +— ) -k(—= Py )=

+ +
oy 2 6y8 Ox0y ox 2 8 : oz’ axéz 0y0z o’ 8y2

L 04, OPA, 4. - 82Ay o4, DA, 04, 04 0’4,
=[i(—5+ +—)+ j(——; )t h(——+——+
ox~ 0Ox0y Ox0z oy 8y8 8x8y oz Ox0z 0yoz

;(GA 5Ax+02Ax)+A(5A oA, 6A) k(aA 0°A. aA
oy’ oz’ ox’” 82 8y2

0 A 82 az X 82A 82A 0’4~ 0°4 52 82A
V(V-A)= [l( =)+ J( St —S)+hk(—+ )] ©
6 6 Ox0z Gyﬁz Ox0y oz 8x82 0yoz

- L 0’4 GZA 0’4, 2 . .
AAd=[i (6 A, 6 ‘ix + o /ix)+ JE—E+—+ ) k(6 4. 6 ‘i + 0 ’2 )] | Laplaciano Vettoriale.
8y oz ox Oy 8y oz

)=

)] V(V A)A A4, con:

SUBAPPENDICE 2 - Teoremi-Divergenza e Rotore

Teorema della Divergenza (dimostrazione pratica):

A
y @/ LE~d§ = deivE-dV

Fig. A2.1: Per il Teorema della Divergenza.
z
Denominiamo ¢ il flusso del vettore E ; si ha:
A yep=E-dS =—E (x,7,Z)dydz (¥ significa y medio)
d@prcy = E.(x+dx,y,z)dydz , ma si ha anche che, ovviamente (come sviluppo):
OF,(x,y,Z)
o

X

E (x+dx,y,z)=E (x,y,2)+ dx da cui:



OFE (x,y,2)

Adbery = E (X, y,2)dydz + dxdydz e dunque:

d@ pep +AdPprcy = a—"dV . Si agisce poi con analogia sugli altri assi y e z:
X

E, OE,
AP iprp + dPscer = a_dV s APuprp + Ao =——dV
y 0z

e si sommano tali flussi trovati, ottenendo, in totale:

OF
ap= (x>
ox Oy

¢S(E) = Ld;ﬁ = J.SE-dS’ = IVdivE-dV = L(ﬁ-E)-dV e cio¢ ’asserto.

+ 8;72 )dV = (div-E)dV = (ﬁ-E)dV ¢ dunque:
Z

Teorema del Rotore o di Stokes (dimostrazione pratica-by Rubino!):

ﬁé-di:j;até-dE:jj@-dﬁ

Cammino g

0

[
»

X
Fig. A2.2: Per il Teorema del Rotore (dim. by Rubino).

Valutiamo B-dl :
Sudz B vale B,; sudx B vale By;sudy B vale By,

su-dz B vale B_+ 8832 dx — 8882 dy , per lo sviluppo di Taylor in 3D ed anche per il fatto che per
X v
arrivare dal centro di dz e quello di —dz si sale su x, si scende su y e nulla lungo z stesso.
OB OB OB, B,
Analogamente, su -dx B vale B —~dz+—*dy esu-dy Bvale B — dx + dz .
0z oy Y ox Oz
Sommando tutti 1 contributi:
B-dl = B dz— (B + %B, dx — %, dy)dz +B dx—(B — OB, dz + OB, dy)dx+B dy —
Ox oy 0z oy 7

OB
0B, 98, Ydxdz + (—* — %)dxdy =
0z  Ox ox Oy

=rotB-dS =V xB-dS , dove qui dS ha componenti [£(dydz), P(dxdz), 2(dxdy)]
e cio¢ I’asserto: j;l B-dl = Lroté -dS = J.y xB-dS, dopo aver ricordato che:

OB OB O0B. OB
+(B,——dx+—=dz)dy = (—= ——>)dydz +
(B, Ox * 0z 2)dy (8y Gz)yz (

2
9

& oy oz|
BZ



