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1 Préface

J'ai souvent récu des étudiants en géomatique des requétes me demandant de leurs fournir la correc-
tion des exercices et des problemes que j’ai publiés a travers mes différentes publications de géodésie,
de topographie, d’astronomie ou encore concernant I'application de la théorie des moindres carrés.
Aussi, je viens par ce deuxieme fascicule répondre a leurs souhaits par la publication des corrigés des
exercices et des problémes de 4 chapitres. Le reste sera prochainement publié.

Les quatre chapitres concernés sont:

1 - La Topographie.

2 - I'Astronomie.

3 - Les courbes et la théorie des surfaces.
4 - Ellipse et ellipsoide.

La premiere partie de ce deuxiéme fascicule contient les énnocés des exercices et des problems, la
deuxieme partie concerne les corrections. Une bibliographie riche est ajoutée a la fin du document.

Enfin, pour signaler toute correction a cette publication, priére de nous écrire a I'adresse:
abenhadjsalem@gmail.com, et je vous remercie d’avance.

Tunis, Abdelmajid
Juin 2025 Ben Hadj Salem, Dipl.-Ing.
Ingénieur Général Géographe
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Part I
RECUEIL DES EXERCICES ET DES PROBLEMES
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Antenne

Figure 1: Détermination de la hauteur de I'antenne

2 Topographie

Exercice 1. On veut calculer:

a - les coordonnées X, Y et I'altitude Z de la base d’'une antenne de radio.

b - la hauteur H de cette antenne, construite au sommet d’une colline (Fig.1).
D’un point A, on a obtenu un angle zénithal de 88.3333 gr avec une hauteur d’appareil de 1.37m
en visant le sommet de 'antenne et d'un point B un angle zénithal de 91.1111 gr et une hauteur de
I'appareil de 1.52m en visant la base de 'antenne. On a les données suivantes:

A(X, =30.48m,Y, = 1219.20m, Z, = 131.49m)
B(Xp = 259.08m, Yz = 457.20m, Z = 108.77 m)
A=73.3333gr B=96.6667gr

Exercice 2. Vous travaillez avec un théodolite qui fournit les angles mesurés une seule fois avec une
erreur moyenne quadratique a = 12dmgr.

1. On mesure une distance D de 100 m en mode parallactique avec une stadia de longueur [ = 2m, en
mesurant I'angle parallactique a 4 fois. Quelle est 'erreur qudratique a,, de la moyenne en fonction
de a.

2. Démontrer que I'erreur moyenne quadratique sur la distance est donnée par:

l a
D= 3 (1 +cotg2?m) A

3. Exprimer D en fonction de D, ! et a,,. Sachant que D est égale a 101.53 m, calculer la valeur de D.
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P
AB =23,
AD =3,
BD = d,
Angle A=,

Angles B=D = a/2.

Figure 2: Le carré sphérique

3 Astronomie

3.1 Trigonométrie Sphérique

Exercice 3. Calculer I'azimut d’une étoile A de déclinaison 6 = +5° quand sa distance zénithale est
de 80° pour un observateur situé a la latitude ¢ = 56°.

Exercice 4. En appliquant au triangle de position les formules de trigonométrie sphérique, montrer
que l'on peut calculer 'angle horaire AH, du coucher d’un astre A par : cosAH, =—tgp.tgo.

Exercice 5. Soit un triangle sphérique ABC. On donne les éléments suivants:
-A=180.16433gr,
-B=55.77351gr,
-C =64.06261gr,
-AC =20.1357 km,
-AB =22.1435 km.
1. Calculer a =A+ B+ C.
2. Déterminer € I'exces sphérique de ce triangle.
3. Calculer la fermeture du triangle ABC, donnée par:

f =a—200.00000gr —e

Exercice 6. Soit (S?) une sphére de rayon égal 4 1. Soit un carré sphérique ABCD de coté a (arc de
grand cercle). On note a =A=B=C=D.
1. Montrer que:

cosa = cotg?=
£2
2. Donner I'expression de la diagonale d = l'arc BD.

Probléme 7. Soit (S?) une sphére de rayon égal a 1 et de centre le point Q. Un point M de (S?) a
pour coordgm\ées (¢, ). On appelle les coordonnées de Cassini-Soldner '* de M les angles (Fig.9):
-L=0Q0,0H,

1César-Frangois Cassini (1714-1784): Astronome et géodésien francais.
2Dr Johann Georg von Soldner (1776-1833): Mathématicien et astronome bavarois.
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Figure 3: Les coordonnées de Cassini-Soldner

-H=QH,QM.
1. Déterminer les relations liant L, H a ¢, A.
2. Inversement, donner les relations liant ¢, A a L, H.

Probléme 8. Au lieu M de latitude ¢ = 38° Nord, on observe l’étoile polaire A de déclinaison
0 = +89° et d’ascension droite ¢ = +2h13mn52.90s.

1. Donner sur un graphique, les éléments du triangle sphérique PAM ot P est le pble Nord.

2. Sachant que I'heure sidérale locale HSL est égale au moment de 'observation a 6h 37 mn 19.72s,
calculer 'angle horaire AH.

3. En appliquant la formule des cotangentes, montrer que I'azimut Az de ’étoile est donné par la
formule:

sinAH
tghAz = -
cosAHsinp —cosptgo
4. Calculer alors 'azimut Az.
5. Calculer la distance zénithale z de I’étoile.

4 Astronomie de Position

Exercice 9. Au lieu de latitude ¢ = 36°54’ Nord, on veut calculer les hauteurs h; et h, de 'étoile
polaire de déclinaison 6 = +89° respectivement a son passage supérieur et a son passage inférieur au
méridien du lieu.

1 Déterminer h; et hs.

Probleme 10. 1. En un lieu de latitude ¢ quelles sont les étoiles :
- qui ne se couchent pas ( qui sont toujours visibles),
- qui ne sont jamais visibles.
Traiter le cas : lieu dans 'hémisphere nord.
2. Quelle est la condition pour qu'une étoile culmine au zénith ?
3. Cas particulier du soleil: la déclinaison du soleil varie de —23°27" & +23°27’ au cours de 'année.
On appelle jour le moment pendant lequel le soleil est au-dessus de ’horizon, nuit lorsque le soleil
est au-dessous de I'horizon, midi I'instant de la culmination, minuit I'instant du passage inférieur.
a) Montrer qu’au moment des équinoxes le jour et la nuit sont d’égale durée quel que soit le lieu.
b) Montrer qu’a I'équateur, quelle que soit la date le jour et la nuit sont d’égale durée.
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Probléme 11. Une station astronomique est située en un lieu de coordonnées géographiques :
¢ = +45°00"; A = +7h20mn.

En ce lieu, on observe une étoile A de coordonnées équatoriales:

a= +11h13mn; 6 = 30°00".
L'observation se fait le jour de '’équinoxe de printemps le 21 mars a 0 heure TU. L'heure sidérale de
Greenwich est 11 h 52 mn.
1. Calculer I'heure sidérale locale du lever et du coucher de I'étoile A au lieu considéré.
2. En déduire 'heure TU du lever et du coucher de I'étoile au lieu considéré.

Remarque: on choisira le coucher qui a lieu apres le lever.

Probleme 12. En un lieu de latitude 43°,521 et de longitude +0h20mn57s, on cherche a pointer
la galaxie d’Andromeéde de coordonnées équatoriales @ = 0h40 mn, 6 = 41° 00’ le 31 juillet 1992 a
21hTU.

On donne I'heure sidérale de Greenwich a Oh TU le 31/07/1992: HS Gy ry = 20h 35 mn 28s.

1. Calculer I'heure sidérale locale a 21 h TU.

2. En déduire I'angle horaire de la galaxie.

3. Calculer la distance zénithale de la galaxie 8 21h TU.

4. Calculer son azimut a cette méme heure.

5 Courbes et Théorie des Surfaces

5.1 Courbes

Exercice 13. Soit 'hélice circulaire T’ paramétrée par:

X = acost
y =asint
z = bt

ol a, b deux constantes positives.
1. Exprimer les composantes des vecteurs T, N, B du repére de Frenét.

2. Montrer que la courbure vaut ————.
d a? + b2

3. Montrer que la torsion vaut ———.
d a?+ b2

Exercice 14. Soit la courbe (C) définie par les formules:

x = at?

_ 43
z2=—at* avec a>0

16

1. Calculer 'abscisse curviligne s d'un point M quelconque de cette courbe lorsqu’on prend pour
origine des arcs l'origine des coordonnées et qu’on prend pour sens des arcs croissants celui des y
croissants.

2. Déterminer au point M les vecteurs unitaires du triédre de Frenét.

3. Calculer le rayon de courbure et les coordonnées du centre de courbure.

4. Evaluer la torsion en M.
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5.2 Théorie des surfaces

Exercice 15. Soit (T') la surface paramétrée par (u,v) dans R? telle que:

X =u(1—u?)cosv
M@u,v){ Y =u(l—u?)sinv
Z=1-u?

1. Calculer I'expression de ds2.
2. Montrer que 1’équation cartésienne de (T") est:

x2+y?=(1-2)22

Exercice 16. Soit la surface d’Enneper:

X:u—nguv2
M(u,v) Y=v—V—3+vu2
Z =u?—v?

1. Montrer que:
ds? = (1 +u? +v?>2.(du® + dv?)

2. Calculer un vecteur unitaire normal a la surface.
3. Montrer que la surface d’Enneper est de courbure moyenne nulle en chaque point.

Exercice 17. On suppose que la métrique d’une surface donnée est:
ds? = A%du® + B%dv?, A=A(u,v), B=B(u,v)

1. Montrer alors que 'expression de la courbure totale est:
/ /
AB|\ B ), '\ A),

Probléme 18. On définit une surface (S) par les équations:

’ désigne la dérivation partielle.

X=u’+v
M@, v){ Y =u+v?
Z=uvy

1. Calculer les composantes des vecteurs OM; et OM{,.

2. Calculer les coefficients E, F, G de la premiere forme fondamentale de la surface (S).
3. En déduire 'expression de ds?.

4. Les coordonnées (u, v) sont-elles orthogonales? symétriques?

5. Calculer un vecteur normal de (S).

Probléme 19. On définit une surface () par les équations:
X = a.cosu.cosv
M(u,v){ Y =a.cosusinv

Z = b.sinu

avec a, b deux constantes positives.
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. Calculer les composantes des vecteurs OM, et OM,,.

. Calculer les coefficients E, F, G de la premiere forme fondamentale de la surface (X).
. En déduire I'expression de ds2.

. Les coordonnées (u, v) sont-elles orthogonales? symétriques?

. Calculer un vecteur unitaire normal n de ().

. Calculer les vecteurs :

N1 A WN -

OM// OM// OM//

uu’ uy’ 2%
On pose:
L=nOM/, M=nOM,)

uy’

_ 17
N =n.OM/,
7. Calculer les coefficients L, M et N.

Probleme 20. On considere la surface (I') définie par les équations:

X =sinu.cosv
M(w,v) Y =sinu.sinv .
Z =cosu+ Logtgi +Y(v)

avec 1(v) est une fonction définie de classe C! de v.

1. Donner le domaine de définition de la surface (T').

2. Montrer que les courbes coordonnées v = constante constituent une famille de courbes planes de
(T') et que leur plan coupe (I') sous un angle constant.

3. Calculer les composantes des vecteurs OM,, et OM.,.

. Calculer les coefficients E, F, G de la premiére forme fondamentale de la surface (T').

. En déduire I'expression de ds?.

. Les coordonnées (u, v) sont-elles orthogonales? symétriques?

. On suppose pour la suite que y(v) = 0, calculer un vecteur unitaire normal n de T'.

. Calculer les vecteurs :

o BN I e NN, N

oM’ ., oM’, oM’

uu’ uv’ vy
On pose:
L=noOM’, M=n.OM’

uu’ uv’
9. Calculer les coefficients L, M et N.
10. En déduire 'expression des courbures moyenne et totale.

_ 1/
N = n.OMW

Probléme 21. Soit la surface (I") définie paramétriquement par:
X = thu.cosv
M(u,v) Y = thu.sinv

7=-1 4 Logtht
"~ chu g 2

avec chu et thu sont respectivement le cosinus et la tangente hyperboliques définies par:

e +e™ " el +eH
_ u= ——-

eu — e—Ll

chu=

1. Donner le domaine de définition de la surface (T').
2. Calculer les composantes des vecteurs OM,, et OM,,.
3. Calculer les coefficients E, F, G de la premiére forme fondamentale de la surface (T').
4. En déduire 'expression de ds?.
5. Les coordonnées (u, v) sont-elles orthogonales? symétriques?
6. Calculer un vecteur unitaire normal n de (T').
7. Calculer les vecteurs :
oM/, OM/, OM)

10
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On pose:
L=n.OM,, M =n.OM,

uy’

_ 1/
N = n.OMW

8. Calculer les coefficients L, M et N.
9. Déterminer les coubures moyenne et totale.

Probleme 22. 1. Montrer que les courbures totale K et moyenne H en un point M(x,y,z) d’'une
surface paramétrée par z = f(x,y), ou f est une fonction lisse, sont données par:

2
_ Skt
(1+f2+ 1

et:
o QAL =20 + A+ £,

(L+f2+£2)?

Probléme 23. Soit () une surface de R® paramétrée par OM (u,v) telle que sa premiére forme
fondamentale s’écrit: ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv?
1. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes:

9 JE 0G _
ov  du 2’
ii) - Le vecteur Y. est parallele au vecteur normal N a la surface,
udy

iii) - Les c6tés opposés de tout quadrilatére curviligne formés par les courbes coordonnées (u, v)
ont méme longueurs.
2. Quand ces conditions sont satisfaites, on dit que les courbes coordonnées de (X) forment un réseau
de Tchebychev.® Montrer que dans ce cas, on peut paramétrer la surface par (ii, ¥) telle que ds? s'écrit:

ds? = dit?® + 2cosOdidv + dv?

ou O est une fonction de (i, 7). Montrer que 6 est ’'angle entre les courbes coordonnées i, ¥.
3. On pose les deux déterminants ci-dessous:

%Evv"i'Fuv_;Guu zEu Fu_%EV
A=| F,—3G, E F
3G, F G
0 3E, 3G,
B=|—3E, E F
3G, F G

En plus de la formule de K utilisée dans des problemes précédents, on montre que la courbure totale
K est donnée par cette formule (A. Pressley, 2010):

c— A—B
~ (EG—F2)2

Montrer que:

1 2%
"~ sin6 9udv
4. On pose :
U=d+7
V=1—7

3Pafnouti Tchebychev (1821 - 1894 ): Mathématicien russe.

11
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Montrer que ds? s’écrit avec les nouvelles variables (i, v):
ds? = cos?wdii® + sin®wd >
avec w = 0/2. (A.N. Pressley, 2010)

Probléme 24. Soit (F) une surface définie dans R3, paramétrée par la fonction vectorielle OM =
S(u,v) telle que:

x = f(u,v)
Sw,v)| y=8w,v)
2z =h(u,v)

S est dite une paramétrisation conforme de () si on a les deux conditions suivantes:

35 35 _ 05 35 _ oqy ,, 05 05 _
du'du v ov du'dv

1. Ecrire la premiere forme fondamentale de (F).

2. Soit n Le vecteur normal unitaire.
S 08§

_ e
‘a_s as

/\_
du 0Jv

2s ds
Quand le point M varie sur la surface (F), le repere (8_ R ,n) est un repere mobile. La deuxieme

forme fondamentale de (F) est définie par:
n.d*S = Ldu® + 2Mdudv + Ndv?

Si cette deuxiéme forme fondamentale s’écrit sous la forme :

2 2
—n.d%s = ¢2wv) (di + dl)
P1 P2

Donnez I'expression de ®(u, v). Alors, la paramétrisation de (F) est dite isotherme. Dans ce cas, p, 05
sont les rayons de courbure principaux de la surface (F). Une surface qui admet des coordonnées
isothermes est dite isotherme.

Xx = RcospcosA
On considére que (F) est la spheére définie par:S = | y =RcospsinA R>0
z = Rsingp
Soit £, la variable de Mercator. Montrer que la sphére paramétrée par (£, A) est une surface

isotherme.
as 0S8

3. On considére B la base du repére mobile (—— EVOVETE ,n). On prendra u = L,;,v = A). Montrer
M
s 2§
par le calcul que les vecteurs de la base B (—— oL, e ,n) vérifient les deux équations matricielles

ci-dessous. Ces deux expressions sont appellées les équations de Gauss-Weingarten :

(o =% &

S/ 22 p1| (s
9 I A s’
3u 2 2

n n

1
e 0 0
P1

12
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et: , ,
(] (]
[_V _u 0 \
S/ 2 2 S/
g S| = _q;_; q)_:’ et s’
av v 2 2 P2
n 1 n
\ 0 — 0
P2
4

6 Ellipse et Ellipsoide de révolution

6.1 LEllipse et ’ellipsoide de révolution

Exercice 25. 1. Calculer les composantes du vecteur normal extérieur a l’ellipse, en déduire les
relations (dans les deux sens) entre les lignes trigonométriques de ¢ et celles de .

2. Donner les équations paramétriques de Pellipse et de 'ellipsoide en fonction, repectivement, de ¢
etde A et .

3. Etablir une relation différentielle entre v et ¢.

4. Calculer la différentielle d 3 de I'arc d’ellipse en fonction de ¢, puis la premiére forme quadratique
de l'ellipsoide.

5. Calculer les courbures principales de I'ellipsoide de révolution.

6. Trouver la coordonnée curviligne de 'ellipsoide de révolution qui forme avec la longitude un
couple de coordonnées symétriques et qui s’annulle le long de I'’équateur.

Exercice 26. Soit a calculer: N
— < 2p
Wy, = J sinPowdw
0
On pose:

Q
I, ,(Q) = f sifP2wcos?wdw
0

1. Etablir les formules suivantes:

Wp = Wp_2 - Ip_z
(p—DI= sinP 1 QcosQ + w,
-1 1
W, = p—Wp_z — —sinP'QcosQ
p

2. Préciser la valeur de W, et proposer un programme (en Matlab) de calcul de W,.

Exercice 27. On a: .
B(v) =J pdy
0

avec :

1— 2
Jo) :—a( 36 ), W2=1—€25in2(,0
w

3

1. Développer w™° suivant les puissances croissantes de esing.

4Julius Weingarten (1836 - 1910) : mathématicien allemand.

13
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2. Calculer () en fonction des Wy, (¢).

3. Majorer lerreur de calcul, lorsqu’on arréte le développement au terme e?". Calculer n si 'on
recherche la précision du millimetre sur 8, quelle que soit la latitude ¢ entre —3 et 7.

4. Proposer un organigramme de calcul.

5. Envisager la solution du probleme inverse: calcul de ¢ connaissant f3.

Probleme 28. Soit I'ellipse (E) définie par les équations paramétriques:

X = acosu
M<{ y=bsinu
avec a>b>0

On pose:

62:az—bz' ,zzaz—b2

az =’ b2

1. Calculer la position sur 'axe des abscisses des deux points F et F’ appelés foyers tels que MF+MF’ =
2a.
2. Montrer que le produit des distances des foyers a la tangente a I'ellipse en M est indépendant de u.
3. Donner l'expression de ds.
4. Déterminer les expressions des vecteurs unitaires T et N et en déduire le rayon de coubure de
Pellipse.
5. Montrer qu’il passe par M deux cercles tangents en ce point a la courbe et centrés sur Ox,Oy
respectivement (appelés cercles surosculateurs).
6. Que deviennent ces cercles lorsque M est un sommet de I’ellipse.

Exercice 29. 1. A partir de la définition géométrique de I'ellipse donnée par:
MF + MF' = constante = 2a

retrouver 'expression de I'équation cartésienne de l'ellipse.
Exercice 30. 1. Montrer la formule trés utilisée en géodésie:

d(Ncosyp) .
———= =—psinyp
dy

avec N et p les deux rayons de courbures principaux de I'ellipsoide de révolution donnés respective-

ment par :
a

V1—e2sinZy

a(l—e?)
p =
(1—e2sin2¢p)4/1—e2sin2¢p

Probléme 31. A partir des équations de l'ellipsoide de révolution:

N =

et:

X =NcospcosA
M =1{ Y =Ncospsind
Z =N(1—e?)singp

1. Calculer les vecteurs:

oM oM
ar’ dp
2. Calculer les coefficients:
oMM oM oM . oM oM
oA dA’ oA d¢’ do d¢
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3. Démontrer que I'expression de la premiére forme fondamentale s’écrit:
ds® = p?dp? + N%cos?pdA?
4. Calculer le vecteur normal n :

_oM oM 1
oA 8g0H8M aMH

5. Calculer les vecteurs:
o°’°M  3*°M  *M
oA2’ 9Ad¢’ Op2

6. Déterminer les coefficients:

_nazM . 9*M N nazM
Y EN aAde’ T 3%

7. Ecrire la deuxiéme forme fondamentale ®(A, ¢).
8. En appliquant la formule du cours, Montrer que :

-4
V1—e2sinZy

est le rayon de courbure de la section normale au point M perpendiculaire au plan de la méridienne
de l'ellipsoide de révolution.
9. En posant:

N(p)=

ir = P4
Ncosyp

En déduire que ds? s'écrit:
ds? = N%cos?p(dL? + dA?)

10. Montrer que £ est donnée par:

T P e 1+esing
£ = Log (t5(% + £9) - S og LEE01%)
2 8 g(4 2) 2 o8 1 —esingp

Probléme 32. Sur I'ellipsoide, on note ¢ la latitude géodésique et v la latitude réduite.

1. Calculer p le rayon de courbure de l'ellipse méridienne en fonction de ).

2. Exprimer l'aplatissement de I’ellipsoide en fonction des valeurs de p au pdle et a '’équateur.

3. On mesure la longueur d'un arc de méridien d'un degré a la fois au pole et a 'équateur. On trouve
respectivement 111 695m et 110573 m. En déduire I'aplatissement.

Probléme 33. On donne les coordonnées tridimensionnelles suivantes d'un point M:
=(X,Y,Z)=(4300244.860m,1062094.681 m,4574775.629 m)

Les parametres de I'ellipsoide de référence sont a = 6378137.00m, e? = 0.006694 38.

1. Calculer le demi-petit axe b.

2. Calculer I'aplatissement.

3. Calculer les coordonnées géodésiques (y, A, he) du point M. ¢ et A seront calculées en grades
avec cinq chiffres apres la virgule.
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Ellipsoide Sphere
Figure 4: La Correspondance de la sphere de Jacobi

Probleme 34. Soit £(a,e) un ellipsoide de révolution ol a, e sont respectivement le demi-grand
axe et la premiere excentricité. (g) une géodésique partant d’'un point E(¢ = 0, Ag) sur 'équateur
et d’azimut Az;. A cette géodésique, on lui fait correspondre une géodésique (g’) sur la sphére S2
dite de Jacobi® de rayon a, ayant le méme azimut Az; au point E'(¢’ = 0, 1z). De méme au point
M(p, ) de la géodésique (g) de Pellipsoide, on lui fait correspondre le point M’(¢’,1") de (g’) de
S? tel qu'il y a conservation des azimuts.
1. Ecrire I'équation de Clairaut pour la géodésique (g).
2. On note r’ le rayon du parallele passant par M’ de la géodésique (g’). Ecrire de méme I’équation
de Clairaut pour la géodésique (g’).
3. Montrer que ¢ et ¢’ vérifient:

Ncosyp = acosy’

et en déduire que ¢’ est la latitude paramétrique de M.
4. Ecrire les expressions de tgAz, et t gAz,, respectivement sur (g) et (g’).
5. Montrer que:
d
p (p dll
ady’

dA=4/1—e2cos2p’dA’

6. En intégrant I’équation précédente, montrer qu’on obtient:

A 4Ag
)L—)LEzj v 1—e2cos2p’dA’

AE

dA =

En déduire que :

avec A > Ay et A’ est comptée a partir de Ag.
2
7. En écrivant /1 —e2cos2¢’ = 1— Scos®p’ + o(e*) ot o(e*) est un infiniment petit d'ordre 4 en e
dont on néglige, écrire I'intégrale précédente entre Ay et A + A.
8. Comme (g’) est une géodésique de la sphére, on démontre que:
SinAz
cos?@’d) = —Eds’

ol ds’ est I'élément différentiel de I’abscisse curviligne sur la géodésique (un grand cercle). Alors en
posant s’ = 0 au point E’, montrer que I'équation précédente s’écrit sous la forme:

2 . s
nAz
A:AE+A’—M—CJ ds’
2a 0

5Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851): Mathématicien allemand.
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9. On suppose que la géodésique (g’) coupe une premiére fois le plan de 'équateur en un point F’,
montrer qu’on obtient:

r_
Ap=m
s'=ma

e?msinAzg

Ap=Ap+m—
F ETT 5

10. La géodésique (g’) partant de F’ a pour azimut 7t — Az, elle coupe une deuxiéme fois 'équateur
au point E’, mais la géodésique (g) sur l'ellipsoide coupe une deuxiéme fois le plan de 'équateur au
point correspondant a H dont la longitude est A;;. Montrer que Ay est donnée par:

e’nsinAzg  e?msin(m —Azg)
2 2

A’H=)’E+2n_ =AE+27T_€27TSinAZE

Quelle conclusion a-t-on sur les lignes géodésiques de I'ellipsoide de révolution.

Probleme 35. Un point M de la surface d’une sphere (S) de rayon R, a pour coordonnées (X,Y,Z)
dans un repere orthonormé:

M =(X,Y,Z) = (Rcosp.cosA,Rcosp.sinA,Rsinyp)
1. Montrer qu'un vecteur normal unitaire n a (S) en M est:
n = (cosp.cosA,cosg.sinA,sing)’

2. Soit (C) le grand cercle passant par le point A(R, 0, 0) et d’azimut Azg. Le point M peut étre décrit
par son abscisse curviligne s mesurant I’arc AM. On note par w représente 'angle au centre de I'arc
AM. Utilisant la trigonométrie sphérique, montrer que:

cosp.sinA = sinw.sinAzg

3. En utilisant la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique dans le triangle APM, montrer
qu’on a les deux relations :

COSwW = CcOoSsp.cosA

Siny = sinw.cosAzg

4. En déduire que les coordonnées de M s’écrivent en fonction de s comme suit:

X =R.cos(s/R)
M < Y =RsinAzgsin(s/R)
Z = RcosAzgsin(s/R)

5. Calculer les vecteurs T et N du repéere de Frenét. En déduire les composantes de N en fonction de
w.

6. Montrer que les vecteurs N et n sont paralléles.

7. Justifier que les géodésiques de la sphére sont les grands cercles.

Probleme 36. Soit le tore T défini par les équations suivantes:
x = (a+Rcosp)cosA
M(p,A)=1{ ¥y =(a+Rcosyp)siniA
z =Rsiny

ou a,R deux constantes positives avec a > R, (¢, A) € [0,27] x [0, 27].
1. Calculer la premiére forme fondamentale ds?.
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2. Avec les notations usuelles, on pose:
OE __ 0E __ v OF __ 1/
3o —E, @Ta=En 3;=F
(6.1)

9F _ /96 _ g/ 96 _ (!

ﬁ_FA’ de _ch’ oA _Gl

Utilisant les équations des géodésiques du cours, montrer que les équations des géodésiques du tore
sont:

do dA d?A
—2Rsiny(a +Rcoscp)—(p— +(a+Rcosp)*—= =0
ds ds ds?
dA? d?
Rsiny(a + Rcosyp) (—) w28 %
ds ds2

3. Montrer que la premiére équation ci-dessus donne:
dA
(a +Rcosap)2d— =C =cte
s

Montrer qu’on retrouve 1’équation de Clairaut avec C = (a + R)sinAze ou Aze est I'azimut de départ
au point My(¢ =0, ).
4. On suppose au point M, la géodésique a pour azimut Aze tel que:

T
0<Aze< —
2

Montrer que la deuxieéme équation des géodésiques s’écrit en utilisant le résultat précédent:

d*¢ _ C*  siny
ds2 R (a+Rcosy)3

5. Montrer qu’on arrive a:

d 2 2
ds R%(a +Rcosp)?

ol [ est une constante d’intégration.

7 Les Systemes Géodésiques

Exercice 37. On donne les coordonnées tridimensionnelles suivantes d’un point A:

X =5102603.85m
Y =916806.87m
Z =3703034.99m

Lellipsoide de référence est 'ellipsoide GRS80 dont les parametres sont:

a=6378137.00m
e? = 0066943800229

1. Calculer le demi-petit axe b.
2. Déterminer les coordonnées géodésiques (y, A, h) du point A. ¢ et A seront calculées en grades
avec cing chiffres aprés la virgule.

Exercice 38. 1. Donner 'expression des composantes du gradient en coordonnées cylindriques.
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Exercice 39. On donne 'expression scalaire d’une fonction V(x, y,z) par :

2,2
ax<+y 1
V(x,y,2) = — sz(xz +y?)

1. Calculer les composantes du vecteur gradV dans un domaine de R ot1 z # 0.

Probleme 40. Soit un point A(p,A) sur un ellipsoide de révolution associé a un référentiel géo-
centrique donné R. On considére le repére orthonormé local en A (ey, ey, e,) défini dans la base
orthonormée (i, j, k) de R ou e, est tangent au parallele passant par A et dirigé vers I’Est, e, tangent
a la méridienne, dirigé vers le nord et e,, porté par la normale a I'ellipsoide dirigé vers le zénith.

1. Exprimer les vecteurs de la base (e, e, e,) dans la base (i, j, k) de R.

2. Exprimer les vecteurs i, j et k dans la base (e, ey, e,)-

3. Calculer de,, de, et de, dans la base (i, j, k).

4. En adoptant une écriture matricielle, montrer que :

dey 0 sinpdA —cospdA\ [ ey
de, | = | —sinpdA 0 —do ey
de, cospdA dy 0 e,

Probléme 41. On considere les notations du précédent probléme. Soit un point M. On pose:
AX = Xy —Xp, Yor = Ya, Zie — Za)", Ax = (Xar, Yaro 2) "

ol X et x sont respectivement les composantes du vecteur AM dans les repére R et le repére local en
A.

1. Montrer qu’on a la relation: AX = J.Ax avec J une matrice orthogonale (J™! = J7) qu’on
déterminera.

2. On suppose maintenant que R est le repére GPS et que le passage du repere R vers le repere
terrestre est donné par le modeéle dit a 7 parametres :

X’ Tx X
Y |=FX)=|Ty |+@Q+m)R.|Y
VA Tz zZ
Tx 1 rz —ry X
=Ty |[+(Q+m).|—rz 1 rx |.|Y
Tz ry -—-rx 1 Z

On note: 6X = F(AX)— AX, que représente 6X. Montrer qu’au premier ordre que:
60X =Z2mAX +(R—I1)AX
3. On appelle w = (rx,ry,rz)’, montrer que:
16X|| = (m? + w?sin®6)2|| AX]|]

ol O est 'angle entre les vecteurs AX et w.
4. En déduire que:

1
Iml.||AX|| < [|5x]| < (m?® + w?)2]| AX |

5. En utilisant la relation liant AX et Ax; montrer que:

Sx=mAx +JT(R—DJAx
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Probléme 42. On définit dans R® un point M par ses coordonnées ellipsoidiques de Jacobi (¢, A, u)
comme suit:
x =Vu?+e€2.cospcosA
M< y=+vu2+e€?2cosgpsind

Z =u.sing

avec: €2 =+va2—b2, ¢ € [—n/2,m/2], A €[0,2n] etu €]0,+00[, a, b deux constantes réelles telles
quea>b>0.

1. Montrer que le point M appartient a un ellipsoide de révolution en précisant ses demi-axes.

2. Calculer ds? et montrer qu’il s’écrit sous la forme:

d¢
ds®> = (d¢,dA,du).G.| dA
du
avec G donnée par :
u? + e%sin?¢ 0 0
0 u? + €2)cos? 0
G= (gij) - ( ) ’ u? + ezsin2¢
0 0 T2+ e2
u?+e?

3. Sachant que I'expression du laplacien d’une fonction scalaire V en coordonnées de Jacobi est
exprimée par:

V_L{i(ﬁ 3_V)+i(ﬁ 5_V)+i(£ a_V)}
Ve o \g ¢ A\ ggn 02 du\gs3 du
ol g est le déterminant de la matrice G, donner 'expression de AV.

4. Calculer AV sachant que V est donnée par:

GM 1 3 1

V(gp,u)= —Arcth +—a?e? L (1 — —cosqu) + =~ w?(u? + €®)cos? ¢
€ u 3 do 2 2

avec G, M et w des constantes et:

1 u? € u
q=qu)=-||1+3— |Arctg——3—
2 €2 u €

1 b? € b
do = CI(U = b) = E |:(1 +3§)Arctgg —SE:|

Probleme 43. Avec les notations usuelles, un potentiel est donné avec les constantes (GM, a, J,, w)
de GRS80 par :

GM 2 2
W(r,0,1) = — (1 —JZ%PZ(COSG)) + c%rzsinze

ot (r, 8, A) sont les coordonnées sphériques du point de calcul et :
-a=6378137.00m,b =6356752.31m,;
- GM =3986005 x 103 m>s™%;
- w=7292115x 10" rad.s7};
-J, =108263 x 1078,
1. Calculer le potentiel W aux points suivants situés sur l'ellipsoide GRS80:
* le Pole Nord;
* sur I'equateur;
* au point A sur l'ellipsoide avec 8, = 34°.
2. Calculer les variations de W entre les 3 points.
3. Exprimer le potentiel W en coordonnées cartésiennes (X,Y, Z).

1
On rappelle : Py(cosO) = E(Bcosze —1).
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Probléme 44. On considere deux points A et B de coordonnées géodésiques dans le systeme
géodésique W(GS84 du GPS:

A: (¢, =36.6306gr; A, =10.7896 gr; h), = 137.50m)
B:(pp =36.6317gr; Ay =10.7915gr;h; = 171.33m)

1. Calculer les coordonnées tridimensionnelles (X', Y’,Z")4,(X’,Y’,Z") des points A et B dans le
systéme géodésique W GS84. Les parametres de I'ellipsoide WGS84 sont : a = 6378137.00m, e? =
0.00669438.

2. On pose: AX' =X, —X,;AY' =Y, —Y,;AZ' = Z; — Z,. Calculer les coefficients AX’, AY’ et
AZ'. Sachant que I'azimut géodésique de la direction AB est donné par la formule:

—AX'sinA), + AY'cosA,
AZ'cosp)y —sing,(AX’cosA), + AY’sinA,)

tg(Az,) = (7.1)

calculer la valeur numérique de Azé.
3. On considere que le passage du systeme GPS au systeme géodésique terrestre national est donné

par la formule:
X=T+X

ou X = (X,Y,Z)T représentant la position d’un point M dans le systéme géodésique terrestre national,
X’ = (X’,Y’,Z")7T celle dans le systtme GPS et T = (Tx, Ty, Tz)" le vecteur translation entre les deux
systemes, dont les composantes sont :

T = (4+263.3m,—14.4m,—434.1m)"

Calculer les coordonnées géodésiques tridimensionnelles (X,Y,Z), et (X,Y,Z); de A et B dans le
systeme géodésique terrestre national.
4. Calculer les coordonnées géodésiques (y,A) du point A dans le systeme géodésique terrestre
national. On déterminera (¢, A) a cinqg chiffres apres la virgule en gr. On donne les parametres
de l'ellipsoide de référence du systéme géodésique terrestre national: (a = 6378249.20m,e? =
0.006803487).
5. 0npose AX =Xg —X; AY =Y — Yy, AZ = Zy — Z,.

a- Calculer les coefficients AX,AY et AZ.

b- Déterminer en utilisant la formule (7.1) 'azimut géodésique Az, de la direction AB en utilisant
les coordonnées dans le systéme géodésique terrestre national.

—AXsinA + AYcosA
AZcosp —sinp(AXcosA + AYsind)

tg(Az,) =

6. Calculer la valeur numérique de Azé — Az4. Que pensez-vous.

8 Réductions des Distances

Exercice 45. On a mesuré une distance suivant la pente Dp = 20130.858 m entre deux points A et B
avec H, = 235.07m, Hz = 507.75m, on prendra comme rayon terrestre R = 6378 km.
1. Calculer la distance suivant 'ellipsoide :

- en utilisant les différentes corrections,

- en utilisant la formule rigoureuse.
2. En prenant la valeur de la formule rigoureuse et sachant que le module linéaire m vaut 0.999 850371,
calculer la distance réduite au plan de la représentation plane utilisée.
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Exercice 46. Entre 2 points A ( Hy = 128.26m ) et B ( Hz = 231.84m), la distance D; suivant la
pente est égale & 15498.823 m. Soit D, la distance corde au niveau de la surface de référence. L'angle
de site observé en A en direction de B est i = 0.3523 gr.

1. Calculer la valeur de D, en utilisant la formule rigoureuse.

2. Calculer D, par les corrections.

3. En adoptant la moyenne des deux méthodes, calculer la distance D, réduite a la surface de
référence.

4. Le module linéaire de la représentation plane Lambert Sud utilisée est de 0.999 648 744. calculer
alors la distance D, réduite au plan de la représentation.

Probleme 47. On a mesuré une distance suivant la pente entre les points A(H, = 1319.79m) et
B(Hg =1025.34m) avec Dp = 16483.873 m.

1. Calculer la distance D, distance réduite a l'ellipsoide de référence par la formule rigoureuse, on
prendra le rayon de la Terre R = 6378 km.

2. Calculer la distance D, réduite a la représentation plane Lambert si I'altération linéaire de la zone
est de —14cm/km.

3. La direction AB a un azimut géodésique Azg = 297.56225 gr. Donner l'expression du gisement G
de AB en fonction de Azg, y la convergence des méridiens et dv la correction de la corde, sachant que
la représentation plane utilisée est le Lambert Sud Tunisie et que le point A est au nord du parallele
origine.

4. On donne dv = —13.7dmgr et A = 9.3474734 gr la longitude de A, calculer G.

5. En déduire les coordonnés (X, Ys) de B si X4, = 363044.79m et Y, =407 020.09 m.

6. Déterminer les coordonnées géographiques (y, A) de B.

9 Les Représentations Planes

9.1 Les Représentations Planes

Exercice 48. Soit S? la sphére de rayon R. Au point P(¢, A) de S? on lui fait correspondre le point
p(X,Y) du plan OXY par la représentation plane suivante définie par les formules :

X =R.cosA

p(X,Y) { Y =R.sing

1. Cette représentation est-elle cylindrique ou conique? Justifier votre réponse?
2. Soit dS la longueur infinitésimale correspondante sur le plan, donner 'expression de (dS)? en
fonction de ¢, A,dy,dA et R. , , , ,
3. Soit m le module linéaire, montrer que m? = cos_pdy” +sin” AdA
dp2+ cos2pd A2
4. En déduire les modules linéaires m, le long du méridien (A = constante) et m, le long du paralléle
(¢ = constante).
5. Cette représentation est-elle conforme? Par quoi est représentée l'indicatrice de Tissot?

Probléme 49. Soit S? la sphére de rayon R, au point P(¢, A) on lui fait correspondre le point p(X,Y)
du plan OXY par la représentation plane suivante définie par les formules :

X = 2R.tg(E — f).sin?t
p(X,Y) = 4n 2
Y = —2R.tg(Z — E).cos?t

1. Montrer que I'image d’un méridien (A = constante ) est une droite dont on donne I'équation.
2. Montrer que I'image d’un paralléle (¢ = constante ) est un cercle dont on précise 'équation.
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. En utilisant le lemme de Tissot, déterminer les directions principales.

Soit dS la longueur infinitésimale correspondante sur le plan, calculer dS.

. Sachant que sur la sphére ds? = R2dp? + R%cos?p.d A2, calculer le module linéaire m.

. En déduire le module linéaire m; le long du méridien.

. En déduire le module linéaire m, le long d’un parallele.

. Comparer m; et m,. Conclure sur la conformité ou la non conformité de la représentation plane.

0N oUW

Probléme 50. Soit X la sphére de rayon R, au point P(¢, A) on lui fait correspondre le point p(X,Y)
du plan OXY par la représentation plane suivante définie par les formules :

X =R.A
p(X.Y) = Y =R.Logtg(§ + %)

ol Log désigne le logarithme népérien.

1. Quelles sont les images des méridiens (A = constante) et des paralléles (¢ = constante).

2. Soit dS la longueur infinitésimale correspondante sur le plan, calculer dS en fonction de ¢ et de A
et calculer le module linéaire m.

3. En déduire les modules linéaires m; le long du méridien et m, le long du parallele.

4. Comparer m; et m, et conclure sur la conformité ou la non conformité de la représentation plane.
5. On suppose que P décrit sur la surface ¥ une courbe (y) telle que ¢ et A sont liées par la relation :
tgy =sinA. Pour ¢ =0gr, 2gr,4gr, 6gr, 8gr et 10 gr, dresser un tableau donnant les valeurs de
A correspondantes.

6. Sachant que R = 1000m, calculer les coordonnées (X,Y) de la représentation plane donnée
ci-dessus pour les valeurs de ¢ et A de la question 5.

7. Rapporter a I'échelle 1/100 sur le plan OXY, les positions (X,Y) des points. Que pensez-vous de
I'image de la courbe (y).

Probleme 51. Sur une sphére de rayon unité, modele de la terre, on désigne :

- par p le pole nord,

- par (C) un grand cercle qui coupe ’équateur au point i de longitude nulle,

- par g le pdéle de ce grand cercle, de latitude ¢, positive,

- par w et h respectivement les points d’intersection de (C) et du méridien de q et du grand cercle
issu de q, passant par le point a(p, A).

Onpose: wh=x, ha=y
1. g est le pivot d’une représentation cylindrique conforme oblique tangente, dont (C) est le “pseudo-
équateur”. Le plan est rapporté aux axes X, QY images respectives de (C) et du grand cercle wpq.
Exprimer en fonction de ¢, A et ¢, les coordonnées X,Y du point A image de a (vérifier que pour
o = 0, on retrouve les expressions de X,Y d’une représentation transverse).
2. Montrer que I'équation de I'image plane du parallele de latitude ¢, peut s’écrire :

eVcosX = tgyo

Indications : b désignant un point de latitude ¢, le triangle pgb est isocele, décomposer ce
triangle en deux triangles rectangles égaux. Etudier qualitativement les images des autres paralleles.
3. Montrer que I'image plan de ’équateur a pour équation :

cosX +tgpg.shY =0

Ecrire d’'une maniére analogue, '’équation de I'image du méridien A = 0.
4. Exprimer le gisement du méridien en fonction de ¢, A et ¢,. Déterminer la valeur du module
linéaire, en particulier en p, en un point de I'’équateur, en un point du méridien origine.
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Probleme 52. Pour une représentation plane, on dit qu’elle est équivalente si le produit des modules
linéaires m; et m, suivant les directions principales vérifient:

my.my =1

Soit le modéle terrestre représenté par la sphére de rayon R qu'on note S2. Au point P(y, A) on lui
fait correspondre le point p(X,Y) du plan OXY par la représentation plane suivante définie par les
formules :
T
X =2R.sin (— — f) .COSA
4 2
pX,Y) 0.1
Y =2R.sin (E — 2) sinA
4 2

. Qu’elle est 'image du pole nord Py ?

. Montrer que I'image d’'un méridien (A = Ag=constante ) est une droite dont on donne I'’équation.
. Montrer que I'image d’un paralléle (¢ = py=constante ) est un cercle dont on précise 'équation.
. En utilisant le lemme de Tissot, déterminer les directions principales.

. Soit ds la longueur infinitésimale correspondante sur la sphére, donner 'expression de ds?.

. Soit dS la longueur infinitésimale correspondante sur le plan. Montrer que:

N1~ WN

dS? = R%cos? (E — f) dp? + 4R%sin? (E - f) AdA?
4 2 4 2
7. En déduire le carré du module linéaire m?.
8. Calculer le module linéaire m; le long du parallele.
9. Calculer le module linéaire m, le long du méridien.
10. La représentation plane définie par (9.1) est-elle équivalente. Justifier votre réponse.

Probleme 53. Etude de la représentation conforme d’une sphére de rayon unité dite représentation
de Littrow® définie par :
Z =sinz
avecz=A+iletZ=X+1iY.
1. Préciser le canevas, les images des méridiens et celle de I'’équateur.
2. Vérifier que les points f et f' (¢ = 0,A = £7/2) sont des points singuliers.
3. Etudier les images plans des cercles de diameétre f f’ et des petits cercles orthogonaux.
4. Soit s le point (¢ = ¢, A = 0). On appelle segment capable sphérique 'ensemble des points b tels
que l'angle b/p,E = a. Quelle est 'image plane de cette courbe dans cette représentation plane.

Probléme 54. Soit 'application F(u,v) : R? — R3\(0, 0, 1) définie par:

( 2u
X=—"

uz+v2+1

OM(u,v) = F(u,v) | y=——2
(uiv)_ (u)v) y_u2+v2+1
_u2+v2—1

2= uz+v2+1

1. Calculer la forme fondamentale ds?.

2. Montrer que OM (u, v) appartient & la sphére S? d’équation x2 + y2 + 22 = 1.

3. Calculer u, v en fonction de x, y et z.

4. Soit le point N(0,0,1) de S?, calculer les coordonnées (X,Y) du point p intersection de la droite
NM avec la plan z = 0 en fonction de x, y et z.

5. Soit o I'application R3\(0,0,1) — R?: (x, y,2) — (X,Y) = (X(x, y,2), Y (x, y,2)). Montrer que
(0 o F)(u,v) = o(F(u,v)) = (u,v). En déduire que F = o'

°En hommage a Joseph Johann Littrow (1781-1840) astronome autrichien.
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Probléme 55. Soit un ellipsoide de révolution E(a, e) avec a et e respectivement le demi-grand axe
de Iellipsoide de révolution et e la premiére excentricité. Soit S?> une sphére de rayon R. On veut
étudier le passage suivant:

p(p, A) de lellipsoide E = P(1, A)de la sphére S?

1. Exprimer m le module linéaire de cette représentation.
2. On pose:
z2=L+iA, Z=L+IiA

L est la latitude isométrique de I'ellipsoide de révolution et L la latitude de Mercator. Une transfor-
mation conforme entre E et S? est donnée par Z = f(z) ot1 f est une fonction analytique. On propose
le cas le plus simple a savoir:

Z=az+p
a=cy+ic

avec 12
ﬁ:b1+lb2

les cq, ¢y, by, by sont des constantes réelles. Donner les expressions de L et A en fonction de £ et A.
3. On veut que repésentation transforme les méridiens et les paralléles de 'ellipsoide respectivement
en méridiens et paralléles de la sphere et que I'image du méridien origine A = 0 soit le méridien
origine de la sphére A = 0. Montrer que ¢, = b, =0etL=c;L+b;, A=cA.

4. Pour avoir la méme orientation en longitude, on prendra c; > 0. On cherchera la transformation a
déformation minimale autour d’'un paralléle ¢ = ¢, tel que le paralléle ¢ = ¢, est automécoique

s . . < g dm
et le module linéaire m est stationnaire pour ¢ = ,, c'est-a-dire m(py) =1 et (— =0, en

de
d’*m
dp2

Pour faciliter les notations, on prendra b = b,, ¢ = ¢;. Montrer que la relation liant ¢, et ¥, est:

tgipo =t 1—e2
§%o=18%0 1—e2sin2p,

5. Déterminer les constantes b, ¢ et R en fonction de ¢, et ¥, telles que les conditions ci-dessus soient
vérifiées.

6. Montrer que I'expression du développement limité de m(yp) de part et d’autre du paralléle ¢ est
donnée par:

plus on considére aussi la condition:

=0
Y=o

_ 2e2(1—e?)sinpycosp,
3(1 —e2sin2pg)>

m(p) =1 (¢ —90)* +o((¢ — )"
7. On fait intervenir la deuxiéme excentricite e’, Montrer que m(¢) s'écrit:

2e"%sinpocosp,
3(1+ e"%cos2pq)?

m(p)=1- (¢ —90)* +0((p = 9o
Probleme 56. Soit £(a, b) un ellipsoide de référence de parametres a et e respectivement le demi-
grand axe et la premiere excentricité. On considere une représentation plane P de £ vers le plan
(0,X,Y). On pose:

z=A+iL

Z=X+iY =Z(2)

avec L la latitude isoparamétrique.
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1. Ecrire les expressions du carré des éléments infinitésimaux de longueur sur 'ellipsoide et le plan.
En déduire le module linéaire m.

VA
2. On pose { = P Si y est le gisement de 'image du méridien passant par le point z = (A, £),
b4

montrer que arg({) = g —7.

3. On cherche une représentation plane du type Z = a + 3z + @z
complexes. On impose les conditions suivantes:

-pourz=0,7Z=0,

- I'axe des Y coincide avec le méridien a I'origine.

Montrer que Re(f8) = 0.
4. En déduire que Z s’écrit:

2 o1 a, B et @ des constantes

Z =ipz+ (@, +iw,)z?

avec f3;, @, @, sont des réels.

9.2 La Représentation Lambert

Exercice 57. En un point A de coordonnées géodésiques ¢ =40.9193 gr et A =11.9656 gr a I'Est
de Greenwich, on vise un point B.

1. Dans quelle zone de Lambert Tunisie se trouve le point A ? Calculer ses coordonnées planes (X,Y).
2. D’azimut géodésique de la direction AB est Azg = 55.7631 gr. Sachant que Dv = 1.52dmgr,
calculer G le gisement de la direction AB.

3. La distance AB réduite a l'ellipsoide de référence est D, = 5421.32m. Sachant que l'altération
linéaire dans la région des points A et B vaut —9 cm/km, calculer la distance AB réduite au plan.

Exercice 58. D’apres les coordonnées de deux points A et B vous trouvez la distance AB = 5427.380 m.
On a les données suivantes :

a - I'altération linéaire de la représentation dans la région de AB vaut +8.107°,

b - les altitudes des points A et B sont : Hy = 1000.00m et Hz = 1200.00 m.
1. Calculer la distance suivant la pente Dj entre les points A et B matérialisés sur le terrain.

Probléme 59. On a mesuré une distance suivant la pente Dp = 20130.858 m entre deux points A et
B avec Hy = 235.07 m, Hg = 507.75m, on prendra comme rayon terrestre R = 6378 km.
1. Calculer la distance D, suivant l'ellipsoide en utilisant la formule rigoureuse.
2. Sachant que le module linéaire m vaut 0.999 850371, calculer la distance D, réduite au plan de la
représentation plane utilisée.
3. Les coordonnées géodésiques du point A sont : ¢ = 10.72453 gr, A = 41.44903 gr. Par des
observations astronomiques, on a déterminé les coordonnées astronomiques ¢, = 10.72574 gr et
Aq = 41.45052 gr du point A et 'azimut astronomique de la direction AB soit Aza = 89.68499 gr.
Transformer I'azimut astronomique de la direction AB en azimut géodésique en utilisant I’équation de
Laplace donnée par :

Azg =Aza+ (A —A,).sing

4. Calculer le gisement G de la direction AB sachant que Dv = 0.00188 gr.

5. Les coordonnées Lambert Nord Tunisie de A sont X =478022.43m et Y = 444702.22 m. Déter-
miner alors les coordonnées de B.

6. Calculer 'azimut de B vers A sachant qu’on néglige la correction de la corde de la direction BA et
que Az =10.92884 gr.

Probléme 60. On a mesuré une distance suivant la pente entre les points A(H, = 1319.79m) et
B(Hp = 1025.34m) avec Dp = 16483.873 m.

1. Calculer la distance D, distance réduite a l'ellipsoide de référence par la formule rigoureuse, on
prendra le rayon de la Terre R = 6378 km.

26



Corrigés des problemes et des exercises A. Ben Hadj Salem

2. Calculer la distance D, réduite a la représentation plane Lambert si 'altération linéaire de la zone
est de —14cm/km.
3. La direction AB a un azimut géodésique Azg = 297.56225 gr. Donner I'expression du gisement G
de AB en fonction de Azg, y la convergence des méridiens et Dv la correction de la corde, sachant que
la représentation plane utilisée est le Lambert Sud Tunisie et que le point A est au nord du parallele
origine.
4. On donne Dv = —13.7dmgr et A = 9.3474734 gr la longitude de A, calculer G.
5. En déduire les coordonnées (X, Y5) de B si X4, = 363044.79m et Y, = 407 020.09 m.
6. Déterminer les coordonnées géographiques (¢, A) de B.

On rappelle que: a = 6378249.20m et > = 0.006 803487 7.

Probleme 61. On donne deux points A et B dont les coordonnées géodésiques dans le systéme
géodésique Tunisien sont:

¢ =40.4549830gr ¢’ =40.3385861 gr
Al A=959542429¢r B{ A =9.45483610gr (9.2)
h=742.40m h’ =987.00m

On a mesuré la distance Dp suivant la pente entre A et B soit Dp = 16259.249 m.
1. Calculer la distance D, réduite a la surface de l'ellipsoide de référence.
2. Rappeler I'expression du module linéaire m de la représentation Lambert Nord Tunisie.
3. Calculer le module linéaire moyen des modules linéaires calculés en A et B.
4. Calculer alors D, la distance réduite au plan de la représentation Plane Lambert Nord Tunisie.
5. En A, on déterminé 'azimut géodésique Azg de A vers B. En négligeant dv la correction de la
corde, calculer le gisement G de la direction AB.
6. Calculer (X,Y) les coordonnées Lambert Nord Tunisie du point A. En déduire alors (X’,Y’) les
coordonnées Lambert Nord Tunisie du point B a partir de celles de A.
7. Calculer directement les coordonnées (X”,Y”) de B. Comparer les avec celles de la question
précédente?

(On donne a = 6378249.20m, e = 0.006 803 4877, ky = 0.999 625544, rayon moyen de la
Terre R = 6378000 m)

9.3 La Représentation UTM

Exercice 62. Dans cet exercice, on voudrait justifier Parrét a I'ordre 8 de I'expression de Y(UTM) en
fonction de A. On donne: ¢ =40.00gr et a = 6378249.20m, e? =0.0068034877.

1. Calculer numériquement e’?, 2, t? = t g2 et N(¢).

2. Calculer numériquement le coefficient ag:

Ncos” psing(165—61t%+537t*+96791n>—23278t%n>+9244n*+358t*n*—19788t>n"*)

dg =
40320

3. On donne A = 1.23546 gr, calculer agA® et conclure.

Probleme 63. Soit le point A de coordonnées géodésiques: ¢ =40.9193 gr et A =11.9656 gr a I'Est
de Greenwich. On considere la représentation plane UTM tronquée suivante, de méridien central
Ao = 9° définie par les formules :

{ X == al.(k_lo)‘i‘a:;.(}._ko)g
Y = g(¢)+ay.(A—2p)?

ol ¢, A et A, sont exprimées en rd, avec:

a; =N(p).cosp
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a, .
a) = —.S1ne
2

alcosch

3 = ———--
6

N(p)=

(1—tg2p +e?.cos?p)

a

v 1—e2sin2p
g(¢) = a(1—e%)(1.0051353.¢ —0.0025731sin2¢p)

eZ

1—e2
1. Montrer que les coordonnées du point A sont: X = 157833.48m,Y =4078512.97 m, on justifie
les résultats.
2. Soit le point B de coordonnées (X = 160595.98m;Y = 4078 564.53 m). Sachant que B est situé
sur le méme paralléle que A, calculer la longitude A de B.
3. Calculer le gisement G et la distance AB.
4. Sachant que la convergence des méridiens y est donnée par tgy = (A —Ay)siny et qu'on néglige
le Dv, calculer 'azimut de la direction AB.
5. Calculer l'azimut de B vers A en négligeant le Dv de B vers A.
6. En calculant les coordonnées UTM de A et B, on trouve respectivement X, = 657 770.34m, Y, =
4076891.20m; Xp = 660531.74m, Y =4076942.76 m. Calculer la distance AB par les coordonnées
UTM. En déduire l'erreur relative sur la distance en utilisant les coordonnées de 'UTM tronquée.

a=6378249.20m, e? =0.0068034877, e =

10 Les Transformations de Passage entre Les Systemes
Géodésiques

10.1 Les Transformations 2D de passage entre les Systemes Géodésiques

Exercice 64. On donne le modeéle bidimensionnel suivant, de transformation entre deux systémes
géodésiques, défini par:

X;) [ —21.662m + 0.999988149 —0.000025928) (X,

Y, ) \—627.748m —0.000025928 0.999988149 | '\ Y;
2. Donner les valeurs numériques respectivement du facteur d’échelle et de I'angle de la rotation

1. S’agit-il du modele bidimensionnel de Helmert? Justifier.
entre les deux systémes.

10.2 Les Transformations 3D de passage entre les Systemes Géodésiques

Probléeme 65. Soient les trois tableaux ci-dessous des coordonnées 3D respectivement dans les
systémes S1 et S2 et a transformer dans le systeme S2:

Nom

X(m)

Y(m)

Z(m)

NO Ul h WN -

4300244.860
4277737.502
4276816.431
4315183.431
4285934.717
4217271.349
4292630.700

1062094.681
1115558.251
1081197.897
1135854.241
1110917.314
1193915.699
1079310.256

4574775.629
4582961.996
4591886.356
4542857.520
4576361.689
4618 635.464
4579117.105

28



Corrigés des problemes et des exercises

Nom X(m) Y(m) Z(m)
1 4300245.018 1062094.592 4574775.510
2 4277737.661 1115558.164 4582961.878
3 4276816.590 1081197.809 4591886.238
4 4315183.590 1135854.153 4542857.402
5 4285934.876 1110917.227 4576361.571
6 4217271.512 1193915.612 4618635.348
7 4292630.858 1079310.168 4579116.986

Nom X(m) Y(m) Z(m)
A 4351694.594 1056274.819 4526994.706
B 4319956.455 1095408.043 4548544.867
C  4303467.472 1110727.257 4560823.460
D 4202413.995 1221146.648 4625014.614

1. Déterminer les parameétres du modeéle de BurSa-Wolf a 7 parametres.
2. Calculer les coordonnées 3D des points du troisieme tableau dans le systeme S2.

11 Géodésie Spatiale

A. Ben Hadj Salem

11.1

Exercice 66. 1. Montrer que: r = a(1 —ecosE).
2. Démontrer a partir des formules du cours la relation:

1+e E

Notions sur le Mouvement d’un Satellite Artificiel de la Terre

tg

2 t
2~ \1-2%2
Aide: exprimer tg(v/2) en fonction de tgv.

Exercice 67. 1. A partir de I'expression de X, monter que X vérifie 'équation du mouvement non

perturbé pour la composante X, soit:
u

X+ r_3XC =0

Probléeme 68. La Terre est supposée sphérique, homogene de rayon R = 6371000m. Le pro-
duit de la constante universelle de gravitation terrestre G par la masse M de la Terre soit GM =
3.986 005 10'*m3s~2. Un satellite géodésique a une trajectoire telle que son altitude maximale est
1100 km et son altitude minimale 800 km.
1. Donner la période du mouvement de ce satellite.
2. Quelle est 'excentricité de sa trajectoire?
3. On mesure la distance du satellite & une station au sol de latitude 43°,5 et d’altitude nulle, lors du
passage du satellite a la verticale de la station, soit D = 812000 m.

a - Quelle est 'anomalie vraie du satellite a cet instant, sachant qu’il vient de passer au périgée.

b - Combien de temps s’est écoulé depuis le passage au périgée?

Probléme 69. Une comeéte décrit autour du Soleil une ellipse d’excentricité e de demi-grand axe
a et de demi-petit axe b ol le Soleil occupe un des foyers. L’équation de I'orbite de la comeéte en
coordonnées polaires est donnée par:

_a(l— e?)

" 1+ecosv
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avec r la distance Soleil- comete. 1. Déterminer les distances 4 et rp lorsque la comeéte est a 'apogée
et au périgée en fonction de a et e.
2. La comeéte de Halley a une orbite fortement excentrique : son apogée est a 0.53 UA du Soleil et sa
périgée est a 35.1 UA. Calculer e.
3. En utilisant la loi des aires et la troisieme loi de Kepler, montrer que la constante des aires C est
exprimée par:

b2

C*=—G.M
a

ol G, M désignent respectivement la constante de la gravitation universelle et la masse du Soleil.

4. On pose : u= —. Donner I'expression du carré de la vitesse v de la cométe en fonction de u et
r

du .
To" Montrer que v? peut s’écrire sous la forme:
v

5 2 1
ve=GM|——-—
roa

[ . ) . . T . (- VA .
5. Déterminer I'expression du rapport des vitesses a 'apogée et au périgée —— en fonction de e.
v
6. Calculer numériquement ce rapport pour le cas de la comete de Halley.
On donne:
-1 UA=149597870km,

-G=6.672x 10" " m3.kg7l.s72,
- M =1.9891 x 10%% kg.

12 Modeles Linéaires de Compensation

Exercice 70. Soient U un ouvert convexe d’un espace de Banach’ réel E c’est-a-dire un espace
vectoriel normé complet sur R et f une fonction a valeurs réelles, différentiable et convexe dans U.
1. Montrer que si f'(x,) = 0 en un point x, € U, alors f a un minimum absolu en Xx.

Exercice 71. 1. En utiliser I'identité remarquable:
lax +(1—a)yl? = allx|® + (1 = a)llylI* — a(l - a)llx — y|?

Montrer que dans un espace de Banach réel E, la fonction f = || .||? est strictement convexe, c’est-a-dire,
Vaelo,1[, f(ax+(1—a)y) < af(x)+(1—a)f(y), pour tout couple (x,y) € E2.

Exercice 72. On note F une surface de R* définie par la représentation paramétrique:
OM = (al (u) V), a2(u> V), a3(u5 V))T

otl u et v sont deux parametres réels. On se donne un point P(x, y,z) € R®.
1. Donner une condition géométrique portant sur le plan tangent a F au point My(ug, vo) pour que la
différentielle de la fonction (u,v) — ¢ (u,v) = ||OP — OM(u, v)||? soit nulle en M (i, vo).

Exercice 73. Soient U un ouvert convexe d’un espace de Banach réel E et f une application différen-
tielle de U dans R.
1. Montrer que f est convexe dans U si et seulement si:

F(x) = f(xo) + f(x0)(x — x0)

7Stefan Banach (1892-1945): mathématicien polonais.
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pour tout couple de points x,xy € U.
2. On suppose E = R" et f de classe C2 soit deux fois différentiable et f” continue; pour x € U, soit
¢, la forme quadratique définie par :

n a2f
(px(h): E (x)hlh_]’ h:(hl,hz,...,hn)ERn
=1 3xl-9xj

Montrer que f est convexe dans U si et seulement si @, est positive pour tout x € U soit p,(h) >0
pour x € U eth € R".

Exercice 74. Soit un triangle ABC, on observe les angles A B, C et les cotés BC = a, AC = b et
AB=c: .

A=43.77160gr o;=3.1dmgr

B=98.39043gr oj=3.1dmgr

¢ =57.83858gr ops=3.1dmgr

a=333.841m, o,=0.005m

b=525.847m, o0, =0.010m

\ ¢ =414.815m, o,=0.005m

A

1. Calculer les angles et les cotés compensés.
2. Calculer les poids de I'angle A et du c6té a.
3. Déterminer une estimation du facteur de variance unitaire.

Probleme 75. Les directions suivantes sont observées respectivement aux stations A, B, C et D d'un
quadrilatere ABDC comme suit:

vers B: 0.00000gr
vers C :74.16667 gr

vers D : 0.00000gr
Station B=4 vers C :82.46080gr
vers A:170.62531gr

Station A= {

vers A: 0.00000gr
Station C =1 vers B:37.67099 gr
vers D : 85.08302¢gr

vers C : 0.00000gr

Station D = { vers B :70.12809 gr

Les observations sont non corrélées. 'écart quadratique moyen de ces observations est identique et
vaut oy =6.2dmgr.

1. Compenser les directions et calculer leurs poids et celui de ’'angle CBA.
2

. . .. . S
2. Calculer I'estimateur s? du facteur de variance unitaire et celui de —.
2

o
3. Des observations de nivellement ont été effectuées sur les lignes ABC et BCD. Les différences
d’altitudes observées sont les suivantes:

H,—Hyz =0.509m
Hy—Hp =1.058m
H,—Hg=3.362m
Hp—Hg=1.783m
Hy—He = 2.829m

Les observations sont non corrélées et de précision identique. Compenser les observations ci-dessus
et calculer un estimateur du facteur de variance unitaire.
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Figure 5: La polygonale observée

Probleme 76. 1. Montrer que dans un cheminement altimétrique de précision, le poids de I'observation
entre deux reperes est inversement proportionnel de leur distance en supposant I'égalité des portées
et que les observations sont non corrélées.

2. Une polygonale ABCD (voir Fig. 5) a été observée par le nivellement de précision. L'instrument
utilisé a une précision de 2 mm par km. Les observations considérées non corrélées sont les suivantes:

Ho—H,=1.878m, AC =6.44km
Hp—H,=3.831m, AD=3.22km
Hp—Hg=1.954m, CD=3.22km
Hy—H,=0.332m, AB=6.44km
Hp—Hp =3.530m, BD=3.22km
H.—Hp =1.545m, BC =6.44km
Laltitude du repére A est de 3.048 m et non entachée d’erreurs. Calculer par compensation des
observations les altitudes des repéres B, C et D et leurs écarts-types.

3. Calculer I'écart-type de la différence d’altitudes entre les reperes C et D.
4. Donner une estimation de la précision par km du nivellement effectué.

Probleme 77. On veut étalonner un anéroide, appareil donnant la pression de I'air, par la formule:
D=d+at+y

oll a,y sont deux constantes, t la température en degrés centigrades. Les parametres d et D sont lus
respectivement de 'anéroide et a partir d'un barometre en mercure, et exprimés en mm Hg.

Pour déterminer a et y, des lectures ont été prises a différentes températures (voir tableau 1).
Ces observations sont non corrélées. L'écart-type de la lecture de d est de 0.14mm Hg; t et D sont
supposées sans erreurs.

1. Calculer par la méthode des moindres carrés les constantes a et y.
2. Estimer le facteur de variance unitaire.
3. Déterminer la variance et la covariance de a et y.

Probléme 78. En statistiques, la loi normale est une famille de distributions de probabilités carac-
térisées par la fonction de densité:

(e 0)= e
p(x,p,0) = e
2no
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t d D
°Centigrade mmHg mmHg
6.0 761.3 762.3

10.0 759.1 759.5
14.0 758.4 758.7
18.0 763.1 763.0

Table 1: Table des observations

ol u est la moyenne et o2 la variance. On note par [(x,u,o) = Logp(x, u, o), soit:

2
16,1, 0) = —Logo — X"
202

Soit X une variable aléatoire ayant comme fonction de densité p(x, u, ). On rappelle les opérateurs
suivants espérance mathématique ou moyenne et variance:

+00
E[f(X)]=f fGplx, p, 0)dx
V(f (X)) = E[(E[f (X)]— f (X))*]

+0o0

On donne la formule: J e du = g
0
1. Montrer que:
+00
E(X)=J p(x,u,0)dx =u
—0o0
+00
o?(X)=Var(X)=Cov(X,X) = J (x —w)?p(x, u,0)dx = o2
—0o0
2. Montrer que:
+00
J ute ™ du = S/
oo 4
ol al
3. Calculer — —.
ou 9o
ol al
4. On pose 8 = (u,0). Soit Ty I'espace engendré par (6_’ a—). On définit sur Ty 'opérateur
u oo

<.,.>: Ty x Ty — R 4 A, B deux variables aléatoires € Ty:
<A,B>=E[A(x)B(x)]
Justifier qu’on peut écrire:
E[A(x)B(x)] = Cov(A(x), B(x)) = E[(E[A(x)] —AG))(E[B(x)] —B(x))]

5. Montrer que < .,.> définit un produit scalaire sur Tj.

al
6. On pose: e; = Em ete, = EPe On définit le tenseur métrique sur Ty par:
w o

8ij =<¢,€; >
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Montrer que la matrice g = (g;;) est donnée par:
_1f10
&= o2\0 2
et que la premiére forme fondamentale sur Ty s’écrit:
2_ 1 2 2
ds® = —Z(d,u +2do“)
o

Probléme 79. Soit un triangle de c6tés a, b, ¢ et d’angles A, B et C. On se propose:
- d’estimer a, b et ¢, et les variances de ces déterminations. Les observations sont:

a=96.48mm

b=115.50mm

A=063.042gr (12.1)
B=99.802gr

C =37.008gr

On choisit ici comme unités normalisées le décimillimetre (0.1 mm) pour les mesures de distances, et
le décimilligrade (0.1 gr) pour les angles.

On prend les poids égaux aux inverses des carrés des emq de chaque observation. On donne la
matrice des poids P:

0.277 0 0 0 0
0 0.160 0 0 0
P= 0 0 1.524 0 0
0 0 0 1.524 0
0 0 0 0 1.524
[ . sinC
On prendra comme valeurs approchées des inconnues ap =a; by=>b; c¢o= asi_nA’

1. Ecrire les parametres observées et les valeurs observées des inconnues dans les nouvelles unités.
2. Soit X = (a, b, c) le vecteur des inconnues. On adopte le systéme suivant liant les inconnues aux
observables:

(( a=a
b=b>b
b2 +¢%2—a® .
Arccos——— =A
2b¢é
. 12.2
{ (1.2+('12_b2 . ( )
Arccos—— =B
2ca
22, 32 .2
+b“—¢ .
Arccosa—.ZC
\ 2ab

Ceci étant, on posera pour les grandeurs a déterminer:

a=ayg+da=a+da
b=by+db=b+db

¢=co+dc
et pour les grandeurs observées:

a=a+v,
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b=b+v,
A=A+v,
B=B+vg
C=C+v

En linearisant la troisieme équation de (12.2), montrer que '’équation d’observation s’écrit:

1 a 2000, 1 a§+b3—c§2000db 1 a§+c§—b§2000dc_ . 2000
sinAbgcy T sinA 2bZc, T sinA 2byc2 n -4

Va

ol :

2, .2_ 2
= bg + ¢ —ag — 2bgcocosA
A 2b0COSirlA

(étant entendu qu’on exprime v, en dcgr).

3. Montrer que le systeme des moindres carrés AX = L 4+ V s’écrit:

1. 0. 0. 0. Yy
0. 1. 0. da 0. vy
1.00375 —0.83924 0.00143 |.{db |=]| 0.97981 [+ ] v4
—1.00571 1.20285 —0.66128 dc —2.88449 Vg
0.00094 —0.36239 0.65918 0.42396 Ve

4. Résoudre le systéme précédent par la méthode des moindres carrés et montrer que la matrice
normale N = AT PA est donnée par:

3.35605 —3.13044 1.01750

N= - 3.64132 —1.57937
- - 1.32971
5. Montrer que:
+0.62971
X =| —0.90962
0.9482

6. Déterminer les variances des inconnues 0(21, o% et af.

Probléme 80. On considére (u,v) € R? et on définit la fonction par :
fu,v) =u*+6uv +1.5v + 36v + 405

1. Chercher les points critiques réels de f.

2. Montrer que le point x* = (u,v) = (3,—18) est un point minimum de f.

3. Montrer que le Hessien de f est une matrice définie positive si u? > 1 et indéfinie si u? < 1.
4. Montrer que la formule de récurrence de Newton s’écrit avec J = 1.5(ui —1):

3 3 2
u, + 9 2uk + 18uk

Uy = Vk+1 = —
+ J > + ,]

Probléme 81. Soient le plan (P) et la sphére (S?) d’équations respectivement: x +y +z = 1 et

x2 4+ y? +22 = 1. On veut chercher le point M € (S?) tel que sa distance au plan (P) soit maximale.
1. Montrer que la distance d’un point M(X,Y,Z) au plan (P) est donnée par :

d=|X+Y+Z—-1|/V3
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2. Pour répondre a la question posée ci-dessus, on considere la fonction: E(x,y,z,A) = —(x+y +
z—1)2—A(x? + y2 4+ 22 — 1). Ecrire le systéme d’équations donnant les points critiques de E qu’on
note par (1).

3. Montrer que si A = —1, on arrive a une contradiction. On suppose que A # —1. Que représente le
cas A =0.

4. On suppose que A ¢ {—3,—1,0}. Résoudre le systeme (1). Soit le point M, tel que ses coordonnées
sont négatives.

5. Montrer que la matrice hessienne de E pour M, sécrit sous la forme:

w? =2 =2
H=|—-2 p> -2 avec u=1++3
-2 =2 u?

6. Sion pose U = (X,Y,Z)" € (S?). Montrer que UT . H.U =2[3+ v3—(X +Y + Z)?]. En déduire
que UT.H.U > 0 pour tout U # 0 € (S?).

7. Montrer que pour le point M,, on obtient un minimum strict de E. A-t-on répondu a la question
du probléme.

13 Modeles Non-Linéaires de Compensation

Probleme 82. Dans le plan affine P, on a mesuré trois distances planes entre un point inconnu
P(X,,X,) vers trois points connus P;(a;, b;);=1 3 dans trois directions différentes. On considére le
modele non linéaire de Gauss-Markov défini par:

{(X)=L—e, eeN(0O,I)

avec:

- L: le vecteur des observations (3 x 1) = (Ly, Ly, L3)7;

- X: le vecteur des inconnues (2 x 1) = (X1,X,)7;

- e: le vecteur des erreurs (3 x 1) = (eq, eq,e3)! suit la loi normale A'(0,T) avec E(e) = O et
I' = E(ee’) la matrice de dispersion ou variance, on prendra I' = U%.P‘l, P est la matrice des poids
égale a la matrice unité I3, oy une constante positive;

- {: est une fonction donnée injective d’un ouvert U C R? — R? définie par:

5 [(X1—a1)? + (X5 — by)?]
((X)=0(X1,X5) = %[(Xl —ay)?+(Xy— bz)z]
%[(Xl —az)* + (X — b3)2:|

D2
iobservée
2

ot 9¢ o o :
1. Montrer que les vecteurs X ax. sont linéairement indépendants en chaque point X € U.
1 2
2

0X;0X;

On prendra comme composante L; du vecteur observation la quantité L; =

2. Montrer que les fonctions sont continues sur U pour i, j € {1,2}.

2

J
0X;0X;

3. On pose: J = ||L — {(X)||?. Calculer les coefficients de la matrice ( ),i,j €{1,2}.

4. Soit la matrice carrée définie par:

LX) ag(x)> { i=1,2

g§(X)=(g;;) avecg;; =< ax, ’ X, i=1,2
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Calculer les coefficients g;;.
5. Introduisons la matrice B définie par:

i=1,2
j=1,2

2%¢
B(X,L)=(B;;) avec B;; = g;;— <L —{(X), 2X,0%, > {

Calculer les éléments de la matrice B et montrer qu’elle est définie positive.
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Part I1
LES CORRECTIONS
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14 Topographie

Correction 1. Appelons C le point central de 'antenne. D’aprés les données, on obtient par calcul les
éléments suivants:

al. Distance AB = /(X, —X5)2 + (Y, — Y3)2 = 795.55m,

: Yy —Yp
a2. Gisement AB = G, = 100 gr +Arcth

=100.0000 + 81.4453 = 181.4453 gr,

B A

a3. Gisement AC = G,3 —A = 181.4453 — 73.3333 = 108.1120 g7,
a4. Gisement BC = Ggy + B =381.4453 4+ 96.6667 = 78.1120 gr,

a5. Angle C = 200.0000 gr — (A+ B) = 30.0000 gr
Correction 2. 1. On a:

i=4 i=4
o = 2% 5 = 2ic12a _ 42 _ 2 _
4 m 16 16 4
a 12
a,=—=—=6dmgr
m= 5 5 g

2. La distance D est donnée par:

tgla/2)= 1/72 = D= écotg (%)

Calculons la différentielle dD en fonction de da, [ la longueur de la stadia est sans erreur et [ = 2m:

dD—d(Lcot g)__id—a:
~ 2% ) T T4sin2(a)2)
[ 24 [ a [ 2a, [ A

D 16 sin*(a/2) 4sin2(a/2) 4sin2(a/2) 2sin2(a/2)
D= %(1 +cotg2a?m) O

3. On obtient :

l 5 Oy 2D\?
D=—(1+cotg —)amz— 1+ — A -
2 2 2 l
.7

D=(1+101.532)x3x10%.7=0.097m=9.7cm
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P
PA =7t/2-3,
PM = 1t/2-¢,
MA = z,

Angle PMA = Az

Figure 6: Triangle sphérique

P
PA = 1t/2-§,
PM = 1t/2-0,
MA = z=m/2,

Angle MPA =-AH

Figure 7: Triangle de position

15 Astronomie

15.1 Trigonométrie Sphérique

Correction 3. On applique la formule fondamentale cosa = cosbcosc + sinbsinccosA, on obtient:

i T . (T
cos(§—5)=coszcos(§—cp)+smzsm(§—<p)cosAz:>

sind —coszsiny SV
CO0sAz = - —| Az =20°20740”.25 (15.1)
sinzcosyp

Correction 4. On applique la formule fondamentale cosa = cosbcosc + sinbsinccosA, on obtient:

e ) S G O o B o
C0SzZ = COoS D) Ccos > Y% Sin 5 sSin 5 @ |cos

0 =sinysind + coswcosdcosAH —>| cosAH = —tgptgd (15.2)

Correction 5. 1. a =A+B + € = 200.00045 gr = 4.5dmgr
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AB =3,
AD =g,
BD = d,

Angle A=a,

Angles B=D = o/2.

Figure 8: Le carré sphérique

rd _ aire triangle ABC

2. € R2

oll R = 6368 km le rayon moyen de la Terre. D’oti:

ire triangle ABC  AB.AC.si 21 2
erd:aure riangle _ .ACsznA:5.21654x10_6:5 654 x —3.3dmgr

R2 2R2 T

f =a—200.00000 gr —e =200.00045 —200.00000 — 200.00033 = | f = 1.2dmgr

Correction 6. 1. Soit d la diagonale liant les sommets B et D. C’est aussi une bissectrice, dans le
triangle sphérique ABD, On va appliquer la formule en cotg soit:

sinA.cotgB = cotgb.sinc —cosc.cosA
ce qui donne:

sina.cotgs = cotga.sina —cosa.cosa =>

2

. oQ
2C052% = cosa —cosa.cosa = cosa.(1 —cosa) = 2cosa.sin 5 ==

cosa = cotgzg (15.3)

2. La formule des sinus donne:

sind sina . . o
— = — =>| sind = 2sina.coss =2cos%.‘/1—cotg4—
sina  sina/2 2

Correction 7. 1. Le triangle sphérique PMH est rectange en H. On appplique la régle de Neper. Soit:

T . (T
cos (— —H) =sinA.sin (— — (p) o
2 2

sinH = sinA.cosp (15.4)

On peut utiliser la formule des sinus:
sinH _sin(5—)
sinA  sinm/2

sinH =sinA.cosy
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Figure 9: Les coordonnées de Cassini-Soldner

Angle MPA = +AH
Coté AP=1/2-6

Coté MP =1/2-¢

Angle PMA = 27-Az
Cotée MA =1z

Figure 10: Les éléments du triangle sphérique PAM.

Pour calculer L, On utilise la régle de Neper, d’ott:

_ tgy

coskzcotgL.cotg(E—np): tgl =
2 cosA

2. Inversement, pour calculer ¢, On utilise la régle de Neper, d’ott:

T T
cos (E — (p) :sinL_Sin(E —H) = | sinp =sinL.cosH

A. Ben Hadj Salem

Quant a A, on applique la formule en cotg soit sinA.cot gB = cotgb.sinc — cosc.cosA ce qui donne:

sing.cotgk = cotgH.sin(g —L) —cos (g —L) cos(m/2) =

tgA

_tgH
" cosL

Correction 8. 1. Les éléments du triangle sphérique PAM sont donnés par la figure (10) ci-dessus.
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4 P
H
P; P,

Vo

V] zénith Angle EOM= ¢

‘\ ,’ M Angle EOP =6
! . E Angle HOP, = h;

(o) " Angle HOP, = hz

Figure 11: Calcul des hauteurs h; et h,.

2. L'angle horaire est obtenu a partir de la formule:

HSL =AH + a => AH = HSL — a => | AH = 4".4241 1667 = 4h 25mn 26.82s

3. On applique la formule en cotg soit sinA.cotgB = cotgb.sinc — cosc.cosA. Comme AH est positif
et inférieur a 7, donc l'astre se trouve a gauche, on a les éléments pour appliquer la formule :

-A=P =AH,
-B=M=2n—Az,
-b=mn/2-5,
-c=m/2—.

Ce qui donne:

sinAH.cotg(2m —Az) = cotg(m/2—6).sin(n/2— @) —cos(m/2 — p).cosAH =
—sinAzcotg(Az) = tgdcosp —sinpcosAH =
sinAH
cosAHsing —cosptgo

tgAz =

4. Numériquement, on a | Az = 358°49'51.996” |.

5. A partir de la figure (10), la distance zénithale est donnée par le c6té MA. On applique la formule
fondamentale cosa = cosbcosc + sinbsinccosA, on obtient :

T s . (T . (T
cosz = cos (— — LP)COS(— —6) +sm(— — go)sm(— —5)cosAH =
2 2 2 2

cosz = sinpsind + cospcos6cosAH = | z = 51°3617".31

16 Astronomie de Position

Correction 9. On a les données suivantes:
- ¢ =36°54’ Nord,
-6 =+89°.

A partir de la figure (11), on obtient:
hy= (p+(g—5) = g+<p—5 = h; = 90° + 36°54’ — 89° = 37°54’.
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P, zénith
Angle EOM= ¢
Angle EOPs = 6 M
Angle HOP=POPs=¢p=7/2 -6 > E

Figure 12: Le lieu des étoiles toujours visibles

4 P
H
zénith
Angle EOM= ¢ /
/
Angle EOPs =-(\pi/2-¢) / M
-(\pi/2-¢) = 6 > -m/2 / > E
2}
/
/
/ s
PI

Figure 13: Le lieu des étoiles toujours non visibles

-hz=¢—(g—5)=«p+6—g+5:hz=36°54’+89°—90°=35°54’.
Correction 10. On traite le cas : lieu dans 'hémisphere nord.

1. - Le lieu des étoiles qui sont toujours visibles: a partir de la figure (12), les étoiles de déclinaison
6 = 1/2 — p sont toujours visibles au lieu de latitude ¢.

- Les étoiles qui ne sont jamais visibles ont pour déclinaisons 6 telles que : —/2 < 6 < —(7/2—¢)
voir la figure (13).

2. La condition pour qu’'une étoile culmine au zénith est donnée par : 6 = (, voir la figure (14).
3a. Au moment des équinoxes, I'ecliptique coupe I'’équateur donc 6 = 0, I'orbite du soleil est un grand
cercle dans I’équateur et la trace de '’horizon d’un lieu quelconque coupe I'’équateur en passant par le
centre de la terre, par suite la durée du jour est égale a celle de la nuit, voir la figure (15).

3b. En un lieu M a I'équateur ¢ = 0. Quelle que soit la date, le soleil a pour déclinaison —e < 6 <

+€, e =—23°27’, par suite le jour et la nuit sont d’égale durée voir la figure (16). Correction 11.
la. Pour calculer I'heure sidérale locale du lever, on commence par calculer 'angle horaire de l'astre
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4P
H
P, Angle EOM= ¢
/ \\/// . E Angle EOPs =6
0 o=¢

Figure 14: La condition pour qu’une étoile culmine au zénith

horizon

Equateur

soleil

Figure 15: Egalité du jour et de la nuit
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Le lieu M : =0
/\/PX Angle MOPs =6
Demi-plan EOP : nuit

E / \ > zénit
\ e

NNIPZ

P’

Figure 16: Egalité du jour et de la nuit en tout lieu sur I'’équateur

MP= 1t/2-¢ =1t/4=0,
AP=1/2-6,
MA=z,

Angle P = AH.

Figure 17: Position de l'astre A lors du lever

A au lever. Dans ce cas, on considere le triangle sphérique MPA, voir (Fig. 17). On obtient z=m/2
lors du lever et on part de la formule:

T .. (T
€0SZ = cosypcos (5 — 6) +sinpsin (E — 5) .c0sAH =

. . tgd
cosz =0 =cospsind + sinycosdcosAH = cosAH = oo —tgd =
8y

AH =125°.26538968 = 8 21 mn 03.4535s

Par la formule fondamentale de I’astronomie de position, on a HSL = AH + a. D’ou HSL; =
8h21mn03.4535s+11h13mn=19h33mn03.4535s.

1b. Comme l'observation a été faite le jour de I’équinoxe de printemps le 21 mars a 0 heure TU, I’heure
sidérale locale du coucher de 'astre Aest HSL; = HSL; +12h=11h13mn+12h =23h13mn.

2a. Nous avons la formule:

366.2422
HSL:HSGohTU'i‘k.TU'i‘A, k:—
265.2422
On obtient alors TU: 365.2422
TU = (HSL—HSGopry —A) o s
( onro = A)- 366 2422
Numériquement, on a ’heure TU; du lever au lieu considéré:
365.2422

TU, = (HSL; —HSGop gy — A). ooz
1= (HSL, OhTU )366.2422
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MP=1t/2-,
GP=7/2-6,

MG=z,

Angle P = AH’=|AH|,
Angle interne M=Az7’,

Azimut de M vers G : Az=27-AZ’.

Figure 18: Observation de la galaxie Androméde

365.2422
TU; =(19h33mn03.4535s —11h52mn —7h20mn). —————
366.2422

365.2422

TU, = (21 mn03.45355). 222722 _ 91 11n0.0037
1 =(21mn ) 362422 21™" ¥

2b. On obtient 'heure T U, du coucher au lieu considéré:

365.2422

TUg = (23h13mn — 11h52mn — 7h20 mn), Sox 2722

c=( mi mn = 7h20mn). oA
365.2422

TU, = (4h01mn). =2 _ 4100 mn20.52
¢ = (#h0Lmn). o g — 41 00mn ¥

Correction 12. 1. L'heure sidérale locale HSL est donnée par:
366.2422
HSL =HSGopry +k.TU+A, k="
onry 365.2422
Soit:
366.2422

HSL =20h35mn28s+0h20mn57s+21. ———
365.2422

HSL =20h56mn25s+21h03mn26.9859s =17h56 mn51.9859s
2. I’angle horaire de la galaxie AH est donné par:
HSL=AH+aZZ = AH =HSL—a=17h56mn51.9859s —0h40mn =17h16 mn51.9859s

Comme AH > 12h, on peut écrire AH = —AH’ = —6h43mn8.0141s = —100°.7833 9209 avec
AH’ > 0, la position de la galaxie est représentée dans la figure (18).

3. La distance zénithale de la galaxie a 21 h TU est obtenue par la formule:

T T . (T . (T /
€0Sz = Cos (— - cp)cos (— —5) +sin (— - np)sm(— —5) .c0sAH' =
2 2 2 2

cosz =sinpsind + cospcosS.cosAH =
cosz = 0.34938580 = z = 69°.5502 4748

4. On calcule 'angle Az’ par la formule des sinus:

sinAH’ sinAz’ . sinAH’
- = = sinAz’ = cosp.—;
sing gin(%—(p) sing

=0.76022783 => Az’ = 49°.484287

On obtient alors Az:
Az =21 — Az’ = 360° — 49°.484287 = 310°.515713
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17 Courbes et Théorie des Surfaces

17.1 Courbes

. s dM
Correction 13. 1. Le vecteur T est défini par T = = -
s

dx dy dz

t
5 ds’ a) . Calculons ds. On obtient

facilement:

ds? = a®(sint + cos?t)dt? + b2dt? = (a® + b?)dt? = ds = Va2 + b2dt, dt > 0

d’oti: )
—asint
va?+ b?
_ dM acost
ds Va2b+ b2
va?+ b2
le calcul du vecteur N nécessite le calcul du vecteur d T /ds, on obtient:
—acost 1 —acost dT
Va2 1 b2 Va2t b2 a2 + b2 —
d_T:d_ng —aasint al — | —asint ‘d_T :%:N: ds
ds dt ds JEZ T Va2t b2 @+ b2 ds az+b d_T
0 0 ds
—cost
Soit N = | —sint
0
Le vecteur B de la binormale est telle que B=T AN. Dou:
—asint
JVa2 + b2 _ .
, cazcottb Cf)stt 1 bsbmt ,
=| ——— |A| —sin =————| —bcos
«/a2b+ b2 0 vaz+b?2\ 4
va?+ b2
2. La courbure 1/R est donnée par :
1 dT a —>R 1+ b2
—_ = ||l— | = =a _
R ds a2+ b2 a2
o1 dB 1 . .
3. La torsion — est telle que A ——N. Calculons dB/ds. On obtient facilement:
T s T
i oo [T\ e
ds a2+ b2 a2+ b2 2+ b2 b
b
Correction 14. Soit la courbe (C) définie par les formules:
x =at?
vl y=at
9 4
g =-—at" avec a>0
16
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1. On prend t > 0 = y > 0 ainsi la condition demandée est vérifiée. On a ds?> = dx? + dy? + dz>
d’out:
ds)? 92 9 5\
(—) =x"2+y? + 2% = 4a%t% + 9a%t* + = a?t® = a?¢? (2 + —tz) =
de 42 4

9 , C 9 2,9 1 2,9 4
— =at|2+=t t>0=—=>s=a (2u+Zu Ydu=al|lu*+—u4| =alt +Rt =
0

4 16 0
9
= at? 1+—t2)
s=a ( 16

2. - Le calcul du vecteur T:

2at 8
p_dM _dmde 4 3q¢2 | 1 12t
= g T Aar de 2 - 2
ds dt ds at(8+9t2) %atg 8+9t 012

- Le calcul du vecteur N. Commencons par calculer le vecteur d T /dt. On obtient avec t > 0, 2t +8 >
0:

—2% x 3%t
dT 1 dt
—=—— | 22x3%24+2°x3 |, —=+:
dt (9t2+8) 94 321 ds at(9t2+8)
—24 % 3%t 2
T T
ar _ 4 [ p2yg2io5xs | o |40 2 34 (17.1)
ds at(9t2+8)3 04 % 32¢ ds at(9t2 + 8)2
dT
— —2% x 3%¢
t(9F2 2
N=—d5 _ j 3,“ © +28) —22x3B3t2+2°x3 | =
d_T at(9t2+8) 3 x4 9% » 32¢
ds
1 —122t
== m —9t +8
ot 12t
- Le vecteur B de la binormale est telle que B=T AN. D’olt:
8 —12¢ 9t2
1 1 . 1
+ 9t 92 9t2 + 12¢ 9t2 + 8
s 1 dT N . .
3. Le rayon de courbure R est défini par 7 = I Cette derniere expression est donnée par
s
I’équation (17.1) ci-dessus, d’ou:
at
R=———
48(9t2 +8)2
Soit O le centre de courbure, ses coordonnées sont données par :
2
X at —12¢
/ / at® at 2
00'=0M+MO =OM+RN=|Y | = +—.| 9t“+8
Z D gt | ABOH8PE o,

16
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dB 1
4. La torsion en M est obtenue par — = ——N. Calculons dB/ds. On obtient facilement:

S T
2
1 [ iB 12 12¢
= 2.8 —12t :E=m 9t —8 —
92 +8| g o
dB dB dt 4 12 12¢ g —12¢
ds  dt'ds  at(9t>+8) (9t2+8)? 8 | T aeersp | 0T8T
’ A —12t a 12t
2 2
aB_ 1 at(9?+8)
dt at(9t? + 8)? 48
48

17.2 Théorie des surfaces

Correction 15. Soit (T') la surface paramétrée par (u, v) dans R? telle que:

X =u(1—u?)cosv
M@u,v){ Y =u(l—u?)sinv
Z=1-u?

1. Calculons les différentielles dX,dY et dZ, d’ou:

dX = (1—3u?)cosv.du —u(1 —u?)sinv.dv

dY = (1—3u?)sinv.du+u(l —u?)cosv.dv =>ds®> =dXx*>+dy*+d7*> =
dX = —2u.du

dM

ds® = [(1—3u?)? + 4u?]du® + u*(1 —u?)?dv? = ds? = (9u* — 2u® + 1)du? + (1 —u?)2dv?

2.0naw’=1—-ZetX?*+Y?=u?(1—u?)? dow: X2 +Y?=(1—2)Z?. Donc la surface (T') est une
surface de troisieme degré.

Correction 16. Soit la surface d’Enneper:

X=u——+uv

M(u,v v3

(w,v) Y=v——+vi?
Z =u?>—v?
1. Calculons les vecteurs M., M. :
1—u?+1? 2uv
M/ { 2uv , M { 1—vi+u?
2u —2v

On a:

2 __ _ / / / / _ / / 2 / / / / 2
ds*=dM.dM = (M, du+ M dv).(M,du + M,dv) = M, .M, du” + 2M, .M dudv + M .M dv

Par suite:

M/ M, =|IMI1? =1 —u?+v?)* +4u®v? +4u? = (1 +u + v —2u® + 207 — 2u?v?) + 4u?v? + 4u®
M/ M/ =1+u*+v*+2u® + 20 + 2u%v? = (1 +u® +v?)?
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M/ M = |IM||* = 4u*v? + (1 + u* —v?)* + 4v? = 4uv? + (1 +u* + v + 2u® — 2v2 — 2u?v?) + 402
M/ M) =1+u*+v*+2"24+ 20+ 2u%v? = (1 +u® +v?)?
M/ M! =2uv.(1 —u® +v*) +2uv(l —v* + u*) —4uv = 2uv(1 + 1) — 4uy =
MM, =4uv—4uv =0= M/ 1M’y

On a obtenu : ds? = (1 + u? + v?)?(du? + dv?) la premiére forme fondamentale, par suite E = G =
(1+u*+v?)2?etF=0.

N o X
2. Posons N' = M, A M, et n = ——-— donc n est un vecteur unitaire normal a la surface d’Enneper.

, |V
On obtient alors:
1—u?+v? 2uv —2u(1+u®+v?) —2u
N =| 2uv Al 1T=v2+u? =| +2v(1+u? +1?) =(1+u?>+v3)| +2v
2u —2y 1 +u?®+vH)(AQ —u?—v?) 1—u?—v?
1 —2u
n=——-——| +2v
1+ u2+v2 12— 2

3. D’apres le cours de géodésie (A. Ben Hadj Salem, 2017), la courbure moyenne H en un point d’une
surface est donnée par la formule suivante:

H = Trace de la matrice g~.®

=z o) =l )

avec L, M, N sont les coefficients de la deuxiéme forme fondamentale Ldu? + 2Mdudv + Ndv?. On

obtient :
1/1 O L M 1({L M L+N
—1 I - — ]
8 "I’_E(o 1)'(M N) E(M N):H B

Calculons maintenant L et N:

ou :

—2u 2u
17 1/
M, 2v , M, { —2v
2 -2
2u? +2v2 +2
L=M'n="——-—"=42
u 1+u?+v2?
—2u?—2v% -2
N=M'n=————="2=
v 1+u?+v?

0

H= m = 0 donc la courbure moyenne est nulle en tout point.
uz+v

Correction 17. 1. La métrique de la surface est donnée par :
ds? = A%du® + B%dv?, A=A(u,v), B=B(u,v)

quon peut écrire ds? = Edu® + 2Fdudv + Gdv? avec E = A2,G = B? et F = 0. Donc les courbes
coordonnées u = constante et v = constante sont orthogonales. On écrit le déplacement infinitésimal
d’un point M sous la forme dM = Adu.e;+Bdv.e, ol (ey, e,) est une base orthonormée du plan tangent
au point M ce qui donne ds? = A2du? + Bdv2. Introduisons la notation des formes différentielles, on
obtient:

w, =Adu, wy =Bdv = w; Awy=ABduAdv
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ou A désigne le produit extérieur des formes. Par suite:

dw; =d(A.du) =dANdu = (a—Adu+ 8—Adv) ANdu = a—Adu/\ du+ 6’—Adv ANdu= —a—Adu Adv
du av du av av

dw; = —a—Adu/\dV
ov
OB
dw, =d(B.dv)=dBAdv = a—du/\dv
u

Cependant, selon le théoréme fondamental de la géométrie riemannienne locale, il existe une forme
différentielle unique w1, définie dans le plan tangent du point qui satisfait les équations (S.S Chern,
1985; H. Cartan, 1973) :

d(,()l = W12 A (O))) (17.2)
d(,()z = wq A (D) (173)
et d(l)lz :—KCL)l /\0)2 (174)

avec K la courbure totale ou la courbure de Gauss au point M. Ecrivons:
w1y = A w1+ Ayw,

De I'équation(17.2), on obtient:

0A
W19 AN Wy = dCl)]_ il (Alwl + 7(,26()2) A\ Wy = Ala)l AN Wy = _EduA dV >

MAB.duAdv = —a—Adu/\dv = A = _ia_A
av AB Ov

De I’équation(17.3), on obtient:

OB
w1 AN W19 = dO)z ="ii w1 /\(7(,10)1 +A2(,O2) = 7(,2(1)1 A\ Wy = dCOz = _dU/\dV —

du
9B 1 0B
A-AB. du/\dv—a—du/\dv:)tzzA_Ba
On a obtenu wq5:
1 JA 1 JB
C012=)L1601"‘7L2¢()2=—A—B8— 1+ om0 =
1 0A 1 9B . !
Wiy = ———Adu+——Bdv =——du+ —dv
B v T ag 3 B A

Calculons d w1, et utilisant ’équation (17.4):

A/ B/ A/
dwi, =— dv Adu+ dundv=||-=] +
B v A u B v

D’ou:

> [ =

) ]du/\dv =—K.AB.duAdv
u

C.Q.ED

Correction 18. On définit une surface (S) par les équations:

X=u’+v
M@, v){ Y =u+v?
Z =uv
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1. On obtient les composantes des vecteurs OM,, et OM, :

2u 1
/ /
M, 1, M 2v
% u

2. Calculons les coefficients E, F, G de la premiére forme fondamentale de la surface (S):
E=|M|*=4u+v*+1
F=M M, =2u+v)+uy
G=|M|*=4*+u*+1

3. Lexpression de ds? est:

ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv? = (4u® + v? + 1)du? + 2(2(u + v) + uv)dudv + (4v? + u® + 1)dv?

4. Les coordonnées (u, v) ne sont pas orthogonales car F # 0 et non symétriques car E # G.
5. Un vecteur normal de (S) est donné par M, A M,

2u 1 u—2v?
1 Al 2v | = v—2u?
u 4uv—1

Correction 19. On définit une surface (X) par les équations:

X = a.cosu.cosv
M(u,v){ Y =a.cosusinv
Z = b.sinu

avec a, b deux constantes positives.
1. Les vecteurs OM,, et OM, sont donnés comme suit:

—asinucosv —acosusiny
M/ { —asinusinv , M, { acosucosv
bcosu 0

2. Les coefficients E, F, G de la premiére forme fondamentale de la surface (X):

2 2

E= ||Ml’1||2 = a?sin%ucos?v + a®sin®usin®v + b%cos?u = a®sin’u + b%cos?u
F=M.M =0
2 2 2. .2

G= IIM;II2 = a?cos?usin®v + a®cos?ucos?®v = a®cos?u

3. Par suite: ds? = Edu® + Gdv? = (a®sin®u + b%cos?u)du? + a®cos?udv?.
4. Les coordonnées (u, v) sont orthogonales car F = 0 mais E # G par suite non symétriques.
5. Soit V vecteur normal en un point de (%).

—asinucosv —acosusiny —abcosucosv
N =| —asinusinv A| acosucosv = | —abcos?usinv = ||N]|? = a®cos®u(a?sin®u + b%sinu)
bcosu 0 —a’sinucosu

Par suite on obtient le vecteur unitaire normal n donné par :

N 1 —bcosucosv 1 —bcosucosv
n= = —bcos?usinv = —bcosusinv
[INIl |cosu|vaZsin2u + b2sinZu asinucosu eva?sinu+ b2cosu | _ sinu

e=1sicosu>0,e=—1sicosu<O
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6. Calculons ci-dessous les vecteurs OM;, , OM., , OM_ :
—acosucosv asinusiny —acosucosv
ML’IL = | —acosusinv M&’v = | —asinucosv M;’v = | —acosusinv
—bsinu 0 0

7. On pose:
L=nOM/, M=nOM/, N=nOM)
Calculons ces derniers coefficients:
1 1

L= . .ab M=0, N= - .abcos®u
eva2sin2u + b2cos2u eva2sin2u + b2cos2u

Correction 20. On considére la surface (I') définie par les équations:

X =sinu.cosv
M(u,v) Y =sinu.sinv .
Z =cosu+ Logtgi +Y(v)

avec 1(v) est une fonction définie de classe C! de v.

1. Le domaine de définition de la surface (T'): (u,v) €]0, n[ xR, ainsi tg(u/2) > 0.
2. Fixons v = vy = constante, on obtient X = cosvy.sinu, Y = sinvysinu, d’ou:

Y
)—(Ztgvo = Xtgvo—Y =0

C’est I'équation d’un plan dans R3. Les courbes coordonnées v = constante constituent une
famille de courbes planes de (I') appartenant au plan Xtgvy, —Y = 0. Ce dernier est perpen-
diculaire au vecteur w = (tgvo,—l,O)T, le vecteur tangent a la courbe coordonnée u est T =
2

s°u

) co . . .
(cosucosvy, cosusinvy, ). Le produit scalaire de w.T = t gvy.cosucosvy —cosusinvy +0 = 0, par

suite, le plan coupe (I') sous un angle constant égal a /2.
3. Calculons les composantes des vecteurs OM, et OM.,.

cosucosv

) —sinusiny
cosusinv .
M’ M’ { sinucosv
u 2 ) v
cos“u /
. Y'(v)
sinu

4. Calculons les coefficients E, F, G de la premiere forme fondamentale de la surface (T).

cos*u 1

E=|M'||> =cos®u+ = .
1M, sinu  tg%u
/ 2
v).cos“u
F = M&,M; = L
sinu
G= ||M;||2 =sinu+ Y "?(v).

5. D’ot1 I'expression de ds?:

dSZ_

/ 2
= —du*+ ZMdudv + (sin®u +"?(v))dv?
tg2u sinu

6. Les coordonnées (u, v) ne sont pas orthogonales (F # 0) et non symétriques (E # G).
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7. On suppose pour la suite que ¢(v) = 0. Soit A/ vecteur normal en un point de (T).

cosucosv o 9
. —sinusinv —cos“ucosv
v . .
N = COSlzlSlTl A| sinucosv =] —cos?usinv = ||N]|? = cos®u = ||N]|| = cosu > 0, u €]0, n[
CO_S u 0 sinucosu
sinu

Par suite on obtient le vecteur unitaire normal n donné par :

N —Cosucosv
n= m =| —cosusinv
sinu
8. Calculons les vecteurs OM.,, OM, , OM, :
—sinucosv . .
S —cosusinv —sinucosv
—sinusiny ..
o 5 , M, { cosucosv M, { —sinusinv
cosu(cos“u—2)
, 0 0
sinZu
9. Onpose: L =n.OM,, M =n.OM/, N =n.OM,, . Calculons les coefficients L,M et N, on
obtient :
7 —cosu 7 1/ .
L=nOM = — , M=nOM =0, N=nOM,  =sinucosu
uu uy vy
sinu
10. La courbure totale K est donnée par :
—cosu
P ———.sinucosu
_LN—-M?> LN _gm 4
E.G.—F2 EG 1 . 9
sin‘u
tg2u

H La courbure moyenne est donnée par: H = Trace(g~*.®). Il s'ensuit:

2
0
_[cotg*u 0 1 tg"u _ [ —cotgu 0
&= ( 0 sinzu) 8 =1 o ! |e= 0 sinucosu )

sin2u

—tgu O 1
-1 = 1 = —
g - .@ =>H tgu
o — tgu

tgu

Correction 21. Soit la surface (T') définie paramétriquement par:

X = thu.cosv
M(u,v) Y = thu.sinv

Z=-1 i Logth®
= — o —
chu g 2

avec chu et thu sont respectivement le cosinus et la tangente hyperboliques définies par:

e'+e™ e'+e™

chu=———, thu=——
2 el —eu

1. Le domaine de définition de la surface (T') est u €]0,+00][ tel que u > 0.

th
u=1—th2u=

/ /
2. Calculons les composantes des vecteurs OM,, et OM,,. On rappelle que e

[ COSV
ch?u

—thusinv
M/ { thucosv
0

siny

u ch?u ?
1

\ shuch2u
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3. Le calcul des coefficients E, F, G de la premiére forme fondamentale de la surface (I') donne :

1

E=|M|?= ——5
1M, ch2ush2u

F=M,.M,=0

G =|IM/||* = th®u

4. D'ot1 I'expression de ds? :

ds? du? + th?udv?

~ ch2ush2u
5. Les coordonnées (u, v) sont orthogonales car F = 0 mais non symétriques E # G.
6. Soit NV un vecteur normal en un point M de (T'). On a:

—cosv
CcCoSv Ch3u
2%’} —thusiny —sinv 1 1
N= A| thucosy = — |IN|? = — = |IN]| = —
ch?u ch3u IV ch*u IV ch2u
1 0
shuch?u shu
ch3u
D’ou n le vecteur unitaire normal au point M:
—cosv
chu
—sinv
n=
chu
shu
chu
7. Calculons les vecteurs :
/! /! /!
OMuu, OMuv, OMW
—2shucosv
ch3u —sinv
. ch?u —thucosv
, —2shusiny , , husi
Muu { ch3u ’ Muv cosv ) Mvv —thusiny
ch?u 0
3ch?u—2 0
\ " shu2ch3u
On pose:
_ 1 _ 1 _ 1
L=n0OM,, M=nOM,,, N=nOM,

8. Calculons les coefficients L, M et N, on obtient:

-1 M=0. N= shu
~ shuchu?’ o "~ ch2u

9. On commence par K la courbure totale:

_LN—-M? LN _
~ EG—F2 EG

-1
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H La courbure moyenne est donnée par: H = Trace(g™'.®). Il s’ensuit:

1

1 0 chush®u 0 — 0
& = | ch?ush?u 5 =g t= 0 chu |, ®= ch®ushu shu | =
0 th®u sh2u ch2u
—shu O 1
g le= 1 |>H=——shu
0o — shu
shu
Correction 22. la. La surface est paramétrée par :
X
M=y
flx,y)
On obtient les éléments suivants:
1 0
/ [
Mi=10 , My=|1
fx fy
E=M M, =|IM|P=1+f? F=M_.M,=f/f,, G=M,.M,=|M|*=1+f>
1 0 —f
N=MAM, =10 All = —f) SINIP=1+£2+f?=
o
1 _in
q=IWNll=/1+f2+fP=>n=N/q=—-| —f,
1) 1
0 0 0
"o __ " __ "o __
MXX N 0 1/ ’ Mx_y - O 1 ’ M_y_y - 0 7
xx fx}' f)’)’
17 /7 Vi
L=nM" _ e M =n.M" I N =n.M" _Tw
- : xx - q ? - : xy - q - ' .y.y - q

1b. On commence par K la courbure totale:
" 7N 2
fix fyy _(xy
o LN—M? q q q A Rl O L NS MR GO
EG—F* (Q+fAA+f2) =) *A+f2+f72)  A+f72+f2)?

H La courbure moyenne est donnée par: H = Trace(g™'.®). Il s’ensuit:
_(1+f;2 f;fy/z):g‘l— 1 (1+fy/2 —f;fy’z) @_1(&; f;ﬁ’y):>
- !/ o/ / - !/ / > - 1/ 1
fofy  1+fy 1+fx’2‘|'f§2 —fofy 1+f; a\fey )y
1 (f;;(l D)= FLIL —— ) .
* - / 4 el
a0+ 2+ 1) - L+ £, ~ £
L+ £V, =26 L1, + L+ FFL,
L+ f2+ 20

8

H=Trace(g"1.®) =

Correction 23. Soit (%) une surface de R® paramétrée par OM(u, v) telle que sa premiére forme
fondamentale s’écrit: ds?> = Edu® + 2Fdudv + Gdv?
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v=vo+ dAv

V=V, u=ug+ Au

Figure 19: Le quadrilatére infinitésimal des courbes coordonnées

1. Les conditions i),ii) et iii) sont équivalentes:

JE 0G
i) - On suppose que i 0. On rappelle: soit A un vecteur et a = A.A, alors da = dA.A+
v u

A.dA=2A.dA. Comme E = OM/.OM_, on obtient dE = 20M,.dOM, = 20M,.(OM," du+OM,, dv) =
o0M LaZOM

du = dudv’
d0M  3*0M

1

dv dudv
2’°0M

JE
/ " / 17 : . / 7 / "
20M;,.0My;, du +20M;.OM;,dv soit —— = 20M,.OM;, =0 = OM, LOM, ou

o A . . G o
Utilisant la méme méthode pour G, on otient que Evi 0 implique que . Les vecteurs
u

OM!,0M. sont une base du plan tangent en M, par suite le vecteur est normal au plan

udv
tangent donc parallele a tout vecteur normal, et en particulier le vecteur M, A M. C’est la condition

ii).

2

ii) - Le vecteur est parallele au vecteur normal N a la surface. D’aprés la condition i), E

udv
dépend de u et G dépend de v. Soit I'arc ab sur la figure (19). Sa longueur est donnée par:

uyg+Au uy+Au
Lgp = E(t)dtzJ ds =s(b)—s(a) = ba

Up 0

Pour I'arc cd, la longueur de I'arc cd est exprimée par la méme formule vue que E est fonction de u
seulement. On a donc dc = ba. C’est la condition iii).

iii) - On suppose que les cotés opposés de tout quadrilatere curviligne formés par les courbes
coordonnées (u, v) ont méme longueurs. La premiere forme fondamentale donne:

ds? = E.du® + 2Fdudv + Gdv?
Dans notre quadrilatere acdb, la longueur de I'arc ab dépend que de u, de méme I'arc cd, par suite
le calcul des longueurs des arcs ab et cd dépendent que de la variable u et on a: dv =0 =>ds® =
JOE oG
E.du®> => ds = vE(u)du et F = 0. De la méme maniére, on obtient ™ = 0. C’est la condition i).
v

u
2. Quand ces conditions sont satisfaites, on dit que les courbes coordonnées de (X) forment un réseau
de Tchebychev.®

8pafnouti Tchebychev (1821 - 1894 ): Mathématicien russe.
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Posons :
M OM di oM oM oM
dii= vEdu, d9=+vGdv— 2 =2 _/g2¥ 97 _ /<L —
du dii du aii av av
F = OM,.OM, = VEGOM.OM; = VE.GF = Fdudv = Fdiid¥
Par suite ds? s’écrit:
ds® = dii® + 2F diid v + d >
De l'unicité de I'écriture de la premiére forme fondamentale, on a E =G =1, il sinsuit F =
OM;.0M; = |[|OM_||.||OM||cos® =1 x 1.cos6 ce qui donne:

ds® = dii® + 2cos0diidv + dv?

oll O est I'angle entre les vecteurs OM et OM;. Or OM; et OM, sont respectivement fonction de i et
¥. On obtient ainsi que 0 est fonction de (i, 7). 0 est aussi 'angle entre les courbes coordonnées i, 7
car le vecteur OMLfl (respectivement OMé) est tangent a la courbe coordonnée ii (respectivement )
au point M.

3. On calcule les 2 déterminants A et B sachant que £ =G =1 et ' = cos6:

1 1 1 1
_§Evv + Fuv - ZGuu EEu Fu - EEV

A=|F,—1G, E F
1G, F G
0 3E, 3G,
B=|—3E, E F
16, F G
D’ot:
0 O 0
B=|0 1 cosf | =0
0 cosf 1
+F, 0 F,
A=|F, 1 F |=(—F)F, +FFF
0 F 1
oF . .90 JF, 20060 . _ 2%0
De F =cosf = F, = Fm =—Sln9a =>F, = a_vu =—c0595£—31n93u8v.
F —a—F——sinO— Par suite :
Y9y ov’ '
- 5 oo o . 2006 . 3%0 . 2,0000 . a%0
A=(1—-F)F,, +F.F.F,= —stGCOSGaE —sin®6 R + cosGsmzeaE = —sin°6 R
A ..0% 1 1 2%
= K= m = —sin’0 30B Sini 0 — sin® 2udv’ C’est 'équation de sinus-Gordon.
4. On pose
1
A=i+7 i=—-(t+v)=>di=-(di+dv)
s
v=umy i ==(0—P)=dv = =(di—db)

Lexpression de ds? devient:
ds? = %(dﬁ+ d9y? +2.%cos€(dﬁ+ d9)(di—dp) + %r(dﬁ—d\“/)z —
d§? = %(1 + cos?0)di? + %(1 —0s20)dP? = cos?(0/2)di? + sin%(0 /2)dV? =

d$? = cos?wd? +sin*wdV?, w=0/2
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Correction 24. 1. Soit (F) une surface définie dans R3, paramétrée par la fonction vectorielle
OM = S(u,v) telle que:

x = f(u,v)
Sw,v)| y=gWwv)
z = h(u,v)
On obtient:
fu £,
a—S: gl/l ’éz ‘// :E aS as—f/2+g/2+h/2,:
du W adv h’ du’ du u u
u
2S 08§
F=3385=f/f/+g'e' +h N, G=—-—==f+gl+h}

La premiere forme fondamentale de (F) s’écrit:

2S 2S 2§ 35
ds? = d +2-—=."“dudv + dv2=E.du2+2qudv+de2

u du ov %

Soit n le vecteur normal unitaire:
Ea (5L g~ g,
u \4 / / i /1,7
s os| les as[ || & " as as uly ~ Sl
_/\_ _/\_ u v fugv gus
Ju OJv du 0Jv

as
Quand le point M varie sur la surface (F), le repére (— n) est un repére mobile. La deuxieme

du’ 3v’
forme fondamentale de (F) est définie par:

n.d?S = Ldu? + 2Mdudv + Ndv?
ol les coefficients L, M, N sont donnés par:

92S d2S a%s
L=n-—, L=n——, N=n—-—
" ou?’ " oudv’ - ov2

Xx =RcospcosA
2. On considére que (F) est la sphére définie par:S =| y =RcospsinA R>0
z = Rsiny

i
Soit £, la variable de Mercator. La variable Mercator est définie par £,; = Logtg (Z + %) avec

dLy = d¢ . On a alors:

cosy
as —RSl.n(pCf)Sl as —RcospsinA as s 3y —Rs%ngoc‘osk
Fe —RsingsinA = RcospcosA 3. - 303C = cosy | —RsinpsinA
¥ | Reosp 0 M v esu Rcos¢p
Par suite, on obtient:
8_8 8_8 = R?cos? 95 95 =R%cos?p =
0Ly 9Ly Y aox v
— = =222 =R = ¢2(Cm; &(Ly,A) = Log(R , — ==
0Ly 0Ly A A ¥ TE avec ®(Ly, ) = Log(Rocos™¢), 757

Il s’ensuit que S(Ly, A) est une paramétrisation conforme de (F).
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La premiére forme fondamentale de la sphére paramétrée par (¢, A) est donnée par :
ds* = R?*dp? + R%cos®pd \?

Maintenant, on consideére les parametres (£,;, A), on obtient alors ds? comme suit:

2
ds® =R%cos¢p (cdiap + dlz) = ds® =R%*cos®p(d L3, +dA*) =
0s

ds? = P8R (g £2 1+ 122) = e2EmA(d L2, + dA2), ®(Ly, A) = Log(R*cos>p)

Calculons le vecteur normal N:

—RsinpcospcosA —RcospsinA —cospcosA
s 9§ . . 2. .2 :
N = EYo A Fri —RsinpcospsinA A | RcospcosA  =R“cos“p | —cospsind
M Rcos?¢ 0 —sing
cospcosA
= le vecteur unitaire normal est n = —| cosypsinA
sing
a%s a%s %8s . .
Calculons les vecteurs: D’ou:

oL%" 3LydA Az

SN T R E— e
ﬂ = Rcos i:iflsz::lisl @ = —Rcos ;O;;
dLyan P ST e T i

Le calcul des coefficients L, M et N donnent les résultats suivants:
L =Rcos®’p, M =0, N =Rcos?p
par suite:

n.d*S =LdL2, +2MdL,,dA+NdA* = Reos®@(d L3, + dA?) =
—n.d*S = —(LdL%, +2MdL,,dA + NdA?) = —Rcos®@(d L3, + dA?) =
2 2 2 2
P1 P2 P1 P2

Ainsi la sphére (F) paramétrée par (L, A) est une surface isotherme.

3. On va vérifier les équations de Gauss-Weingarten:

3.1
aS/EM ri\ (I)/'C'M S/ q>/l S/ e<1>
= S, =28 ——n=
dLy 2 Mo 2 P1
cos2pcosA  ? —RcospsingsinA 0 R2cos2p COSPCOSA
—Rcosp | cos2psinA "/:\—sincp —RcospsinpcosA —| 0 —————(—1)| cospsinA
sin2p Rcos?¢ 0 —R sing
—Rcospcos2pcosA 2 Rcospsin®pcosA 0 —Rcos?pcospcosA
—Rcospcos2psinA —_— RcospsinpsinA —| 0 + | —Rcos?pcosgsin
—2Rsinpcos?p —Rsinpcos?p 0 —Rcos?psingp
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—Rcospcos2pcosA Rcoscp(sinz(p —coszap)gocosl

—Rcospcos2psinA = | Rcosp(sin®y —cos?p)sind
—2Rsinpcos?p —2Rsinpcos?p
3.2
os, %, | 4,
Al M =
ALy 2 Thw 2 TR
P —Rcospsini ? 0 —Rcospsini
—— | | +RcospcosA |"="| 0 —sinp | RcospcosA
0Ly 0 0 0
RcospsingpsinA RcospsingpsinA
—RcospsinpcosA = | —RcospsinpcosA
0 0
3.3
)
0 ~ 1
n "/z\—.S’L =
9Ly p1 ™
P —cospcosA ? —RcospsinpcosA
Y —cospsinA  |7="——| —RcospsinpsinA
M\ | —singp (=R) Rcos?¢
sinpcosA cospsinpcosA
cosp | sinpsinA = | cospsinpsinA
—cosyp —cos?yp

Ainsi, on a vérifié le premier groupe des équations de Gauss-Weingarten. On laisse au lecteur la
vérification du deuxiéme groupe des équations de Gauss-Weingarten.

18 Ellipse et Ellipsoide

18.1 LEllipse et I’ellipsoide de révolution

Correction 25. 1. A partir de la figure 20, I’ellipse est obtenue par une affinité de rapport OB/OA
et de direction OY’. Les distances OA = a et OB = b sont respectivement le demi-grand axe et le
demi-petit axe de lellipse. I'angle m’Om; est I'angle 1. Les coordonnées de m’ sur le cercle de rayon

a sont:

¢ =acosy, y. = asiny

Les coordonnées de m sur l’ellipse sont:

X

b
Xg =acosy, yp= —.asiny = bsiny
a

De la figure 20, on obtient facilement les composantes de la normale extérieure au point m de l'ellipse

qu’on note n:
cosp
n= .
{ sing

La pente de la normale a la tangente a I’ellipse au point m est donnée par:

-1 X2 y2
y =f(x), ;‘i‘ﬁ:l
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On différentie la derniére équation ci-dessus, on trouve:

dx dy dy b2 x bcosy
2xX— +2 — =0 =} — = =
x b2 =f)= a2y asiny

D’ou la pente p:

-1 _asim/)_g _a
= T beosy  pIEY T80 = e

De la formule ci-dessus et de cos?¢ = , on obtient facilement cosyp:

1+tg2e
bcosy
v/ a2sin24) + b2cos2y

cosp =

. a . .
De sinp =tgp.cosp = Etglpcoscp, on obtient sinyp:

. asiny
sing =
v a2sin21) + b2cos2y
9 1 b . .
Reciproquement, de cos“y = m et tgy) = —tgy on obtient facilement cosp:
a
acos
cosy = L4
v/ b2sin2¢ + a2cos2¢p
On déduit aussi siny:
bsin
siny = L4

v/ b2sin2¢ + a2cos2yp
2. Les coordonnées paramétriques de I'ellipse en fonction de 1) sont:

) xg=acosy
m= Yg = bsiny

On remplace cos,siny en fonction de ¢, nous obtenons:

acosy

v/ b2sin2p + a2cos2¢p

Xg = acosy =a.

bsinp
v/ b2sin2¢ + a2cos2p

yg = bsiny = b.

Pour simplifier les formules, on fait intervenir e? le carré de la premiére excentricité de I'ellipse donnée
—b? b2

2 =1-——, et on exprime b en fonction de a et e par b = av'1—e2. Alors le terme
a

par e =

2
a
b%sin?y + a®cos?y devient:

a?(1—e?)sin%p + a®cos?p = a?(sinp — e%sin + cos?p) = a?(1 — e%sin?p)

Les coordonnées paramétriques (xg, yr) deviennent:

a
Xp = acosy) = —————cosyp
V1—e2sinZy
m= 2
1 —
yg = bsiny = a(l —e’) sing

Vv 1—e2sinyp
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On retrouve N(y) = la grande normale ou le deuxiéme rayon de courbure de

a
Vv 1—e2sinZ¢p

lellipsoide. L'écriture définitive des coordonnées paramétriques (xg, yg) est:
xg =N(p).cosp

¥e =N(9).(1—e?).sing

Dans la figure ci-dessus (21), l'ellipse se trouve dans le repeére plan (O,ROZ), les coordonnées
paramétriques du point de 'ellipse sont:

R=N(p).cosyp
M=
Z =N(¢).(1—e?)sing

Lellipsoide de révolution est obtenu par rotation autour de 'axe OZ de I'ellipse. On obtient donc les
coordonnées paramétriques considérant M sur P’ellipsoide en intervenant 'angle latitude A = XOR
comme Suit:
X =N(y).cospcosA
M=<{ Y =N(¢).cospsini
Z =N(p).(1—e?).sinyp

a
3. De I'équation tgp = Etgw obtenue a la question 1., on obtient:

dp _a dy :d_w_gcosznp

cos2¢p b cos2y dy  bcos2

Remplacons I'angle 1 par ¢, on obtient:

de a cos?p _a cos?p(b%sin%p + a’cos?p) 1

2.:.2 2 2
dy  bcos?yp b a2cos2y g-(b sin“p +a“cos“p)

Or dans la question précédente, on a trouvé que b2sin®y + a®cos?¢ = a?(1—e%sin?p). D’ou:

dp _a 2502
—=—(1- =
4 b( e“sin“yp) —

(1—-e3sin%p)

Je lai lecteur de t d 1—¢
e laisse au lecteur de trouver que — = ————.
d dy 1—e2cos2

4. Pour calculer la différentielle d 3 de I'arc d’ellipse en fonction de ¢, on va utiliser au début les
coordonnées en fonction de 1, d’oti:

dp? = dxi_ + dyfj = (—asinydp)?* + (beosypdp)® = (a®siny + b%cos®yp)dr?

On remplace sinyp, cosy en fonction de ¢., on arrive a:

(dﬂ )2 _a?b%sin®p +a?bPcos?p a?b? o b? dp = bdy
dy) — b2sin2p +a2cos2¢  a2(1—e2sin2p) 1—e2sin2yp A —e2sin2¢
. : o 1—e3dy :
Mais de la question précédente, on a diy = ——————. On obtient d 3 sachant que b = av'1 —e2:
1—e2sin2p
bdy bv1l—e2dy a(l1—e?)

dp = = = - do=p.de
V1—eZin2g  (1—e2sin29)y/1—e2sin2p) (1—e%sinp)3/2
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v

Figure 20: Les angles 1 et ¢

Figure 21: LEllipsoide de révolution
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a(l—e?)
(1—e2sin2¢p)3/2
les courbes coordonnées ¢ = cte et A = cte sont orthogonales, par suite la premiere forme fonda-
mentale s’écrit sous la forme:

On retrouve p = le rayon de courbure de la méridienne de I'ellipse. Pour I'ellipsoide,

ds* =dp*+dp? = p2d? +A(p, A).dA>
On calcule df; en différentiant X,Y par rapport A seulement. On trouve facilement d [312 =dXx?+
dY? = (Ncosp)?.dA?> = A=A(p) = N%(p)cos?¢ d'ou:
ds? = p2d? + N?(¢)cos?pdA? = E = p2, F =0, G = N?cos?¢p
5. Pour I'ellipsoide de révolution, nous avons trouvé un rayon de courbure principal a savoir lezrayon
a(l—e?)

(1—e2sin2¢)3/2°
Pour le deuxieme rayon de courbure principal qu'on note R, relatif a I'ellipsoide, on va le calculer a

de courbure de la méridienne de I’ellipse a parir de la formule dff = p.dp = p =

. Dans le

partir de la valeur K appelée courbure totale ou courbure de Gauss et qui vaut K = R
PRy

cours de géodésie, K vaut:

_ Dét(®,) L.N—M?

Dét(®,) E.G—F2

avec ®,,®, sont respectivement la premiére et la seconde formes fondamentales de I'ellipsoide de
révolution. De la question précédente, on a Dét(®;) = E.G — F2 = p2.N2.cos?p. Pour le calcul
de Dét(®,), on renvoie le lecteur au probleme ci-apres ol on traitera en détail la deuxiéme forme
fondamentale et on calculera K et R,.

6. La premiére forme fondamentale donne:
2

ds®> = p2dp? + N%cos?@dA* = N%cos?y p—.d(p2 +dA?
N2cos2p

Posons dL =dL(yp) =

L ¢, alors ds? devient:
Ncosp

ds? = N2cos?p(dL? + dA?)

La variable £ s’appelle la latitude isométrique, elle constitue avec la latitude géodésique A un couple
de coordonnées symétriques c’est-a-dire le coefficient E = G. Calculons L:

' ¥
.d¢=£:J Mduzj (1= e*)du = L(0)=0
0 0 (1

dL=dL(p)=

Ncosyp N(u)cosu’ —e2sin2u)cosu

L'angle p € [0, t/2[—> ¢ /2 € [0,t/4[—> 0 < tg(¢/2) < 1. On peut écrire la deuxiéme intégrale
ci-dessus sous la forme:

Esz (1—e?sin®p —e%cos?p)du :Jw du _er ecosudu o)
0 0 o 1
Y du

(1 —e2sin2u)cosu cosu —e2sinZu

¥ ecosudu
avec I = —etJ = —_—.
o cosu o 1— e2sin2u

2dt 1—t2
Calcul de I: faisons le changement de variables suivant t = tg(u/2) = du = T cosu = T
I devient:
2 tgs +tg 2
Y du tg(p/2) 2dt 1+ £\780@/2) 84 gz T
I= —= —— =|Log| — =Log| —F5 =Logtg(—+—).
o cosu 0 1—t 1—t/ 1o 1—tg—.tg£ 4 2
4 2
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Pour le calcul de J, on fait un changement de variables t = esinu = dt = ecosudu, on obtient alors:

7 ecosudu AT 1 14+t\7%" 1 1+esing
J=| ———= =>|Log| — =-Log| —— | =
o 1—e2sin?u o 1—t2 2 1—t/) 1o 2 1—esing

1+ esi
£=I—eJ=Logtg(£+£)—£Log(ﬂ)
4 2 2 1—esing

Correction 26. 1a. On a:

Q Q Q
W, = sinffwdw = sinP2wsinwdw = sinP~2w(1 —cos’w)dw =
p
0 0 0
Q Q
_ . p—2 . . p—2 2 _ .
w, —J sinf™“wdw J sin’“wcos*wdw =W, 5 —1I,
0 0

1.b Utilisant une intégration par parties:

Q Q Q
w, = J sinfwdw = J sinP twsinwdw = —J sinP lewd(cosw) =
0 0 0

Q Q
—[sinp_lwcosw]g-i-(p—l)f sinP 2 wcos?wd w =—sinp_1QcosQ+(p—1)f sifP2w(1 —sinw)dw =
0 0

W, = —sinP 1QcosQ +(p—1) félsinp_zwdw —(p—1) foﬂsinpo)do) =
w, = —sinP " QcosQ + (p — DWW, ,—(p—-DW, =
pwW, +sinP " QcosQ = (p — DW,o=(p—1DW, +1,,)=>W, +sinP " 'QcosQ = (p — DI,

1.c On part de la formule démontrée en 1.a et on utlise 'expression de I,,_, calculée en 1.b, on obtient:

1
W,=W, 5—I, =W, 5— pTl(Wp +sinP1QcosN) = (p — DW, =(p—1W,_,—W, —sinP ™1 QcosQ
- p—1 p—1 1. p
= pW, = (p — DW,_, —sinP " QcosQ = W, = ——W,_, — —sin’" " QcosQ
p p

2. Si on remplace p par 2, la formule 1.c devient:

_2p—1
D 2p

1
W,y Wop—1) — Zsinzl’_lﬂcosﬂ

Pour programmer la derniére formule ci-dessus, on calcule W, obtenue par la formule 1.a soit W, = Q
et W, obtenue avec p =1, d’ol:

1 1
Wy = =Wy — =sinQcos2
2 2

La programmation devient donc facile.

Correction 27. On a: ;
Blp) = J pdy
0

avec :
a(l—e?)
pP=——TT"F—

w3

2 _ 2.: 2
, w'=1—e"sin“p

1. On développe w3 suivant les puissances croissantes de esiny. On a w™ = (1 —e?sin®¢) "%/, on
utilise la formule:

aq—=1) > alg=1q=2) 5 , aq=1(qg=2)...(g=p+D) ,

1=
(1+a)l=1+qa+ oY 3 D!
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2

On obtient I'expression de w> a l'ordre e'?sin'2¢, soit:

3 15 35
-3 2.:2 454 6.:.,6
w =1+ —e“sin“p+—e’'sin" @+ —e’sin’ ¢ +
26 5P Tg LT
315 g . g 693 10.. 10 3003 15 . 12
—e®sin®p + —e sin"p + e “sin“p + - -
128° " ¥ 7 256 Y7 1024 4
2. On a:

2 Y dt 2 Y 3 a7 2.0 2.N—3/2
ple)=a(l—e )JO A= eZsin? 72 =a(l—e )JO w>(t)dt=a(l—e )JO (1—esin“t)>/“dt
D’ou:

3 15 35 315 693 3003
M =@+ =e2Wy+ —e'W, + —eSWy + ——eB Wy + ——e %W, + e2wy,
a(l—e2) 2 8 16 128 256 1024
3. Si on arréte le développement au terme e2", on majore le terme suivant:
3 3 3
3 (=2 -1)... (=3 —n ¢
( 2)( 2 ) 2 )62(”+1)a(1—62) sin®edt| < 1mm
(n+ 1) 0

el lel /2
. T . . .
Comme < J lsinkt|dt < J dt < J dt = Px la majoration devient:
0 0 0

(D31 (=)

(n+ 1)

¢
J sinftdt
0

e g(1—e?) < 1mm

N[ A

Numériquement, on va utiliser I'ellipsoide GRS80 avec a = 6378 137.00m et le carré de la premiére
excentricité e2 = 0.0066 9438. Le calcul du membre gauche avec n = 4 donne 46.16 mm une valeur
supérieure a 1cm, celui avec n =5 implique une valeur inférieure a 1 mm soit 0.36 mm.

4. On laisse au lecteur la proposition d’'un organigramme de calcul.

5. Résolution du probléme inverse: calcul de ¢ connaissant 3. Utilisant le précédent exercice
ci-dessus, sachant que W, = ¢, on obtient que:

_BCe)

n=4
a(]_ — 62) =@ +Zean2n((p) = CO(')O + F(Sin(/?,COS(’O) = Co(p + F((P)

n=1

ou C, est une constante et F est une fonction polynémiale en siny et cosy. On connait f(¢) =A, on
obtient 'équation qui permet de calculer la latitude géodésique ¢:

_ A Fy)
a(]. —62)C0 CO

¥

La résolution de ’équation ci-dessus se fait par itérations comme suit:

_ A
1= a(l—e2)C,
Puis :
_ F(p1)
P2 =¥1—
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F(y;))
Co

Pj+1 = P1—

On fixe un nombre € < 1. Si [p;,1 — ;| <€, alors p = ;.1 = ¢;, sinon on itére le processus. En

prenant e = 1,57 x 1071° on obtient la précision du mm. La résolution ci-dessus par itérations est

F'(¢)
Co

convergente car on montre que | | < 1.

Correction 28. Soit 'ellipse (E) définie par les équations paramétriques:

X = acosu
M<{ y =bsinu
avec a>b>0

On pose:
a?—b? a?—b?
e2 = . 2 =
) b2

a2
1. Considérons les coordonnées des foyers F et F’ situés sur I'axe des x: F(c,0), F'(—c,0), ¢ > 0.
Soit un point M(x, y) sur l'ellipse, les distances MF et MF’ sont comme suit:

MF = /(c—x)2+y2, MF' =4/(c+x)?+y>2

Choisissons le point M (0, b) sur I'axe des y, 'équation MF + MF’ = 2a devient:

VeZ+b24+vVe2+b2=2a=>a=Vc2+b2 =2 =a®—b*=a?(1-b*/a®) = a?e* = c = ae

2,2
2. L'équation cartésienne de l'ellipse est: — + VA 1, on différentie '’équation précédente, on obtient

a? b2
, dy x b? s . . — .
= —;F. I’équation de la tangente (T) au point M (x, y) sur l'ellipse est donnée par :

y
Y—y=y')X—x)= y' ()XY +(—xy(x)+y)=0
La distance d’un point M(x,, yo) a une droite d’équation mx + ny + p = 0 est donnée par la formule:

_ xom+ yon+pl
vm? +n?

Par suite la distance du foyer F(ae, 0) a la tangente (T) est donnée par:

d

_ laey' () + 0.0+ (=xy' ) +y) _ | —xy) +aey’|

Vy"2(x)+ (—1)? V1+y?

dp

et celle du foyer F’ dy:
_ & =xy)—aey|
V1+y”?

On obtient facilement le produit des distances D = d.d},, soit:

dy

I(y —xy’)*—a%e*.y"|

D:dF.d;,: 1+y/2

Calculons 1 + y’%:

2 2 2

P —b%x )’ 9o [ACOSU2 22 1 cos“u 1—e“cos“u
1+y?=1+( = =1+(1—e)(+) —14(1—¢?) el A e
a’y bsinu 1—e2 sin%u sin?u
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Calculons maintenant le numérateur N = (y —xy’)? —a?e?.y’? sachant que y’ = —(bcosu)/(asinu):

N=(y—xy)—a?e?y?=y?—2xyy’ +y"?(x*—a?e?®) = b%sinu—2abcosusinu.y’ + y'*(a*cos’u — a?e?)

2
su
——(cos*u—e?)
sinZu

— 1202 : bcosu 2 b%cosu 2. 2y _ 12| 2 2 co
= N = b*sin“u + 2absinucosu. 5, + a°. 557, (cos“u—e*) = b* | sin“u+ 2cos“u +

b2 ) 2
N = ———(sin®u + cos®u(1 — cos?u) + cos*u — e?cos®u) =
sinu
N _ 1.2

D= =
(1—e2cos2u)/sin2u

sinzu(l —e2cos’u)> 0=

On retrouve que D = dp.d; = b? est indépendant de la variable u.
3. 0na: ds?=dx?+dy? = (a®sin’u + b%cos?u)du?® = a®(1 — e?cos®u)du?, d’ou:
ds =+av 1—e2cos2u.du

4. Déterminer les expressions des vecteurs unitaires T et N et en déduire le rayon de coubure de
Pellipse.

i dx _ —sinu dj _ &@ (1 —e?)cosu
- dM Y ds  JT—ecos?u ar ds duds a(l—-e?cos?u)?
ds . dy _ vV1—e2cosu ds dt, dtydu —+/1—esinu
Y ds  V1—eZcostu ds duds a(l—e2cos2u)?
A , 1dT ar| 1, .
Le vecteur normal a l'ellipse N est donné par : N=——eta=|—|| = =.D’ou:
a ds ds R
—v1—e2cosu
V1 —e2cos2u dT 1—e2 1 a
N = , a=|—I = . =>R=—\(1—c%cos?u)??
sinu ds a (1—e2cos2u)3/2 V1—e2 ( )
V1 —e2cos2u

Vérifier le calcul en remplagant cosu = f () et trouver R = p(¢).

5. Soit (A) la droite normale a la tangente au point M sur l'ellipse, elle coupe I'axe des x au point
H et l'axe des y en P. Ces points H(X,0) et P(0, Y, sont respectivement les centres deux cercles
tangents en M. L'’équation de la normale (A) est:

—1 bcosu
—X=x), Y()=——
y'(x) asinu

On obtient facilement X;; = ae®cosu, Yp = —be’%sinu.

6. Prenons M le sommet sur 'axe des y, soit M(0,+b). Donc u = +7/2, les coordonnées des deux
centres deviennent: X;; = 0 et Yp = —be’? > —b. Le centre du petit cercle est I'origine des axes, celui
du grand cercle est entre I'origine des axes et le sommet inférieur de Iellipse.

Correction 29. 1. La définition géométrique de l'ellipse est donnée par:
MF + MF' = constante = 2a

Lexpression de la formule est symétrique, on peut écrire que les coordonnnées des points F, F’ sont
comme suit:
F=(c,0), F =(—c,0), c¢>0
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v

Figure 22: Les deux cercles dits surosculateurs

Si le point M se trouve sur le petit sommet sur I'axe des y, la distance MF = MF’ = (2a)/2=a =
v/ b2 + ¢2, par suite, on obtient ¢ en fonction de a et b, ce dernier est le petit demi-axe de lellipse,
d’ou :

2_ 12
c=VvVa2—-b2= az(a 2b)=\/a262=a.e

a

Ecrivons la formule en fonction des coordonnées, on obtient:

Vix—ae)2+y2+4/(x+ae)2+y2=2a=> +/(x—ae)>+y2=2a—+/(x+ae)2+y2=
(x—ae)®*+y*=4a*+ (x +ae)*+y?—4ay/(x +ae)2 +y2 =

atex=+/(x+ae)2+y2=>(a+ex)?>=(x+ae)’+y?=
2 2 2,2
2 2 2 2 X Y XY
a“(l—e)=x(1—e’)+y"=1=—+—"——-F<— <+ =1, QED
( )= x( )+y cieae et e Q

a

Correction 30. 1. Rappelons que N = ———— =q(1— ezsinch)_l/ 2 par suite la dérivée de
V1—e2sinZp

N par rappport a ¢ est :

1 °N s
N, =a (_5) (—2e%singcosp)(1—e*sin2p) /2 = ae’singcosy.(1—e’sin2p) 32 = E1PC0%P

1—e2sin%p
On obtient alors:
2 .
N.
(Ncosp) =—Nsiny + cosoN’ = —Nsing +coscp.w
kg kg 1—e2sin%p
2.2 22 2
) e“cos“p ) 1—e“(sin“p +cos®y)
Ncosp) =—Nsinp|1——————— | =—Nsin =
( 2 cp( 1 —ezsinzap) ‘P( 1—e2sin2¢p
d(Ncosy) . 1—e? —a(1—e?) ) )
Ncosy) = ———— =—Nsin = sinp = —p.sin
( 2 do 4 1—e2sin2¢p (1 —e2sin2p)3/2 i psute
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Correction 31. Les équations de l'ellipsoide de révolution sont comme suit:

X =NcospcosA
M =1{ Y =Ncospsind
Z =N(1—e?)sinyp

1. On obtient:

oM —NcospsinA oM —ps%napc.osk 8M oM
—— =| NcosypcosA , — =| —psinpsinA |=> — =
oA 0 dy oA 8
pCosy
2. On obtient les coefficients:
oM oM 9 9 oM oM __OM oM _
= ——.—— =N<%cos”p, =—.— =
oA 9A oA dy 3(,0 84,0

3. Lexpression de la premiere forme fondamentale s’écrit:

ds? =E.dA*+2FdA.dy + G.dp? = N?cos?@dA? + p2d p?

4. De la question 1., on obtient la norme du vecteur M, /\Mip, ce qui donne:

“aM aMH
Npcosp, cosp >0

Par suite, le vecteur normal unitaire n :

oM oM cosapq)s?t
=37 AN — 5 5 PYy cospsinA
EEpe

Le vecteur normal unitaire est dirigé vers 'extérieur de l’ellipsoide.
5. Calculons les vecteurs:

22M —NcospcosA 22M

dA?

EYYIE

0 0

Pour le calcul du M”

d
¢,0»> ON ne calcule pas p' = ﬁ, on obtient alors:

+psinpsinA
=| —NcosypsinA |, =| —psinpcosA

5 —cospcosA —sSinpcosA
., _O0°M - / . -
M, , = 8—()02 =p. —c?scpsm +p’.| —sinpsin
—sing cosy

6. D’ol1 les coefficients (a ne pas confondre N avec la grande normale N):

=n o°M = —Ncos? M=n o°M
~Moar T L TV I"

7. La deuxieme forme fondamentale ®(A, ) s’écrit:

=0, N=n.

°M

A. Ben Hadj Salem

Npcos?pcosA
Npcos?psinA
Npcospsing

®(A, @) =L.dA%>+2M.dAd¢ + N.dp? = —Ncos?pd A% — pd p?
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8. La formule du cours donne le calcul des rayons principaux de courbure a partir de la valeur K

appelée courbure totale ou courbure de Gauss et qui vaut K = R K vaut:
1R
_ Dét(®,) LN-M> 1
"~ Dét(®;) E.G—F2 pR,
Soit:
_ p.N.cos?p 1 1 a

K=—""-""7T — — — N — - -
N2cos?pp?  pN PRy V1—e2sinp

la grande normale est le rayon de courbure de la section normale au point M perpendiculaire au plan
de la méridienne de I'ellipsoide de révolution.

Les questions 9. et 10. sont déja traitées dans les exercises ci-dessus.

Correction 32. Sur lellipsoide, on note ¢ la latitude géodésique et ¢ la latitude réduite.
1. p est donné par la formule:

p =a(1—e?)(1—e%sin®p)~3/?
On a vu dans I'un des exercices précédents I'expression de siny = f (). On a alors:

asiny
v a2sin21) + b2cos2q

sing =

On fait intervenir le e = (a® — b?)/a? = b/a = v/1—e2. De plus:

a®sin®y + b2cos®y = a?(sin®y + (b/a)?cos*P) = a®(1—cos?yp + (1 —e?)cos?p) =
siny
v 1—e2cos2y

a?sin®y + b2cos?yp = a?(1 —e?cos*p) = sinp =
Par suite :

sin®p  1—e?cos®p —e*(1—cos®p)  1—e?
1—e2cos2) 1—e2cos2q ~ 1—e2cos2y

1—e%sinp =1—e2.

Finalement, on obtient ’expression de p en fonction de v:

—32_ a(l— e2cos®)>/?

p =a(1—e?)(1—e3siny)

v1—e2
2. Aléquateur, yp = 0rd = cosyp = 1, d’'ot1 p, = a(1—e?). Au pdle nord, ¢ = n/2rd = cosyp =0
etp, = L. Eliminons le paramétre a, on trouve Pe _ (1—e?)%/2. L'aplatissement de I'ellipsoide

vl—e2 pp

noté a vaut (a— b)/a, d’ot:

1/3
a=1—b/a:1—e2=(1—a)2:>a=1—\/1—e2:azl_(&)
Pp

3. Application numérique: p, =111695m et p, = 110573 m ce qui donne:

(110573
a=1-—

1/3
111695 695) =1—(0.989954787591)'/3 = 1—0.996 640321062 = 0.003 359 678 938

Correction 33. On donne les coordonnées tridimensionnelles suivantes d’un point M:

M =(X,Y,Z)=(4300244.860m,1062094.681 m,4574775.629 m)
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Les paramétres de I'ellipsoide de référence sont a = 6378137.00m, e? = 0.006694 38.
2_ 12 2
a“—b b

1. Onae? = ;s =1-— =b= av'1—e?2, d’'ou la valeur numérique b = 6378137 x
a

a
4/0.993305 620 =6356752.314m.

a—b _ 21384.680
a 6378137

3. Lalongitude est donnée par: tgA =Y /X = 1062094.681/4300244.860 = 0,246 984 698 680 624 —>
A =15,41503gr |
Le calcul de ¢ se fait par itération. On calcule r = VX2 + Y2 = 4429463.959 m. La premiere valeur

Z 4574775.62
de la latitude géodésique ¢, est obtenue par tgy; = — 4574775629 =1.032805700948 —

r  4429463.959
p; =51.027297 gr.

On calcule N(¢;)e?sing; = 30728.1915m, Z’' = Z + N(¢;)e?sinp; = 4605 503.8205m, tgy, =
Z'/r =1.039742926713 = p, = 51.2402510gr.
On calcule N(g,)e?sing, = 30827.8887m, Z' = Z + N(¢,)e?sing, = 4605 603.5177 m, tgp; =
Z'/r =1.039765434448 =—> 5 = 51.2409395 gr.
On calcule N(g3)e%sinps = 30828.2104m, Z' = Z + N(g3)e%sinp; = 4605603.8394m, tgp, =
Z'/r =1.039765507075 = ¢, = 51.2409417 gr.
On calcule N(g,)e%sinp, = 30828.2115m, Z’ = Z + N(¢,)e’sinp, = 4605603.8405m, tgps =
Z'/r =1.039765507323 = ps = 51.2409418 gr.

Au cinquieme chiffre apres la virgule, ¢, et @5 sont égaux, on arréte donc le calcul et| ¢ =51.24094 gr |.

2. L’aplatissement a = =1/298,25722014342.

Le calcul de I'altitude ellipsoidique est obtenu par he = T N () =6389971.468—6389925.468 =
cosy

| 715.000m = he |

Correction 34.

Ellipsoide Sphére

Figure 23: La Correspondance de la sphére de Jacobi

1. L'équation de Clairaut pour la géodésique (g) de ellipsoide s’écrit: rsinAz = NcospsinAz = cte =
a.sinAzg ou r est le rayon du parallele de latitude géodésique ¢ et Az 'azimut de la géodésique (g).

2. On note r’ le rayon du paralléle passant par M’ de la géodésique (g’). A I'équateur, les deux
géodésiques (g) et (g) ont méme azimut Azp. Léquation de Clairaut pour la géodésique (g’) s’écrit
r'sinAz’ = acosy’sinAz’ = cte = asinAzg.

3. Des équations de Clairaut aux questions 1. et 2., et comme Az = Az’, on obtient:

Ncosy.sinAz = asinAzy = acosy’ .sinAz => Ncosp = acosy’
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cosp
V1—eZinZg
¢a correspond a cosy ol 1 est la latitude paramétrique correspondante du point M de latitude
géodésique ¢ donc ¢’ =1).

soit cosp’ = Le membre a droite a été calculé dans 'un des exercices ci-dessus,

4. De la Fig. (24), on peut écrire au point M de la géodésique (g):

rdA _ N(g)cospdA
p.de p(p)dy

tgAz, =

De méme, sur la géodésique (g’), on a aussi:

r'.dA’ _acosp’dA’  cosp’dA
ady’  ade’  dy’

tgAZg/ =

Le parallele de latitude

L / o+do
Le méridien de
longitude A
— la géodésique (g)
L'azimut Az
Le point M

Figure 24: Le triangle infinitésimal au point M

5. De la conservation des azimuts sur les 2 géodésiques (g) et (g’), on a donc:

N dA ‘arx’ d !
tgAz, = tgAzy = oSpdr %% = dr=L5F B9 4y
pdy dy’ Ncosp dy’

De la question 3., on a Ncosy = acos¢’, d’oti :

pdy cos¢’ ., _ pdy

A
acosp’ do’ ady’

dA =

Le numérateur pdp = ds(y) 'élément de longueur sur la méridienne de I'ellipse, dans la correction
110 ci-dessus, on a calcule’ I'élément ds en fonction de la latitude paramétrique v = ¢’ et on a

ds(p’) = ay/1—e2cos2p’dy’ ce qui donne:
d V1—e2cos2p’dy’
dr=P gy =2 ¢ Cof PP ax = V1—e2cos2p’dA’

ady’’ ady

6. En intégrant I’équation précédente, on obtient:

A 4Ag
A—Ag =J vV 1—e2cos2p’dA’

AE

avec A > Ay et A est comptée a partir de Ag.

. 2 AY . . . .
7. En écrivant /1 —e2cos2¢p’ =1— %cosch’ + o(e*) ot1 o(e*) est un infiniment petit d’ordre 4 en e
dont on néglige. L'intégrale précédente entre A et Ay + A devient:

A +Ag 2 A 4Ag o2 A +Ag
A—Ap = dr —— cosp/dN = — — cos?p’d)
2 2
A’E A‘E A‘E
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8. Comme (g’) est une géodésique de la sphére, on démontre que:

inAz
cos?@’d) = SINVZE g

ol ds’ est I'élément différentiel de I'abscisse curviligne sur la géodésique (g’) (un grand cercle). Alors
en posant s’ = 0 au point E’, on obtient la formule donnant A comme suit:

2 Sl .
nAz
Azk’+AE—e—f SIVEE 4!
2 0 a

9. On suppose que la géodésique (g’) coupe une premiére fois le plan de I'équateur en un point F’,
la géodésique g’ est un grand cercle de diametre passant par l'origine du reférentiel 3D et du point
E, le point F est a 'opposé du point E, par suite la longitude de F est égale a = a partir de E. La
distance de E & F suivant la géodésique (g”) est la moitié du périmeétre du cercle de rayon a, soit
s’ =(2ma)/2 = ma, on obtient alors:

’_
Ap=m
s'=ma

e?msinAzg

AFZA.E‘F']T_ 9

10. La géodésique (g’) partant de F’ a pour azimut 7t — Az, elle coupe une deuxiéme fois 'équateur
au point E’, mais la géodésique (g) sur l'ellipsoide coupe une deuxiéme fois le plan de 'équateur au
point correspondant a H dont la longitude est A;;. Cette derniére est donnée par:

e?nsin(m — Azg)
2

e?msinAzg e?nsinAzg

Ag=m +Ap=m— +Ag+m— =Ap + 21 —e?msinAzg
Les lignes géodésiques de I'ellipsoide de révolution ne se coupent pas aprés un tour autour de

I'ellipsoide, numériquement 'écart est de —0.015rd.

Correction 35. Un point M de la surface d’une sphere (S) de rayon R, a pour coordonnées (X,Y,7)
dans un repére orthonormé:

M =(X,Y,Z) = (Rcosp.cosA,Rcosp.sinA,Rsinyp)

1. On prend n = OM/R, C’est un vecteur unitaire normal au plan tangent a la sphére au poin M,
dirigé vers I'extérieur de la sphére, ses composantes sont :

n = (cosy.cosA,cosp.sink,sinp)’

2. Soit (C) le grand cercle passant par le point A(R, 0, 0) et d’azimut Azg. Le point M peut étre décrit
par son abscisse curviligne s mesurant I’arc AM. On note par w représente 'angle au centre de I'arc
AM. Utilisant la trigonométrie sphérique, on utilise la formule des sinus dans le triangle sphérique
PAM Fig. (25) ce qui donne:

sinA _ sinAzg
sinw  sin(m/2—p)

= c0Sp.SINA = sinw.sinAzg

3. On utilise la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique dans le triangle APM, on obtient
les deux relations :
cosw = cosf.cos (5 — ) +sinF.sin(F —¢).cosh => cosw = cosp.cosA

cos (% — cp) = €05%5.c0SwW + SiN5SinwcosAzy = sing = sinw.cosAzg
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MP = w/2-0,
‘ AM=w= angle AOM,

Angle P = A,
Angle A =Azg,
AP = 7/2.

Figure 25: Triangle sphérique

4. Les les coordonnées (X,Y, Z) de M s’écrivent en fonction de s comme suit:
X =RcospcosA =R.cosw =Rcos(s/R)
M= (X,Y,Z){ Y =RcospsinA = RsinAzgsinw = RsinAzgsin(s/R)
Z = Rsiny = RcosAzgsinw = RcosAzgsin(s/R)

5. Le vecteur T est donné par %:

‘é—f = —sin(s/R)
ds

T={ & = sinAzgcos(s/R)
‘fi—f = cosAzgcos(s/R)
Calculons dT/ds, on obtient :
2
dT g = ~reos(s/R) ar| 1
T ‘fi—;’ = —%sinAzEsin(s/R) = H—H =—
S 3 1 _ ds R
9% = —zcosAzgsin(s/R)
dT
) A _ ds .
D’ou le vecteur N = H‘é—f” :

Ny = —cos(s/R) = —cosw
N =1{ Ny =—sinAzgsin(s/R) = —sinAzg.sinw
N, = —cosAzgsin(s/R) = —cosAzg.sinw

6. On vérifie facilement que n et N sont paralléles.

7. Comme le point M décrit un grand cercle d’azimut Az a '’équateur (voir Fig. (25)) et en M
le vecteur N orthogonal au cercle et que n le vecteur unitaire normal au plan tangent a la sphere
au point M est parallele a N, et qu'une définition d’'une ligne géodésique les vecteurs N et n soient
paralleles. Donc les géodésiques de la sphére sont les grands cercles.

Correction 36. Soit le tore T défini par les équations suivantes:
x = (a+Rcosp)cosA
M(p,A)=1{ ¥y =(a+Rcosyp)siniA
2z = Rsingp

ol a,R deux constantes positives avec a > R, (¢, A) € [0,21] x [0, 27x].
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Figure 26: Le Tore T

1. Calculons la premiere forme fondamentale ds?:

oM —RsinpcosA —(a +Rcosyp)sinA
™ —RsinpsinA | T (a+Rcosp)coshA —
v Rcosyp 0
p_oMaM _Jom|® . o _oMoM _ . . oMM _|laM|® o a
o009 ool T "Tas x> YTaxaa |aal| T ¥

ds? =E.dg?+2F.dpdA+ G.dA* = R*d¢? + (a + Rcosp)?d A?

2. Avec les notations usuelles, on obtient :

O L o 2B, eF_ .,

de v 7 A r T e ¢
JOF G ) G
azF)’L:O, £=G&=—2Rsmcp(a+Rcos<p), ﬁ:G;L:

On rappelle la définition de la ligne géodésique d’une surface donnée (S):

Définition 83. Une courbe (T') est dite ligne géodésique de la surface (S) si et seulement si les vecteurs
n et N sont colinéaires.

n le vecteur unitaire normal a la surface (S) et N le vecteur normal a la courbe (T').

On calcule I'expression de N, on obtient :

N= RC;—T, Rest le rayon de courbure de la courbe (T")
s
or:
dM JMdu JMdv
T=—=—7——+—-—
ds duds Jv ds
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d’ou:

T _ S (du)? M dudy SM My O 4y
ds  Ju? \ ds dudvdsds Oduds?2 Ov ds2 Jv2 \|ds

La condition n // N peut étre écrite:

NAn=0
soit:
oM A oM
dT Pu | du
R A % =0 (18.1)
Utilisant la formule du produit vectoriel:
AA(BAC)=(A.C)B—(A.B)C (18.2)
on obtient:
(4r 2oy om_dr awyam_,
ds'dv)du \ds du)dv
M M
Or aa— et aa— forment une base du plan tangent en M, d’ou les deux conditions:
u v
ds ov ds du '
Ce qui donne deux équations différentielles du second ordre:
M oM (du)', ', UM DM dudy DM M (V) g
du? dv \ds ds2  ~Oudv dv dsds Jv2 v \ds ds2 '
et:
M oM (40 'y, OO DM dudy 0P M () g
dv2 du \ ds ds2  ~Oudv du dsds Ju? Ju \ ds ds2 '
ces 2 derniéres équations peuvent étre écrites :
El (du\* _d%u dudv G, (dv)? d?v
F/l——2 (—) +F—+G’——+—V(—) +G—=0 18.6
(%, 2) ds ds? Yds ds 2 \Uds ds? ( )
G, (dv)*> _d%v dvdu E, (du)\*> _d%u
F/——* (—) +F—+E’——+—“(—) +E—=0 18.7
(F, 2 ) ds ds2  Vdsds 2 \ds ds? (18.7)
M oM
En effet, prenons 'exemple du coefficient A = 2 3y dans I’équation (18.4). On différentie F par
u v
rapport a u, ce qui donne F/ = o'M oM + oM 32_M =A+ E—‘/’ on obtient alors A= F’ — E—;
PP »eed u Qu2 dv  du dudv 2’ w97

Prenons u = ¢ et v = A, et les valeurs des coefficients dans les équations (18.6) et (18.7) ci-dessus,
on obtient les équations des géodésiques du tore :

d 2
—2Rsinp(a +Rcos<p)d—f% +(a +Rcos<,0)2% =0

2 2
Rsing(a +Rcosyp) (%) +R26(117(2'0 =0
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dA
3. On différentie la quantité constante (a +Rcoscp)2d— = C, ce qui donne:
s

do dA d?A
—2Rsinp(a +Rcos&p)—(p— +(a+Rcosp)*—= =0
ds ds ds?

dA
On a vérifié que (a + Rcosnp)zd— = C. Au point My(py = 0,A = Ay) et soit Az, 'azimut de départ au
s
point M, mais (dA/ds)y, = sinAz,, on obtient alors:
dA
(a +Rcoscp)2d— = C = (a+R)sinAz,
s
On retrouve 1’équation de Clairaut avec C = (a + R)sinAze.

4. Comme 0 < Age < g, alors C > 0, on remplace dA/ds par :

dr _ C
ds  (a+Rcosy)?

ce qui donne la deuxiéme équation des géodésiques:

d?p _ C3sing
ds2  R(a+Rcosyp)3

d
5. On multiplie I'’équation ci-dessus par 2d—('0, on obtient:
s

2d_c,0d2_cp_i(d<,a)2_ 2C%ing  dp  C*d ( 1 )
ds

ds ds2  ds\ ds __R(a+Rcosap)3E__R_ZE (a+Rcosp)?

On passe a l'intégration, on obtient:

(d_@)z__C_Z;H
ds ) R2(a+Rcosy)?

ol [ est la constante d’intégration.
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