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WSTEP

Fizycy to poeci nauki tworzqcy jej awangarde.

Ogolna Teoria WzglednoS$ci przeznaczona jest dla studentow wszystkich uczelni, na ktoérych
wyktadana jest fizyka. Moze by¢ przydatna dla nauczycieli fizyki w szkotach srednich. Mam
nadziejg, ze zostanie wykorzystana roéwniez przez zawodowych relatywistow.

Ogodlna Teoria Wzglednosci jest druga czgscia tryptyku, pozostate dwie to:
* Szczegblna Teoria Wzglednosci

* Tworcy Teorii Wzglgdnosci

Szczegotowe informacje bibliograficzne, biograficzne oraz ikonograficzne znajduja si¢
w trzeciej czesci tryptyku.

Nalez¢ do pokolenia fizykéw, dla ktorych idolami byli Albert Einstein, Lew Nikotajewicz
Landau i Richard P. Feynman. Einstein zniewolil mnie potega swej intuicji. Landaua podzi-
wiam za rzetelnos¢, precyzje, elegancje i prostote wywodow, oraz instynktowne wyczuwanie
istoty zagadnienia. Feynman urzekt mnie lekko$cig narracji i subtelnym poczuciem humoru.
Praca nad tryptykiem zaj¢ta mi szes¢ lat.

Zbigniew Osiak

Wroctaw, wrzesien 2004
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POLE GRAWITACYJNE
TEORIA NEWTONA

1 ROWNANIA POLA GRAWITACYJNEGO

e Wektor nat¢zenia pola grawitacyjnego

Pole grawitacyjne to przestrzen, w ktorej na spoczywajace i poruszajace si¢ ciata dziataja
sity proporcjonalne do mas tych ciat.

Natezeniem pola grawitacyjnego E w danym punkcie nazywamy stosunek sity F, dziata-
jacej ze strony pola na umieszczone w tym punkcie odpowiednio mate ciato, do masy m tego
ciala.

E=—
m

Natezenie pola grawitacyjnego jest wektorem. Jednostka natgzenia jest niuton na kilogram.
IN
[E]l=——.
lkg
Znajomo$¢ wektoréw natezenia w kazdym punkcie pola grawitacyjnego pozwala na obliczenie
sity dziatajacej na znajdujace si¢ w polu cialo o masie m.

F=mE

Stacjonarnym (statym) polem grawitacyjnym nazywamy takie pole grawitacyjne, ktorego
wektory natezen sg state w czasie. Jednorodnym polem grawitacyjnym nazywamy takie pole
grawitacyjne, ktorego wektory natgzen sg state co do wartosci, kierunku i zwrotu w kazdym
punkcie pola.

e Prawo Gaussa w postaci calkowej (globalnej)

Strumien wektora nat¢zenia pola grawitacyjnego przez powierzchni¢ zamknigtg jest
proporcjonalny do sumy mas cial otoczonych przez t¢ powierzchnig.

®, = fJE-dS =—4nG[[[pdV = 4G m, = —47GM
S \% i

®, = fJE-dS
S

@, = strumien wektora nat¢zenia pola grawitacyjnego przez powierzchni¢ zamknigta S

Strumien wektora przez dany element powierzchni zamknigtej jest ujemny, gdy wektor ma
r6zng od zera sktadowa, skierowang do wngtrza powierzchni Gaussa, prostopadta do dane-
go elementu powierzchni.

G =6,672-10""Nm’kg > = stata grawitacyjna
p = gestos$¢ objetosciowa masy
M = catkowita masa cial znajdujacych si¢ w obszarze V
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e Prawo Gaussa w postaci rozniczkowej (lokalnej)

Prawo Gaussa [[[divE dV = 4G [[[p dV
-dS =-4rG|[[pd
3?(13 n j\J;l.p \Y% v v

Twierdzenie Gaussa
ffE-ds = [[[divE dv divE = -4nGp
S \%

e Potencjalno$¢ stacjonarnego (stalego) pola wektora E

Stacjonarne pole wektora natgzenia E jest polem bezwirowym lub potencjalnym, czyli po-
lem w ktorym praca, wykonywana przez sity pola przy przesuwaniu czastki o masie m wzdtuz
krzywej zamknigtej, jest rowna zeru. Tak wigc praca wykonywana przez sity pola przy przesu-
waniu czgstki z jednego punktu do drugiego zalezy tylko od potozenia tych punktow, a nie
zalezy od toru po ktorym przesuwana byta czastka. Stacjonarne pole wektora nat¢zenia mozna
opisa¢ skalarem zwanym potencjatem grawitacyjnym.

Rdznica potencjaléw grawitacyjnych migedzy punktami A i B jest rowna stosunkowi pracy
W, s, ktora wykonuja sity pola grawitacyjnego przy przemieszczaniu czastki z punktu A

do punktu B, do masy m tej czastki.

Y

1J
Ppr— P = rAn_)B [(P]_

_@

Potencjatem grawitacyjnym ¢, w danym punkcie A pola grawitacyjnego nazywamy sto-

sunek pracy, jaka musza wykona¢ sity pola przy przemieszczaniu czastki z danego punktu
A do punktu B w ktérym z zalozenia potencjat jest rowny zeru, do masy m tej czastki.

Y
(PA_>{’<: A2 @y =0
m
UWAGA

Najczgsciej przyjmuje si¢ ¢ =0 w nieskonczonosci. Fizyczny sens ma jedynie roznica poten-
cjatow.

Was=m(e =s) | §F-dI=0

B 1
W, = [F-dl
F =m E * | §E dl=0 1qu staci(;namfe:go p((i)lla' g(;awitfcyjl(liegq cyrkE-
Twierdzenie Stokesa / acja wektora E wz kuz O;?EVO ncE .gogl zamk-
§E. dl = ”rotE- s rotE =0 n}(;tej orraz rotacja wektora W kazdym punk-
1 ; cie sa rowne zeru.

e Zwigzek miedzy nat¢zeniem a potencjalem

8_E =0, rotE =0
ot E = —grado
rot gradp =0
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Rownanie Poissona i Laplace’a

OE
!
E = —grado Ag = 4nGp Rownanie Poissona
divE = -4nGp
divaA = adivA + Agrado W pustej przestrzeni poza obszarem zrédtowej masy prawa
div grado =V’ =A¢ strona rownania Poissona jest rowna zeru.

62 82 82
A= e +—+ P

& g ) Ap=0 Rownanie Laplace’a
A = operator Laplace’a,
laplasjan

Prawo Newtona
Dla powierzchni Gaussa bedacej sferg o promieniu r, w $rodku ktérej znajduje si¢ punkto-

wa masa M, mamy:

S = 4mr’ E= GM
-2

ﬁE -dS = —E4nr’ r : .
S Kazde dwa punktowe ciala o masach M i m
ﬁE’ dS = —41GM znajdujace si¢ w odleglosci r od siebie przy-
g P GMm ciagaja sie wzajemnie sitg o wartosci F wprost
F=mE 2 proporcjonalnej do iloczynu ich mas oraz od-

wrotnie proporcjonalnej do kwadratu odlegtos-

E=[E

, F=F|

ci migdzy nimi.

Zapis prawa Newtona w postaci wektorowej

p - Gmm, r,
12 —

2
I} P

m,, m, = masy przyciagajacych si¢ punktowych cial

r,, = promieh wodzacy poprowadzony z punktu 1 do punktu 2

,, = odleglo$¢ migdzy punktami 112

I, =hL -5, I =L-L, I ="T

r,, r, = promienie wodzace poprowadzone z poczatku uktadu wspotrzednych odpowied-

nio do punku 112
F,, = sila zjaka cialo o masie m, przyciaga ciato o masie m,

F,=-F,
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2 ROWNANIA RUCHU PUNKTU MATERIALNEGO W ZEWNETRZNYM POLU

GRAWITACYJNYM

d’r d*x W dowolnym polu grawitacyjnym:
F=m,, —, F =m,, — 42 d’x

dt dt _r _E — 0 [ E — 0

= = dt’ 42
F= mgrav E ’ Fu - mgraVEu
OE 16/0)
—=0: E=-gradp, E =——-
ot grado " ox,
=X %=y, X T2 W stacjonarnym polu grawitacyjnym:
r=xi+yj+zk =x,e, +x,e, +x,e 2 2% P
) 1€ TX,€, +X,€; d_§+grad(p:0, 2u+_(P:O

miner - mgrav dt dt Ox n

3 POLE GRAWITACYJNE PUNKTOWEJ MASY

e Natezenie pola grawitacyjnego w odleglo$ci r od punktowego Zrodla o masie M

p-t, g-F
m m

GMm GMm r
= ) , F = — ) —_
r r°or

masa punktowego zrodia

<
I

] r = promien wodzacy zaczepiony w zrodle

e Praca sil pola grawitacyjnego przy przemieszczaniu czastki o masie m w polu punk-
towego zrodla o masie M z punktu A do punktu B wzdluz linii sil

Wass = I Fdr W, =GMm- (i - ij
A rB rA
Fodr=- MM g,
r r, = odleglos¢ punktu A od Zroédlowej masy M
J-rfzdr =1 r, = odleglo$¢ punktu B od zrodtowej masy M

e Potencjal pola grawitacyjnego w odleglosci r od punktowego zrodla o masie M

W‘)
(PA_@B:A

GM

Pp =~
Ty

Potencjat pola grawitacyjnego dla dowolnego rozktadu
mas:

(p:—Gw%dV
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4 POLE GRAWITACYJNE UKEADU PUNKTOW MATERIALNYCH,
ZASADA SUPERPOZYCJI

e Zasada superpozycji natezen

Wektor natezenia E pola grawitacyjnego, wytworzonego przez uklad punktéw material-
nych o masach M;, réwny jest sumie wektoréw natezen E; pochodzacych od poszczegdl-
nych punktéw.

r. = promien wodzacy zaczepiony w i-tym punkcie materialnym o masie M,

e Zasada superpozycji potencjalow

Potencjat ¢ pola grawitacyjnego, wytworzonego przez uktad punktéw materialnych o ma-
sach M;, rdwny jest sumie potencjatow ¢, pochodzacych od poszczegdlnych punktow.

N

N
M,
9=20=-G2—

i=1 i=1 L

5 ROZWINIECIE MULTIPOLOWE POTENCJALU POLA GRAWITACYJNEGO
UKLADU PUNKTOW MATERIALNYCH

e Rozwini¢cie multipolowe potencjalu
Potencjal uktadu punktéw materialnych w duzej odlegtosci od tych punktéw mozna przed-
stawi¢ w postaci szeregu

GK, GK, GK, GK,
(P:(p0+(p1+([)2+(|)3+---:— 1 - - - +...

R'" R* R R*
zwanym rozwini¢ciem multipolowym.

Punkt, w ktorym znajduje si¢ masa M;

(Xia yla Zl) ,

X, y,2)

N
I
I
I
I

Punkt, w ktorym wyznaczamy potencjat

Srodek uktadu wspotrzednych
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M

¢=-G E -
1.1 wz R'P, (cosa,)
r R™M&G T 1

P (cosa,) = wielomian Legendre’a stopnia n

al
P, (cos a) =1, P (cos a) =cosa., P, (cos a) = %(3 cos” oL — 1)

G G G 1
(P:_EZ‘Mi _FZ‘MiRi cos oL, —EE-ZMin@coszai —1)—...

P, = _%Z M, = czton monopolowy

0, =—%2M1Ri cosa; = czton dipolowy

0, = _%%.ZMin@ cos’ o, —1) = czton kwadrupolowy

K, = z M, = catkowita masa uktadu

K, = ZMiRi cosa;, K, :%'ZMin(?)COSZ o, —1)

e Czlon dipolowy w rozwini¢ciu potencjalu

GZ:MiRi cos L
¢ == : Rz
R.-R
cosaL, =——
R.R

Srodkiem masy uktadu punktéw materialnych nazywamy punkt, ktérego promien wodza-
cy Ry dany jest rOwnaniem
df z Mi Ri
Ry=—

SM
Jezeli poczatek uktadu wspoétrzgdnych umiesci¢ w srodku masy uktadu punktéw material-
nych bedacych zrodiem pola grawitacyjnego, to czton dipolowy w rozwinieciu potencjatu sta-
je si¢ réwny zeru, poniewaz wtedy suma momentOw mas jest rOwna zeru z M.R, =0.

1
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e (Czlon kwadrupolowy w rozwini¢ciu potencjalu

G 1 2 2
(pzz—FE-ZMiRi (3cos oci—l)
szXLXiVSW
i i (3 2 1) | XXy S 5 lop=v
X| X\ X X cos” o, —1)=x X, -8, 1, 6,=
coszai:w ; g R? g W0 e pEy
X, =X, X,=Yy, X;=Z
X)=X;, X3 =Y, X3=%
G 1 Co ] 3xex,
(PZZ_F'E'ZZZMiXHXV{ . —SWJ
[T i
d, = z M. x x, = tensor momentu kwadrupolowego uktadu punktow materialnych
G 1 3xuxV
0=y 22| T
Coa ] 3xux, 1, o 5 3x,X,
xuxv( R”z —SHVJ_—(?)XHXV—RISW{ - —SHVJ
G 1 o 5 3x,X,
(PZ__E.g.zzzMi(?)XuXv_RlSuv{ “2 - uv]
povoi

D, =>M, (3xinV -R}S w) = tensor momentu kwadrupolowego

G 1 3x X,
@zZ—E'g'ZZDW( I;z —SWJ

TR

e Tensor momentu kwadrupolowego
Symetryczny tensor drugiego rzedu

_ i i
duv - ZMiXuXv
i

jest jedng z dwu postaci tensora momentu kwadrupolowego uktadu punktéw materialnych be-
dacych zrodtem pola grawitacyjnego, tworzy go dziewie¢ sktadowych w tym sze$¢ niezalez-
nych.

dxx = zMiXiz’ dyy = ZM1Y12’ dzz = zMiZi2

dxy = dyx = zMiXiYi’ d,=d, = ZMiXiZi’ dyz = dzy = zMiYiZi
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G 1 .
?, Z—E'g'zsz(ﬁ—%J

D, =3 M, (3xix -R?s,)

D, jest inng postacia tensora momentu kwadrupolowego uktadu punktéw materialnych beda-

cych zrédlem pola grawitacyjnego. A oto jego skladowe:
Dxx = ZM1(3X12 _Riz): le(lez - Y12 _Ziz)
i i Tensor D, ma 5 niezaleznych skfado-
D, = ZMi(3yi2 _Riz): ZM1(2Yi2 = _Ziz) wych poniewaz jest tensorem symet-
: : rycznym
D, =3 M,z -R})= 3 M, (22! ~x] -y?)

ny = Dyx = Z3MiXiYi

D,=D

pv Vi

a suma jego sktadowych diagonalnych
= jest rOwna zeru

Dyz ~ Yy T Z3MiYiZi D_ +Dyy +D,, =0

e Zwiazek tensora momentu kwadrupolowego z tensorem momentu bezwladnos$ci
Tensor momentu bezwladnosci uktadu punktow materialnych wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych z definicji dany jest przez

L ESM, (R3S, -xix). R =D ()

TS 21V (/S 080 ) o1 () RS0 RS S (S O

I, =1, = _ZMiXilxiza I, =1 :_ZMiX;X;a I, =1 :_ZMiXizxisa
lub

Lo=XM(yi+2), 1, =M (x}+2), 1, =M (x}+y]),

Ixy :Iyx :_ZMiXiYi , L, =1, :_ZMiXiZi ) Iyz :Izy :_ZMiYiZi .

Mamy tez I,, +1,, +15; =2M, [(x‘l)2 +(x;)2 +(xi3)2] = 2ZM1R12 , co ulatwia znalezienie

poszukiwanej relacji.
D,, =-3L, +(I, +1,+1;)5,

pv

duv = _Iuv +%(Ill + I22 + I33 )Suv
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6 ENERGIA POTENCJALNA UKLADU PUNKTOW MATERIALNYCH W ZEW-
NETRZNYM POLU GRAWITACYJNYM

e Energia potencjalna punktowej masy w zewne¢trznym polu grawitacyjnym

Energia potencjalng W, wzajemnego oddzialywania punktowej masy M z zewnetrznymi
nieruchomymi masami wytwarzajagcymi pole grawitacyjne w danym punkcie tego pola nazy-
wamy prace, jaka wykonujg sily pola przy przemieszczaniu masy M z danego punktu do nie-
skonczonosci (lub do punktu, w ktérym z zalozenia energia potencjalna jest rowna zeru).

WP :WA—>oc

WA—)w:M((pA_(Poo) W, =Mo
p

O\, =0

¢, =0

] ¢ = potencjal pola zewngtrznego w punkcie zajgtym przez mas¢ M

Site dziatajaca ze strony pola na mas¢ M mozna wyrazi¢ przez jej energi¢ potencjalna.

F =ME
E = —grado F =—gradW,
W, =Meo

e Energia potencjalna ukladu punktow materialnych w zewnetrznym polu grawitacyj-
nym

W, =>Mo(R

(p(Ri) = potencjal zewnetrznego pola grawitacyjnego w punkcie zajmowanym przez
mas¢ M,

R, = (Xi ,X5, x;) = promien wodzacy i-tego punktu materialnego

Jezeli w obszarze, w ktorym znajduje si¢ uktad punktéw materialnych pole zewnetrzne
niewiele si¢ zmienia, to energi¢ potencjalng tego uktadu mozna rozwina¢ w szereg Taylora.

W, le(P( 1,x x)

(p(x1,x x) (p(O,O,O)Jrzxi{M} n

IS

_ 0 (p( X1,Xp, X )
T Tl

W, a0, + sl S 38 [ Tobanl)
: A 0 =1 A=l 2 0

i=1 K
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W, (pOOO i{ LALSALS AL }Zn:Mix;—k

=l A=l o i=1

l 3 3 n X17X25
+2ZEZM X x{ ox 0x, lJr

k=l 1 i=

{a(p X;,X,,X } -~ _E, (0,0,0)

=]

Mx

1

o i=l =

a@(x”x” boranl] Sy - F, 0001, ~-E000-n

. HMw

i
M;x.x; =d,,

i=1

L 3.3
W, =0(0.0.0)> M, ~E0.00) u%ZZdK{M} .
k=1 A 0

i1 1 0X 0X,

(p(0,0,0) = warto$¢ potencjatu zewnetrznego pola grawitacyjnego w poczatku uktadu
wspotrzednych

E(0,0,0) = wektor natgzenia zewngtrznego pola grawitacyjnego w poczatku uktadu wspot-
rzednych

E, = skladowe wektora natg¢zenia pola grawitacyjnego w poczatku uktadu wspotrzednych
E,:E,=E,,E,=E_, E;=E,

n ) 3 n )
p=> M;R" => > Mx}e,
i=1

A=l i=1
p = wektor momentu masy (momentu statycznego)
n, = skltadowe wektora momentu masy

Ha @ By = Hy By = Hy, By =1,

d, = tensor momentu kwadrupolowego
6(p(X1 X2 X3)

L 251

witacyjnego w poczatku uktadu wspoirzednych
62(p(X1, X ,X3)

| O0x,0Xx,

cyjnego w poczatku uktadu wspotrzednych

} = wartosci pierwszych pochodnych potencjalu zewngtrznego pola gra-

o

} = wartosci drugich pochodnych potencjatu zewnetrznego pola grawita-

UWAGA
Jezeli poczatek uktadu wspotrzednych umiesci¢ w srodku masy uktadu punktéw materialnych,

to w wyrazeniu na energi¢ potencjalng zniknie czton dipolowy —E(0,0,0)- p =0, poniewaz
wtedy moment masy jest rowny zeru u=0.
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Przedstawimy w innej postaci czton kwadrupolowy w rownaniu na energi¢ potencjalng od-
dziatywania uktadu punktéw materialnych z zewng¢trznym polem grawitacyjnym.

l L 82(p(x1,x2,x3) _
MR

R28

i~ KA

{82@()(1’7(277(3 )} -0
0

0X .0X,
Z Mi(3xi(x; - R?SKA) =D,

1 ] %0(x,,%,,%,) 2o | 2%0(X,,X,,X,)
=— M, {3xix | et ts) ) Ry | Z AT B ) |
62;‘2;‘2 ‘{ XKX{ oxox, |, oxex,

1 P i *o(x,,X,,X;) 1 % ¢(x,,x,,%,)
== M.3xix! —R2%§ . | 22220 R3) :_ZZD 1222523
62;2 B R “{ ox.ox, | 6545 | exox, |

Zbierzmy uzyskane wyniki.

2
W, =9(0,0,0>" M, _E(O’O’O)'"JF%ZS:Z}:%F (P(XlaXZ,X3)j| N
| 0

i=1 k=1 A=l

7 ENERGIA POTENCJALNA WZAJEMNYCH ODDZIALYWAN MIEDZY PUNK-
TAMI MATERIALNYMI

e Energia potencjalna wzajemnego oddzialywania dwoch punktéw materialnych
Energia potencjalna W, wzajemnego oddziatywania uktadu dwoch punktow materialnych

m, 1 m, znajdujacych si¢ w odleglosci r,, od siebie jest rowna pracy, jaka wykonujg sity gra-
witacyjne przy rozsuwaniu tych mas na odlegtos¢ nieskonczenie wielka.

A B()
[ 2 °
m
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Wp = WA—)B
W, = mz((PA _(PB) G
Gm, W, =~ SEL
Py == I,
L),
0 =0

e Energi¢ potencjalng W, wzajemnego oddziatywania uktadu dwoch punktowych mas m,

1 m, przedstawimy w innej postaci.

Gm.,m 1
WP:_# Wp:z(mlcp1+m2cp2)
Iy
0. = Gm,
S =—
Ly Ogolnie:
0, = Gm,
2 — 1&
D1 W, :Eka(pk
Iy, =Ty k=t

¢, = potencjat pola pochodzacy od masy m, w punkcie zajmowanym przez mas¢ m,

¢, = potencjal pola pochodzacy od masy m, w punkcie zajmowanym przez mas¢ m,

¢, = potencjat pola pochodzacy od wszystkich mas procz masy m, w punkcie zajmowa-
nym przez mas¢ m,

e Energia potencjalna wzajemnego oddzialywania dowolnego ukladu punktow materia-
Inych

1 n 1 n n .
W, ==Y m,q, W, =—=GY Y T (1-5,)
2 k=1 2 k=l i=l Ty
G = _GZ&(I_Sik)
i1 Ty
Iy = Ty
PRZYKLAD

Energia potencjalna wzajemnego oddziatywania trzech punktowych mas m,, m,, m,.

Wp :—EG

1 m,m m,m m.m, m,m m,m, m,m
12+13+21+23+31+32

T, T3 I )3 I3 I3,
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e Energia potencjalna ciaglego rozkladu mas

Wzor W, :%ka(pk dostosujemy do przypadku cigglego rozktadu masy w danej obje-
k=1

tosci z gestoScig objetosciows p = v

m:j\_UpdV

W :% wp@dv

D ¢ = potencjal pola grawitacyjnego wszystkich mas w elemencie objetosci dV

8 ENERGIA POLA GRAWITACYJNEGO

, 1 . . 1 2 , :
o Wzor W, :EJ-'V”p(p dV sprowadzimy do postaci W, :—% .[_VU E° dV, ktéra posiada

ciekawg interpretacje fizyczna.

W= [[fpoav [[flaxGoo +*Jav=o

Twierdzenie Greena 47:GJ- J. jp(p dv=— J' J' I E2dV
[[llov2o+ (Vo) lav=ffovo-as v v
v S

Vo =gradp=-E
Ve =4nGp | |
_ 1 _ 2
ﬁf(pV(p-dSzO bo @(0)=0 Wp—zj\ﬂp(pd\/— SRGI\J;-[E v
S
Energia W=W,_ = —% j ! J. E’ dV jest energia pola grawitacyjnego zlokalizowana

W przestrzeni z ggstoscia objetosciowa w il g
P SO O0) v~ 81G
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9 ROWNANIE TORU W CENTRALNYM POLU GRAWITACYJNYM

Roéwnanie toru w centralnym polu grawitacyjnym znajdziemy metoda redukcji zagadnie-
nia dwoch ciat do zagadnienia jednego ciala, wykorzystujac zasady zachowania momentu

pedu i energii mechaniczne;.

r
m,
r
d’r, Gmm, r
m, == 2
dt r r
2
dr, Gmm,r
, =
dt? ror
df
r=r,—r,
df
m,m,
m, +m,
u
r
dr Gmm,r
pn == -
dt? T
rxr=0
rxur=0

m,
YA
1,
y = rsin@
r, r
y = 1cos@
¢
»
m,; X
0
d’r, d’r __Gmm,r Gmm,r
dt>  dt? 'm, r r’'m, r
mm, d*(r,-r,) _ _Gmm, r
m,+m, dt’ r°or
d’r _ Gmm, r Roéwnanie opisujace ruch punktu
H > 2ot drugiego wzgledem punktu pierwszego.

= masa zredukowana uktadu dwoch punktow
= promien wodzacy o poczatku w punkcie pierwszym i o koncu w punkcie drugim

d’r  Gmym, rxr 0

rxpu

> r
d’r d(rxur) . . d(rxpr
e T (dt )—rxurz%:o

df
r x ur =L = const

Ze wzgledu na stato§¢ wektora momentu pedu L, ktory jest prostopadly do plaszczyzny
orbity, ruch ciata drugiego wzgledem ciata pierwszego (jako ruch ptaski) wygodnie bedzie
opisywa¢ w biegunowym uktadzie wspotrzednych r, ¢ o poczatku w $rodku ciata pierwszego.

v, =vsin /(r,v)
vV, =V,

v, =10

L= rxpk|=|rxpv|=ruvsin Z(r,v)=rpv, =ruv, = pr’d = const

L = pur’¢ = const
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dr Gmm,r dv__Gmm, r
M = — 2 - “ dt - 2
dt’ r° T d f G f
er_av voudr g G ¢
dt*  dt 4w
ar dfw? :i(mj
Vet dtl 2 ) dtl r
v dv_dfw? dfw?_ Gmm, ) o
dt  dt| 2 dtl 2 r
. Gmm,r d (Gmlmzj
— .—2—:— _— 2 dr
r- r dt r w”  Gmym, — W = const
2 r
pv’  Gmm dr)  L(de) | G
=T _—"12 —const w=H (_rj +r2(—(Pj _Jmm,
2 r 2| \dt dt r
L = ur’¢ = const e 6oV 2w 2G
& :Vf+vfp [—rj +r2(_(pj = 4 2ommy
dt dt i) ur
dr . . . . .
v, = pm =T Ostatnie rownanie dzielimy stronami przez
t 2
Vo =TS0 at) | u
2 1 dostajemy
L(ﬁj Z(dij 1(dr) 1 _2Wp 2G
4 r m;m
r\de de —4(—j ro =R SR
df ' do r L Lr
o=-—
r do) _2Wp 2Gmmp
I _ Gmm,pn do) I? L '
p Ik Roéwnanie to rozniczkujemy obustronnie wzgledem ¢
2
i E :i[z“ju " 2Gm12mzuc_62j ,
do\ do dp\ L L
,do d’c _2Gmm,p do 5 4o
do d¢’ L' do do
a nastgpnie dzielimy obustronnie przez
do
2_9
do
otrzymujac
d’c  Gmm,u
= -c
do’ L’
lub
d’c 1 1 e
>=—-0 = G=—+—COoSQ
do” p P P
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€
+—
|y

o=t 1
r p
L2
Gmm,u

(_Gj 2W},l 2Gmmyp
d

L2

l+ecos@

coS(p =—— e=

P

22
G m;m;p

2WIL?

Réwnanie toru ostatecznie przyjmuje postaé

S
I+ecoso

L2
Gm m,u

r=

e=,|1+

m;m,

m, +m,

2WL?
G’m;mip

aphelium

\

perihelium

ognisko

ognisko

Ciato o masie m, porusza si¢ po stozkowej, w ktorej ognisku znajduje si¢ ciato o masie m,.

Poczatek uktadu wspotrzednych umiesciliSmy w $rodku ciata o masie m, .

Lo L kierownica
b K
P A
c
a

Roéwnanie biegunowe stozkowej i P po_P . A
I‘:—p l_ez’ 1—62 > P Loin + Tnax

I+ecoso
Dla elipsy: -
a="1(r,. 1) a = wielka potos

— b = mata potos

b=ayl-¢’ ¢ = potowa odlegtosci migdzy ogniskami
c= %(rmax “Toin ) e = mimosrod

c r,—T. A p = potparametr
1 TF +r. r ., = minimalny promien

b2 rmaX = maksymalny promien
p=—=(+e)r,, =(-e)r,, =a(l-¢*)

¢ e =0 kolo
¢=0 = r:rmm:L:a(l—e) e <1 elipsa
l+e e =1 parabola
p=n = r=r_= IL =a(l+e) e > 1  hiperbola
p— e —




POLE GRAWITACYJINE — TEORIA NEWTONA

1 0 PRAWA KEPLERA

e Pierwsze prawo Keplera
Punkt materialny o masie m, porusza si¢ po stozkowej, w ktorej ognisku znajduje si¢

punkt materialny o masie m, .

UWAGA
W oryginalnym sformulowaniu prawa Keplera dotyczg ruchu planet dookota Stonica po orbi-

tach eliptycznych, m, oznacza wtedy masg¢ planety, a m, mas¢ Stonca.

¢ Drugie prawo Keplera
Predkos$¢ polowa punktu materialnego o masie m, w ruchu wzglgdem punktu materialne-

go o0 masie m, jest stala.

L =rxur =const 1 L

I xXr =— = const
L = pur’¢p = const 2
1) c?nst 1pur’p =—=const
Lrxr = predkosé polowa 2u

e Trzecie prawo Keplera
Kwadrat okresu obiegu orbity eliptycznej jest proporcjonalny do sze$cianu wielkiej pot-

osi.
T? ~a’
pole elipsy = mab T=2mabH
L L
poleelipsy =—-T 2
2p ab=—P ;
3 3
a= p2 (l—e)z ab= Ha L
l-e Weo Gmm, Gm;m,
b= p 2a
1-¢? a’
_ Gmm,
Gmm,u
oo s 2WL? a’ 2 3
= 2 2 2 T = 27[ T ~a
G m;m;u G(m1 + mz)
_ mm,
m, +m,
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11 PREDKOSCI KOSMICZNE

e Pierwsza predkos¢ kosmiczna w przypadku orbity kolowej

Pierwsza predkoscia kosmiczng v, nazywamy predkos¢, jaka nalezy nada¢ czastce o ma-
sie m, aby poruszata si¢ ruchem jednostajnym po okrggu o promieniu r>R w polu
punktowego zrddta lub jednorodnej kuli o masie M 1 promieniu R . Pierwsza predkos¢ kos-
miczna jest prostopadia do promienia wodzacego czastki zaczepionego w centrum zrddta.

F . GMm Fgraw = Fdoér
graw rz
mv?2 GM
F,, =—L Vi=q T
dosr r r

e Druga predkos¢ kosmiczna (predkosé ucieczki) w przypadku orbity liniowej
Druga predkoscia kosmiczng v, nazywamy predkos¢, jaka nalezy nada¢ czastce o masie

m, aby z odlegtoéci r > R od punktowego zrodta lub jednorodnej kuli o masie M i promie-
niu R przemiescita si¢ do nieskonczonosci. Druga predkos¢ kosmiczna jest rownolegta do
promienia wodzacego czastki zaczepionego w centrum zrddla.

_ GMm Wr—)oo = Wk
r

2
W, = mvy v, = [2GM
2 T

e Predkosci na dowolnych orbitach

W

r—0

_ p
r_1+ecosq) e=_[1+4 Ek Sil’l2<(l',V Ek -1
12 -E, -E,
p:GM . GM m
mp vsin < (r,v)= |[—| 1+— [(1+ecos o)
QWL rio M
=" omin
L . o Orbita kolowa: ¢ =0
—TMlen<(l’,V) E, _1 sin<(r,v)=1, v= GM(1+EJ
w o GMm “E, 2 T Y
22 ! Orbita eliptyczna: e <1
ThY
E, =—
K2 E, <1, Vsin<(r,v):\/@ 1+2 (1+ecoso)
E - GMm -k, f M
P Orbita paraboliczna: e =1
M
S E, =1, vsin<(r,v)= GM[, m (1+coso)
M+m -E, r M
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e Pierwsza predkosé¢ kosmiczna dla orbity kotowej w przypadku wirujacej planety

W przypadku wirujacej planety sita dosrodkowa, utrzymujaca satelit¢ kragzacego po orbi-
cie kotowej w plaszczyznie rownikowej, jest sumg sity grawitacyjnej oraz sit bezwtadnosci —
odsrodkowej i Coriolisa.

F, =F; +F, +F_

2

F, =— T = sita dosrodkowa

r

GMm . o

F, =———— = sila grawitacyjna

r
F, =mo’r = od$rodkowa sita bezwladnosci
F.= i2m|v|c0 = sita Coriolisa
F.= 2m(v X co)

l|V|2+20)|V|+032r—G2 =0, V:+|V|>0
r

r

1|V|2—2m|v|+c02r—GIZVI =0, V:—|V|<O
r r

Wsrod czterech rozwigzan powyzszych rownan bedacych tréjmianami kwadratowymi wzgle-
dem |v|, tylko dwa rozwiazania sa fizyczne.

|V1|=_m+,/GTM, v, =4y |50

b= o [ v, =<0

PRZYKLAD
Przyktadowe obliczenia wykonamy dla satelity krazacego tuz nad powierzchnig Ziemi.

rad rad
=2 =73-10°—
= loba s or=46722~0510° 2, ,/@=7,9-1o32
r=6,4-10'm > N s r s
M =6-10"kg v, =+7,4-1o3?
3
G=6,67-10"" 2 _ 4.0’
kg-82 v, 8,4 10 S

Predkos¢ v, nalezy nadac rakiecie wystrzelonej w kierunku wschodnim, sita Coriolisa skiero-
wana jest wtedy radialnie od centrum zrodia pola. Predkos¢ v, nalezy nadac¢ rakiecie wy-

strzelonej w kierunku zachodnim, sita Coriolisa skierowana jest wtedy radialnie ku centrum
zrodta pola.
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1 2 SWOBODNY SPADEK I GRAWITACYJNE ZAPADANIE

e (Czastka swobodnie spadajaca ze skonczonej odleglosci na powierzchnie¢ znajdujacg
si¢ w odleglosci r od centrum zrédla pola grawitacyjnego
Zrodiem pola grawitacyjnego jest jednorodna kula o masie M i promieniu R . Ruch czas-

tki o masie m swobodnie spadajacej ze skofnczonej odlegtosci r, na powierzchni¢ znajdujaca
si¢ w odlegloscir, r, 21 >R, od centrum zrédla pola opisuje rownanie

d’r GM

a7

z nastepujacymi warunkami poczatkowymi

GM
.
0
Rozwigzanie tego rownania jest takie samo jak rozwigzanie rbwnania

: dr
lm(gj = GMm| 1.1 lub g:— 2GM 1.1 , t=0, r=r,, —=0.
2 \dt ror dt ror dt

dr d’r
t=0, r(0)=r,, E(O)ZO, ?(0)2—

Iy L

clor I
j dr:—wlri ro—ri—roarctg <1
r

—j r_rdr:j 2GM 4
ro 0

L, —r

¢ [2GM 2GM
| dt =t
oV To I
Iy
w/ri I, —ri+roarctg —=1
t= L
2GM
Iy
e Grawitacyjne zapadanie
Grawitacyjnym zapadaniem nazywamy zjawisko ciggtego (nieustajacego) kurczenia si¢
ciata, o odpowiedniej masie i w odpowiednich warunkach, pod wptywem sit grawitacyjnych.
Jako przyktad rozpatrzmy sferycznie symetryczng jednorodng kule pylu bezci$nieniowego
sktadajacego si¢ z identycznych czastek, kazda o masie m, poruszajacych si¢ radialnie. Jezeli
poming¢ procesy inne niz oddziatywania grawitacyjne, to mozna przyja¢ w ostatnim rowna-

niu, ze r jest promieniem wodzacym czastki znajdujacej si¢ na powierzchni kuli utworzonej
z zapadajacego si¢ pytu. Promien ten osiagnie graniczng warto$¢ roOwng zeru po czasie

|:| r, = poczatkowy promien kuli pylu
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1 3 SILY PLYWOWE

e Sily plywowe

Sity ptywowe powstaja w wyniku niejednorodnosci pola grawitacyjnego. Najbardziej
spektakularnym przyktadem zjawisk wywolanych przez nie sa przyptywy i odptywy, stano-
wigce makroskopowe przemieszczenia duzych mas wody gldwnie pod wpltywem wypadko-
wej sit grawitacyjnych Ziemi i Ksigzyca oraz sity odsrodkowej wynikajacej z ruchu wirowe-
go Ziemi.
e Sily plywowe rozciagajace

Dwie punktowe czastki kazda o masie m spadaja swobodnie wzdluz promienia wodzace-
go zaczepionego w srodku Ziemi o masie M 1 promieniu R . W chwili poczatkowej pierwsza
czastka znajdowata si¢ w odlegtosci r a druga r+dr od centrum. Obliczymy rdéznice sit gra-
witacyjnych dzialajacych na te czastki ze strony Ziemi.

AF =F -F,
GMm GMm
F=——, FE=F7—+
r (r+dr)
Ap_GMm  GMm _ 2drGMm  dr’GMm
r’ (r+dr) 2dr  dr’ 4 2dr dr?
rfl+—+—| r|l+—+—
r T r T
dr<<r
AF ~ 2G1§/[m
T
F r

o Sily plywowe Sciskajace

Dwie punktowe czgstki kazda o masie m spadajg swobodnie wzdtuz réznych promieni
wodzacych zaczepionych w $rodku Ziemi o masie M . Niech a bedzie katem zawartym mig-
dzy tymi promieniami. W chwili poczatkowej obie czastki znajdowaty si¢ w odlegtosci r od
centrum. Obliczymy réznice rzutdw na prosta taczaca obie czastki sil grawitacyjnych dziata-
jacych na te czastki ze strony Ziemi.

AF=F, —F,
GMm F, F,
F, =-F,, F =———sinja
r
AF = 2G12/[m sinf o
r
o
2
F —F .
—2 =2sinla
! Centrum
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OGOLNA ZASADA
WZGLEDNOSCI

1 PODSTAWOWE POSTULATY OGOLNEJ TEORII WZGLEDNOSCI

o Podstawowe postulaty szczegélnej teorii wzglednosci

Szczegbdlna Teoria Wzglednosci (STW) faworyzowata uktady inercjalne, ignorowata ist-
nienie pola grawitacyjnego, przyjmujac a priori, ze czasoprzestrzen jest ptaska. STW zostata
zbudowana na bazie dwoch postulatow.

POSTULAT 1 (Zasada niezmienniczosci wartosci predkosci Swiatla w prozni)
Warto$¢ predkosci $wiatta w prozni jest taka sama we wszystkich inercjalnych ukladach od-
niesienia.

POSTULAT II (Szczegélna zasada wzglednoSci)
Ogolne postacie praw fizyki powinny by¢ niezalezne od wyboru inercjalnego uktadu odnie-
sienia.

e Podstawowe postulaty ogolnej teorii wzglednosci
Ogoélna Teoria Wzglednosci (OTW), jako uogdlnienie STW, moze by¢ sformutowana
W oparciu o nastepujace podstawowe zatozenia.

POSTULAT I (Zasada niezmienniczoS$ci maksymalnej wartosci predkosci)
Maksymalna warto$¢ predkosci rozchodzenia si¢ sygnatow jest taka sama we wszystkich
uktadach odniesienia.

POSTULAT II (Ogolna zasada wzglednosci)
Ogolne postacie praw fizyki powinny by¢ niezalezne od wyboru uktadu odniesienia.

POSTULAT III (Réwnania metryki)
Czasoprzestrzen jest czterowymiarowa zdeformowang przestrzenig z metryka zalezng od roz-
ktadu gestosci energii wszelakiej postaci (w tym energii rtOwnowaznej masie) oraz ci$nienia.

POSTULAT IV (Zasada rownowaznosSci)
Natezenie jednorodnego pola grawitacyjnego jest rownowazne stalemu przyspieszeniu (ze
znakiem minus) odpowiedniego uktadu odniesienia.

Zasada rownowaznos$ci wynika z rowno$ci masy grawitacyjnej 1 inercyjnej, wielokrotnie pot-

wierdzonej doswiadczalnie. O prawdziwosci trzech pozostalych postulatéw mozna wnosi¢ na
razie jedynie na podstawie weryfikacji wnioskéw wysnutych z OTW.
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Maksymalna warto$¢ predkosci rozchodzenia si¢ sygnatow jest rowna wartosci predkosci
Swiatta w prozni w uktadach inercjalnych.

Zasada niezmienniczo$ci maksymalnej wartosci predkosci rozchodzenia si¢ sygnatow narzu-
ca ograniczenia na sktadowe tensora metrycznego czasoprzestrzeni oraz grupe transformacji

wspotrzednych. Kwadratowa forma rézniczkowa czasoprzestrzeni ds’ =g, dx"dx", dla

ds® =0, stanowi definicje wartoéci predkosci rozchodzenia sie $wiatta w prozni.

Zasada rownowaznosci daje mozliwos$¢ skonstruowania uktadu lokalnie inercjalnego. Ukta-
dem takim moze by¢ mate laboratorium swobodnie spadajace w polu grawitacyjnym.

Ogolna zasada wzglednosci stwierdza, ze definicje wielko$ci fizycznych oraz prawa (rowna-
nia) fizyki mozna tak sformutowac, aby ich ogolne postacie byty niezalezne od wyboru ukta-
du odniesienia. Kazde rownanie zapisane pierwotnie w postaci tensorowej w inercjalnym uk-
fadzie ortonormalnym w plaskiej czterowymiarowej czasoprzestrzeni (po kosmetycznych
przerdbkach) obowigzuje rowniez:

1. w dowolnym uktadzie nieinercjalnym w ptaskiej czasoprzestrzeni,

2. w dowolnym uktadzie w zakrzywionej czasoprzestrzeni.

Z ogolnej zasady wzglednosci wynikaja miedzy innymi rownania ruchu czastki prébnej o ma-
sie m

F* ( d 2) ) dZX“JFFa dx" dx”
— =(sgnds’)c — |,
m g ds? "ods ds

gdzie F* oznacza sktadowe sity wypadkowej, z pominigciem sil ,,grawitacyjnych” i ,,bez-

wiadnosciowych”.

Sktadowe tensora metrycznego czasoprzestrzeni sg rozwigzaniami rownan pola (réwnan met-
ryki) Einsteina

R —lgwR:—SM}

pv 2 T

4 v
C

Deformacja czasoprzestrzeni przejawia si¢ w ruchu czastek i1 fotonow. Poruszajg si¢ one tak,

jak gdyby rozniczki wspotrzednych dx', dx’, dx’, dx* mialy przeskalowane wartosci
g“dxl > \V8x dx?, 833 dx’, 8ua dx*,

a przeskalowane cosinusy katow migdzy nimi wynosity

B

N

Poréwnywanie miedzy sobg w réznych punktach zdeformowanej czasoprzestrzeni nieprzes-
kalowanych warto$ci rézniczek wspotrzednych 1 cosinusoOw katdw nie ma fizycznego sensu.

cosh,, =
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e Struktura tensora metrycznego

Ignorujac wplyw rozktadu gestosci energii na metryke czasoprzestrzeni, mogliSmy w ra-
mach Szczegblnej Teorii Wzglednos$ci postugiwac sie ukladem ortonormalnym z metryka
diagonalnag typu (1,1,1,1). O uktadzie odniesienia zaktadali$my dodatkowo, Ze jest inercjalny,
czyli jednostajny ruch czastki lub jej spoczynek wzgledem tego uktadu byl skutkiem braku
dziatania na nig niezréwnowazonej sily. Aby wyjasni¢ stalos¢ wartosci predkosci swiatta
wzgledem dowolnego uktadu inercjalnego, zmuszeni byliSmy przyja¢ transformacje Lorentza
jako jedyne dopuszczalne transformacje miedzy uktadami inercjalnymi.

Uwzglednienie wplywu rozktadu ggstosci energii na metryke czasoprzestrzeni powoduje,
ze tensor metryczny jest sumg dwoch sktadnikow.

— oY G _
gpv _gpv +gpv _ep .ev

g,, = e, -e, = skladnik opisujacy plaska czasoprzestrzen w ukladzie wyjsciowym

gﬁv = sktadnik opisujacy deformacje czasoprzestrzeni w uktadzie wyjsciowym

Wspoétrzedne uktadu wyjsciowego poddamy kolejno dwoém transformacjom. Pierwsza
transformacja bedzie zwigzana ze statyczng zmiang wyjsciowego uktadu, a druga z ruchem
tego nowego uktadu.

ds? = (g?lV +g, )dx“dxV

i
dx" = GX, dx'®
ox'*
dx' = Ox dx'®
ox'?
ox" ox"
2 _ 0 G ro o o B
dS _(gpv +gllv)axla axlﬁ dX dX _gaﬁdx dX
dx'* =—6X” dx"*
ox""
B
dx"? = 2;:“ dx"*

G\ﬁx” ox’ ox'* ox'P

FW/axra axrﬁ axrm axﬂx

dSZ — (gﬁv +g dXNKdXﬂX — glxdxﬂkdxnk

0 G

gup = (gw +gu

) o 8x_ = tensor metryczny czasoprzestrzeni wzglgdem uktadu
ox'* ox'P
primowanego

G \ax” ox¥ ox'* ox'P
W ox' ox'P ox" ox"*

uktadu podwdjnie primowanego

gl = (g ﬁv +g = tensor metryczny czasoprzestrzeni wzglgdem

ox" ox’
" o = czynnik matematyczny zwigzany ze statyczng zmiang uktadu wyjsciowego
X
ox'* ox"? . : :
o o = czynnik kinematyczny zwigzany z ruchem uktadu primowanego
x"" Ox
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2 CZASOPRZESTRZEN

e Plaska czasoprzestrzen Minkowskiego, uklady inercjalne

Pojecie uktadu inercjalnego jest $Scisle zwigzane z ptaska czasoprzestrzenig. Z definicji,
w uktadzie inercjalnym czastka pozostaje w spoczynku lub porusza si¢ ruchem jednostajnym
prostoliniowym wtedy i tylko wtedy, gdy suma dziatajacych na nig sit zewnetrznych jest row-
na zeru. Wszechobecno$¢ pola grawitacyjnego sprawia, ze jedynym sensownym modelem uk-
fadu lokalnie inercjalnego, w ktorym mozna przetestowac zasade bezwladnosci jest uktad
swobodnie spadajacy w jednorodnym polu grawitacyjnym. Swobodnie spadajacym uktadem
moglaby by¢ kabina statku kosmicznego krazacego po orbicie wokot Ziemi.

Wyjsciowym uktadem wspotrzednych niech bedzie inercjalny uktad ortonormalny:
O,el,ez,e3,e4}. Potozenie zdarzenia (x' =x, x* =y, x’ =z, x* :ict) wyznacza koniec

promienia wodzacego R, zaczepionego w poczatku uktadu wspotrzednych. Kwadrat roznicz-
ki odleglos$ci czasoprzestrzennej dwoch zdarzen, zwany tez kwadratem przedzialu czaso-
przestrzennego, kwadratem elementu liniowego, podstawowa forma metryczng, a takze roz-
niczkowg forma kwadratowa czasoprzestrzeni, zadamy w postaci

1 000

ds’ =g dx"dx", g Ze oo
w 1o 0100

0 0 01

gdzie g, jest tensorem metrycznym. Iloczyny skalarne wektorow bazowych wyjsciowego

df
uktadu wspotrzednych sa sktadowymi tensora metrycznego e, -e, =g, .

b gpv :gvu’

Czterowymiarowa przestrzen zdarzen nazywana jest czasoprzestrzenig Minkowskiego.

Szereg kolejnych poje¢ zwigzemy z r6zniczka promienia wodzacego
dR = dx‘e, .
Kwadrat rézniczki promienia wodzacego
(aR)' = dR -dR = (dx"e, )-(dx"e, )= (e, -e, Jdx"dx" = g, dx"dx" = ds
okresla kwadrat rozniczki odlegtosci czasoprzestrzennej dwoch zdarzen.
Pierwsza i druga rozniczka promienia wodzacego

dR =dx“e,, d’R=d’x’,
sg podstawg do zdefiniowania poje¢ odpowiednio predkosci i przyspieszenia czastki:

df R
V= 4/sgnds’ cczl—R

S

=

a if(sgndsz)c2 d?

Ruch jednostajny prostoliniowy ukladu wzgledem ortonormalnego uktadu inercjalnego
nie zmienia metryki (wartosci sktadowych tensora metrycznego). Transformacje Lorentza nie
zmieniajg metryki czasoprzestrzeni.
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e Plaska czasoprzestrzen Minkowskiego, uklady nieinercjalne

Przej$cie do nieinercjalnego uktadu odniesienia opisywane jest nieosobliwymi transfor-
macjami wspolrzgdnych
M = X'“(Xl,xz,x3,x4), <M= Xp(xrl’XIZ,XIS,XM).
W nowym uktadzie wspotrzgdnych {O',e; ., e, e, } wyznaczymy kwadrat r6zniczki odleg-
tosci czasoprzestrzenne;.

2 aX“ aXV i B 12
ds* =g, dx"dx" =g, —— dx"*dx" =ds
ox'* ox'”
, ox" ox’ L : L
8op =8 P = tensor metryczny w nieinercjalnym uktadzie odniesienia

2 _ ! ro B
ds” =g, dx"dx
Sktadowe tensora metrycznego g, zaleza od wspotrzednych x"x"?,x",x".

Ruch przyspieszony uktadu wzgledem inercjalnego uktadu ortonormalnego zmienia met-
ryke czasoprzestrzeni. Z matematycznego punktu widzenia uktad nieinercjalny wprowadza
wspotrzedne krzywoliniowe i uktady lokalne.

Rozniczki wspotrzednych krzywoliniowych dx', dx'", w przyblizeniu réwne roznicz-
kom wspotrzednych prostoliniowych w uktadzie lokalnym {P,e; e, e e }, wykorzysta-
my do okreslenia r6zniczki promienia wodzacego
dR' =dx" ¢/
1jej kwadratu

df ~ ~ ~
ds” = (dR'f = dR’- dR’ = dx™¢/, -dx"¢, = (¢, -¢, )dx"dx" = g/, dx"*dx"".
Z postaci tensora metrycznego
ox" ox"
ox'* ox'P
wynika, ze zwigzane z ukladem nieinercjalnym uktady lokalne nie s3 w ogoélnosci uktadami
ortonormalnymi. Oznacza to pojawienie si¢ roznych od zera symboli Christoffela pierwszego
1 drugiego rodzaju.
W oparciu o rézniczke promienia wodzacego podamy definicje predkosci czastki.

df R’ dx™
V' =4/sgnds’ c%:w/sgnds'2 c— e,
s s

Z druga rézniczka promienia wodzacego

roo_ "o
gaﬁ_eu 'ev _gpv

!

R =d(dR' )=dx" ¢, +% dx"dx" = (dx"™ + T7dx"dx "),
X

zwigzemy definicj¢ przyspieszenia swobodnej czastki spowodowanego dziataniem sity wy-
padkowe;.

df 2R’ d*x'® dx™ dx"
a;(m:(sgnds'z)c2 (:15’2 :(sgnds’z)cz( G +Iy & o ]e;

Fizyczna interpretacja przyspieszenia a; . zostanie przedstawiona w paragrafie ,,ROwnania
ruchu czastki w ogolnej teorii wzglednosci”.
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e Zakrzywiona czasoprzestrzen Riemanna, uklady lokalne

Przestrzenig Riemanna nazywamy przestrzen n-wymiarowg taka, ze w kazdym jej punk-
cie jest zadany kowariantny tensor metryczny bedacy symetrycznym tensorem drugiego rze-
du. Przy pomocy tensora metrycznego okreslany jest kwadrat rozniczki odlegtosci dwoch sa-
siednich punktoéw

ds® =g, dx"dx".

Tensor metryczny okresla w kazdym punkcie przestrzeni Riemanna lokalny uktad wspot-
rzednych. Kazdy uktad lokalny mozna zortogonalizowa¢. Czyli tensor metryczny w kazdym
punkcie mozna sprowadzi¢ do postaci diagonalne;.

Jezeli czterowymiarowa przestrzen Riemanna jest zakrzywiona, to nie istnieje transfor-
macja przeprowadzajaca tensory metryczne we wszystkich punktach w tensor

1000
o100
8B==lo 0 1 0
000 1

Czasoprzestrzen jest czterowymiarowa w ogolnosci zakrzywiong przestrzenig Riemanna
z urojong wspotrzedna czasowa x, =ict.
ds’ =g, dx"dx" = g, dx'dx' +g,,dx*dx* + g;;dx’dx’ + g, dx"dx" +
+2g,dx"dx* +2g,,dx'dx’ + 2g,.dx*dx’ +
+2g,,dx'dx* +2g,,dx*dx* +2g,,dx dx*

real real real 4

. . . 4 .. .4 .
84=181, 5 82 =18y 5 L83 =183, X =I1CU=1X,, X, =ct

ds’ =g, dx"dx" =g, dx"dx' +g,dx’dx* + g;;dx dx’ + g, dx dx* +
+2g,dx"dx* +2g,,dx"dx’ +2g,,dx*dx’ +

+ 2ig{ff‘ldx1 dx* + 2ig§f‘ldxzdx4 + 2ig§§f‘ldx3dx4

ds® =g, dx"dx" =g dx'dx' +g,,dx’dx* + g;;dx’dx’ +
+2g,dx'dx* +2g,dx"dx’ +2g,,dx’dx’ +
—2gidx'dx ! —2gidxdx ] —2gtdxdx ] — g, dx] dx]

real real real real

3 3 3
ds’ = gde”dXV = zzgaﬁdxadxﬁ - 22 gffjldx“dxfeal —g44dx4 dx;,

real real
a=1 p=l1 a=1
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e (Czas wlasny w ogolnej teorii wzglednoSci
Czasem wlasnym (fizycznym, prawdziwym) nazywamy przeskalowang rozniczke czasu,
uptywajacego migdzy dwoma zdarzeniami zachodzacymi w tym samym miejscu o ustalo-
nych wspoétrzednych przestrzennych w danym uktadzie, zmierzonego zegarem znajdujgcym
si¢ w tym miejscu.
ds® =g, dx"dx"
dx' =dx* =dx’ =0
ds® = g, dx*dx*
x* =ict
ds* =-g,c’dt’
2 :‘ g44‘sgng44

df
dt= ‘gM‘ dt = czas wlasny

ds* =— ( sgn g44)cz‘ g44‘ di* = - ( sgn g44)czdt2 ds=—sgng,, cdr

e Odleglos¢ przestrzenna w ogolnej teorii wzglednosci

Wyznaczymy rézniczke odleglosci przestrzennej miedzy dwoma punktami w pewnym
szczegblnym przypadku. Z punktu pierwszego zostalo wystane $§wiatlo, po odbiciu si¢ od
zwierciadla w punkcie drugim powrdcito do punktu pierwszego.

3 3 3
ds® = Z Z:gmﬁdx"‘dx[3 + Z:gmdx"‘dx4 +g,dx*dx?

a=l =1 a=1
ds>=0
3 3 o 3 . A 2
ZzgaBdX dXﬁ+(Zga4dx de +g44(dx ) =0
a=l B=1 a=1

33
A=b"—4ac= 422( 8448p4 —gaBg44)qudXﬁ

a=l =1

dx;,, = rozniczka wspdlrzednej czasowej zwigzana z przelotem $wiatta z 1 do 2

_b ‘,A 1 3 3 3
dxis = ;a - {—Zgwdx“ +\/22(ga4gﬁ4 —gaBgM)dxade}
a=1

8 a=1 p=1

dx* —>-dx“

4 dxP —>—dxP 4
%
dx,, dx;,

dx; ,, = rozniczka wspohzednej czasowej zwigzana z przelotem $wiatta z 2 do 1

2 o=l p=1

1 3 3 3
o, =—[zga4dxa S —gaBgM)dxadXﬂ
a=1

2 3
dx* = de—n +dxg—>1 :g_\/ZZ(gomgm _z‘%oq?)g44)dxmdxB
44

a=1 B=1
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a4

W e, |
dX4 _ dxfﬂz +dX3%1 _Q\/ZZ( gaﬁ _M] andXﬁ

4 1.4 4
dx" =dx,,, +dx, ,, =

5] 0 St uras

‘g44‘dx4_c‘g44‘dt_dl
-1 2

dl = rozniczka odleglosci przestrzennej miedzy punktami 11 2

3 3 dr real _real
4 =3 Yy, ddx?, oy = (gaﬁ - g“"g‘”]— 1 (gaﬁ 4 Bt Bu ]

a=l =1 SgN g4y a4 SgNn g4y a4

e Jakie warunki musi spelniaé¢ tensor metryczny aby méglt okresla¢ metryke realnej
(fizycznej) czasoprzestrzeni?

gw(sgn dsz)é 0, (uv=1234)

Y, >0

Yiu Yi2 >0

Yoo Yo

Yiu Vi Vi3

Yo Yo Yal>0
Ysi Y32 V3
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3 ZAPISYWANIE ROWNAN W POSTACI OGOLNIE KOWARIANTNEJ

e Zasady zapisywania rownan w postaci ogolnie kowariantnej

Jednym z celéw jakie stawia OTW jest uwolnienie rownan fizyki od zaleznosci ich posta-
ci od wyboru uktadu wspoétrzednych. Do zrealizowania postawionego zadania idealnie nadaje
si¢ rachunek tensorowy. OTW udziela odpowiedzi na pytanie jak dostosowaé rdwnania zapi-
sane pierwotnie w postaci tensorowej w inercjalnym uktadzie ortonormalnym w ptaskiej czte-
rowymiarowej czasoprzestrzeni Minkowskiego do dowolnego uktadu w zakrzywionej czaso-
przestrzeni Riemanna lub do dowolnego nieinercjalnego ukladu w plaskiej czasoprzestrzeni

Minkowskiego.

Zapisujac rdwnania w postaci ogolnie kowariantnej, bedziemy wykorzystywali odwzoro-

wania:

R N guv —el.e’
Suv ¢ ? gpv = eu 'ev
O «—— gh=e"-e

dA" 0A"  dA" Cra dx®
—> = + A" ——
ds oS ds ds
dAH ESAM dAM —_ dx?
“—> = + _
ds Ss ds MO ds
d’ A" §’A*  § A"
ds? T8s2 &8s O
d’A, 3°A, 5 0A,
ds? T8s2 &8s O
aA“:A};L «—> E:V)LAH:A&:%_FFM)LAK
ax)L ’ SX}L ? ax)” K
OA 0A A
;:AM «—> ;ZVXAH:AM: :JFF,RAK
aX ’ 8X ’ X
aZAu SZAH 8 SAH
K N — K b3 = K A = VKV}LA“ :lAX;P:CQL
ox “0x Ox “Ox ox "  Ox
0°A S2A § OA
L o« B RV V.A =A
ox *ox” Sx*ox*  ox* ox* KA wich
. (1] T(XB . (1]
divT™ = =Ty «— divI™ =T}
aXB > ;
aTaB af __Ba 8 TOLB
divT™ =" =To T divT™ = T2 = L(\/_g—ﬁ)
1.4 \/g Ox
) o .
divT,, = o =Typ <> div,, =T,
4 . _ B _ [0 . e ma
leT. = ax_ﬁ = Tﬁ,ﬁ “—> leT. = Tﬁ;ﬁ
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Podstawowa forma metryczna

ds? =g _dx"dx" Podstawowa forma metryczna w zakrzywionej czasoprzestrzeni
v Riemanna lub w ptaskiej czasoprzestrzeni Minkowskiego w uk-
tadzie nieinercjalnym
8 =0
ds? =5 dx"dx" Podstawowa forma metryczna w ptlaskiej
pv

czasoprzestrzeni Minkowskiego w inercjal-
nym uktadzie ortonormalnym

ds” = (dx' | + (x> +(ax?f +(ax* ¥

x* =ict ds® = (dx1 )2 + (dxz)2 + (dx3)2 —cidt?

= dx! ’ dx? ’ dx’ ’
3 d o 2 dSZZdtz + + —C2
Z( X j _ 2 dt dt dt
ds? :dtz(v2 —cz):—czdtz(l—vzc‘z)

= V-1
! . ds = v/—ledtv1 = vie? =icdty1—vic™

v =ic

dx* =icdt dx* =vds
v =l—vie? ds =y 'dx* =v¥y 'dt = vidr dt =y v™ds
dr=y"'dt dt=vds

Iloczyn skalarny dwoch wektorow

A=Ale —A e" Iloczyn skalarny dwoch wektorow w zakrzywionej czasoprzes-
" " trzeni Riemanna lub w ptaskiej czasoprzestrzeni Minkowskiego

B=B'e, =B,e w uktadzie nieinercjalnym

gpv = eu ’ ev

gHV =e"-e’ A-B= guvAHBV = g“vAva

gpv :gH" = Suv :SHV

A-B=8 A'B'=5"A B Iloczyn skalarny dwoch wektorow w pta-
o Y skiej czasoprzestrzeni Minkowskiego w
A-B=A"B" =A B, inercjalnym uktadzie ortonormalnym

Dhugos$¢ wektora

” . Dhugos¢ wektora w zakrzywionej czaso-
|A| =A=VA-A= \/ g A"AT = \/ guALA, przestrzeni Riemanna lub w ptaskiej cza-

soprzestrzeni Minkowskiego w uktadzie
g, =g" =38, =38" nieinercjalnym

— Dhugos$¢ wektora w ptaskiej czasoprzes-
|A| =A=JA-A= \/ ATAT = \/ ALA, trzeni Minkowskiego w inercjalnym uk-

tadzie ortonormalnym
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Czteropredkos¢

dx*

df
V" =4/sgnds® ¢ f
s

Jsegnds® =+-1=i, v'=ic

Relatywistyczne czterowymiarowe rownanie
definicyjne predkosci w zakrzywionej czaso-
przestrzeni Riemanna lub w ptaskiej czaso-
przestrzeni Minkowskiego w uktadzie nie-
inercjalnym

df
~u _ 2
ag..=vsgnds” c

0s

_ , dx* Relatywistyczne czterowymiarowe rownanie

vi=v s definicyjne predkosci w inercjalnym uktadzie

ortonormalnym w plaskiej czasoprzestrzeni

. Minkowskiego
ds=v'dt
— dx* q gt — dx* . dx* — "
= T= 'Y AVARN— 'Y vV = vV = ’YV
dt dt dt
e Czteroprzyspieszenie
Sk Relatywistyczne czterowymiarowe rownanie

definicyjne przyspieszenia w zakrzywionej
czasoprzestrzeni Riemanna lub w ptaskiej cza-

dv* dx? soprzestrzeni Minkowskiego w uktadzie nie-
g 2 ~o
a, . =+/sgnds c( % +I,v EJ inercjalnym
dv* d*x* dx“
. =4sgnds’ c—, V" =4/sgnds’ c—
s S s

P

dx

al = (sgndsz)cz( e +T

" dx* dx®
P ds ds

2 . 4 . ~
[ =0, 4/sgnds” =+-1=i, v =ic, ap, =

T
atotal =a

L d2x" Relatywistyczne czterowymiarowe roOwnanie
ar :(V4) . definicyjne przyspieszenia w inercjalnym
ds uktadzie ortonormalnym w plaskiej czaso-
przestrzeni Minkowskiego
5u:V4i o dx* _ , dvt
ds ds ds
ds = v'dt
N d [ dx" d’x*  dv* d( dx* dx* dx* dy
a' =— = = dt=y'dt W=y — =y’ + —
dr[drj i do ! Tae Tae )T e T ar a
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Rownanie bilansu wielkosci skalarnej

v (av)=5

(av°) =5

K

Relatywistyczne czterowymiarowe rownanie
bilansu wielkosci skalarnej w zakrzywionej
czasoprzestrzeni Riemanna lub w ptaskiej cza-
soprzestrzeni Minkowskiego w uktadzie nie-
inercjalnym

a = spoczynkowa gestos¢ objetosciowa
bilansowanej wielkos$ci skalarnej

a
dt

5 6 = czton zrodtowy
V* )= I dx*
axx( gav ) Ve V' =4/sgnds’ ¢ "
dx" dx* 1 d
=1, T4=0, V=y—=pw", V=—o-, y=|l-vic?|2, S=y—-
g ap Y dt v at Y [ T Y
0 (~K) - Relatywistyczne czterowymiarowe réwnanie
P av')=o bilansu wielkosci skalarnej w inercjalnym uk-
fadzie ortonormalnym w ptaskiej czasoprze-
N ~ strzeni Minkowskiego
(aVK)K =G
’y:l’ NH: “:dXH, N:G:%
dt dt
0 (av")— s Nierelatywistyczne czterowymiarowe rowna-
ox B nie bilansu wielkosci skalarnej w inercjalnym
ukladzie ortonormalnym w ptaskiej czaso-
. przestrzeni Minkowskiego
(av) =0
0

x* =ict, v'=ic, I“=av", (a=1,23)

3 ATe Nierelatywistyczne tréojwymiarowe roOwnanie
oJ Oa . . O A .
z ~—+—=0 bilansu wielkos$ci skalarnej w inercjalnym uk-
i OX° ot tadzie ortonormalnym
3 aJ“ 3

divJ = , J=) J%,
a =o—divJ
ot
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4 ROWNANIA RUCHU CZASTKI W OGOLNEJ TEORII WZGLEDNOSCI

Niech x" =x" (s) bedzie parametrycznym rownaniem opisujacym ruch czastki w cztero-

wymiarowej fizycznej czasoprzestrzeni Riemanna. Ponizej przypomnimy definicje predkosci
1 przyspieszenia czastki.

e Czterowymiarowa predkosé

ar dx¢  dx®
V* =4/sgn ds’ CdL:iCdL’ ds* <0, g, 20, (@=1,2,3.4)
s s

e (Czterowymiarowe przyspieszenie

d’x*  __ dx" dx" S dPx* o dx* dx"
+T% =—c +T%
ds® ™ ds ds ds? ™ ds ds

g = (sgn dsz)cz[ }, ds* <0, g, 20

TWIERDZENIE
Swobodna czastka porusza si¢ po geodezyjnej wtedy i tylko wtedy, gdy czterowektor jej

. ~a .
przyspieszenia a, . jest rowny zeru.

DOWOD
_ _ . . d*x* dx" dx”
Zauwazmy, ze rbwnanie geodetyki ma postac —+1, =0
ds ds ds

e (Czterowymiarowe rownania ruchu czastki probnej

Sktadowe przyspieszenia czastki probnej o masie m w danym punkcie

1. zakrzywionej czasoprzestrzeni Riemanna lub

2. ptaskiej czasoprzestrzeni Minkowskiego wzglgdem uktadu nieinercjalnego
opisywane s3 rOwnaniami

F* o« ( d 2) & x* o dxM dx” d? < -
—=a,.. = |sgnds”|c + , ds"=g dx"dx" <0, L2
m force g dS2 puv dS dS gH gH

| F* = sktadowe sity wypadkowej, z pomini¢ciem sil ,,grawitacyjnych” i ,,bezwladnos-
ciowych”

g, = tensor metryczny zakrzywionej czasoprzestrzeni (skladowe tego tensora sg roz-

wigzaniami rownan pola) lub tensor metryczny nieinercjalnego ukladu odniesienia
w plaskiej przestrzeni Minkowskiego
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Postulowane rownania ruchu czastki probnej o masie m
Fa ( d ) dzxa re dx" dx"

sgn ds +I, ——
m 8 ds’ ds ds

posiadajg interpretacje podang ponize;j.

dx* dx” Suma sktadowych (odpowiadajacych
e = ( sgn ds ) e wskaznikowi o) przyspieszen grawitacyjnego
grav&iner uv . , . N
ds ds 1 bezwtadnosciowego czastki
I’ Sktadowa (odpowiadajaca wskaznikowi o)
At =a%= (sgn ds? )cz e calkowitego przyspieszenia czastki
s

d2xe dx" dx Sktadowa (odpowiadajaca wskaznikowi o)
ag. = (sgn dsz)cz( —+T7, J przyspieszenia zwigzanego z dzialaniem
ds ds sity wypadkowej na czastke

~o

a

aforce = atotal grav&iner

W przypadku metryki stacjonarnej o zerowych sktadowych przestrzenno-czasowych, czyli
metryki typu
ds® = gade“de +g,dx*dx*, (OL,B = 1,2,3),

réwnania ruchu mozna zapisa¢ rowniez w postaciach:

. S o
F o, sends ddLm VL (mv=1.234)

x VSENGS dyG VY, (opv=12234)
vV~ 8u

F_ m dYG +FKVYGV vY (K,M,V = 1’2’3’4)
m

—8u

Przy czym, wykorzystaliSmy nastepujace relacje:
A

V" =4/sgn ds’ cddi, (A=1,2,3,4)
s

ve = 1 1 ) gaﬁdx dx? (wp=123)
N Eop dx* dx® 1 \/I_Vz ’ g, dt dt ’ ’
g, dt dt ¢ ¢’

5 dv* ds? dv* ds? dv*
a" =4/sgnds’ CEZYGﬂT’ ak:ﬂ—, (L=1,2,3.4)
—8u4 —8u
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e Czterowymiarowe rownania ruchu czastki probnej [ciag dalszy]

Relatywistyczne czterowymiarowe réwnania

B (sgn dsz)mcz(dz—xu LT E dlﬁ ] ruchu w Zakrzywiopgj czasoprzestrzeqi R'ie-
ds? ® 4s ds manna lub w plaskiej czasoprzestrzeni Min-

kowskiego w uktadzie nieinercjalnym

I =0
sgnds® =1

L d’x" Relatywistyczne czterowymiarowe roéwnania
F* = m(V4) ruchu w inercjalnym uktadzie ortonormalnym
w ptlaskiej czasoprzestrzeni Minkowskiego

~ 4 ~ ~ ~ .
=at=v , pt=mv", V'=yv" "= v =ic

(V4 )2 deH dV“ dXH
ds? ds dt

ds=v'dr

s A d(m?*) _dp"
dt dt dt

e Swobodny ruch czgstki probnej

W przypadku, gdy F* =0 (tzn. gdy na czastke dzialaja jedynie sity ,,grawitacyjne”
1,,bezwladnosciowe”), rownania ruchu redukuja si¢ do
d*x" dx“ dx”

+I——=
ds?  “® ds ds

Wiynika z nich, ze w zakrzywionej czasoprzestrzeni swobodna czastka o masie m porusza si¢
po linii geodezyjnej.
Jezeli ponadto wszystkie I'); =0, to

dx*

~ ) d’x" ~
at =(V4) e =0 lub V" =y "
Oznacza to, ze przy braku sil ,,grawitacyjnych” i ,,bezwtadno$ciowych” (inercjalny uktad
w plaskiej czasoprzestrzeni) lub w przypadku, gdy sily te si¢ rtOwnowaza (swobodnie spadaja-
cy uktad w polu grawitacyjnym) swobodna czastka o masie m porusza si¢ ruchem jednostaj-

nym prostoliniowym lub pozostaje w spoczynku.

= const.
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5 NIEINERCJALNE UKLADY ODNIESIENIA

e Tensor metryczny w nieinercjalnym ukladzie odniesienia
Szczegoblna teoria wzglednosci bazowata na niezmienniczo$ci kwadratu przedziatu czaso-

przestrzennego As’ = g, Ax"Ax" wzglgdem transformacji Lorentza, przy czym g,, =9, byt
tensorem metrycznym w ortonormalnym inercjalnym uktadzie odniesienia w ptaskiej cztero-
wymiarowej czasoprzestrzeni Minkowskiego.

Przej$cie do nieinercjalnego uktadu odniesienia opisywane jest nieosobliwymi transfor-
macjami wspolrzgdnych
x™ :x'“(xl,xz,x3,x4), x" =x“(x'1,x'2,x'3,x’4),

dlatego tez

ox" ox’
dx* = dx'*, dx'= dx®.

ox'* ox’?
W nowym uktadzie wspotrzednych

n v
ds’ =g, dx"dx" =g, 07 o dx'*dx"® = ds"
, ox" ox’ L , L
8op = 8 pe— = tensor metryczny w nieinercjalnym uktadzie odniesienia
X' 0x

ds? = gl5 dx"*dx"P .
Skladowe tensora metrycznego g, zaleza od wspolrzednych x",x?,x"”,x"*. Wszystkie
sktadowe tensora krzywizny R?,,, odpowiadajacego tej metryce, sg rOwne zeru.

W obecnosci realnego pola grawitacyjnego skladowe symetrycznego tensora metrycznego
zaleza od rozktadu gestosci energii. Co najmniej jedna sktadowa tensora krzywizny R:,, jest
wtedy rozna od zera. W takim przypadku tensora metrycznego nie mozna sprowadzi¢ w catej
czasoprzestrzeni do postaci g,, =9, .

e Uklad ze stalym przyspieszeniem

2 A2
Kk 1X K 1%
Inercjalny uktad ortonormalny > a V<<c
>V
> >
X1 Xrl
X3 Xr3

W chwili poczatkowej osie obu uktadow pokrywaty sie, uktad K’ rozpoczat ruch postgpowy
jednostajnie przyspieszony bez predkosci poczatkowej z przyspieszeniem a rownolegtym do
osi 0X'. Zatozymy, ze predko$¢ wzgledna uktadow K’ i K jest duzo mniejsza niz predko$é
Swiatta w prozni.

Wiadomo, ze w przypadku nierelatywistycznym swobodna czastka posiada w plaskiej
czasoprzestrzeni wzgledem uktadu nieinercjalnego przyspieszenie skierowane przeciwnie do
przyspieszenia tego uktadu.
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ds” = (dx' f +(dx?f +(ax?f + (ax* ¥

x'=x"+1lat”? = dx' =dx" +at'dt’ =
=x""+1lai?c” (X"‘)z =dx" +ax"**cdx"

x? =x" dx* =dx'?

x’ =x" dx’ = dx”

xt=x" dx* =dx"*

V<<c, x'=ict, x"=ict’, V=at

ds? = (dx"'f + 2ax"i2c2dx"dx " + (dx 2 ) + (dx ) + [l+a2i"4c_4(x'4)2] (dx"*) =ds’

ds’ =ds"? = —c’dt’ ~ —c*dt"’

g =gy =8y =1

g, =g, =ax"i?c¢? =—ivc™

gh, =1+a’i- c"4(x' ) =1-V?ic™?

Pozostale sktadowe tensora metrycznego g:w sg rOwne zeru.

2 = 2120858 ~ 814108y =1

g =(g') ' ghehgl =1-Ve?, ¢

P =(g) ghghg =1-Ve7, g
=—(g') " glughgl =iVe™

10
44 g41 a2 0 )
[1] =ai ¢’ =—ac

122

(g') gl gl =1-V7c™
(g) g} ghgls =1

144

g
g

'+ 10g! 4 4.
[T] =—g—j‘j=a2x"‘1 4574 —ia2e3t
2 0x

’ !
r :g!11[414:| +g!14[4;l] —ai2c? = —ac™2
! ’
14 141|144 144144
=g ] +g [ ] =0

Wszystkie skladowe tensora krzywizny Rg', odpowiadajace metryce g, sa rowne zeru.

Buv
Wykorzystujac przedstawione powyzej relacje, mozna otrzymac¢ réwnania ruchu w rozpa-
trywanym uktadzie nieinercjalnym.

- d*x" dx'* dx'* 14 114
F' = —mc’ > +T, — ’ dx™ dx ~ o
ds ds’ ds ds' ds’ ~1 d°x
S 4 F' ~m —+a
~ , d*x"? d*x’ dt
’ ~
=—mc ~
12 ds'2 212
ds Fo2 de X
~ d’x" T2
F? =—me’ —; 2
ds ~ d“x
214 Fre=m—
12
B = ,d7x dt
=—met — o =04
ds F*" =0
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e Uklad obracajacy sie
X2
A
Xr2 Xrl
ot

1

° » X

X3, X!3

Uktad K’ porusza si¢ wzgledem uktadu K
jednostajnym ruchem obrotowym z pred-
koscig katowa « skierowang wzdluz osi
0X’. W chwili poczatkowej analogiczne
osie obu uktadow pokrywaty sie.

x"" = x' cosmt + x? sin wt

r2

x'? = —x'sin ot + x* cos ot
13

x” =x’
t'=t

ds® = (dxl)2 Jr(dxz)2 +(dX3)2 +(dX4)2

x'=x""cosmt’ —x"*sinwt’ = x"’ cos(i‘lc‘

x? =x""sinwt’+ x"* cosot’ = x"" sin(i‘lc‘

IOJX'4)— x"? sin(i‘lc‘loax'4)

l(x)x“‘)+ x'? cos(i‘lc‘lmx'4)

X3 :X’S
X4 :X!4
ox' ox' !
dx' = P dx" + ~ dx'2+0+a = dx"
X X X
ox? ox* 2
dx* = pe dx" + ~ dx" +0+— dx"
X
dx® =dx"
dx* =dx"
1 1
ox . Sl 4 OX' . (4 4
. —=cosli"c"ox"*), ax’z__sml ¢ 'ox
X
ox' P A o L
N =—i'c lcox'lsm(l 'c IO)X'4)—1 'c 1oox'zcos(l 'c lwx“‘)
X
2 2
=sinli "¢ 'ox"* =cosli ‘¢ wx"*
a r1 > 12
X
ox* . L o AT
T =i'c lo)x'lcos(l 'c IO)X'4)—1 'c 1oox'zsm(l 'c 1(;));'4)
X

2 L] 2 L1 —
ds® z(dx’l) —i'c T ox"2dx " dx"* +(dx'2) +ite™

2 U
ox''dx"?dx"* +(dx’3) —i'cTox?dx*dx"" +

+ic T ox1dx"dx"? + [1 - (i’lc’lcox’l)2 - (i’lc’lcox’2 )2](dx'4)2 = (ds')’

A oto niezerowe sktadowe kowariantne tensora metrycznego i jego wyznacznik.

’ _ ’ _ 1 _
g1=8n=85=1
[ A B | 12
Bu=8y="1C X
' ’ =1 -1 11
84 =84 =1 C X

_ 2 )
g, =l-ok 2[(X!1) +(sz) ]

g = 21180858 — £11824854253 — £148148785; =1
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W dalszych rachunkach potrzebne beda nam nastepujace kontrawariantne sktadowe tensora
metrycznego oraz symbole Christoffela pierwszego i drugiego rodzaju.

gm: g'i1 (g;2g53g:14 - g;4g;4g;3): 1-c"o’ (sz )2
g'n: g (gilggsgzm _g;4g;4g'33): 1- C_z(’)z(xll )2

=1 _r

g —g g11g22g33 1

114 r—1_r

g :g =-g g14g22g33=i_lc_lmx'2

124 _ r=1_r _ -1 -1 r1

g —g =—g' gl ghgl =1 ¢ ox

44"’ 2 2.1 44’ 2 2.2 2]’ v 14]"’ 2 2.1
[1 =cox, [2]:c o0°x"’, [4] =0, [2]:1coo, [4] =—Cc ®X
24] "' .1 -1 24] ' 2 2.1 44’

[1 =-1¢ 0, [4] =-Cc ox, [4] =

n_ no_ 3,11 !2 U | o -2 2 4 a4 s 2\
=0, T,=-i'c"wx"x Mi=—i'c'o, I=c’o’x"-c’o'x (x )

o _ _ ’
2=0, [P=i'c'o, [=i'cle’x"'x?, I[=ce’x?-c 40)4(Xr1) X2

I juz jesteS§my gotowi by zaproponowac¢ roéwnania ruchu w obracajacym si¢ uktadzie.

211 r1 14 12 14 14 14
(e arg S8y S gy 0
S s' ds S S S S

212 r1 14 12 14 14 14
F2 - mite? d x2 For” dX, dx, +ors dx, dx’ AT dx’ dx’
ds’ ds' ds ds' ds ds’ ds

5, d*x"”
F3 = mi2c? o
S
F'* = mi’c? d’x”
dSIZ
=ict’
ds’? ~i%cidt’? = —c2dt’?
dZ 14 iC d2tl dZt!
ds”? = 2dt12_0’ bo d,2:0

- dZX!3
FI3 — ’ erZ dx!l
dt” A o= o'e, +—o’e,
ﬁ!4 0 dt dt d
), , Roéwnanie ruchu w postaci trojwymiarowej w ukta-
F ~ (d ,rz 2 - er'j dzie obracajacym si¢ ze stalg predkoscia katowa .
dt dt Zaniedbane zostaty cztony mate w stosunku do ¢”.
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e Uklad drgajacy
Uktad K' porusza si¢ wzgledem uktadu K ruchem drgajagcym harmonicznym prostym.

ds® = (dxl)2 + (dxz)2 + (dx3)2 + (dx4)2

x' =x""+ Asinot’ = dx' =dx"" + Awcosot’-dt’ =
=x""+ Asin(i"c’loox"‘) =dx"" + iflcflAcocos(iflcflcox“‘)- dx"*
x* =x"" dx* =dx”?
x’ =x" dx® =dx”
x'=x" dx* =dx"

V<<ec, x‘=ict, x"=ict’, V=at=at'

ds® = (dX'l)2 +2i*1c*1Aoacos(i’lc*1(DX'4).dxrldxm +(dx’2)2 N

+(dx'3)2 + [1 —-c A’ cosz(iflcflcox”‘)]- (dx"‘)2 =ds"?

A oto niezerowe sktadowe kowariantne tensora metrycznego i jego wyznacznik.

r ! _ ! _

g1 =8y =8y =1

[ A e | =1 -1 14
g, =g, =1 ¢ Ancosli ¢ ox

g, =1-c7A’0’ COSZ(I 1cflcox”‘)

g =g21,858%8 0 — 2148148785 =1

W dalszych rachunkach potrzebne beda nam nastepujace kontrawariantne sktadowe tensora
metrycznego oraz symbole Christoffela pierwszego i drugiego rodzaju.

gl =g ghehel =gl =1-c"A%’ Cosz(i_lc_lmxw)
g = g'_l(gilg'ngzm _g;4g;4g'33)= 8 8181 =1

g¥=g" (gilg;2g214 _g;4g;4g’zz): 8 — 81481 =1

r44 _ r-1 71 ] r_
g =g 8,808, =1
r14 14l _ r=1_r 1 r_ roo_ -1 -1 =1 -1 14
g =8 =78 Bufnn="84="1FC AO)COS(I ¢ X )
10 !
[414] = i}f‘ =c A’ sm(flc*loax”‘)
ox
v 10¢g’ - (oo - e
[444] = Bu N2 Sll’l(l 'c lcox'4)cos(1 'c loox“‘)
2 ox'*

1 !
1—-4;41‘ _ gr11[414] +g!14 [444] — AW Sin(i71071®X'4)

1—1;: _ gr41 414] ’+g!44 [444]': 0

I juz jesteSmy gotowi by zaproponowac rownania ruchu w drgajacym uktadzie.
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x'* =ict’
ds!2 ~ iZCZdtIZ — _CZdtIZ
dX!4 dX!4 N
ds’ ds’
d’x"* ic d*t d’t
=55 =0, bo 7=0
ds ic” dt dt
a=-Aw’ sin(cot') = przyspieszenie, jakie posiada uktad K'

211 211
F'= m{ ddt)'(z - Amzsin(mt')} = m{d x4 a}

dt"
F?=m d°x”
dt’?
’ﬁ,3 _ dZX!3
dt”
F'*~0
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6 TENSOR PEDU-ENERGII CIECZY NIELEPKIEJ
e Relatywistyczne réownanie bilansu masy hydrodynamicznej w inercjalnym ukladzie
ortonormalnym w plaskiej czasoprzestrzeni Minkowskiego

op . 3, )P . , L
> =oc—-divd] lub —=o- ZF Nierelatywistyczne rownanie bilansu masy
1 Ox

p = gestos¢ objetosciowa masy

c= d, f = zrodlo masy
J trOJwyrmarowy strumien masy
J= i:JBeﬁ va V=ZVBeB, Vﬁzdd—)f, Jﬁ=pvﬁ, (B=1,2,3)
-1 B=1
s apv' op
;ﬁ + 5 c=0
i@pvﬁ N 8(icp) o
~ oxP  Bict)

vi=ic, x'=ict

I =pv*, (a=1,2,3,4)

i&pv 6pV 0
O =
p=1 ox”
4 o
lub 2——6 0
a=1 a=1 X

p—>p = (pc‘2 + p) = spoczynkowa gesto$¢ objetosciowa masy hydrodynamicznej
p = cisnienie

d;p ~dp
c=—— > 0=y——
dt dt
v o V=, (a=1,2,3,4)
~ . — - dx*
J* > J =p'yw* =p V", V' =y, V* =?, (a=1,2,3,4)
J*= skladowe czterowektora strumienia masy hydrodynamicznej

Y= [l—vchz]%

Lopyvt Lot L
QZ; e =6 lub ;axa—c
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e Rownania bilansu gestosci objetosciowej pedu-energii cieczy nielepkiej w inercjalnym
ukladzie ortonormalnym w plaskiej czasoprzestrzeni Minkowskiego

z  Ldv_ dv . . . .
f=p —=py— Relatywistyczne czterowymiarowe rownania ruchu
dt dt

p’=pc”+p = spoczynkowa gestosé objetosciowa masy hydrodynamiczne;j

p = spoczynkowa gestos¢ objetosciowa masy

p = cisnienie

dr=vy'dt, y= [1— V2072]>%
4 4

V= (VI,VZ,V3,V4) = (yvl,yvz,yv3,yv4) =Y V'e, = D _yv'e, = czterowektor predkosci
A=l A=l

v, =vic, Vv, =ic

~ ~ ~ ~ ~ 4 ~
f = ( £, f°, f4) = Y f’e, = czterowektor gestosci objetosciowej sity
— A=l
~ dyv*® dx“
f*=p° , Vvi=—— l(a=1,2,3,4
P = )
dyva i . aYVOL
- = Vv
dt ~ ox"
Fa % oy’
f(l — * K
K=IP v ox
4 ap*yZV(xVK 4 ap*'YVK -
=yv* +f
2T o TV
4 90 vv"
Z g Y: =0 Roéwnanie bilansu masy
k=1 X

iap*,yZVaVK _’fa
k=1 6XK -

4 AM™ Gestos¢ objetosciowa sily jest dywergencja
z P =f“ tensora gestosci objetosciowej pedu-energii.
k=1

- aS(XK
fr=-2 P (w=1,2,3,4)
ox

T =py’v*v* +8™p = tensor pedu-energii

24: oT™* 0 (a _123 4) Roéwnania bilansu gestosci objetosciowe;
~ ox" ’ U pedu-energii cieczy nielepkiej

Trzy pierwsze rownania bilansujg gesto$¢ pedu, a czwarte — gesto$¢ energii catkowitej.
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Dalej wykazemy, ze ponizsze rOwnania
4 OT™ 2V°‘VK oK
SE 20, T =pyvOV +5™p lub Z ol Y ) YR g (a=1,2,3,4)
ox = = Ox
sg rbwnaniami bilansu gestosci objetosciowej pedu 1 calkow1tej energii cieczy nielepkie;.
Trzy pierwsze rownania bilansuja sktadowe przestrzenne gestosci objetosciowej pedu.

galorvv) o

k=1

=— , =1,2,3
D o )
x*=ict, v'=ic, %:0
X

opyrv') ia(p YV ap

o LT oy ox"’ (h=123)

Roéwnania bilansu sktadowych
przestrzennych gestosci obje-

toSciowej pedu pyv*

Czwarte rownanie bilansuje gesto$¢ objetosciowa energii.
4 6( N Y2V4VK)
k=1 GXK

x*=ict, v'=ic

a(p v 1c) _23: 6(p yzicvx)
ot = ox*
v olpyic = p'yic oy 23: 6( yicv* ) Roéwnanie bilansu czwartej sktadowej
ot o0 = ox gestosci objetosciowej pedu pyic

Kwadrat czwartej sktadowej gestosci objetosciowej pedu opatrzony znakiem minus i podzielo-
ny przez podwojong gestos¢ jest rowny gestosci objetosciowej energii catkowite;.

!p YIC! 1

2p° 2

p’YC =&

Dlatego tez rownanie bilansu czwartej sktadowej gestosci objetosciowej pedu p*yic moze by¢

utozsamiane z rOwnaniem bilansu gestosci objetosciowej energii catkowitej €.

UWAGA

W tomie poswigconym Szczegdlnej Teorii Wzgledno$ci wykazaliSmy, ze energia spoczynko-
wa, kinetyczna i catkowita czastki powinny by¢ inaczej zdefiniowane.

Odpowiednie wyrazenia dla gegstosci objetosciowych tych wielkoscig,, €, , € podane sa ponize;.

8 =P e =%p*v2V2 e =%p*vzcz
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e Tensor pedu-energii cieczy nielepkiej w dowolnym ukladzie wspolrzednych

Czterowymiarowy tensor pedu-energii okreslony w inercjalnym uktadzie ortonormalnym

w czterowymiarowej plaskiej czasoprzestrzeni Minkowskiego

™ = yz(pc*2 + p)v“vV +8"p = (pc*2 + p)V“VV +8"p

przedstawimy w zakrzywionej czasoprzestrzeni Riemanna lub w ptlaskiej czasoprzestrzeni
Minkowskiego w uktadzie nieinercjalnym, czyli w postaci niezaleznej od wyboru uktadu od-

niesienia.

Posta¢ kontrawariantna tensora pedu-energii

™ = (pc‘2 + p)V“VV +g"p

Posta¢ kowariantna tensora pedu-energii

gpangTuv = (p072 + p)gu(xgﬁvvuvv + gu(xg[}vguvp
gpagﬁvT“v = Taﬁ

Postaé mieszana tensora pedu-energii

g, T =(pc +p)g,, 7"V +g,.8"p

gGVTHV :T(tl
gGVvv :vG
g..g" =gt

T* = (pc? +p)7*, +gp

Wykorzystanie czterowymiarowego tensora pedu-energii w czterowymiarowej teorii gra-
witacji jest mozliwe w przypadku cieczy nielepkiej, gdy

s a(pe”+pf" _ 0. Foo 087D
Zl ox* &
gdyz tylko wtedy

(a=1,2,3,4),

4

Z;:T;“VV:O, gTaB;fo, DT, =0, (u=1,2,3,4).

p=l1
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7 TENSOR PEDU-ENERGII PYLU BEZCISNIENIOWEGO

e Pyl bezciSnieniowy

Pytem bezcisnieniowym nazywamy zbior nie oddziatujagcych wzajemnie czastek spoczy-
wajacych wzgledem siebie. Dla prostoty bedziemy rozpatrywali tylko pyly skladajace si¢
z czastek o identycznych masach.
e Rownanie bilansu masy pylu bezciSnieniowego w inercjalnym ukladzie ortonormal-
nym w plaskiej czasoprzestrzeni Minkowskiego

3 78
% =oc—div] lub %» =0-— Z— Nierelatywistyczne rownanie bilansu masy
ot ot = oxP

p = spoczynkowa gestos¢ objetosciowa masy
6 = zrodlo masy = czton zrodtowy
J = trojwymiarowy strumien masy

3 3 3 dx?
J=>1%e, =>pvle;=pv, v=> P, V=—0no J'=pv
Bl Bl o dt
2 opv')  ap
+—-0=0
BZ:; ox" ot
e V') aliep)
& ox’ d (ict)
vi=ic, x'=ict, J'=pv*, (0=1,2,3,4)
2 opv*) | alpv)
-—0=0
BZ::‘ PYORAPY
Z“:a(PVu) —6=0 1lub 24: ol =0 Nierelatywistyczne czterowymiarowe
~ ox" B . —~ ox° B rownanie bilansu masy

p = spoczynkowa gestos¢ objetosciowa masy pytlu

Y=[1—VZC_2]_%
c=0

~ - - dx*
IO S5 T =ypv® =p¥*, V' =9v°, v“=?, (a=1,2,3,4)

J* = skladowe czterowektora strumienia masy

L0, L o7 . o
z P (ypv )= 0 lub z peCi 0 Relatywistyczne rownanie bilansu masy
a=1
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e Roéwnania bilansu gestosci objetosciowej pedu-energii pylu bezciSnieniowego w iner-
cjalnym ukladzie ortonormalnym w plaskiej czasoprzestrzeni Minkowskiego

Fop¥_ 4
ar g

dt=y"'dt

y= [I_Vchzyé

v = czterowektor predkosci czastki pytu

Vi=vyic, v'=ic, x'=ict
dx*®

vi=— (0=1,2,3,4)
dt

f = czterowektor gestosci objetosciowej sity
~ dyv* dx“*
f*=py——, vi=——, (0=1,2,3,4
Y | )
dyv* 24: . opv?
=)V
d &= ox*
Zo % oyv"
f(X — K
;pw ox "
4 a ZVOLVK 4 6 K N
z pY _ az pYv Lo
k=1 aXK k=1 aXK
4

apyv s
Z pur: =0 Rownanie bilansu masy
k=1

df

TOLK =y2pVaVK — pvavk

p = spoczynkowa gestos¢ objetosciowa masy pytu

4
V=(V1,V2,V3,V4)=(yv1,yV2,yV3,yV4) = zvxe
A=1

Relatywistyczne czterowymiarowe rownania ruchu

= tensor gestosci objetosciowe] pedu-energii

24: 0 PY viv" _ Fo Gestos¢ objetosciowa sity jest dywergencja
e tensora gestosci objetosciowej pedu-energii.

f*=0

& 0T

Z ox" =0

k=1

(a=1,2,3,4)

Roéwnania bilansu ggstosci objetosciowej pedu-energii

Trzy pierwsze rOwnania bilansujg gestos¢ pedu, a czwarte — gestos$¢ energii.

62



OGOLNA ZASADA WZGLEDNOSCI

e Tensor pedu-energii pylu bezcisnieniowego w dowolnym ukladzie wspolrzednych

Czterowymiarowy tensor pedu-energii pytu bezcisnieniowego okreslony w inercjalnym
uktadzie ortonormalnym w czterowymiarowej ptaskiej czasoprzestrzeni Minkowskiego posia-
da identyczng posta¢é w zakrzywionej czasoprzestrzeni Riemanna lub plaskiej czasoprzes-
trzeni Minkowskiego w uktadzie nieinercjalnym, jezeli

df dx*
V" =4/sgnds® ¢ T

S

Posta¢ kontrawariantna tensora pedu-energii pylu bezcisnieniowego

™ =pv'v’

Posta¢ kowariantna tensora pedu-energii pylu bezci$nieniowego

gpangTuv = pgpagﬁvvuvv

guﬁ =V,
gﬁvvV =V,
Ty =PVyVy

Posta¢ mieszana tensora pedu-energii pylu bezci$nieniowego

g, T" =pg, V'v"
gGVTHV = TG“

~vy

gGVV = VO'

TRt
Tc =pv Vc

Slad tensora T

T =pv'v,
dx"  dx dx* dx dx* g
VY, =ie——ie—t = —ic? ——— = —jc’gh — T = ¢?
ds ds ds ds ds ds
T! =—pc’

Wykorzystanie czterowymiarowego tensora pgdu-energii w czterowymiarowej teorii gra-
witacji jest mozliwe w przypadku pytu bezcisnieniowego, gdy

Lopvt B .
> o =0, f*=0, (0=1,2,3,4), gdyztylko wtedy
k=1

4

D TH =0, iTaB;B:O, iT;‘;H:O, (n=1,2,3.4).
p=1 =l

v=l
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8 ROWNANIA MAXWELLA W OGOLNEJ TEORII WZGLEDNOSCI

e Czterowektor gestosci pradu

df

T =py* ds® =g ,dx"dx’ <0
df dx*
V" =4/sgn dszcd—
s
F:ﬁ =0, 8up = 6(1[3

ds? =8,,dx“dx" <0
ds =icdt = icy'dt

dx" dx"

e Tensory pola elektromagnetycznego

oD, o
q)v;p = oxt _vaq)a

6(13“ o
cI)lu;v = ox" _FHVCDa
F\i = F:i,

Relatywistyczne czterowymiarowe réwnanie
definicyjne gestosci pradu w zakrzywionej
czasoprzestrzeni Riemanna lub ptlaskiej cza-
soprzestrzeni Minkowskiego w uktadzie nie-
inercjalnym

p = spoczynkowa gesto$¢ objetosciowa tadunku

Relatywistyczne czterowymiarowe réwnanie
definicyjne gestosci pradu w inercjalnym uk-
fadzie ortonormalnym w ptaskiej czasoprze-
strzeni Minkowskiego

Relatywistyczne czterowymiarowe roéwnanie
definicyjne tensora pola elektromagnetyczne-
go w zakrzywionej czasoprzestrzeni Rieman-
na lub ptaskiej czasoprzestrzeni Minkow-
skiego w uktadzie nieinercjalnym

op oD
F, = c(%—ﬁ] —c(o,, -o,,)

F12 = _F21 —>E34 = _E43
F;=-F,—-E,, =E,,
F,=-F,—E;=-E;,

E;=-F,—E,=-E,
F24 = _F42 —>_E13 = E31

F34 = _F43 — E12 = _E21

lub relacje | E,; =1e"™F,,

Relatywistyczne czterowymiarowe réwnanie
definicyjne tensora pola elektromagnetyczne-
go w inercjalnym uktadzie ortonormalnym
w plaskiej czasoprzestrzeni Minkowskiego

Ze sktadowych tensora F,, mozna skonstruowa¢ tensor E ;, wykorzystujac odwzorowanie

64




OGOLNA ZASADA WZGLEDNOSCI

e Jednorodne rownania Maxwella

rotE:—a—B
ot
divB =0
3 3
E:ZE“ea, B:ZB“ea
a=1 a=l1
4 OB
> =0 Iub EY=0
v=l1 aXV ’
0 iE* iE* —cB'
—iE®* 0 —iE' —cB?
EH\': , EHV
iE? iE' 0 —cB’
cB' ¢B* cB’ 0
EY =0
L.a(\/g ") ~0
Jg o x
).,
ox'
_df
E“Vz\/gE“v
OE" _
=0 lub E" =0
aXV >

Jednorodne réwnania Maxwella w postaci troj-
wymiarowej w inercjalnym ukladzie ortonor-
malnym

Jednorodne rownania Maxwella w postaci ten-
sorowej w inercjalnym uktadzie ortonormal-
nym w plaskiej czasoprzestrzeni Minkowskie-

£0

=_E"™

Jednorodne rownania Maxwella w zakrzywio-
nej czasoprzestrzeni Riemanna lub ptaskiej
czasoprzestrzeni Minkowskiego w ukladzie
nieinercjalnym

Ze sktadowych tensora E*' mozna skonstruowaé tensor F*® | wykorzystujac odwzorowanie

EIZ — _E21 ——)—F34 — F43
E13 — _E31 —>_F24 — F42

E14 — _E41 _)_F23 — F32

EB — _E® ___yF" — _f%
E* = _E® F = _p3

E34 — _E43 __)_FIZ — F21

lub relacje
aff Y
F% =3 e,q,E",
0 cB* —cB?* —iE'
— -cB* 0 B -—iE’?
| B> —cB' 0 —iE*|
iE' iE? iE* 0

F® =—FF
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e Niejednorodne rownania Maxwella

Niejednorodne réwnania Maxwella w postaci
rotH = j+— trojwymiarowe] w inercjalnym uktadzie orto-
) ot normalnym
divD =p

Niejednorodne roéwnania Maxwella w postaci
7% lub H" =J* tensorowej w inercjalnym uktadzie ortonormal-
rille) & " nym w plaskiej czasoprzestrzeni Minkowskie-
go

0 H® -H? -—icD!
" -H® 0 H' —icD? " ”
HY =| 1 4|, HY=-H
H —-H 0 —1cD

icD' icD? icD? 0

Niejednorodne rownania Maxwella w zakrzy-
HY =J* wionej czasoprzestrzeni Riemanna lub plaskiej
czasoprzestrzeni Minkowskiego w uktadzie nie-
inercjalnym
1ol H“V)

\/_
oly/gn™) H“V)

= el
=Y df\/_H“V J“—\/_J“

oH™  _ L
=J" Wb HY =T

Z tensora H"' mozna skonstruowaé tensor D*, wykorzystujac relacje D* =1 Cop H -
H12 — _H21 D34 — _D43 H13 — _H31 _D24 D42 H14 H41 D23 — _D32
H23 — _H32 Dl4 D41 H24 H42 _D13 — D31 H34 H43 DIZ D21

0 icD* -—icD? -H'
w | —icD* 0 icD' —H? o ”
D = . 2 s 1 _ 3 > D = _D
icD icD 0 H
H' H? H’ 0
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e Zmodyfikowane rownania Maxwella w postaci tréjwymiarowej

Aby przyjrze¢ sie, jakie tresci fizyczne zawieraja zmodyfikowane rownania Maxwella,
zapiszemy je w postaci trojwymiarowe;.

rorlygE) == (JeB)  JrotlJett) = e j+ < (VD)
div(ygB) =0 div(ygD) = /g p

rot((pa) =@rota+ (grad cp)x a
div((pa) =¢diva+a-grad o

1
grad/g =—-—=grad g
Je= %

g _ 1 og

ot 2Jg ot

rotE:—a—B—Eg—L(gradg)xE rotH:j+a—D+£%—L(gradg)xH
ot 2got 2g ot 2got 2g

divB = —LB . (grad g) divD=p - LD -grad g
2g 2g

Przypominamy: g jest wyznacznikiem tensora metrycznego.

Ze zmodyfikowanych rownan Maxwella wynika, ze mozliwa jest bardzo prosta metoda de-
tekcji pol grawitacyjnych o zmieniajacej sie warto$ci wyznacznika tensora metrycznego

! 7Zbigniew Osiak: Teoria Wzglednosci — Fale Grawitacyjne. Self Publishig (2014), ISBN: 978-83-272-4269-3
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9 TENSOR PEDU-ENERGII POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO W PROZNI

e Tensor pedu-energii pola elektromagnetycznego w prozni w inercjalnym ukladzie or-
tonormalnym w plaskiej czasoprzestrzeni Minkowskiego
W prozni w inercjalnym uktadzie ortonormalnym w ptaskiej czasoprzestrzeni Minkowskiego

czterowektor gestosci sity f jest czterowymiarowg dywergencja tensora pedu-energii T,, :

- ~ 0T,
f=divl, lub f, = P (W=12,3.4),

T, =¢FE, +5 eongKxFKk, ZTW =V,

oty

Fz(E ,i,i ,E‘ )=(f,?4 ), f=pE+jxB, f, =icj-E.
W przypadku pola elektromagnetycznego w prozni bez tadunkow i pradow

~ aT,,
f =0 oriz —=0, (u=1234).
ox

v

e Tensor pedu-energii pola elektromagnetycznego w prozni w dowolnym ukladzie
wspolrzednych

T, =¢F F'+teg F Fe Kowariantna posta¢ tensora pedu-energii pola
S oSk elektromagnetycznego w prozni

guangT :TOLB
gwgvﬁF F' = FQFYﬁ

T
g"g"g,, =g"
o o o KA i ¢ - 1
T =¢ F'FP + leg PF_F Kontrawariantna postac tens’o.ra.pe;du energii pola
elektromagnetycznego w prozni
g, T =T

apYB B
gvaFy FV - FvaY
g,.2%=¢0=8

. Mieszana postac¢ tensora pedu-energii pola
TF =g F, F" + g 8°F, F* P pecu-energii p
elektromagnetycznego w prozni

Wykorzystanie czterowymiarowego tensora pedu-energii w czterowymiarowej teorii gra-
witacji jest mozliwe tylko w przypadku pola elektromagnetycznego w prozni bez tadunkow
1 pradow, gdyz tylko wtedy

iTW;V:O, iT?§=o, iTE;ﬁ:O n=1234.
v=1 p=I p=1

e Slad tensora pedu- energii pola elektromagnetycznego w prozni

ZTﬁ =—¢ ZZF FP4g ZZFKKF“—O

=1 y=1 k=1 A=l
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POLE GRAWITACYJNE
TEORIA EINSTEINA

1 ROWNANIA OGOLNEJ TEORII WZGLEDNOSCI

e Podstawowe (glowne) idee i postulaty

OTW w sformutowaniu jakosciowym bywa wywodzona z czterech zasad. Postuluje sie,
by kazde prawo fizyki mialo jednakowa posta¢ we wszystkich uktadach odniesienia. Postulat
ten nazywany jest ogolng zasada wzglednosci. W oparciu o rowno$¢ masy bezwtadnej 1 gra-
witacyjnej formutuje si¢ zasade rownowaznos$ci, stwierdzajacg, ze natezenie jednorodnego
pola grawitacyjnego jest rownowazne stalemu przyspieszeniu (ze znakiem minus) odpowied-
niego uktadu odniesienia. Zaktada si¢ stalo§¢ maksymalnej wartosci predkosci rozchodzenia
si¢ sygnalow wzgledem dowolnego uktadu odniesienia. Przyjmuje si¢, Zze masa i energia po-
woduja deformacje czasoprzestrzeni.

Prezentowane dalej sformutowanie OTW oprzemy o dwa nastepujace postulaty.

POSTULAT I (Rownania pola, réwnania metryki)
Czasoprzestrzen jest czterowymiarowg przestrzenig zdarzen z metryka

ds® =g, dx"dx"

zalezng od rozktadu gestosci energii. Sktadowe tensora metrycznego czasoprzestrzeni sg roz-
wigzaniami réwnan pola Einsteina

1 8nG
R, _Eg“VR =— o T,

POSTULAT II (Réwnania ruchu)
Roéwnania ruchu czastki probnej o masie m majg postac

?a ( d 2) 5 dzxa +ra dXILl d.Xv
— =(sgnds?)c — ],
m & ds® "o ds ds

gdzie F oznacza skladowe sity wypadkowej z pomini¢ciem sit ,,grawitacyjnych” i ,,bez-
wiladnosciowych”.

OTW zajmuje si¢ badaniem zjawisk przebiegajacych w czterowymiarowej czasoprzes-
trzeni z tensorem metrycznym zaleznym od rozktadu gestosci energii. OTW jest wiec przede
wszystkim teorig ttumaczaca grawitacje jako wynik zakrzywienia czasoprzestrzeni. Swobod-
ne czastki probne poruszaja si¢ po torach, ktérym odpowiadaja w czasoprzestrzeni linie geo-
dezyjne. OTW zmusza do rewizji migdzy innymi takich poje¢ jak sity grawitacyjne i uktady
inercjalne.

UWAGA
Plaska czasoprzestrzen w wyniku ruchu uktadu odniesienia nie stanie si¢ zakrzywiona. Do-
wolnie skomplikowanej metryce wskutek ruchu uktadu w czasoprzestrzeni bez pola grawita-

cynego zawsze odpowiada tensor krzywizny R, ze wszystkimi sktadowymi réwnymi zeru.
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e Tensor pedu-energii
Tensor pgdu-energii zawiera informacje o zrodtach pola grawitacyjnego, opisuje rozktad
gestosci energii wszelakiej postaci (w tym ci$nienia).

m  Tensor pedu-energii cieczy nielepkiej

™ = (pc‘2 +p)V“VV +g"p
T, = (pc*2 + p)VqVB + gD
T! =(pe +p)7"¥, +gtp

m  Tensor pedu-energii pylu bezcisnieniowego

™ =p V'V’
T =PV,

T =pv"'v,
s Tensor pedu-energii pola elektromagnetycznego w prozni

KA
T,=¢FF +;¢.¢g, F,F

v o uyT v
T =g F'FP +1¢ g”F F*

TP =¢ F, F* +1¢ 80F F*

4 %o~ v KA

e Tensor krzywizny Einsteina

Tensor krzywizny Einsteina zdefiniowany jako
df

df df
A A A
Gi:Ri_%aiR’ G “:R H_%g HR’ ka:Rkw _%gka’
zostat skonstruowany z tensora krzywizny Ricciego

df
Rﬁu =Rﬁuv lub Rﬁu =8 Ruﬁw’
ktory powstat przez kontrakcje tensora Grossmanna
aoly oy
ﬁwzajj_gfg—r;q;+r;q;

Drugim sktadnikiem tensora Einsteina jest skalar krzywizny
df

R=g“R,,.

Tensor Einsteina zostat tak zbudowany, by znikata jego dywergencja
Gh,=0, GI'=0, G,,,=0.

Tensor Einsteina jest tensorem symetrycznym.

Gh=G?, G"=G", G, =G,.

Posiada w przestrzeni czterowymiarowej dziesig¢ niezaleznych sktadowych.

Aw;0

KOMENTARZ
Ze wzgledu na wymiar skladowych tensora pgdu-energi, powinien nazywac si¢ on tensorem
gestosci energii.
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e Rownania pola grawitacyjnego (Rownania metryki czasoprzestrzeni)

Roéwnania pola grawitacyjnego, postulowane przez Einsteina, przedstawimy w trzech pos-
taciach: kowariantnej, kontrawariantnej i mieszane;.

Rownania pola w postaci kowariantnej

—%gwR =—«T,, K= 8n4G

R, .

v

Rownania pola w postaci kontrawariantnej

gll(xgﬁv (va _%g“VR): _Kguotgﬁva
gwgﬁvRuv — ROLB
ge™e, =g”
gwgﬁVTw — Taﬁ

R —1g®R =T

Rownania pola w postaci mieszanej
gGV (va - % guvR) = _KgGVTpv

gGVRHV — Rz
878, =8,
gGVTHV — T:

R® —158°R = —T°

W dalszym ciggu podamy inng posta¢ rownan pola grawitacyjnego bez skalara krzywizny

W jawnej postaci.

2

~2,073-107% >

kg-m

Sktadowe tensora T:V maja wymiar gestoéci objetosciowej energii Jm™ (wymiar ci$nienia).
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R —%4R =-R a=1 p=l a=1 p=1
dfii 8
T= g”T, 4 4
a=1 p=1 ’ R:KZZg“BTaB, R =xT
, df | a=1 p=1
Tuv :Tuv _5guvT
_81G R,, =T, +1g,R=—«T, +1g «T=—«(T, ~1g,T)
4
C
R, =-«(T, -1g,T) | lub | R, =—kT.
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Skalar krzywizny

= g”R11 JrglzR12 Jrg”R13 +g14R14 +

+g”R,, +g”R,, +g”R, +g” R, +
+g 'R, +g"R, +g”R, +g” R, +
+g"R, +g"R,, +g"R,, +g"R,, =

R =

gHRn + gzszz +g33R33 + g44R44 +
+2g"R,, +2g"R; +2¢""R,, +
+2g”R,, +2g™R,, +2g 'R,

gaﬁ — g[}oc
R =Ry,

df d_f ap _ _ap 6 _sBpo _pbB
R:quRaB R_g R(XB - g gaGRB - SGR[} - Rﬁ
RaB = gacRg 4 ;
g, =8 R= gRﬁ

df a off aop c Brro B
T:gaBTq[} T:g TaB =g gasTﬁ = SGT[} = Tﬁ
Taﬁ = gacT[;s 4 ;
g, =0 T= ;Tﬁ

4 T=3p-pc’

R:K(3p—pcz)

W przypadku, gdy zrédtem pola grawitacyjnego jest pyt bezci$nieniowy:

T=—-pc”,

R = —«pc’

W przypadku, gdy Zrédlem pola grawitacyjnego jest pole elektromagnetyczne w prézni bez
tadunkow 1 pradow:
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e Zasada zachowania pedu i energii w postaci mieszanej
Tensor T! nie uwzglednia pedu i energii pola grawitacyjnego, i dlatego lokalne prawo za-
chowania tych wielko$ci przyjmuje postaé

™ =— ! a(J_TH) -T2 T =0 =detg.. #0
o \/— oxt g g..

\/_ wu_\/l_a(aXT ) Fu):p\/gT)tl:()

Wets), =2 (e ), + Vs, = ez,
ez, - M) ()0

df
\/ET;* =T" = gesto$¢ mieszanego tensora pedu energii

_ K
T, :—ZI -T2 T =0

Ostatnie rownanie mozna przedstawi¢ w innej formie.

(Fr+7), =0

th = \/g th = gesto$¢ pseudotensora pedu energii pola grawitacyjnego, opisujacego
rozktad pedu i energii pola grawitacyjnego
if)‘ = \/g T! = gestos¢ tensora pedu energii zrodet pola grawitacyjnego

e Zasada zachowania pedu i energii w postaci kontrawariantnej
Zasade zachowania pgdu i1 energii przedstawimy teraz w postaci kontrawariantne;.
T8 =0
(GHTY

Tol: = gkaMl
)
(gwkT );H - 0
Tkugwk;p + gw?»T;ﬁ“ = 0

gmk;u = 0
gwkT;ﬁH = 0
g=detg,, #0

T;ﬁ“ =0 Dywergencja kontrawariantnego tensora pedu energii jest rOwna zeru.

}\.H)
Al Y9 Al
T === 24 TAT™ =0
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an

s
e )

Wer), =1 (Je), +VeT = JeTy
Wer) :a(\/_ )+Fx( T =0

S

\/ETK“ :"T“k“ = gestos$¢ kontrawariantnego tensora pedu energii

Powyzsze rOwnania tez sg zapisywane inaczej.

("T““‘ +?“*) =0

B

. df
t :\/gtMl = gestos¢ pseudotensora pedu energii pola grawitacyjnego

. df
™ =\/§T“‘ = gestos¢ tensora pedu energii zrodet pola grawitacyjnego

e Zasada zachowania pedu i energii w postaci kowariantnej

Prawa zachowania pedu i energii wyrazimy rowniez w postaci kowariantne;.
T, =T5, =0

T? =g”T,,

(£”T,), =0
Txpg;c;k + gMTxu "
gy =0
=0

=0

gw}\.T

Ausp

detg™ #0

T,.,.=0 Dywergencja kowariantnego tensora pedu energii jest rOwna zeru.

Uwzgledniajac definicje dywergencji kowariantnego tensora, mamy tez

ar aTkp o T _
-3 T,, —T4T,, =0

ATHT ox* A ap
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e Rownania pola grawitacyjnego a zasady zachowania pedu i energii
Rozpatrzmy kontrawariantny tensor pedu-energii materii w postaci stosowanej w hydro-
dynamice relatywistycznej dla cieczy nielepkiej
™ = (pc*2 + p)V“VV +pg".
Z réwnan pola grawitacyjnego
G" =—xT"

wynika, ze znikanie dywergencji tensora krzywizny Einsteina
24:(}?; =0, (u=12,34)

ivmzlplikuje znikanie dywergencji tensora pedu-energii materii
iT}y =0, (n=1234).

v=l

Jest to, jak pokazemy, rownowazne ze spetnieniem zasad zachowania pedu i energii materii.
Zasada zachowania pgdu reprezentowana jest przez trzy pierwsze rbwnania

4
YT =0, (a=123),
p=1

a zasada zachowania energii przez jedno rOwnanie

4

> T =0.

o=l

Ponizej zajmiemy si¢ réwnaniem bilansu gestosci objetosciowej pedu.

TP =0, (a=1,23), (B=1,234)

T = (pc*2 + p)V“VB +pg®

[(pc*2 +p)V°‘VB +pg°‘B];B =0

gocB — S(XB
0
[Ty [1,=550]
4
a - oy o
zﬁ[(pc > 4 p)VF +pd B]:()
B=1
x* =ict
dx"
V=y—=yv" =1,2,3,4
A% Y dt v, (M 5 Ly Dy )
(pc*2 + p)V“L = przestrzenne sktadowe gestosci objetosciowej pedu
p'=pc’+p
3 Roéwnania bilansu gestosci objetosciowej
> Ly )+ P S 5yv) =0 || pedu cicezy niclepkic
Kl OX X (@=1,2,3)
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300 (g (. . . Roéwnania bilansu sktado-
z (P YV )+ 8pa + Y—(P v )+ p v o =0 wych przestrzennych czte-
[0 ot ot A
rowektora gestosci objeto-
sciowej pedu (o =1,2,3)

[T =pv®v" +3"p = nierelatywistyczny tensor pedu

o

pv" = sktadowe wektora gestosci objetosciowej pedu nierelatywistycznego

0( . 3, OIT™* . . . — e e
a( pv )= —Z P Nierelatywistyczne réwnanie bilansu gestosci objetosciowej pedu

k=1

Zajmiemy si¢ teraz rbwnaniem bilansu gestosci objetosciowej energii.

T =0, (c=1,2,34)
T4c= p*v4vc +g4cp

[p*V4VG +g4cp];c ~0

g40_>840'
0 dp
= P-o
[ ;c_>[],c axc[]’ 8‘[
n
V“zy%zyv“, (W=1,2,34), x*=ict, v'=ic

3 Rownanie bilansu sktadowej czasowe;j
—z—(p Y ICVK) czterowektora gestosci pedu jest utozsa-
miane z rGwnaniem bilansu gestosci ob-
jetosciowej energii catkowitej [zobacz
y—1 uwagi na stronie 59].

2|2

3
P = —Z— ( pVB) Nierelatywistyczne réwnanie bilansu masy (gestosci)
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e Rownania ruchu w plaskiej czasoprzestrzeni

Wskutek przyspieszonego ruchu badanego uktadu wzgledem inercjalnego uktadu odnie-
sienia w plaskiej czasoprzestrzeni Minkowskiego bez pola grawitacyjnego zmienia si¢ jej me-
tryka. Po wyznaczeniu tensora metrycznego w uktadzie nieinercjalnym mozemy zapisa¢ row-
nania ruchu

F* dr d’x* dx" dx”
—=3"= ( sgn dsz)cz( +I¢ J , ds’ =g, dx"dx".

m ds® Wods ds

F¢ = skladowe sity wypadkowej, z pomini¢ciem sit bezwtadnosciowych

_ox: oxP .. ) ) .
v = Lo ﬁﬁ = tensor metryczny w nieinercjalnym uktadzie odniesienia
X" Ox
X = wspoélrzedne czastki wzgledem inercjalnego uktadu odniesienia

iner

gaﬁ

tensor metryczny w inercjalnym uktadzie odniesienia

Oznacza to, ze swobodny ruch punktu materialnego w uktadzie nieinercjalnym w plaskiej
czasoprzestrzeni Minkowskiego bez pola grawitacyjnego, na ktory dziataja tylko sily bez-
wiadnosci, jest opisywany rOwnaniami

d*x” . dx' dx”

+
ds? "o ds ds

=0, ds’=g,dx"dx".

UWAGA
Plaska czasoprzestrzen w wyniku ruchu uktadu odniesienia nie stanie si¢ zakrzywiona. Do-
wolnie skomplikowanej metryce wskutek ruchu uktadu w czasoprzestrzeni bez pola grawita-

cyjnego zawsze odpowiada tensor krzywizny R?, ze wszystkimi sktadowymi rownymi zeru.

e Rownania ruchu w zakrzywionej czasoprzestrzeni
Przyspieszenie relatywistyczne czastki w danym punkcie zakrzywionej czasoprzestrzeni
roOwniez opisywane jest rownaniami
20

Fe o d dx* dx”
_:Eaz(sgndsz)cz( z +I' et J, dszzgwdx“dxv.
m

ds® Wods ds

F* = skladowe sity wypadkowej, z pominigciem sit ,,grawitacyjnych” i ,,bezwtadnoscio-
wych”
g,, = tensor metryczny zakrzywionej czasoprzestrzeni, skladowe tego tensora sg rozwig-

zaniami rOwnan pola

Oznacza to, ze swobodny ruch czastki w zakrzywionej czasoprzestrzeni, na ktorg dzialaja
tylko sity ,,bezwladnosci” 1 ,,grawitacyjne”, jest opisywany rOwnaniami
d*x* . dx* dx”
> Tl
ds ds ds
Sa to rownania rézniczkowe linii geodezyjnej (geodetyki). Swobodne czastki poruszajg si¢ po
torach, ktorym w zakrzywionej czasoprzestrzeni odpowiadaja linie geodezyjne.

=0, ds’=g,dx"dx".

UWAGA
Co najmniej jedna sktadowa tensora krzywizny R

odpowiadajacego tensorowi metryczne-

oo )

mu g zakrzywionej czasoprzestrzeni, jest rozna od zera.
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2 PRZYBLIZONE ROZWIAZANIE DE SITTERA-EINSTEINA

e Tensor krzywizny slabego pola grawitacyjnego

4 4 gac :6ac +Yac’ Yac =Yac XI’X29X3’X4
(ds)2 = ZZgde“dx" ( )
a=1 o=1 i 8 81z 8u
[HV]_l 8gp0+8gm_agw g = gy Bx» 8xn 8u _
o4 20 ox¥ o oox* ox° “olen gn 8n 2y
re _Z“:gm[w 8a 8a 8Bi4 Bu
v ’ 1 000 Yu Yoo Vi Y
R = L[ ary, oIy, _ 0100 LY Y2 Vs Vo
moal oxt o x” 0010 Ysi Y Yz T
4.4 0 0 0 1 Yo Yoo Yu YTau
o 7B VAR mlt}
+ ZZ(FHﬁFVd - ruvruﬁ)
" B:l . Zalozenia upraszczajace:
0= oy 0%y
= Ox*0x* <1, %<1, |—2<
wl OF O |Y(m| X" ox"ox"
3 82
A=Y
~ ox*0x“
[HV]:l aYHU_’_&YVG_aYHV
°h 20 ox¥ ox* ox°
o : v v 1 aY c aYVG 8Y v
O = D8, [0 [l J= o e s Toe
pory 20 0x Ox Ox
o e
4 ~ axv axoc
[Ha]:l a’YHa +6Yaa _&YHG :lame
o2l ox* 0 ooxt ox” 2 ox"
[HV] aYHO‘ a’thx aYHV
ox" ox“*
2124: 8 YHV 124: azyaa _ azyua _ aZYVa
2o o0x"ox* 240\ oxMoxY  ox'ox®  oxMox“
iaypvzo 1 iY :0 = i azme _ azyua _ 82YVQ =
v=l1 ox’ o=I1 o° o=1 axuaxv axvax“ ax“ax“

1& 0,
HV_EZ&(l&;(l :%D’YHV

3 82yw , ) L2 sy oY
Z " =3AY“V Stacjonarna metryka: Y v ZVW(X X ,X ), P “4V =0
X
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e Rownania stacjonarnego stabego pola grawitacyjnego

R =-«T, Zalozenia upraszczajace
’ ’ 5 Stabe pole:
1 9 >
W24 oxox” Vool <<1, Hos| ], [ 2o | o
. 1 ox" ox"ox"
Tuv = _7guvT
T, = v’pv uVy Stacjonarna metryka:
T=Z4:4 “PT Yo =Y (x1 x’ x3) —ay“vzo
a1 p=1 & e H wRem e !
v, =Ic

Stacjonarny rozktad masy (gestosci):

g = O TV 0
_ 1,2 3 op
g44—844+y44 P—P(X , X ,X ), 5’X4_0
a4 “ _ 1
B8 ® SHVS SHV y = (1 - Vzc’z) 2 =1
44 ~ 6 644 _1 .
848 44 v,=v,=v,=0, v,=1c
5, =85 T,, =—c’p, pozostate skladowe sa rowne zeru
3 52%
Ay =Sl
YHV éaxaaxa R :l 3 aZva :lA'Y
pv 2 i axocaxoc 2 pv

Sktadowe tensora T,

i i G 4 4
maja wymiar gestosci _ o “
objeto$ciowej energii T ;;g T,=gT,
Jm™ (wymiar ci$nie-
nia). . B
) T, =T,-1g,T=
v Vv 8“\’ 53 liczba- - T“" _%gHVgMTM ~ L _%SuvTM = Tuv +%Czp6uv

mi bez miana.

T:4 =T, _%g44T =T, —%g44g44T44 ~ %T44 = _%Czp

S O©O v o
S O O O
()

Ay,, = —21<ij

Rozwigzaniami tych réwnan sg
2
k¢ ¢pdV k¢ ¢pdV
Yaa :_4_71"-T’ Yu =72 =73 =Yu= . J- .

pozostate vy, sa rowne zeru. W odlegtosci r > r, poza obszaren zrodiowej masy M = j.pdV

kc? M
Yii=Yn =V =Tu = —

At 1t
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Tylko jedno z tych rownan

Ay, =x Czp
ma posta¢ rownania Poissona
Ap=4nGp.
0= —GIM—V P=3C"y
r
dn G
Y44 =— = 4 _ 2([) _ 2G pdV
C Yauu =3 =~ |

C C r

Stacjonarne stabe pole grawitacyjne jest skutkiem wplywu stacjonarnego rozktadu masy na
metryke czasoprzestrzeni.
(ds) =g, dx"dx"
Zu = O TV
Yi1=Y2=Y33="Yu

G (pdV
44___.[p
-y, O 0 0 | [1-2¢7 0 0 0
|0 -y, 0 0 _ 0 1-2¢7%g 0 0
STl 0 1oy, 0 0 0 1-2% 0
0 0 0 1+7y, 0 0 0 1+2¢ ¢
:(1 v, )[( (@ f o+ (@ f [0y (axt )

{5 2 o o o o 15 20 '

(1+ jpde[d (x' F + (axf + (@ f ] [1__;P<Wj ax* )
P =li+2e0) (ax' ) + 0} o (e |+ (- 26 0) ax

Potencjal grawitacyjny jest tensorem o niezerowych sktadowych diagonalnych.
df

(N :%CZYM C Yas = (gn 1):_(P
df

P =375 = =3¢y =5 2(g22 _1) -¢ 12 | ( 5 )
df , , , (va _EC va 7 gpv uv

P33 =3C Y33 =—3C Y4y =3C (g33 _1):_@
df

@44:%02744 +5 2 € V44 =5C 2 gll =

-¢ 0 Yu 0 0 g1 0 0 0
0, = 0 0 1.2 722 0 0 _ 12 0 gy 1 0 0
oo (p 0| °? Yy 0| 7 0 0 g, -1 0

0 [0} 0 v 0 0 0 g4 —1

W teorii grawitacji Newtona wykorzystuje si¢ tylko skladowa ¢,, =1c’y,, = %cz(g "= 1).
80



POLE GRAWITACYINE — TEORIA EINSTEINA

e Rownania ruchu w przypadku stabego stacjonarnego pola grawitacyjnego
Zatozymy za Einsteinem, ze ruch swobodnego punktu materialnego jest opisywany rowna-
niami

21 o B
dx2 +1_£B dx di
ds ds ds
ds® =g, dx"dx".

b

Sa to réwnania rézniczkowe linii geodezyjnej (geodetyki).

ds>  * ds ds 2 >
—dx @ (1= v2e2)x dx @
ds? _ g, dx"dx” =dx (1 2V c ) dx
_s ds? ~ dx¥
gpv T\ +va ds ~ dX4
‘yuv <1 d*x* . dx® dx” 0
x* =ict dx“? o dx* dx*
d? dx" d
de = (1 Vzc’z) X2+Fﬁ‘ X4 X4:O
dx® dx” dx
v<<ce d*xH "
1 4 +F44 = 0
dx dx dx 4’
dx* =< dx* =1
~ aﬁ] [aﬁ] ayﬁu 6Yocu _8Yonﬁ
dx? dx* He ox“* axﬁ ox*
dx* =< dx* =1
r zl aY4u +8Y4u _8Y44
dx’? dx* " ox'  ox'  ox*
x| S ax = oy
20
cla 8X4
Fotlﬁ =g" ﬁ] 1 oy
Il ~———%
[aﬁ]_ (ayﬁu 8Y<w aydﬁj 2 ox"
l3
aXH dZXH ~ a(%’YM) lub dZXH ~— a(%czyzw)
Y 4y ~0 dx ox" dt? ox"
ox* -
2,1
_8nG _ s d’x =— op :_6(p44 =c¢T" = natezenie pola grawi-
= C4 = 2,073 . 10 kg—m dtz aX“ aX“ 44 ¢ p g
tacyjnego, przyspieszenie grawitacyjne
W teorii Newtona: P=Q, =3¢ 744 (g44 1) = potencjat pola grawita-
P=0y = %CZYM cyjnego
Ext 0 1 d’x"
. (p FH —
2 T am “ 02 dt2
dt Ox
8= 2c’2(p+1
Yas = 2072([)
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e  Wplyw potencjalu grawitacyjnego na odleglos¢ przestrzenng dwoch zdarzen
W uktadzie wspotrzednych kartezjanskich w obszarze bez pola grawitacyjnego:

(dso)2 = (dx1 )2 +(dxz)2 +(dx3)2 +(dx4)2 ,

w obecnosci pola grawitacyjnego:

(ds)z:(Hzgyj[(dxl)z+(dxz)2+(d ¥l @%j(dx), o=-M

r
Porownujac przyrosty wspotrzednych przestrzennych bez pola i w polu, otrzymamy

fax' P+ o o < (1425 [fox' + 0 + oY
c’r
Vitazl+la, bo (1+1a) =1+a+la’=l+a, a=

Jox ¥ (@ + (@0) < (H fzhfjJ(dxl)z claxF + (@Y

Oznaczmy przez dL, 1 dL fizyczne (prawdziwe) odleglosci przestrzenne dwoch zdarzen od-

2GM

c’r

powiednio bez pola i w polu:

dL, _\/( P+ (dx? ) (dx)

\/W\/ +(ax2) +(ax?) \/EdL —WdL ~( Mj

dL, < dL

Potencjal grawitacyjny ¢ ma wptyw na fizyczng odleglo$¢ przestrzenng dwoch zdarzen zacho-

dzacych w polu grawitacyjnym. W silniejszym polu grawitacyjnym fizyczna odleglo$¢ przes-

trzenna staje si¢ wicksza.

e  Wplyw potencjalu grawitacyjnego na odstep czasu mi¢dzy dwoma zdarzeniami
Poréwnujac przyrosty wspotrzednych czasowych bez pola i w polu, otrzymamy

(dx“)2 = —c’dt? <[1 - ZGMj(dx4)2 = —(1 - ZGMJ c’dt’, o= —G—M

2 2 r
dt? > (1 - 2GM) dt?

cr crT
2

cr

Jl—a=1-1a bo (1-ta)f =1-a+Lla’=~1-a, a:2GM
2 2 4 2

cr
dt> [1- 2C;Mdt_(l—GTdet
cr cr

Oznaczmy przez dt, i1 dt fizyczne (prawdziwe) odstepy czasu migdzy dwoma zdarzeniami od-
powiednio bez pola i w polu:

dr, =dt, dr= 1—2C1Mdt—[1——Jdt ,/1+2"’dt 1= |(') dt
cr CI’

drt, >dr

Potencjat grawitacyjny ¢ ma wptyw na fizyczny odstep czasu migdzy dwoma zdarzeniami za-
chodzacymi w polu grawitacyjnym. W silniejszym polu grawitacyjnym fizyczny odstep czasu
miedzy dwoma zdarzeniami staje si¢ mniejszy.
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e Przesunigcie linii spektralnych w polu grawitacyjnym

Zbadamy wptyw potencjatu pola grawitacyjnego na czestotliwos¢ $wiatta. Niech punkty
emisji i obserwacji $wiatta (fotonu) beda r6znymi punktami w czasoprzestrzeni.
Vem _ dtob

v, drt

em

2 2|9,
dr,, = [1+ 20 gt =1 ‘zb dt
C C
2 2| Per,
dr,, = [1+0em g = 1 ‘2 dt
C C

z(l—‘(z;b }{14—‘ (E;m

)

(Pem (Pob

}zl+ci2(

drt,,, dt, = rdzniczka czasu fizycznego (prawdziwego) odpowiednio w punkcie emisji

1 w punkcie obserwacji
dt = nie przeskalowana rézniczka czasu

V..» Vo = czestotliwos$¢ Swiatta odpowiednio w punkcie emisji 1 w punkcie obserwacji
¢.,,» ¢, = potencjat pola grawitacyjnego odpowiednio w punkcie emisji i w punkcie

obserwacji $wiatta (fotonu)

=
T

Czestotliwos¢ $wiatta wedrujacego w czasoprzetrzeni jest tym wigksza, im wigksza jest
bezwzgledna warto$é potencjalu grawitacyjnego. Swiatto oddalajace si¢ od emitera, wcho-
dzac w obszar stabszego pola zmniejsza swoja czestotliwosé, a wchodzac w obszar silniej-
szego pola zwigksza swoja czestotliwose.

Miarg przesunigcia grawitacyjnego linii spektralnych jest wielko$¢

iy —v, vV 1 1 1fGM GM
7z — em 4 —_¢em _1 ~ — _ - — :i_ - R
Ve Ve lloal-leul )= 0w -0u) cZ( : riLj
L
zG:i% lL;gdyL<<r,to 7o =1~
© 1+ ¢
r

L = odlegto$¢ migdzy punktami emisji i obserwacji

g = przyspieszenie grawitacyjne w odlegtosci r od centrum

+ plus, gdy punkt emisji byt blizej centrum niz punkt obserwacji
minus, gdy punkt emisji byt dalej od centrum niz punkt obserwacji

Ostatnig relacje potwierdzili doswiadczalnie Pound i Rebka w 1960, wykorzystujac zjawi-
ska Mossbauera i Dopplera. Emiterem promieniowania gamma (hv =14,4keV) byt *’Co,

a absorberem *’Fe. Emiter i absorber byty umieszczane na przemian, raz pierwszy na dole,
a drugi na goérze i odwrotnie. Grawitacyjne przesuni¢cie bylo niwelowane przesunigciem
dopplerowskim.
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3 DOKLADNE ROZWIAZANIE SCHWARZSCHILDA

e Prézniowe (zewnetrzne) rozwigzanie Schwarzschilda
Do opisu plaskiej przestrzeni Minkowskiego uzywa si¢ miedzy innymi ortogonalnego uk-
tadu wspotrzednych sferycznych.

X =rsin0cos @ x'=r 1 0 0 0
. y=rsin0Osin@ x> =0 0 r2 0 0
5 / z=r1c0s0 = ap = 0 0 r’sin’® 0
ict =ict
» X4 =ict 0 0 0 I
() y
X ds® = dr? +r’d6* +r*sin® 0de’ + d(ict )’

Czwartej osi nie zaznaczono ds* = d(xl )2 + (Xl )2 (dX2 )2 + (X1 )2 sin” x* (dx3 )2 + (dx4 )2

Stacjonarne sferycznie symetryczne pole grawitacyjne, ktorego Zzrddlem jest masa roz-
mieszczona wokol srodka uktadu wspotrzednych z zachowaniem sferycznej symetrii, jest
skutkiem zmiany metryki czasoprzestrzeni. Postulujemy, ze w odpowiednio duzej odlegtosci
od zrodta metryka pustej czasoprzestrzeni bedzie miata postac:

ds® = e"dr’ +1°d0” + 1’ sin” 8de” +e"d(ict)’
ds* = ex(dx1 )2 + (Xl )2(dxz)2 + (xl )2 sin” xz(dx3)2 + ev(dx“)2
ds® = g dx"dxP

IS

¢ 0 0 0 B =€
2
o 1 0 0 gzz:(xl) =r’
26710 0 r*sin’0 0 g, =(x' ) sin> x> =r’sin> 0
0 0 0 e’ g = eV
4 =
Pozostale g, s3rowne zeru.
. o+ aﬁ _
gaﬁ:( l)gA gH:e}”
oto oo —1 g22 = (Xl ’ =TI ’
1y =1 . —E ( m) g” =[x )72 sin” x> =r"sin 0
A(l(l — g(goc(x)
g44 — e—v
g=218283:84u

Pozostate g** sa rowne zeru.
Zalozenie stacjonarnosci i sferycznej symetrii implikuje odpowiednio

og*®
6X4

%:O, o :gqﬁ(xl,xz,x3),

A :k(x1 ):k(r), v :v(x1 ):v(r).

=0, g“B:g“B(xl,xz,x3) oraz

84



POLE GRAWITACYINE — TEORIA EINSTEINA

1—~11: 11[11]_ 1 agn _ 1 oL

_Eg axl 28 l
L e
gl 21 e s

2= g22[33]_ 22(ag32 lag33j _lgzz ag33=—sinX2COSX2

ox® 20 2 ox?
1—‘133 =F331 _ 33[13] 2 3 ag33 _ (Xl )—1
=13 g33[23]_ g33 0833 —Ctgx2
»n=1n 3 5 ox
og 1 ov
=14 = 44 14 44 084 _1 OV
14 =14 [ ] o' 2 ox

Pozostate I'j; sa rowne zeru.

Ty eryor

R“:ax‘ P~ + 0 + T, + AL, - 05 -0 - T
1 v 1({ov) 1on ov 1 on
T axlex! +Z(8xlj T4k’ x| xox!
3 |
’ =% ar22 + 00+ T, 0, -, -, -,
R22:—1+ex(1—%x1%+; 1;}:’}
| 2
“ :—ZZ—?—OFB +, 0% + T, — T, =TS =TT
R, =sin’ xz{—l+ex(l—%x (’f}?‘ %XI%H:Rzzsinzxz
8Fi4

R44 =

R e L OV 1o 8v+l[8vj2+iﬁ_v
“ 20x'ox! 40ox'ox' 4\ ox! x' ox'

Pozostale sktadowe tensora R ,; sa rowne zeru.

4 1 1 12 13
+F44F14 1H44r11 F44F12 1H44F13
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Roéwnania pola grawitacyjnego w pustej przestrzeni po za obszarem zrodtowej masy, ze
wzgleduna T, =0, redukujg sigdo R, =0.
1 % 1(&)2_1 o ov 1o _,

S A T 1 Al Al 1 Adl
20x0x 4\ 0x 40x° O0x X OX

R,, =0

2 SN —1+ek[1—lxla—7:+lx‘a—vlj=0

R, =0 27 x' 27 ox
1.0 1o av+l(avj2 1 ov
20x'ox! 4ox' ox' 4\ ox! x' ox'

R, =0 <

R,=0 < =0

Odejmujac stronami od trzeciego rOwnania pierwsze rownanie, otrzymujemy

ila_vl+ila_7::0 = 8_\/1_'_8_7::0 = v=-A+b, b=const.
X OX X OX ox 0Ox

Podstawiajac ten wynik do drugiego rownania, mamy

1_-h
—1+e‘x(1—xl%j:0 = 8)(;61 =1 = e*x:1+il, e = la, a =const,
X X X

_ _ a
e’ —e M — gbet :eb(lJr_lj’
X

zal N a
b=0 = e"'=e"=1+—.
X

Po uwzglednieniu powyzszej relacji, kwadrat elementu liniowego przyjmuje postac

s’ :(Hiljl(dxl)z+(X1)2(dxz)2+(xl)2 a0 o1+ 2 Yo'

X X

a
gy =1+ e
X

g, =1+7, ¢ = potencjat gra'w1tacyjny ‘

e _ 2GM M = masa rozmieszczona symetrycznie wokot
P=2CYu A= srodka uktadu wspotrzednych wewnatrz sfery

__GM 0 promieniu 1,

r

x'=r>>r,

Ostatecznie podstawowa rozniczkowa forma kwadratowa pustej (swobodnej) czasoprzestrzeni
Schwarzschilda dana jest przez

s :[1_2?¥j”(dxl)z+(xl)2(dxz)z+(X1)zsmzxz(dxs)z+[1_2?¥j(dx4)z

cX cX

86



POLE GRAWITACYINE — TEORIA EINSTEINA

e Roéwnanie orbity

Poszukamy geodetyki lezacej w hiperptaszczyznie

z metryka

ds’ :(1—

2O (o' o o Flow' 1

cX

1 OA
L, =-I)=-T=——
11 14 41 2 8X1
x*=1lg [, =T =—"x’
sinx’ =1y = I, 1 _218_%1
2 OX
v=-—A\
r122 :rzzl :r133 :F331 =1
Pozostate 'y, = 0.
dzx“+ " dx“diﬁ_ d2X1+F1 dx' 2+F1 dx’ 2+F1 dx* 2_0
ds? P ds ds ds> "\ ds B ds “lds |
x> =0 0=0
dx” =0 - d*x’ o3 d_de_X3_0
ds ds? P ods ds
d*x? d2x* dx' dx*
=0 S,y ot e S
ds’ ds? " ds ds
x' 1 on(dx'Y Y 1 L, o (dx*)
S ek ] e I
ds*  20x'| ds ds 2 ox' | ds
2.3 1 3 2.3 1 3 3
0L 2 pdn eded o afpec]
ds x ds ds ds ds ds ds
d’x*  on dx' dx* L dixt L, on dx! dx? d( , dx*
2 1 :0 € 5 1 :O —l e  — :0
ds Ox ds ds ds ox ds ds ds ds
3 3
Pl = P& -a
ds ds ds
4 4
4 e"“ii =0 = e dx =B
ds ds ds
A, B = state zwigzane z dang geodetyka
1 -A 1
k:k(xl), dlatego %:a—kldi oraz de” _ o a—kldi
ds o0Ox ds ds ox ds
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Obliczymy kwadrat skalarny wektora

c’x
x*=1n
sin’x? =1

2
= _,
ds
w b
dS (Xl)z
di4:Aek
ds
x'=r
o 2GM
=1-=
c’r
dfl
o=—
r
X=¢
dfde) _(d)
r*\ do do
1__GMDp
p ¢’ B
3GM
C2
Dla Stonca

a~4,44-10°m

e Obrot orbity

Zauwazmy, ze otrzymane roéwnanie orbity w stacjonarnym centralnie symetrycznym polu
grawitacyjnym rézni si¢ od analogicznego réwnania w teorii Newtona cztonem ac’. Poszu-
kamy rozwiazania tego rownania w postaci 6 =6,+0,, gdzie 6,=p (1 +ecos (p) jest rozwig-
zaniem newtonowskim, a o, poprawka wynikajaca z ogodlnej teorii wzglednosci odpowie-
dzialng za obrot orbity.

n

stycznego do geodetyki.

g =¢

gn = Xl)z

g = (x'f sin’ x* = (x'
gyu=¢€"= e

Ostatnie rownanie dzielimy stronami przez

3 2
(X1)4 (ddij =B?, otrzymujac
s

l(dxljz A2 D 1
@ | __ A o b

+—¢ [
(X1)4 dX3 BZ BZ (Xl)z
A(dr) _(di)'_ A’ D 2GMDI 1 2GM 1
r* do do B> B> ¢B r rr ¢ r
s} A* D 2GMD , 2GM ,
do) B B o0’
[0} ¢’B c

Roéwnanie to rézniczkujemy obustronnie wzgledem ¢
d(ds) d( A> D 26GMD , 2GM
— | T3 TwmtRr T a2 OO t—3©°
do\ do dp\ B° B c’B c

do d’c  2GMD do doe 6GM ,doc
2——=-———-20—+—5-0 —

do do c¢c’B° do dp ¢ do
a nastgpnie dzielimy obustronnie przez

do )
2—, otrzymujac
de

=——— -0
do’ ¢ B’ ¢’

2
dc_ GMD _ 3GM .,

Roéwnanie orbity

-1
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d’c, 1 1 e
d(P2 :5_00 = 60:B+5C08(p
d’c 1 )
d(p2 =E—G+occs = 0=0,+0,
2 2 d2 d2 d2
d(25:d (60‘2“01): 620 62121_60_‘_ 621=——G+OLC5221—60—61+a(60+61)2
do do do® do” p dp” p p
d2
dq;l =-0, +0c(60+c51)2
d’c, 208 , 20 2o0e ae’> , o
d(pz +61:?COS(P+ O(.GI+—GI+TCOS([)'GI+?COS ([)+?

Czton 2aep *cos¢ odpowiada za obrét orbity, dajac do o, nieokresowy wkiad.
d’c,

d(p2 + 0,

2o oae .
:—ZCOS([) = 61:?([)811'1([)

2

p p p P
cos@—A@sin@ = cos((p + A(p)

1 e oe . 1 e o .
0 =0,+0,=—+—COSQP+—QSin(=—+—| COSQ+—@sin @
p p

o
Ap=—-—0
p

1 e ( o j 1 e ( oc] }
oC~r—+—cos| p——@ |[=—+—cos|| 1 -—— |p
p p p p p p

Obliczmy kat d¢, o ktory obraca si¢ orbita w jej plaszczyznie w czasie jednego obiegu.

l+Ecos (l—g}p+2n :l+Ecos (I—EJ(([)+2TE+6([))}
p p p p p p

(I—EJ([H—%E :(1—%J((p+2n+8(p)

p
2
&p:zna ! —~ zzna(l+gj:2n(g+a—2]
p l-ap p p p p
OL:3GM _2: mypc’ _ 2 _ o2
¢’ B> L' GM(+e)r, GM(l-e)r,,
L_GM.D 1 GMm |, om0 M 30 M
Mm 5
n= , L=pr'e
M+ 50, 61G M _6nG M
p:(l+e)r1nin_(l_e)r1nax (p~ 02 (1+e)r‘ - C2 (l_e)r
p:(l—ez)a
_ rmax_rmm - 6TCG ) M
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e Zakrzywienie toru promieni Swietlnych w polu grawitacyjnym
Roéwnanie orbity dla promienia $§wietlnego (m =0), ze wzgledu na
znikanie cztonu 1/p, redukuje si¢ do

d’c 2 1 3GM 3 2GM
S=-06+0C0", G=—, QA=——7—=—_'T, Ig=—7.
do r c 2 c r
Roéwnanie to rozwigzemy metodg kolejnych przyblizen.
¢
Pierwsze przyblizenie = —p>
2 X
dczoz—co = GO:cosq) lub 1, = R , —Eécpéz.
do R CoS @ 2 2
Rozwigzaniem jest rownanie prostej we wspotrzednych biegunowych.
R jest odlegtoscig prostej od bieguna. p
rosta
Drugie przyblizenie
d’c )
~=-0+ac" = O0=0,+0,
de
2 2 + 2 2 2
;1(; _d (((jiipz o) = (iiquo ((11(;1 =—0,+ d 621 =—c+ac’ =—(c, +0,)+alc, +o,)
d’c, ) ) , acos’ ¢ [2ocose s
—2+61=OL((50+(51) = a0, +200,0, + 0o, = —+ -0, + 00,
do R R
d’c, 0.cos> @ o a .,
lio, =" = o =—+—sin’g
do R 3R° 3R
3R’
G=-=0,+0, =P oc2+ azsinch lub r= 20
r R 3R? 3R (3 R 1 j
I+| ————cos@ |cos®
2a 2
Asymptoty krzywej opisanej powyzszym réwnaniem otrzymamy podstawiajac ¢ =0.
cos=—— % sin?
LT T %A(p
Q= g + % AQ ]
L, Zrédto pola
sin” @ ~1 grawitacyjnego |
; _x
cos(£+lA(pj __ 2 o0 masie M =75 +540
272 3R \
sin 1 Ap = 20 f\
2 3R ®
2 3R N——
A
_da_4GM
¢ 3R c¢’R
Promien §wietlny porusza 1
. S =A
sie po krzywej, ktorej 7 A0
asymptoty tworza kat Ao. R
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e Metryka Schwarzschilda jako metryka zakrzywionej czasoprzestrzeni

Przestrzen n-wymiarowg nazywamy zakrzywiong, jezeli nie istnieje ortonormalny uktad
wspotrzednych wzgledem ktorego rozniczka odlegtosci ds migdzy kazdymi dwoma blisko po-
tozonymi punktami speinia zalezno$¢

(ds) =3 (dx" ) .
p=1
Innymi stowy, przestrzefi jest ptaska wtedy i tylko wtedy, gdy tensor metryczny g,

w kazdym punkcie tej przestrzeni mozna przeksztatci¢ w tensor

1 00 0
,_6_0100
8= "o 0 1 0

00 0 1

przy pomocy ciaglej transformacji wspotrzednych.

Przestrzen jest ptaska wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie sktadowe mieszanego tensora
krzywizny Grossmanna sg rowne zeru

Ry, =0.

Miarg krzywizny przestrzeni zdarzen (czasoprzestrzeni) jest przyrost wspoirzednej kon-
trawariantnej wektora zwigzany z przesuni¢ciem rownoleglym wzdluz zamknigtego konturu.

Przestrzen jest zakrzywiona, jezeli co najmniej jedna sktadowa tensora krzywizny R:,,
jest rézna od zera.

Aby znalez¢ rézne od zera skladowe mieszanego tensora krzywizny, odpowiadajacego
metryce Schwarzschilda

-1
(ds)2 = (1_r_5j (dr)z +r2(d6)2 +12sin? 8(d(p)2 +(1—r—sj(dx4)2’ - 2G2M ,
r r .

potrzebne beda sktadowe kowariantnego tensora metrycznego i jego wyznacznik, sktadowe
kontrawariantnego tensora metrycznego i ostatecznie symbole Christoffela drugiego rodzaju
1ich pochodne.

Ig

-1

: I
gx = 8n :(I_Tj , Bw=8n=1", oo =83 =r’sin’ 0, g =8y —1-5
£=81182»8:38u = r*sin’ 0

-
I T

T S » B2 . a4 1 S

g —gn—l_?a g =gy=r", g =gy=r-sin"0, g —g44—[ __j

0 B 0
r;l:lgnﬁ:_l[ _r_sj s rzlzz_ignﬁ:_(l_r_s).r

27 or 20 ) 1%’ 2°  or r
I, :—%gllag—f:—(l—%sj.rsinz 0, Tl :—%g”%:—%(l_%j%
Iy =T, Z%gzz agrzz 2%, I, =—%g22% =—sin0Ocos0O
M= =g e o B o
i e g5

91



POLE GRAWITACYINE — TEORIA EINSTEINA

1-*1 2 _ 1 1 Fl

b = r(2r rZS) , Moy =-1, %:—sinze, o, =2|1-5 |rsin6coso
o 2(r—r)’r’ or or 00 r

Fl 2 2 3
a;44:rsr‘3 —érzr“', %:—iz, %zsinze—cosze, Ay :_iz

or 2 ° or r 09 or r
ay, 1 :—(1+ctg2 9) or,, _ rg(2r — 1)

00 sin’0 o 2(-r)r’

Dysponujac odpowiednimi ,,poétproduktami”, mozemy wyznaczy¢ rozne od zera sktadowe
mieszanego tensora krzywizny
o, ol
— Bv Bu o 7o o 7o
Buv ox M - ox” _FGVFﬁH +FUHFﬁV '

R}, = 8;212 —TLT2 +T\ T = _%TTS

R = %— L+, = _%r?ssinz 0

R}, = 6254 -, +0\ T, =rr” =™ :%(1_%j :é( _rfj Grlzvl
Rj, = %—rfzrﬁ +T2ME = %( _%sj_l E_i

or; _
R§23 = a_g_r323F;2 + 1H122F313 = r_ssmz 0
r

-1
1 ¥ ¥
R, =TTy, = _E[ __Sj _2

T T
3 oy, 30l 3 1 Is B Is
R :?_Flsru +I5005 :E _? r_3
or;
R;23 :8_623_F133F212 +F332F233 = 5
T
-1
R =1r! :_l s 5
434 131 44 ) " e
or? 2
R?M = 8;4 _Flirlll +F:1F1i :_r_i(l_r_sj
T T

lrg .
Ry, =-T)[ = ~Ssin’@
2r

Czasoprzestrzen Schwarzschilda jest zakrzywiona, poniewaz powyzsze sktadowe miesza-
nego tensora krzywizny sg rozne od zera.

UWAGA

Ze wzgledu na pozorne osobliwosci na biegunach sferycznego uktadu wspotrzgdnych nalezy
zatozy¢,ze 00 1 O=m.

r=r;, = R, =0, R{,=-Ri, =Rj;=-Rj, =0, Rj,=un

Przy r dazacym do nieskonczonos$ci wszystkie rozne od zera sktadowe daza do zera.
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e Promien Schwarzschilda i czarne dziury

ds® = (l—ﬂjl(dxl )2 +(x1 )z(dxz)2 +(xl )2 sin’ Xz(dx3)2 +(1_ 2?1\1/[j(dx4)2

CcX Cc X

x'=r, x’=0, x’=¢, x'=ict

2 2

-1
ds® = (1— 2GM] dr® +1r*d0’ +1’°sin’ 0 do’ —c{l— 2GMJdt2
cr o’

Dlar=01 r:2GM

2
C

metryka Schwarzschilda staje si¢ osobliwa (nieokre§lona), ds® = +oo.

Promieniem Schwarzschilda nazywany jest promien

2GM 2G
I, =

15107 2%
¢’ c? kg

Czarng dziura jest obiekt o promieniu mniejszym od promienia Schwarzschilda, czyli
obszar ograniczony powierzchnig, nazywang horyzontem zdarzen, z ktérej predkos¢ ucieczki
jest rowna maksymalnej wartoéci predkosci rozchodzenia si¢ sygnatéw c. Zeby Ziemia byla
czarng dziurg musiataby mie¢ promien rowny okoto 9 mm.

M r Iy Is
r
Proton 1,67-10 kg 2,47-10*m
Ziemia 6-10**kg 6,4-10°m 9.-10°m 1,5-107°
Stonce 2-10"kg 7-10°m 3.10°m 43-10°°
Czarna dziura >1

e Minimalna $rednia gesto$¢ czarnej dziury

oM 3 M 3
v Prin =478 322G0 M2
Vz%nrs . ;
3c kg
=0,73-10% ==~
rS:ZGZM 321G’ m’
C

Obiekt o gestosci powietrza bytby czarng dziurg, gdyby jego masa byta rzedu 10*’kg . Taka
mase posiada 5-10° Stonc.
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e Radialne przyspieszenie grawitacyjne swobodnego spadku odpowiadajace metryce
Schwarzschilda

-1
ds® = (l—r—sj dr’ +1r°d0” + 1’ sin’ 0 de’ +[l—r—sj(dx4)2, r>1g
r

r
O=const, d0=0, ¢=const, dp=0

o2y | = [ () (2 2]

Radialne przyspieszenie grawitacyjne swobodnego spadku odpowiadajace metryce
Schwarzschilda wyznaczymy z rdGwnania ruchu.

2
d’r ar ril dr . dr FL; dx* dx
ds ds ds ds ds

b1 08, 1 Iy | 0 Is B Is el
rllz_g —=—l-=|—1-— =—| 1= T 5
2 or 2 r)or r r cr

r! __l 118g44__l I ﬁ L) (45 _GM
“ 2g or 2 r)or r r) ¢’r?

=0, r>g

2
W przypadku matych predkosci iz(%j << 1, gdy odlegtos¢ od centrum masy zrodlowej
c

jest duzo wigksza od promienia Schwarzschilda 5 <1 ,
r

G, 1 a1 dr
ds® c’A dt?  2¢*A? dt dt ¢ dt®’

gdzie A:g44|:1 gll(drj Ci:|’ g44:L: —r—s.

dt &n r

Radialne przyspieszenie grawitacyjne przyjmuje wtedy posta¢ identyczng jak w teorii New-
tona.

d’r GM

a0
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e Fizyczna (przeskalowana) skladowa radialna przyspieszenia grawitacyjnego swobod-
nego spadku

) 2GM

a"=a'e, r>r="——, ds’<0
c
er:\/ grrér’ ér:1
a’'=a", g e
a'=a'y g,
o GM
I_2
. GM ~
a =- r2 grr er
a' =a'e,
~_ GM
2 &
. -1
grr:gn:(l__sj
r
2GM
r>r="———
c
. GM 1
r’ I

e  Warto$¢ radialnego przyspieszenia grawitacyjnego swobodnego spadku

N e GM — T GM —
aj=.,/a -a :\/[_ r2 g } = r2 2.
( rsjl 2GM

g.=|1-——=| , r>=—3—
T C
g GM 1
a|=——-
r o5
r
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e  Wspoélrzedne Kruskala-Szekeresa
Aby pozby¢ si¢ osobliwosci w metryce Schwarzschilda

-1
ds> :( 1—rij dr? +12d0* +r’sin’ 0de’ —( 1_&] d(et)’,

r r
Kruskal " i niezaleznie Szekeres * zaproponowali zamiane wspotrzednych r, 0, ¢, ct na

wspotrzedne u, v, 0, ¢.

1 1
2GM afr 2 r ct af r 2 r | ., ct
r>fg=—75—, u=| —-1]| exp| — |[cosh—, v=| ——1]| exp| — [sinh—
C Ig 21 21 I 2rg 21

1 1
2GM df r |? r |.., ct df r |? r ct
r<rg=—5—, u=|1-—| exp| — [sinh—, v=| 1-—| exp| — [cosh—
C I 2 2rg I 21 2rg

We wspotrzednych Kruskala-Szekeresa metryka Schwarzschilda przyjmuje postaé:

3
ds? = ﬂexp(— ij( du? —dv?)+12de* +1*sin’ 6 d?
r I

UWAGA
r nie jest zmienng, a jedynie parametrem okre§lonym w uwiktanej postaci przez

r>r, u—v’ :(i—ljexp(ij
I I

r<rg, v:-u’ :(l—ijexp( L]
Ig Ig

Linie statego r sg hiperbolami o asymptotach
v=u 1 v=-u.
W szczegodlnosci
r=0, v-u’=l.

Mamy tez
r=rg;, u=v=0.

Dla radialnie poruszajacych sie fotonow: ds* =0, d0=0, do=0, mamy:

2
dv’ —du’ =0, (ﬂj =1, Q:H albo
du du du

Na diagramie v od u oznacza to, ze radialnie poruszajace si¢ fotony sg reprezentowane przez
linie proste nachylone pod katami 45° albo 135°.

.

Y M. D. Kruskal: Maximal Extension of Schwarzschild Metric. Physical Review 119, 5
(September 1, 1960) 1743-1745.

) Gy. Szekeres: On the singularities of a Riemannian manifold. Publicationes Mathematicae.
Institutum Mathematicum Universitatis Debreceniensis 7 (1960) 285-301.
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e Rozwiazanie Schwarzschilda a przyblizone rozwigzanie de Sittera-Einsteina

Przyblizone rozwigzanie de Sittra-Einsteina, badane w poprzednim rozdziale, oparte byto
na ortonormalnym uktadzie wyj$ciowym. Dyskutowane w tym rozdziale rozwigzanie Schwar-
zschilda bazowato na sferycznym uktadzie wyjsciowym. Ponizej porownamy oba te rozwia-
zania.

-1
ds’ :( 1—ri] dr® +12d0” +1” sin” 0 dg’ +( 1—r—SJ axdxt, 1 =2oM
r r C

2 2 2 2

[ X+ . +
r=yx’+y>+z°, O:arctg—y, (p:arctgz, sin?0 =2 zy
z X

X2 -1 2 -1
ds® = —2[( _iJ -1]+1 dx” + y—zﬁl—% —1|+1pdy +
r r r r
7’ B
T T
+i—|| 1= =1|+1p dZ° +| 1= |(dx*] +

-1
2 T
+_2[( _ij 1}(xydxdy+XZdXdZ+y2dde), g=1.

1

r r . . .

ij ~1+->, otrzymujemy przyblizone rozwig-
r

Przyjmujac przyblizenie 1 >>1g, ( -
r

zanie Einsteina, pochodzace z 1915.

XZ 2 ZZ
dszz{—zriﬂ dx” + y—zri+1 dy® + —zri+1 dz? +| 13 |dx*dx* +
r’r r’or > r r

+273 5 = dxdy +2——dxd +2 dyd

Zaktadajac dodatkowo, ze
2xyry  2xyGM <1, 2xzrg _ 2xzGM <1, 2yfrS _ 2yzGM <

3 3

= = <1,
T CZI'3 T CZI'3 T CZI'3

dostajemy rownanie przypominajace przyblizone rozwigzanie de Sittera-Einsteina.

2 2 2
ds® :[ 1+X—2rij dx? +[1 +y—2r—sj dy2 +(1+Z—2ri] dz? +( l—riJ dx*dx*
r’r r’r r’r r

Slad tensora metrycznego, odpowiadajacego powyzszej formie metrycznej, wynosi cztery,
a jego dywergencja w przyblizeniu jest rowna zeru.

r a=1 v=I

2 4 40
Z’Y(xa_(_ i]_z __lj 2gaa22(8aa+yaa):4’ Zaiu ~
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e Swobodny spadek na wirujaca planete

OAZ Uktad nieprimowany obraca si¢
wraz z planeta wzgledem uktadu pri-
mowanego ze stalg predkoscig kato-
wa o skierowana wzdluz osi Z.
Mamy wiec ¢ =¢ —wt'. Pozostate
wspotrzedne w obu ukladach sg
identyczne.

-1
(ds')’ :( _r_s’j (dr')’ +1"%(d0') +1"*sin” 0'(dg')’ +(1 —r—slj(dx“‘)z, I, = 2G2M
r

r c
r=r dr' =dr

0=0 do' =do

o=0¢ —i'cox" do'=de+i'c ' wdx"*

x*=x" dx'* =dx*

-1
ds® = (l—r—sj dr® +1r°d0” +r’sin’ 0de® +2i ¢ "'or’sin® 0dp dx* +
r

+ (1 I ¢ *w’r’sin’ Oj(dx4)2

r

Na podstawie formy metrycznej mozemy wyznaczy¢ sktadowe kowariantnego tensora
metrycznego i jego wyznacznik oraz sktadowe kontawariantnego tensora metrycznego.

-
r .
gn:gllz[l_?sj > Boo = 8» =r’, Eop = 833 =r’sin’ 0

_ BT R R _ BT R R
g . =8y=1c orsn b, g, =8y =1 C or sin 0

2

o :
g.:=8y=1-2—c"0’r’sin’ 0
r

g= gngzz(g33g44 _g34g34): r*sin’ 6 233844 — 834834 = r’ sin’ e(l_rsril)

33 g4

233844 — 834834

—1 -1
g =¥ = — 83 :_i—lc—lo)(l_r_sj g = g3 :( _r_sj
833844 — 834834 r 833844 — 834834 r

2 2 2 2 .2 2 2 .2
ds® = — cdt’g,, 1_% &(ﬁj +r_(@j L Isin 6(@) _20;)r2 sin’ 8 d o
" | gy \dt 8y L dt g dt C'8u dt
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Symbole Christoffela pierwszego rodzaju:

[111] :lagll :_l( _r_Sj_z I

2 or 2 r r’
[2 2] _ 1 agzz _
[3 3] 1 ag33 — _rsin®0

2 or
[323] :—%%:—rz sinOcos 0
R
[424] :—%%:%-mzrz sinOcos 0
10gy, _

[12] [21] 5 852 _

[133] = [331]: l% =rsin’ 0

[i)=l]- %

=—.@rsin’ 0
2 or

ic

SRBEL

l 8g 34

2 00

[324] = [423]:_

[]-)- Lo

lag B
[23] [32] : 854_

lag
[24] [42] 2 8(;4 ic
) -Eol 2

[14] [41] ;8243: -orsin’ 0
roic
[lf]:[441]:%(95—;4:%;—?—%-0)%&#6

=r’sinBcosO

-or’sin0cosO

1 .
=—.or’sinOcos0

-’*r*sinBcos O

1 .
—-orsin’ 0
ic
1
ic

-or’sinOcosO

Symbole Christoftela drugiego rodzaju (przyblizone wartosci podano dla r >>1y):

oog[i]e— L8] s (s LM 1 GM
! 1 2 r r’ r ¢’ r’ ¢’ r’
Il =g 11[22]__( __j ~_r
F3l3:g“[313]:—(1—r—sj-rsin2Gz—rsinze
r
r,=T,=g “[34]——(1——)‘l~mrsin2Oz—.l-corsinze
ic ic

1 1 1 GM
1 114 4 2 =2
r, = gl[ ] (— j(—z-r—i+c—2-(o rsin sz—c—z- R

T
:g2 l
r

212]_
7=

r;=g” [323] =—sin0cos0

2 _ 2
I, =05

I, =r,=¢g” [324]: —%-msin@cos@

44
2

r; :gzz[ ]:C%-(;)Z sin 0 cos 0

1 .
+—-o’rsin’ 0
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s B
“ w o s — 834 ic 1
g tg —= =5
1€ 23384 — 834834 r-sin“ 0

w
P 834 T 855
IC 833844 — 834834

r’=r} =g33[133]+g34[143]:rsin29-(g33 P %) _ %

r134 :r?u :g33[134]+g34[l:]:%'|:1_%'r_s'( _r_sjl:l r>;rsz 2 E

¢?>>0’r 1Cr

A 33[23] 34[23]_ 2 . 3 o O

s =15 =g7|5 [+g [, |=r sinOcosO-| g~ +g™ -— | = ctg0
1C

-1 o] Lot oo (57082 - Lo
1C 1C 1C

ry=rs =g+ ]=0

ri=r =g [ Jre ()= M[_j 1 GM

1'2 r C2 I'2

F243 :F342 _ g43 [233]+g44 [243]: 0

ri=rs =g Jrgt 1 ]=0

Tréjwymiarowe rdwnania ruchu swobodnej czastki:

2 4 4
d_z = _Flll gg - lez ﬁﬁ 1—‘313 do d(P 2F314 do di 1—14 didi
ds ds ds ds ds ds ds ds ds ds ds
2 4
d_? -2 fzgﬂ_ris ﬂ@_zr;@dx _rfm dx” dx
ds ds ds ds ds ds ds ds ds
2
Lo pry drdo_opy drdx’ g d0de_ppy 04X
ds ds ds ds ds ds ds ds ds
d 1d & 1 d?
5 i’ d——dT gly r>>r, oT<cd, vieed
V /— oo ,_e \/g
n— dt 99 dt (0] }
Vgn—zla Vg%:r, —\,g(pq):rSine
2
d_z' En = 2 in” —tr @@4- zed(pd(p
dt r dt dt dt dt dt
d*o s . dp . drdo do do
— = rsind cosd + 2o r sinb cosO — — 2—— +r sinf cosO —
a2 VEw dt ~ dt dt dt dt
2
de 2., =20 51n6d——203r0056@—2s nf— drde _ osﬁﬂd—(p
dt? i dt dt dt dt
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Przyspieszenie swobodnie spadajacej czastki na wirujaca planete w przypadku stabo za-
krzywionej czasoprzestrzeni dla matych predkosci zapiszemy w postaci wektorowej umozli-

wiajacej fizyczng interpretacje poszczegolnych cztonow.

. e, ~ e, n e,
a=a;+a,+a.+a, e = , €g=——, € =
Vgn gee g(pcp
a, = przyspieszenie grawitacyjne
a, = przyspieszenie odsrodkowe
a. = przyspieszenie Coriolisa
a, = przyspieszenie balistyzne
~ GM
aG - I_2 .er
_ 2 . 2 A 2 . A~
a,=o0rsin" 0-e, +®rsinBOcosO-e,
_ _ r A 0 A 0 A~
ac=2vxm®=a.-e +a.-€,+a; e,
o A 0 ~ ¢ A
0O=0 € +0 & +n’ e,
S 0 A~ o A
V=V -e +Vv -e+Vv'-e
o =mcosd, o' =-wsind, ©°=0
dr de . d
v= v & e rsing SR
dt dt

an = 2( vie? —V“’(oe) =2arsin’ 9(:1—(5

do

a. =2orsin’ 0

a. =20sinO v’ e +2wcosb v’ e, —20)(sin9 V' +cos6 Ve)'é

-v'o? ) =2mrsin0cosO

" -€. +2wrsinOcos6

do

2( vie! —vie" ) =-2msin 9%—2wrcosed—?

do

€y — (stin OE + 2mrcos Oﬁj :
dt dt

?

a, = ;3049 in2pd0de &+ 40 in0cos0 9290 @, +
dt d dt dt dt dt

+(—2s1n6——(p seﬁd—@j-é

dtdt) °

a, = l(Veve + V"’V"’)- e + l(— 2vivY + V"’V"’ctge)- e, + %(— 2vive - Vev"’ctge)- €,

T T

UWAGA

Ze wzgledu na pozorne osobliwosci na biegunach sferycznego uktadu wspotrzgdnych nalezy

zatozy¢,ze 00 1 O=m.
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Przyspieszenie swobodnie spadajacej czastki na wirujaca planete w przypadku stabo za-
krzywionej czasoprzestrzeni dla matych predkosci zapiszemy ponownie w postaci wektoro-

wej.

_ A — er A ee A e‘P
a—ar+ae+aq} er——, ee——, eq)——
Vgrr Vg% Vg(pkp

ar:( GM s .o . 2 @+r@@+rsin29@d—@j'ér
r

dt d dt dt

a, cors1necose+2cors1necosed——2£@+rsmecosed—@ - €,
dt dtdt dt dt

a :—(2wsin6£+2mrcos6@+25in6$@+2 ﬁﬁj e
¢ dt dt dt dt dt d ¢

Niezerowy wypadkowy moment obrotowy m(r X a) dzialajacy na czastke testowa o masie

m powoduje precesje jej momentu orbitalego.

m(rxa)=mrxa, +ae+a¢)

m(rxa):mrxar+mr><a9+mr><a(p

r=re,
a =ae, a = G2 *rsin’ in® 06— r§d9+ 6@@
r dt  dt dt dt dt

a, =2a,€,, = rs1n6cose+203rsmecosE)d(P 2$@+rsmecoseﬂﬂ

dt dt dt dt

a =ae, a =-— 2cosin6$+2mr0056@+25in6gd—@+2rcos @d—(P
dt dt dt dt dt dt

m(rxa)=mré, xa e, +mré, xa,e, +mre, x a.e,

m(rxa)= mrar(ér xér)+ mrae(ér xée)+ rnraq)(ér xéq))

e xe =0
e xe,=+e,
e xe, =—¢,

m(r X a) = +mrase, —mra e,
Niezerowy wypadkowy moment obrotowy mozna przedstawi¢ w postaci sumy momen-

tow odpowiadajacych odpowiednio przyspieszeniom a, oraz a,

a, 2d—@+rs necosed(P do ). 251n6d—@ 2r0056@@ e
dt dt dt dt dt dt dt dt) °

A

a, = cozrsinecosE)Jchorsinecosed—(P € — 2msineg+2mr0059@ ‘e, .
dt dt da) *

Tylko drugi z tych momentéw obrotowych zalezy od wartosci predkosci katowej o wirowa-
nia planety.
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PRZYKLADY

Pierwsza predkos¢ kosmiczna dla orbity kolowej w plaszczyznie rownikowej
Z zalozenia

r =const, vfzgzo, 0=7m, v":rﬁzo, V"’:rsineﬂzr@.
dt dt dt dt

Mamy wigc

a =0 lub aj+a,+a.+a,=0

velv GM
—2+m2r+2m‘v‘p‘+w:0 oraz ——2+c02r—2(0‘v“’+
r r r

Wsrod czterech rozwigzan powyzszych rownan bedacych tréjmianami kwadratowymi wzgle-
dem |v?|, tylko dwa rozwigzania sg fizyczne.

‘V}"‘ =+v) =—or+ M i ‘V(ZP‘ =-V) =+0r+ M
r r

o=2n2d 730 rad or=46722 505100, [SM 541310

doba S S S r S
£ 4.106
r=04-107m VI=474100 2, vo=vre,
M=6-10"kg s

m ,m
G 667 1011 (P__8410 S, V;’:V(geq’
kg-s’

Predkos¢ v{ nalezy nada¢ rakiecie wystrzelonej w kierunku wschodnim, przyspieszenie
Coriolisa a., = 2m(v§p X m) skierowane jest wtedy radialnie od centrum zrédta pola. Predkos¢
v, mnalezy nada¢ rakiecie wystrzelonej w kierunku zachodnim, przyspieszenie Coriolisa

a., = 2m(v§ X m) skierowane jest wtedy radialnie ku centrum zrédta pola. Okres obiegu orbi-
ty w kierunku wschodnim jest wigkszy niz w kierunku zachodnim.

Ogolna posta¢ w zmiennych (t, r, 0, ¢) réownan ruchu swobodnej czastki probnej
w polu grawitacyjnym wirujacej planety

Aby przedstawi¢ w ogdlnej postaci w zmiennych (t, r, 0, @) rownania ruchu swobodnej
czastki probnej w polu grawitacyjnym wirujacej planety, potrzebne bgda nastepujace relacje

ds* = —c*Adt?,
ds :ic\/th,
d 1 d

:ic\/KE’

ds

dY 1 (dY

(&) = aala)

d’ 1 d° 1 dA d

=— -+ —_——
ds® c’A dt*  2c¢’A? dt dt

A:g44 1 gll [Ej +i
g4 \ At g4

(@jz N r’sin’0 [d_(pj2 B 2wr’sin? Od_(p
dt gy \dt c’g,, dt |’

103



POLE GRAWITACYINE — TEORIA EINSTEINA

2 -2 2 2
d—,f: -5 —GIZVI 1-[1-5 %(gj +m2rsin20+2mrsin26d—@+r(@j +
dt r r r ¢\ dt dt dt

2
rrsin2g[ 4@ [, 1 dAadr
dt 2A dt dt

2 2
—2:mzsinOcos@+stinGcosOd—@—EE@+sinﬁcos6(d—@j +Ld—A@
dt dt rdtdt dt 2A dt dt

2 -1
dt r dt dt rdt dt dt dt r r-dt 2A dt dt

Rownania te opisuja efekty spowodowane przyspieszeniami — grawitacyjnym, odsrodkowym,
Coriolisa, de Sittera oraz Lensego-Thirringa. Swobodna czastka probna w polu grawitacyj-
nym wirujgcej planety porusza si¢ po rozecie eliptycznej, orbitalny moment pedu (prostopad-
ly do ptaszczyzny orbity) ulega precesji, a okres obiegu orbity zalezy od kierunku ruchu
czastki. Pierwsze zjawisko wyjasnil Albert Einstein w 1915. Drugi i trzeci efekt opisali —
Willem de Sitter w 1916 oraz Joseph Lense 1 Hans Thirring w 1918.

Dla r>>rg oraz v;,v;,v,,®°r’ <<c¢’ rownania ruchu swobodnej czgstki probnej redukuja

si¢ do

d’r  GM dp (doY do\’
— = +®’rsin’0 + 20 rsin26—+r(—j +rsin’0 (—j
dt r dt dt dt

2 2
— = ®?sinB cosO + 2w sind cosGd—(P - EE@ +sin0 cosO (d_(pj
dt dt rdtdt dt

2
dt r dt dt rdtdt dt dt

Rownania te stanowig uproszczony opis efektow spowodowanych przyspieszeniami — grawi-
tacyjnym, odsrodkowym, Coriolisa oraz balistycznym.

Kiedy planeta nie wiruje, rownania ruchu stajg si¢ jeszcze prostsze.

2 2 2
d_zr =— Glz\/l + r[@j +rsin’0 (@j
dt r dt dt

2 2
ﬂ = —Zg@+sin6 cos0 (d_(pj
dt? r dt dt dt

2
To_ 2drdo_, ,d0de
dt r dt dt dt dt

Z rownan tych wynika, ze swobodna czgstka probna porusza si¢ po orbicie eliptycznej
(w szczegblnosci kotowej), orbitalny moment pedu (prostopadty do plaszczyzny orbity) jest
staty, a okres obiegu orbity nie zalezy od kierunku ruchu czastki.
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4 ROZWIAZANIE WEYLA

e Metryka Weyla

W 1917 Weyl badal statyczne osiowo symetryczne rozwigzanie prozniowych roéwnan
pola. Zrédlem takich pét jest nieruchoma masa, rozmieszczona z zachowaniem osiowej
symetrii. Poszukiwane rozwigzanie prézniowych roéwnan pola w uktadzie wspotrzednych cy-
lindrycznych (walcowych)
x’=p, x =9,

1 4 .
X =z, X =1ct

ma postac

A%

_ —aV _ oM 2 — ol
gh=¢, 8p=¢, g;3==¢C (X )2’ g4 =¢

Odpowiada mu rézniczkowa forma kwadratowa
ds? =e"(dz)’ +e"(dp)’ +ep*(dp)’ +e* (dx4 )2 :
ds’ =¢" (dx1 )2 +e’ (dx2 )2 +e™ (x2 )2 (dx3 )2 +et (dx4 )2 .
Ponadto zaktadamy, ze
op op oOv Ov
1 2

V=V(X ,X ), = = =

( ) ox® ox' ox’ ox!
Podstawiajac sktadowe tensora metrycznego do prézniowych rownan pola, (symbole Christo-
ffela drugiego rodzaju i sktadowe tensora Ricciego, odpowiadajace temu rozwigzaniu, za-
miesciliSmy w Niezbegdniku) otrzymujemy

=0.

p=px',x?),

:
2Ry, = 8328\;1 " 8x6228\:(2 +%§x\; +(§Tﬁj =0,
= e R
-2 ) 'Ry, = ajzail ’ aj;aiz x_lzsxth =0
R A e

Powyzsze rOwnania zapiszemy w innej formie

o’n o’n 1 opn
+ +— =0
ox'ox'  ox’ox® x° ox’
o’v N o’v L Lov_[ou
ox'ox'  ox’ox®  x* ox’ ox'
2 2
o ou 2|1 0n Ov
x| Tl x| o

Zauwazmy, ze pierwsze z nich jest rOwnaniem Laplace'a we wspotrzednych cylindrycznych.
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5 ROZWIAZANIE KERRA

e Metryka Kerra
W 1963 roku Kerr V) zaproponowat stacjonarne osiowo symetryczne rozwiazanie proznio-

wych réwnan pola grawitacyjnego, ktérego zrodlem jest wirujaca masa. Metryka Kerra zapi-

sywana jest zwykle w postaci podanej w 1967 przez Boyera i Lindquista 2.
2 2
a’r;sin’0 jsinZG do’ +

, 1 +a’cos’0
- 2

2

ds

cos’0

dr? +(r2 + azcosze)de2 +| rP+a’+ >
r‘+a

11, +a

2arrsin’0 IL )

———3——dop-d(ct)-| | -——-——|d(ct

2 t+a‘cos (et ( r’ +a200529] (et
2GM

I.
S 2
C

al=m

_ moment pedu uktadu wzgledem osi z [ ]
calkowita masa uktadu - c

Dla a =0 metryka Kerra redukuje si¢ do metryki Schwarzschilda

-1
ds? :( 1_rij dr’ +1°d0” +r’sin’ 0de’ —( l—riJ d(et)’.
" r

Dla duzych wartosci r metryka Kerra przyjmuje graniczng postac

1
ds’ = ( 1- r—sj dr® +1°d0° + r’sin0 dg” — 2a-5sin’0 do d(ct)—( 1 —ri] d(ct).
r r r

Metryka Kerra przedstawiana jest rowniez jako
2 2 s 2
ds® = % dr’ + p°de’” + ( r’+a’+ arrs—jmeJ sin’0 do” +
p

. 2

_2arnsin® g -d(ct)—[ —p—j d(ct)’

gdzie

p’=r’+a’cos’0, A=r’-rry+a’, rS:2G2M’
c

_ moment pedu uktadu wzgledem osi z

catkowita masa uktadu-c

2 4
r=x', 0=x", o¢o=x’, ct=x".

DR, P. Kerr: Gravitational field of a spinning mass as an example of algebraically special
metrics. Physical Review Letters 11, 5 (1963) 237-238.

Y R. H. Boyer and R. W. Lindquist: Maximal Analytic Extension of the Kerr Metric. Journal
of Mathematical Physics 8, 2 (1967) 265-281.
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6 FALE GRAWITACYJNE

e Rownania niestacjonarnego slabego pola grawitacyjnego w prézni sa rownaniami fa-
lowymi
Roéwnania niestacj onarnego stabego pola grawitacyjnego w prozni

<<1

%Y Y, 10, 1
:_ZGX“OX B zaxﬁaxﬁ T M =0 BTt |1

maja posta¢ rownania falowego

4 p? 3.9 a 3 2
It SR LS e e et
) S7) Surw 8);[58);[5 c” ot 8xﬁ8x c” ot

Fale grawitacyjne polegaja na rozchodzeniu si¢ z predkosciag $wiatta w pustej przestrzeni
zmian sktadowych tensora metrycznego. Zrodtem fal grawitacyjnych jest niestacjonarne pole
grawitacyjne. Jak pokazemy dalej, fale grawitacyjne sg falami poprzecznymi.

Sktadowe tensora krzywizny Ricciego niestacjonarnego stabego pola grawitacyjnego
w prézni [poréwnaj ze strong 78] (przemnozone przez dwa) stanowig lewe strony réwnan
falowych, jezeli

82Yua _ azyua _ 62Yva =
ox'ox" ox'ox" ox"ox“

Iub
oy’ 2

_ YW* + a Yva — 0,
ox'ox* ox"ox“*

gdzie

Viw =Yoo ~ 3O Vao =V =3 WZYM :
Warunek ten jest spetniony, gdy

G .
ox' ox’ ooxY
lub

=0

4 4 4
z% =0 1 Zyw =const lub w szczegdlnosci Zyw =0

%
w1 O o=l

o=1

4 4 2 82 2
z &YHV = 0 1 ZYGG = 0 = 8 ’me - Yua - a YVa = 0
— ox’ ~ ox'ox" ox'ox" ox"ox“

Uwzgledniajac, ze g, =98, +7,,» ‘ Y| <<I, ostatnie zagdanie mozna zapisa¢ w postaci

4%_ s ~
2o =0 i ;gm—4

v=I

Jezeli sktadowe diagonalne tensora metrycznego sa w przyblizeniu réwne jedno$ci a pozos-
tale sktadowe sg w przyblizeniu zerami, jego dywergencja znika, a $lad jest rowny wymiarowi
czasoprzestrzeni, to skladowe tensora krzywizny Ricciego niestacjonarnego stabego pola
grawitacyjnego w prozni (przemnozone przez dwa) stanowig lewe strony rownan falowych.
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e Cechowanie TT
W matym obszarze czasoprzestrzeni fale grawitacyjne mozna traktowac jako fale ptaskie.
Rozwiazanie rownania falowego dla fali ptaskiej ma postac

Yuv = 'Ygl\iixf(é;)

f (&) = dowolna funkcja argumentu & dwukrotnie rézniczkowalna wzgledem czasu
1 wspotrzednych przestrzennych

E=nx+ny+n,z-ct=n'x' +n’x’> +n’x’ +n'x* =n"x*

n' =i

x* =ict

n, + ni +n’ =1

n= ( n,n, nz) = wersor kierunku rozchodzenia si¢ fali

ﬁ:(n,n4)
(nl)2 —i—(nz)2 +(n3)2 —i—(n“)2 =0

Przez odpowiednie cechowanie (wybdr ukladu odniesienia) mozna liczbg niezaleznych
niezerowych sktadowych tensora v,, zredukowa¢ do dwoch.

O _ 0 () = yms OC) _ s ) 0 _ s OFE)

ox' ox' "
O
ox"
Y v n' =0

Tl o T T ey T T

=0

Fala z zatozenia porusza si¢ w kierunku osi z. n = (0,0,n3 , n4)
3 4
Y +y,n =0

Ve =0 czyli v, =7, =734=v4=0
Réznymi od zera sktadowymi tensora v,, sg

Yirs¥Yo 1Y =Va1-

4
ZYQQ =0 czyli 7y, +Yn+Vs5+7Ve=0
a=1

Niezaleznymi réznymi od zera sktadowymi tensora v,, sa
df df

Tn="Yn2=V: 1 V=YY«

Przeprowadzone cechowanie

am

4
T g, -0, =0
o Yo Z:,v

nazywane jest cechowaniem TT (Transverse — Traceless) czyli poprzeczno$ciowo — bezslado-
wym. Pozwala ono tensorowi metrycznemu g,, nada¢ postac¢

100 0] [y, y. 00| [14y, v. 0 0
gTT — O 1 O O + YX _Y+ O O — ’Y>< I_Y+ 0 O
* 0010 0 0O 0 O 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0O 0 O 0 0 0 1
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e Fale grawitacyjne sgq falami poprzecznymi
W nieobecnosci fal grawitacyjnych kwadrat rozniczki odleglo$ci migdzy dwoma sgsiedni-
mi czastkami probnymi wynosi
di} =dx’ +dy’ +dz°.
W obecnosci fal grawitacyjnych
3 3

dl’ = ZZgng“dxﬁ = ( 1 —i—y+)dx2 + ( 1 —y+)dy2 +dz” + 2y, dx dy,

a=l B=l1

d> =di? +7, (dx* —dy? )+ 2y,dx dy.

Rownania falowe w przypadku fal ptaskich biegnacych wzdtuz osi z przybieraja postac

1 1
0z~ c ot 0z~ cot
Ich harmonicznymi rozwigzaniami sg

max

v, =y™cosk(z—ct)=y™cosp oraz y, =y™cosk(z—ct)=y""coso,

gdzie
:EZZ_TE’ A=cT, (p:k(z—ct)zﬁz—ﬁt.
cT A A T

Sktadowe 7y, 1 y, opisuja dwie niezalezne polaryzacje fal grawitacyjnych przesunigte
wzgledem siebie w przypadku fal harmonicznych o kat 4 w plaszczyznie x, y.

PRZYKLAD

Zbadamy jak oddziatuja z falami grawitacyjnymi czastki probne
poczatkowo rozmieszczone w réwnych odstepach na okregu w

plaszczyznie (x, y) w odleglosci z = %X(n +%) od $rodka. f “
Y, =y™cosp, y,=0, d =dlé+y+(dx2—dy2) .

diz =di2(1+y,), dZ =di2(1-y,), dB =d, di=d k‘y

t=0, v,=0, dUi=d, di =d, dB =d, d,=d
E=4T, oy, =y, dif=di (™), di =di(1-ym™), dio=di, dig=dg
t=1T, y, =0, dij=d, di =d, di=d, d,=dl
=Ty =yt =d (™) d = d (™), dE =, dE =df

max

v,=0, 7y, =y"™cosp, dI’=dl+2y dxdy
A =di2, diZ=di, di =d2(1+y,), dZ =dZ(1-y,)

t=0, v, =0, di=d?, dB=d?, d=d2, d_ =d;
E=1T, g =y™, d=di2, di3=di, diZ =di2(1+y™), dig =di2(1-y™)
t=1T, y, =0, di=d?, d=d?, d=d2, d=d
(=3T, y,=—y™, di=di, dZ,=d?, d =d(1-y™), di =dZ(1+y™)
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_T 4Y 3T AY
t=7

S

@)

ﬂ
N

o0
ﬂ
o0

N A £

7P

v.=0 v.=0 7.=0

Yﬂ

Sktadowe v, 1 y, opisuja dwie niezalezne polaryzacje harmonicznej fali grawitacyjnej prze-

sunigte wzgledem siebie o kat ©/4 w plaszczyznie x, y.

e Rownania niestacjonarnego slabego pola poruszajacych si¢ cial
Roéwnania niestacjonarnego pola grawitacyjnego poruszajacych si¢ ciat

8nG o
R, -1g ,R=- X T,, R=g¥R
lub
8nG . b 8nG
va :—C—T Tpvapv _%gva’ T:g Taﬁ’ R:C—4T,
w przypadku stabych pol
oy 'y oy
=8 +7v.., <<1, |—"<«1, <<, 2 -0, =0,
gpv puv va ‘ ’va ‘ aXK aX}LaX aXV YGG
mozna przedstawi¢ jako
. . . , 8TCG N df , df .
RHVZEDgHvZEDYHVZED’YHV == C4 Tuv’ D Z axa s vazy“v _ES]J.V’YGG'
Ogo6lne rozwigzania niejednorodnych réwnan falowych
167G ..
Oy,, = o
majg postac
X, t—
yuv(x y',z' t Hj a ny /)dV, (z,y,z,t—l%) = argument.
| R = odlegtos¢ od elementu objetosci dV do punktu obserwacji ( x,y', z'), w ktorym

wyznaczamy vy,
( x,y,z) = wspotrzedne elementu objetosci dV
R’

o

= opdznienie
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UWAGA

Nalezy podkresli¢, ze czas t zwigzany jest z aktem pomiaru sktadowej y,, w punkcie obser-

wacji. Natomiast czas (t - —j mierzony jest w punkcie, w ktorym znajduje si¢ element dV .
c

Réznica ta wynika z faktu, ze informacje o zmianie w rozkladzie zrodlowych mas docieraja
!

do punktu obserwacji z opdznieniem — , poniewaz fale grawitacyjne rozchodzg si¢ z pred-
c

kos$cig o statej wartos$ci c.

X,y 2)

(X', yl, ZI)

= poczatek uktadu wspotrzednych umieszczony dla wygody w $rodku zrodtowych mas
A z) = wspotrzedne elementu objetosci dV

"y, z’) = wspotrzedne punktu obserwacji

r = promien wodzacy poprowadzony ze $rodka uktadu wspotrzednych do elementu dV
R’ = promien wodzacy poprowadzony z elementu dV do punktu obserwacji

R = promien wodzacy poprowadzony ze srodka uktadu wspédtrzednych do punktu obser-
wacji

R'=R-r

Aby uprosci¢ rozwigzanie rownania falowego nalezatoby przyjaé, ze R'=R . Zbadamy
przy jakich zatozeniach jest mozliwe takie przyblizenie.

2 2
R'=VR?-2R-r+1’ :R\/1—2R2r+r—2 SRR T R(1-L xR
R R R 2R R
Przy duzych odleglosciach punktu obserwacji od zrodtowych mas w stosunku do ich wza-
jemnych odleglosci w mianowniku wyrazenia podcalkowego mozna przyja¢ przyblizenie
R'=R. Poniewaz element obj¢tosci dV nie zalezy od R, to mozna R wynie$¢ przed catke.

Argument w liczniku wyrazenia podcatkowego (x, y,Z,t— R%) przy tym samym rzedzie
przyblizenia i dodatkowym zatozeniu, ze zrédtowe masy poruszaja sie z predkosciami duzo
mniejszymi od predkosci §wiatla, mozna zastapi¢ argumentem | X,y,z,t — 1% .

Uwzgledniajac powyzsze uwagi, otrzymujemy przyblizone rozwigzania opdznione nieje-
dnorodnych rownan falowych.

4G
¢c‘R

yw(x',y',z',t)= ”J.T:V(x,y,z,t—l}{)d\/, (x,y,z,t—‘%) = argument
\'%
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Celem ponizszych rachunkéw bedzie wyrazenie catek objetosciowych ze sktadowych T;B
(o,p=1,2,3) przez sktadowg Tj,.
Moy Mo

oT” ox’ ox*
v = ) T (aBy=123)
ox ot,, _ 6T44
ox" ox*
T, B _aTa*4 B
ox" ox*
* * [3 [} * [}
aTw'Xﬁ:awa _ax . :awa -
ox’ ox' ox! P e o
oT” oT. x" oxP | ot x"
_—af'xﬁ:_ 44 +—— T =~ 44
Ox Ox 1.4 Ox
8Tu*yxﬁ_ . :_('5T;4)<[5
ox”’ o ox*
oT, x
m dV—mT;BdV: “xPdv,  (aBy=123)
oT, x
m dv =0

] T;BdV:%yﬂj‘ TP +Tox*)dv,  (o,B=123)
Vv Vv

y. a B _ X4: 'Xaxﬁ
oT, oT, x“x» ox*xP ot x*x? | .
ﬁ.x "= gx“{ _T4Y ox! = ng _T4aXB_T4[3X
Ty o B aTLXaXﬁ . ox*xP B 8T:4X°‘xﬁ
Tt NN T T T T e
oT; x“x” oT! x*x?
ST P - Txt =
Ox Ox
oT; x*xP?
.”.[ ng __”_[ T40tX +T4BX IIIT44X xPdv, (Q,B,Y=1,2,3)
\%

17 av=c

ji (Tp X +Typx)dvV =a—i4wT}4x“deV, (o,p=123)

” T dV— mT44x xPdv, (o,p=1,23)
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” T dV—28X48 jj'jT4x°‘xﬁdV (a,p=123)
T, =-y’pc’ —3g,T, y=I
x* =ict

p = gestos¢ spoczynkowa zrodlowych mas

1y =282 m( j X'V

g44;f ~0
2c

yaﬁ(x y',z' t 4R8t ”J.p ,y,zt—ly *xPdv, (a,B:1,2,3)

Aby spetni¢ wymogi przyjetego cechowania TT

Y +tYn Yt Yu=0, Y4=Yu=Yu=Y4=0,
nalezy tensor momentu kwadrupolowego zrodtowych mas

d,e i” px“xPdv
v

zasta}pié jego wersja bezsladowa

J.'”p 3x*xP YXY)dV.

e S oot s oy | (i o12)

UWAGA
W rachunkach przeprowadzonych w tym paragrafie przyjeliSmy nastepujace zatozenia.

gpv = 6pv +va’

62y
<<1, i<, W <<,
[ X" ‘axxﬁx“
a [
M _o w0 wb Be_g g -4 b o,
ox" ox" ox"

v<<c, y:(l—vzc’z)ﬁ ~1,
R'~#R, R>>r.

Srodek uktadu wspotrzednych znajduje si¢ w srodku zrédtowych mas.
oT, _ oL, 08y, OT _ Ol _ 0 oT

ax' o’ 2 ax® B T oy B ok

(75 ev=o. ([T av-o
\4 v

Yia =V2s =Y34 =Y44 =0.

=0,
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e Emisja fal grawitacyjnych

Przypomnijmy: fale grawitacyjne sg zaburzeniami czasoprzestrzeni w postaci zmian skta-

dowych tensora metrycznego, rozchodzacymi si¢ w prozni z predkoscia Swiatla.

Moc energii wysylanej w formie fal grawitacyjnych przez poruszajace si¢ ciata, bedace

emiterami, dana jest wzorem :

G
45¢

Informacje o tensorze momentu kwadrupolowego uktadu punktéw materialnych znajduja
si¢ w czesci ,,Pole grawitacyjne — teoria Newtona” w rozdziale ,,Rozwini¢cie multipolowe po-
tencjatu pola grawitacyjnego uktadu punktoéw materialnych” w paragrafie ,,Tensor momentu

kwadrupolowego™.

D* =3 M,(2x -y! - 7))
D¥ = ZMi(ny —xf - 212)
D" =3 M (7 -x} - ;)

D¥ =D =) 3Mx,y,

1

D¥ =D =) 3Mx.z,
D¥ =D" => 3M,yz

D* +D¥ +D” =0

Tensorowi momentu kwadrupolowego ciaglego rozktadu mas poswigcony jest nastepny

Bez$ladowy tensor momentu kwadrupolowego uktadu punk-

3

—_—6,121810% > —

m’kg

Bez$ladowy tensor momentu kwadrupolowego uktadu punktow materialnych:
D* = Z:Mi (SX?X? - RiZESOLB ), R; = promien wodzacy i-tego punktu materialnego
Bezsladowy tensor momentu kwadrupolowego ciaglego rozktadu mas:

D“Bimp(h“xﬁ—sanYxV)dV, p = gestosé, (ap=1273)
\'

tow materialnych

|:| M; = masa i-tego punktu materialnego

rozdziat.
D™ :%-M(Zaz —b’ —¢?)
DY :%M(2b2 ~a’ —cz)
D”:%JM@& b>—a’)
DY =D = D¥ = D = D" = D” =0

D™ +D* +D* =0

Bezsladowy tensor momentu kwadrupolowego

jednorodnej elipsoidy

M = masa elipsoidy
a, b, c = osi elipsoidy

Wszystkie sktadowe tensora momentu
kwadrupolowego kuli sg réwne zeru.

D' L. Landau, E. Lifszic: Teoria pola. PWN, W-wa 1958. [Strona 353]
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PRZYKLAD

Moc fal grawitacyjnych emitowanych przez uktad dwoch mas m; i m; wirujagcych wokét ich
wspodlnego srodka masy, odlegtych odpowiednio o 1} 1 12 od niego. Obliczenia zostang podane
w uktadzie §rodka masy.

dE G & ) 4
= ~Z DB
dt 45cszz(8t3 J

a=1 =1

X, =1, COsOt

y, =1, sinot

X, =T, cos ot

y, = —T,sinmt

D™ :m1(2xl2 —yf)—i—mz(

D* =m, 2y} -] )+ m,(2y3 - x})
D7 ==m,(x] +y])=m,(x] +¥3)

D® =D" =3m,x, +3m,x,

dE 32 G p
—E:?'C—S (mlrl +m2r2)z ()]
Gm; m,

_ 2 2 _ 1
mrn =m,l, = mI +m,r, —5(1’1’111‘1 +m,r, )(I’1 +I'2)

dE_ 8 G' (m,m,) 4 G (m,m,)

dt 5 ¢ (r1+1‘2)4(m1r1+m2r2) 5 ¢ (r1+r2)3(m1r12+m21‘22)

W przypadku, gdy

m, =m, =m,
L =1, =T,

l=1 +r, =2r,

otrzymujemy
_Z_fz%c_(’;.mz.p.ms
_dE_8 G m’

dd 5 ¢ P
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7 TENSOR MOMENTU KWADRUPOLOWEGO

e Tensor momentu kwadrupolowego ciaglego rozkladu mas

dy (i”J.p x“x*dv, (o,p=12,3)
\'%

Tensor momentu kwadrupolowego ciaggltego rozktadu mas jest symetrycznym tensorem
drugiego rzgdu posiadajacym szes$¢ niezaleznych sktadowych.
e BezsSladowy tensor momentu kwadrupolowego ciaglego rozkladu mas

D, iJ.”p ( 3x*xP — SQBXYXY)dV , ( o,B,y= 1,2,3)
\"

Bez$ladowy tensor momentu kwadrupolowego ciaggtego rozkladu mas jest symetrycznym
tensorem drugiego rzedu o znikajacym $ladzie, posiadajagcym pigc niezaleznych sktadowych.
e [Elipsoida

Elipsoida obrotowa modeluje wiele bryt od kota poczynajac poprzez dysk, kulg, cygaro,
a na walcu konczac. Elipsoida trojosiowa jest powierzchnig dang rGwnaniem kanonicznym.

X_z + y_2 + i — 1 b _ ,} . 1 d

PRI a, b, c = potosie elipsoidy
a=b=c sfera
a=b>c elipsoida obrotowa sptaszczona
a=b<c elipsoida obrotowa wydtuzona
Objetosc elipsoidy wynosi

V= 4. nabc
3

Kontur rzutu na plaszczyzneg x, y przekroju elipsoidy ptaszczyzna prostopadla do osi z jest
elipsa

+ =1, z=const

o potosiach

1 polu powierzchni
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e Tensor momentu kwadrupolowego ciaglego rozkladu mas rozmieszczonych ze stala
gestoscia objetosciowa w obszarze elipsoidy w ukladzie wspotrzednych, ktéory stanowia

osie elipsoidy

Jliobseav || [, = [fotesaiav || [a. - [[teaiav
A% A% \Y%
3M 3M 3M
p(x P ) 4mabce p(x e ) 4mabc p(x . ) 4mabe
j Idydz = nbc(1 —X—EJ ” dxdz = nac(1 —y—zJ j Idxdy = Tcab(1 —é}
Ry a R, b R, C
+a r.37™ r37+b T o3 +c
2d:X_ 223 zd:}’_ :zb3 2d:Z_ 223
_{X EERES _Iby =151, 73 _[Z SR
LSl s jby s TS LU N T
U U U
d, = 4mab cj-” x*dxdydz = - =jn—MJ-\'[J-y2dxdydz: d, = 2rah cj-” z’dxdydz =
3M ° 3M
B ~ 4mabc j de'[ I dydz= - 43512\1/‘:)0 '[,YZdyi[J-dXdZ ) 4nabc j Zdzj I dxdy =

+a 2
= M chcjx2 1—X—2 X
4mabc - a

oSl X

osi y

osi Z

117

+C 2
= M nabjz2 1—Z—2 z
4mabce - c

7z 5

Ry = rzut na plaszczyzng y, z przekroju elipsoidy ptaszczyzng prostopadta do osi x
.[ J- dydz= pole rzutu na plaszczyzne¢ y, z przekroju elipsoidy ptaszczyzng prostopadta do
RX

R, = rzut na ptaszczyzne X, z przekroju elipsoidy plaszczyzng prostopadta do osi y
.[ J- dxdz = pole rzutu na ptaszczyzne x, z przekroju elipsoidy ptaszczyzng prostopadta do
R

R, = rzut na plaszczyzne x,y przekroju elipsoidy ptaszczyzng prostopadia do osi z
.[ J- dxdy = pole rzutu na ptaszczyzne x,y przekroju elipsoidy plaszczyzng prostopadia do
1{Z
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D,k = ”J.p(x,y,z)( 2x° —y’ —Zz)dV
v

3M
4mabce

p(x.y.2)=

4nabc I J- -[ -y -7 dXdde =
3M o
= b 2J;x2dx£ j dydz— jb yzdykf j dxdz — j szz'l[ j dxdyJ—

IM B +a X2 +b yz +c Zz

= 2mbe | x?| 1—— |dx —mac | y*| 1- 2= [dy—mab | z*| 1- = |dz | =
4mabe | I ( azj J;y ( o J; c?

_ M ﬁ-Tc.'113bc—i-atab3c—i-7tabc3}
4mabe | 15 15 15

D, =—-M(2a>-b>-c?)

1
5

D, = j”p(x,y,z)( 2y’ —x’ —zz)dV

3M
4rabce

p(x,y,z)=

» 4nabcj” 2y° —x’ -z )dxdydz—

3M

- 4mabce 2.[)y2dygdxdz B J-dexﬁf;[dydz - '[szz_gdxdyJ =
J

3IM B +b ) yz +a , %2 c ) 72

= 2mac 1—=—|dy—-mnbc|x°|1—— |dx—mab|z°|1-— |dz | =
4mabe | _J;y ( b? Y _J; a’ J ¢’

_ M ﬁ-Tcab3c—i-na3bc—i-atabc3
4mabc | 15 5 15

D, :%-M(sz —a’ - ¢?)
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= [[folx vzl 22" =y* =x*) av

p(x T ) 411;/‘:)0
U
W 2z -y’ —x )dxdydz—
4nabc

_ M 2Tzzdz”dxdy—+‘[b ’d ”dxdz J.x dx”d dz | =

4mabe| R ,by yRy Za g
_ M _27cab+fzz 1—i dz—rcac]Py2 1—y—2 dy—rcbch2 1—X—2 dx | =

4mabc| 2 c? ° b’ A a’
_ M _ﬁ-nabc3—i-nab3c—i-na3bc}

4mabc | 15 15

D, :%-M(2c2 ~b*—a’)

Zbierzmy uzyskane wyniki.

-Ma?, d :1-Mb2, d :%-Mcz

Yy 5 zz

" :%-M(2b2—a2—cz), D, %M(2c _bz_a)

1
5

D,, :%-M(2a2 -b’ —cz), D
D

Sktadowe niediagonalne obu tensorow sa wszystkie rowne zeru.

W przypadku elipsoidy obrotowej

a=b,

D, :%M(az )

D, =%M( a’ —cz),

D, :gM(c2 —az),
1

_EDZZ = Dxx = Dyy

tensor momentu kwadrupolowego D, posiada tylko jedna sktadowa niezalezng D, . Sktado-

wa D,, bywa utozsamiana z tensorem momentu kwadrupolowego, co prowadzi do nieporo-

zumien.
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8 MODEL WSZECHSWIATA EINSTEINA: ,MATERIA BEZ RUCHU”

e Trojwymiarowa hipersfera zanurzona w czterowymiarowej plaskiej przestrzeni Eu-
klidesowej jako trojwymiarowa przestrzen o stalej krzywiznie Riemanna

W czterowymiarowej ptaskiej przestrzeni Euklidesowej (nie majacej nic wspdlnego z cza-
soprzestrzenig) o metryce

do’ —(dz) (d22)2+(dz3)2+(dz4)2

rozpatrzmy trojwymiarowg hipersferg

a’ =(z1 )2 +(zz)2 +(z3)2 +(z4)2.

Wyznaczajac na podstawie powyzszego rownania rozniczke wspotrzednej z*, otrzymujemy
dla podstawowej formy metrycznej wyrazenie

a’—z"z

77"
do” =( 5. +—K] dz'dz’ =y,dz°d2"  (o.Bx=1,2,3),

z°7P

=0, +——— o,B,x=1,2,3).

Y"-B aff a2 _ ZKZK ( B )

Nastepnie obliczamy tréjwymiarowe symbole Christoffela drugiego rodzaju, ich pochodne
oraz sktadowe trojwymiarowego tensora Ricciego.

8 A a B A
AL ZZZ Z - (apxr=1,23)
a -7z (a -z"z )
ar, :(az—z 25 )840 +28,42°7" X
oz" (az—x X )
oz’ oz"
(az—z"ZK)z[Z“ S J—z“‘zﬁzka(az—z“ZK)2
oz" o0z" VA
+
(az—szK)4
o, 0 B S B r=1,2,3)
aﬁ_ax—ﬁ_ 8X}L K\ 2 Q,B,K, — s 4

W punkcie o wspotrzednych z' =z° =z’ =0, z'=a:

or’ 8,50 28 2l g,
(=t (m)=o, () Pobe (x,) -2 Hed
W dowolnym punkcie ‘[r(')jwyrniarowej0 hipersfery:

2
R, :—%, (a,p=1,2,3).

Na koniec wyznaczmy krzywizn¢ Riemanna badanej hiperpowierzchni
R R 1
af af

(1-N)g, —2g, a
Trojwymiarowa hipersfera o promieniu a zanurzona w czterowymiarowej plaskiej przestrze-
ni Euklidesowej jest trojwymiarowa przestrzenig o statej krzywiznie Riemanna K =a™>
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e Metryka modelu Wszech§wiata Einsteina

W modelu tym tréjwymiarowa przestrzen jest jednorodna, izotropowa, skonczona, ale nie
ograniczona i o statej krzywiznie. Predkosci ciat bedacych Zroédlem pola sa mate w stosunku
do predkosci swiatta.

x*xP
dS2 :(Sq[} +ﬁ andXﬁ+dX4dX4, (Q,B,K:1,2,3)
a —X X

ds* =g, dx"dx" (pv=1234) x*=ict, ds’<0
Bup =0g +—H———— (o.B,k=1,2,3)

€4=84 =80 =84n=814=85=0, g,=1
e Skladowe tensora Ricciego

2
ROLB :_a_zgaﬁa (Q,B=1,2,3)

R, =R, =R, =R, =Ry =R; =R, =0

e Skalar krzywizny

“ 2 6
R:_g ng[}?:_a_z’ (O(”B:17273)

e Skladowe tensora Einsteina
1
ROLB _%gaBR:?gaﬁ’ (Q,B=1,2,3)

3
R, _%g44R = a_2

e Tensor pedu energii
Tp’w = guagvﬁpvavﬁ +gHVp

V=V =V =0
T(;ﬁ = gaﬁp (0(, B = 19 29 3)
! 2 2 dX4 dX4 2
T44 = 844844PC (Sgnds )EE—Fg‘Mp:_pC +p

e Réwnaniapola: R -3¢ R=-«T, .

1 , .
— 8up = —KDEp ( o,B=12, 3) Roéwnania przestrzenno-przestrzenne
a

3 , .
— = —K(— pc’ + p) Roéwnanie czasowo-czasowe
a
Z powyzszych rownan wynika, ze
2
pc 2
p = - a= 2
2 KpC

Promien krzywizny wszechswiata a jest skonczony.
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e Rownania pola z czlonem kosmologicznym
Identyczne rozwigzanie mozna otrzyma¢ wprowadzajac do rdwnan pola tzw. czton kos-

mologiczny zamiast ujemnego ci$nienia w tensorze pedu-energii. R6wnaniom pola

1 _ ro_ SooB
Ruv _EgpvR - _KTuv - _Kguagvﬁpv v = Kpguv
nadamy za Einsteinem inng posta¢

1 — Sogh —
Ruv _EgpvR + Kpgpv - _Kgpagvﬁpv v = _KTHV
lub

R, -8 R-g A=-T

pv

Ag,, = czion kosmologiczny
A = stata kosmologiczna

Uzyskane wyniki mozna zapisa¢ uzywajac zamiast ujemnego cisnienia statej kosmologiczne;j
A=—-xp=0,

A=1xpc?,

A=a".

e Warunki wynikajace z rownan bilansu pedu i energii, jakie musi spelnia¢ czlton kos-
mologiczny jako dodatkowy czlon w rownaniach pola
Wyznaczymy dywergencje obu stron réwnan pola z cztonem kosmologicznym

(Ruv _%guvR _guvA);v = (_ KTuv );v

(Ruv _%gpvR);v - ( guvA);v = _KTpv;v

(R, —%g,WR);v =0

gpv;v = O
A=A, = oA
s aXV
T,,=0
guwh, =0
detg,, #0

e Metryka Einsteina we wspolrzednych sferycznych
o B
X X
ds® = ( 8up +ﬁj dx“dx” +dx*dx* (o,B,x=1,2,3)
a” —x"x

x' =rsinOcosp, x’=rsinBsingp, x’=rcosh, x'=x"

2

-1
ds” = (l_i] dr® +1( d6? +sin” 6de? }+d( x*
a
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9 MODEL WSZECHSWIATA DE SITTERA:”RUCH BEZ MATERII”

e Rozwiazanie de Sittera
W 1917 roku de Sitter podat " rozwiazanie rownan pola grawitacyjnego

R, —Ag, =-«T, +%ngT ,

opisujace wszechswiat bez materii, traktowany jako czasoprzestrzen o statej ujemnej krzywiz-
nie Riemanna.

T, =0, (nv=1234),

x"x" P 5
g, =8, —— , (wv,a=1,234), x* =ict, ds’>0 |,

a® —x%x*

gdzie (a) jest czterowymiarowym statym promieniem krzywizny.
Rozwigzanie to oznacza, ze

A:—%, p=0.
a

Reprezentuje ono zakrzywiong czasoprzestrzen bez materii, i moze by¢ traktowane jako gra-
niczny przypadek bardziej realistycznych modeli wszech§wiata. Ruch bez materii, to nazwa
ktora przylgneta do modelu wszech§wiata de Sittera.
Nastepnie przedstawil 2 metryke modelu z poprzedniej pracy w innym uktadzie wspotrzed-
nych.
ds’> =—dr’ —a’ sinz(Lj(de2 +sin’ 0 d(p2)+ cosz(chzdt2
a

a
Po dokonaniu transformacji wspotrzednych

, (T
r'=asin| — |,
a

przyjmuje ona posta¢ spotykang we wspotczesnej literaturze
12

r!2 -1 r
ds? = {1——2J dr’” —1'>(d6” +sin’ 9d(p2)+(1——2]c2dt2.
a a

Analogicznymi wyrazeniami dla metryki wszech§wiata Einsteina sg odpowiednio wzory
ds> =—dr’ —a’ sinz(ij(de2 +sin’ 0 d(p2)+ c’dt’,
a

r!2 -l
ds” = —(1——} dr’? —1'?(d0” +sin® 0 dg? )+ c2dt’.

a2

UWAGA

Jezeli wyznacznik tensora metrycznego, ktorego sktadowe sg rozwigzaniami rownan pola, jest
dla pewnych wartosci wspotrzednych réwny zeru, to wtedy badane rozwigzania nie spetniaja
roOwnan pola.

V'W. de Sitter: Over de relativiteit der traagheid: Beschouwingen naar aanleiding van Einstein's laatste hypo-
these. Verslag [van de gewone vergaderingen der wis-en natuurkundige afdeeling] der Koninklijke Akademie
van Wetenschappen [te Amsterdam] 25, 9 (31 Maart 1917) 1268-1276.

O wzglednosci inercji: uwagi dotyczgce ostatnich hipotez Einsteina.

P W. de Sitter: Over de kromming der ruimte. Verslag [van de gewone vergaderingen der wiosen natuurkundige
afdeeling] der Koninklijke Akademie van Wetenschappen [te Amsterdam] 26, 2 (30 Juni 1917) 222-236.

O krzywiznie przestrzeni.
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1 O MODEL WSZECHSWIATA FRIEDMANA

e Podstawowe zalozenia

Wedtug prawa Hubble’a obserwator zwigzany z Ziemig postrzega pozorng ucieczke gala-
ktyk z predkos$cia radialng o warto$ci wprost proporcjonalnej do ich odlegtosci. Fakt ten moz-
na interpretowac jako rozszerzanie si¢ przestrzeni dla wszystkich obserwatorow spoczywaja-
cych wzgledem otaczajacej ich materii jednorodnie rozmieszczonej w skali wszech$§wiata.

e Podstawowa forma metryczna Friedmana-Lemaitre’a-Robertsona-Walkera w ukla-
dzie kartezjanskim

e o oo b o)

x*=ict, L= L( t) = bezwymiarowy czasowy czynnik skali
1 1 1 2 2 2 1
B= = = , ="+ +(X*), k=—
| L2r2 | r2 1+%k1‘2 ( ) ( ) ( ) aZ
e, s
sgn k =sgn a% =—1,0, +1, a’ = kwadrat nieprzeskalowanego promienia krzywizny
przestrzeni

e Skladowe kowariantnego tensora metrycznego F-L-R-W
B’L> 0 0 0

0 BL? 0 0
"= , g.. =diag(B’L*,B’L?, B’L?,1
& 0 0 BL* 0 8 g( )
0 0 0 1

212
g =8» =83 =BL", g,=I
Pozostate sktadowe kowariantnego tensora metrycznego sa réwne zeru.

8=8182083:38u = B°L
e Skladowe kontrawariantnego tensora metrycznego F-L-R-W

B”L? 0 0 0
0 BL? 0 0
"= , g" =diag(B”L? B”L? B”L”,1
¢ 0 o BL® o °© e )
0 0 0 1

“_q

oo - 1 22 33 2712
g =g, g =g”=g"=B"L",
Pozostale sktadowe kontrawariantnego tensora metrycznego sg rowne zeru.
e Skladowe mieszanego tensora metrycznego F-L-R-W

1 0 0O
. |01 00 . .
g. = 001 ol g,:dlag(l,l,l,l)
0 0 01
2

1 _ 34
g =g =g=g,=1
Pozostale sktadowe mieszanego tensora metrycznego sa rowne zeru.
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e Symbole Christoffela pierwszego rodzaju: [“mV ] _1

()] _10g,

2 ox'
=32
4112
[2]-[:] -1 %

X
[133] :[331] :%%
-5
4%
-1
[o]-[]- 128
[233] :[332] :%%

0
-2
-3

4)-4%

[113] :[311] :%%
[223] :[322] :%%

+ agau N agpv ]

ox’  0x”
] -4
[)-- 4%
132
] =ly]- 128
-] 128

[334] = [433] :%%

e Symbole Christoffela drugiego rodzaju: I'}, =g** [“QV]

m=e"['']=4,
rn=g"[?]=-A,
ri=¢"[}*]=-4,
rz=ri =g=['}]=a,

1—‘133 :F331 = g33 [133]: A,

ri=g”]=-A,
r3=g”[%?]=A,
ra=g=[,]=-A,
rh=r! =¢"['2]=A,

1H233 =F332 = g33 [233]: A,

125

m=g”[]=-A,

s =g"[?]=-A,
=gV ]=A,
r=r} =¢"["}]=A,

F223 :F322 = g22 [223]: A,

=i,
F242 :g44 [242]: A,

F343 :g44 [343]: “A,

F114 :ril = g11[114]: A
1H224 =F422 = g22 [224]: A

F334 :F433 = g33 [334]: A
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1 OA. o
B: 1:i2 1]2_l B S
1+lk[(x1) +(x2) +(x3)2] o K X X'BT-7kBo, (i.j=1,2,3)
4
B A B OA, )

%:—;kx‘Bz, ;4:0 =0, (i=123)
L=L(x*) oA, ., oL o)
o i —2 =B L_—F—+B 4
A, =-1kx'B, (i=1,2,3) ox ox *ox ox

8L
A, ‘Z’:;:o, (i=1,2,3)
e 4, OL 2
A;=B7L7A, =L"— oAy ., L L[ eL
0x 4 44 -L 4
Ox 0x"0x Ox
ore 8F“
 Skladowe tensora Ricciego: R 8):3 e +I Ty —Th T,
or> er) or: or} or
R11 = axllz + (3X113 - axlzl - axl; - (9X141 +F112F121 +F122F122 +F113F131 +r133r13?> +r114r141 +
- FIIIFIZZ - Flzlrzzz - 1—‘1311—‘223 - 1—‘1411—‘224 - 1—‘1111—‘133 _F121F233 - 1—‘1311—‘333 _F141F334
or, ory, or, or; oI,
Rzz = axzzl + 8;23 - alez - 8X232 - 22 Flzrllz +F12F212 +F23F232 +F23F233 +F24F242
- r212rlll - 1-2221-112 - 1H232r113 - 1H242F114 - 1H212r133 - 1H222r233 - 1H232F333 - 1H242r334
or', orji or,, ory or;
R33 = axl; + 6X233 - 6X313 - 6X323 - (9X343 +F113F113 +r133r313 +F223F223 +F233F323 +F334F343 +
1—‘331—‘ 1—‘331—‘112 1—‘3331—‘113 _F;3F114 _F313F122 _F323F222 _F333F223 _F343F224
or', erj or;
R44 = 8le 6X2: + 34 1H14r114 +F24F224 +F34F334
or!, or. or,
R, =R, = axlzl + 8X123 - axlz rnrzlz +r13F233 Flzzrllz —F112F133 —F122F233
or! or; or'
R,; =R, = 131 + 132 - 13 F111—‘313 +F12F223 Flsrlls F113F122 —F133F223
Ox Ox
or', or: er) or!
Ry, =R, =——"+_r+ 1: - + T30, + T, — LT T
Ox Ox ox
or, ory or;
R,, =R, = 8X231 + 8X232 - 8X223 +F112F113 +F232F323 _F223F112 —F233F113 —F233F223
or, ory or, or;
R, =R, = %41 + 242 + 243 -—= 1—‘12F114 +F23F334 1—‘241—‘112 1—‘2241—‘233
Ox Ox Ox ox*
or,, or; oer, or;
R, =R, = 8X341 + 8X342 + 8X343 - 34 F131—‘114 +F23F224 F34F113 F34F223
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e Skladowe tensora Ricciego (dalszy ciag)

OA, OA, OA, 0A

R, =2
a ox'  ox? ox°

X;‘ +ALA, +AA +A A,

R, = g‘:ﬁ +2g‘:; + gi; +Zij +A A, +AA +A LA,
R, = Z/:f + Zij +288i: + Zij +A A +AA, +A A,
R, =R, :268/:; —Zi‘f ~AA, =0
R, =R, :28A32 —‘Zi; —ALA, =0

OA

Ry =35 +3AA,

2
2
R,=R, =R, =B’ —2k+2(aLJ -2t

ox‘ox*

0°’L

-1
» Ry =3L ox‘ox*?

Pozostate sktadowe tensora Ricciego sa rowne zeru.
e Skalar krzywizny

R :g“VRHV
R = g“Rn +g22R22 +g33R33 +g44R44
R=B7L?(R, +R,, +R,)+R,,

0°L

ox‘ox*

2
R =-6L7k +6L" (S—LA‘J +6L"
X
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e Skladowe tensora Einsteina

k 1
2
Rij ngR gA B’L L_Z_L_z[

~A L8, (i,j=1,23)

2
oL 2 0°L
T

ox*

R,-7g,R-g,A=0, (i = 1’293)

i4

2
3k 3| oL
R, —%g44R—g44A=—2——[ ] -A

> r*|oxt

e Tensor pedu-energii dla pylu i promieniowania
Rozktad gestosci energii pytlu i promieniowania we wszech§wiecie opiszemy tensorem
pedu-energii dla cieczy nielepkiej.

(pc +p) Y+g"p, p= ci$nienie promieniowania
s =(pe™ +p) ¥,%; +2,p
T =( pe +p)¥*7
V* =4/sgnds’ cd;( , sgnds
gpav = V gﬁvv = Vﬁ ’ gcv = ;;c

T* = diag(B>L?p, BL*p, B>Lp,—c’p)
T, = diag( B’L’*p, B°L’*p, B’L’p, - czp)
T: = dlag( P, P, P, — Czp)

e Roéwnania pola

Ry = 78R gy =—«T

o K=81Ge™ =2,073-10""s’kg " 'm™

2
k_1fer) 2oL cz_k;(a_LjﬁzaZL_czA__mz
2 2l | Lox‘ox’ P 2 1zle) "L p
2
3k 3 (6L ¢k 1 (aLY
L—z‘L—z[a,aJ A= Tl 5] reasse

Odejmujac stronami ostatnie dwa rdwnania, otrzymujemy

1 6°L

L ot?

-1 czA+%Kcz(§pc2 +p)=0
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e Rownania pola wyrazone przez stala Hubble’a

Roéwnania pola przestrzenno-przestrzenne i czasowo-czasowe zapiszemy tak, by pojawita
si¢ w nich stata Hubble’a.

¢k 1(oL) 28L ) ¢’k 1 (aLY
—t | — | +=—5 -A==kp, S +—|—| —1c’A=1Lxpc’
I ot) Lot P la) 7o 3P
df
o lok
L ot
H = wspodlczynnik hubble’owskiego rozszerzania si¢ wszech$wiata (stata Hubble’a)
2
OH _10°L Lz(a_Lj 1azL H? 10°L H2+6_H
ot Lot L2lat L ot L ot ot
2
OH +3H* = —%—czKerczA Jezeli k=0, p=0, A=0,to H—g l
6t L 3t
2 4 c’k 2 2
H” =txpc —?+§CA Jezeli k=0, A=0,to H=c"\1kp.

e Rownania bilansu pedu i energii
Prawa zachowania opisane sg przez znikanie dywergencji tensora pedu-energii.

a

Ty, :a——r[;;T; +ToTE =0, (B=1,2,3,4)
X
Dla 3 =1 (oraz analogicznie dla B =2 1 B =3) mamy:
a 1
e =N S _ETO+TETY = M p - -r 4T (0 + T2 413 ) =0,
T ox” '
aipl —3pA +3pA =0,

Powyzsze trzy rbwnania mozna zapisa¢ w zwartej postaci.

gradp=0

Dla =4 mamy:

aTy 8T4
TS = ~TL TS +TLTY =
’ ax

4o T

STAT -T2 -TATS + TH(Th +T2 +T5)=0
2 Op
a 4

@_}.éa_L(p_i_%j :0
ot L ot c

-3pA; —3c’pA, =0
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e Rownania kosmologiczne dla pylu i promieniowania

Rownania pola przestrzenno-przestrzenne (Ré6wnanie Friedmana)

L2

1(6sz 20L ¢k oH ¢’k
at

+I¥:—F—C2KP+C2A lub 2E+3H2 :—F—CZKP-FCZA

Rownania pola czasowo-czasowe (Réwnanie Friedmana)

2 2 2
%(%) :§Kpc4—CL—2k+§czA lub H2:§Kp04—1—2k+§c2A

Rownanie na przyspieszenie czynnika skali (Rownanie oscylatora kosmologicznego)

2
Zt_ng —§c2A+%Kcz(%pc2 +p) L=0

Rownania bilansu pedu dla pylu i promieniowania
gradp=0

Rownania bilansu energii dla pyhlu i promieniowania

@+3(p+%jla—L =0
ot c” )L ot

gestos$¢ pytu

p = cis$nienie promieniowania
p

Rownanie bilansu energii zapiszemy w postaci wygodnej do analizy.
@+3( p+£jl6_L =0
ot

¢’ )L ot
3 3
g ool g0l ip
ot ot ot ot ot

8(pL3)+£8L3_0
ot oot
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e Analiza modelu

Wszech$wiat wypelniony jest tylko materia: p=0

3
a(LL)zo, 2%, A =const >0
ot
Przypadek: sgnk=0, A=0

1 (aLY aL) LlxAc! 3H>
(—j =H? =1xpc* lub (—j =3 , P=p.=——

F ot ot L KC

oL : : . .
Lo, o — 0. L zwigksza si¢ z szybkoscig malejaca do zera.

Przypadek: sgnk=-1, A=0

2 2 2 LeAct 2 3H’
Lz(a_Lj — H? :%Kpc4+c— lub (G_L) e +2—, |p<p. = 2
1\ 2t ‘az‘Lz ot L ‘az KC

oL . . : . . .
L>ow, —— — L zwigksza si¢ z szybko$cig malejaca do stalej wartosci.

3
Przypadek: sgnk=+1, A =0
2 P 2 1 4 2 2
1 (oL C oL JKACT ¢ 3H
—|—1| =H? =Lxpc* - lub |—| =2 -=, p>p. =
L? (Otj KPR T (atj L a’ Pl T
Po pewnym czasie czynnik L przestaje si¢ zwigkszac i zaczyna si¢ zmniejszac.

Wszechswiat wypelniony jest tylko energia zwiazang z promieniowaniem: p = %pc2

R

8(pL4):L8(pL3)+%pL8L3

- ot ot ot
olpLt) _B
ot =0, p=p

Przypadek: sgnk=0, A=0

1 (L) ., oL) 1kBc* 3H?
—_— — :H :l 4 lb R :3—’ = =
Lz(atj sepe W (atj L PP

B =const >0

b

Loow, % — 0. L zwigksza si¢ z szybko$cig malejaca do zera.

Przypadek: sgnk=-1, A =0

2

1 (L) ., ¢’ oL) 1kBc' 2 3H
—|—| =H?=1xpc’ + lub [—| =2 +—, |p<p.=
L2 [ at j 3 p ‘az‘Lz ( at j L2 ‘az p p KC4

Low, —-> —‘ ‘ . L zwieksza si¢ z szybkos$cig malejaca do statej wartosci.
at 2
a

Przypadek: sgnk=+1, A=0

1 (LY ., c? oLY 1kBc' ¢’ 3H?
—|—| =H?=1kpc* - lub |—| =2 ——, p>p. =

L [ ot j 1P T ot e Dt
Po pewnym czasie czynnik L przestaje si¢ zwigkszac i zaczyna si¢ zmniejszac.
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e Analiza modelu w przypadku ré6znej od zera stalej kosmologicznej

Przypadek: sgnk =0

2 2 2
1 (a_Lj —H = dhpet - S e deiA, 1O = detA— bk (4pet +p)

ot 5 L ot
p=0, p=0, sgnk=0, A=const>0

2
— c°A
L*\ ot L ot?

W~

1

L= exp[(%A); ct} —exp[Ht], H=c(1A)2 =const

L zwigksza si¢ eksponencjalnie w czasie. H =const oznacza ciagla pozorng ucieczke
czastki pobnej zgodnie z prawem Hubble’a.

UWAGA

Ze wzgleduna p=0 i p=0 rozpatrywany model opisuje wszech§wiat de Sittera i powi-
nien by¢ traktowany jako graniczny przypadek bardziej realistycznych modeli.

Przypadek: sgnk = -1

2 2 2
(&) 7o et T e TRttt

L(a_sz_Hz: ¢ ign, LOL_ op
L\ ot

Uktad nie posiada wspolnych rozwigzan.
Przypadek: sgn k = +1

2 2 2
1 (G_Lj —H> =%KPC4_CL_k+lCZA, LOL_i2p Lie?(Lpe? +p)

ot 778 Loz 2
p=0, p=0, sgnk=+1, A=const>0
1 (LY c? 1 8°L
—|=—| =H?’=- +1c’A, ——=1¢
Lz(ﬁtj all? Lat> °

Uktad nie posiada wspolnych rozwigzan.

2
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e Prawo Hubble’a

df axt
P =4/sgnds’ cdL

S

sgnds® =—1
&%
V=1 x
ds
IBde“ (a=1,2,3)
P =x*
0 =ic dB—de“, (a=1,2,3)
o ds
dx* zt dx“
v =ic—=0, =0, (a=1,23)
s ds
dx*
i
ds

dBL oBLdt oBLdx' ¢oBLdx” oBLdX’ oBL1dx' 1 oL

—+ + + = - =-

ds ot ds ox' ds  ox* ds  ox’ ds ot ic ds ic ot
. o_ 1 8L e .
\% I Bdx" = BLdx“ = pozorna predkos¢ ucieczki

df 1 a
H:—— = stata (parametr) Hubble’a
L ot

=jBde“, (a=1,2,3)

0

v*=Hx" Prawo Hubble’a

x* = wspotrzedne wzgledem uktadu kartezjanskiego sztywno zwigzanego z Ziemia

X* = wspotrzedne przeskalowane

L= L( t ) = bezwymiarowy czasowy czynnik skali

UWAGA

Prawo Hubble’a gloszace, ze galaktyki oddalajg si¢ od nas z pozorng predkoscig wprost pro-
porcjonalng do ich przeskalowanej odlegtosci, jest rtownowazne ze stwierdzeniem, ze czynnik
skali wszech§wiata ro$nie w czasie eksponencjalnie, poniewaz niezmienno$¢ w czasie stalej
(parametru) Hubble’a oznacza, ze

oH 6(16_Lj_0
ot at\L ot

L =expHt
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e Metryka F-L-R-W we wspoélrzednych sferycznych

ds? = 12 (dx'f +(dx?f +(ax*) +(ax*} || Metryka F-L-R-W w kartezjaiiskich

[ ) _l_lj1 { ( " )z N ( . 2)2 N ( O )z }T wspotrzednych izotropowych

x' =rsinBcosp, dx' =sindcospdr +rcosd cosp dO —rsind sing do
x> =rsinOsing, dx’ =sin0sing dr + r cosO sing dO + r sin cose do
x’ =rcos0, dx® = cosO dr —r sinf dO

x* =x* =ict

(x4 () + (<)

dr’ +r*( d6* + sin*0d¢’
ds? =2 & T ( il 51121 e )+ ( dx4)Z Metryka F-L-R-W w sferycznych
(1 + k r2j wspotrzednych izotropowych
4
s T
1+ k r’

ds =2 { lffl;z +#2( do? +sin29d(p2)} +(dx*f

UWAGA
Wspotrzednymi izotropowymi nazywane sg wspotrzedne, w ktorych przestrzenna czgs$¢ met-
ryki jest proporcjonalna do odpowiadajacego jej wyrazenia euklidesowego.
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1 1 PROSTY MODEL ROZSZERZAJACEJ SIE CZASOPRZESTRZENI

e Podstawowe zalozenia

Podamy interpretacje prawa Hubble’a w oparciu o model rozszerzajacej si¢ czasoprze-
strzeni. Zaktadamy, ze wzgledem uktadu zwigzanego z Ziemig otaczajaca ja jednorodnie roz-
mieszczona w skali wszech§wiata materia pozostaje w spoczynku. Ekspansji ulega czaso-
przestrzen, wskutek czego obserwujemy pozorng ucieczke galaktyk.

e Podstawowa forma metryczna
ds? =2 | (ax' F + (ax? ) + (@ F + (ax* ]
x* =ict

L= L( t) = bezwymiarowy czynnik skali

e Skladowe kowariantnego tensora metrycznego

L> 0 0 0
0 L* 0 0
- , =diag(L*, L, L, L
gu 0 0 L2 0 gu g ( )
0 0 o0 L

2
81 =8»n =8y =8u=L
Pozostale sktadowe kowariantnego tensora metrycznego sg rowne zeru.
8
g=818,8:84u =L

e Skladowe kontrawariantnego tensora metrycznego
g =g,
L> 0 0 0

0 0 0 L?
g11 :g22 :g33 :g44 :L—Z

Pozostate sktadowe kontrawariantnego tensora metrycznego sg rowne zeru.

e Skladowe mieszanego tensora metrycznego

1 0 0 O
. |01 00 . )
g. = 001 ol g,:dlag(l,l,l,l)
0 0 01

1 _ 2 _ 3 _ 4 _
g =g =g=g,=1
Pozostate sktadowe mieszanego tensora metrycznego sa rowne zeru.
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0 0
e Symbole Christoffela pierwszego rodzaju: [“ V] %8s o Lo OB
ox" ox' ox“
[1 1] :_lagu
! 2 ox*
[2 2] :_l 081
! 2 ox*
[3 3] _ 1 023 e Symbole Christoffela drugiego rodzaju: I'7 =g [“av]
2t
1 og 1 dL 1 oL
[114] :[411] ) 5’X141 I = 44[141]_ Lok’ r,=T, = gll[ll4]:f8x4
1 og 4 a2 2 1 dL 1JL
[224]:[42212587? Iy = [4 ]_ Lax 1—‘224:1—‘422: 22[2 4] La
34 43 lag 4 4403 3 1 oL 3_3_3334_16L
[3]:[3]258713 5= [4]:_I§ =l =g [3]_I8x4
[44] :lagM = 44[4 4] 1 oL
o2 et i} Lo’
6F“ or’
 Skladowe tensora Ricciego: R = 8;; +I0 Ty —Th T,
_ar
Rll 11 1_‘141_‘141 1_‘111_‘224 1_‘111_‘334 1_‘111_‘4:14
8F242 4 4l 473 4 14
Rzz 1H24r22 rzzrm - 1H22r34 - F22F44
81—‘343 4 41 42 44
R33 + 1—‘341—‘33 1—‘331—‘14 _F33F24 _F33F44
ory, or,, or;
R44 = 8le + axzf + 34 1H14r114 +F24F224 +F34F334 1Hf4(r114 +F224 +F334)
1 o’L oL ) a 0
L 1 1 1 L
R axtext 12 8x4] L [atj }
2
3 9L 3(dL _ilaL (_L
"o Loxtox* 17| ax* L ot? o
Pozostale sktadowe tensora Ricciego sg rOwne zeru.

e Skalar krzywizny: R =g"R ,

6 O°L

T oxtoxt

61
I

0°L
ot>

R = g“Rn +g22R22 +g33R33 +g44R44
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e Skladowe tensora Einsteina

2
1oL )] 2 oL 1| 1 (oL 20°L .
Ro 38R ?(&a] Lo | —[ e R }‘» (i.j=123)

R, -7g,R=0, (i: 1’293)

2
3 (oL 3 (oLY
R44_%g44R:_F[aX4J :W(Ej

e Tensor pedu-energii dla pylu i promieniowania
Rozktad gestosci energii dla pytu i promieniowania we wszech§wiecie opiszemy tensorem
pedu-energii dla cieczy nielepkie;.

™ = (pc’2 + p)V“VV +g"p, p= ci$nienie promieniowania
T =(pe? +p) V9, +2,40 = (pe” +p)e,,2, 77" +g,p

T2 = pe? +p)3¥, +gtp=( pe +p)e, 77 +glp

~ dx
V® =/sgnds’ C sgnds® =—sgng,, =—sgnL’ =1
guotvll =V gﬁvVV = Vﬁ’ gcsv’;;V :Vc

~1 _~2 3 4
V =V =V =0, ds=4g,dx

T" = diag( L?p,L7p,L7p, T* ), T*=-L7pc’
T,, = diag( L’p,L’p,L’p, T,, ), T, =-L’pc’

2

T: = diag(p,p.p, T!), T =—pe

e Rownania pola

Ry = 78R =Ty, ©=8rnGe™ =2,073-10s’%kg ' m"

[}

2
1( oL 2 0L , 1(6sz 2 0°L ,
— e R, b | ——| ] s 28— %L
Lz(ax“] L ox‘ox” P 2lat) " La P
(L) 1 (LY
3 O ub +_(_j IR
L2 (ax‘*J P L2\ ot } P

Laczac powyzsze dwa roOwnania, otrzymujemy

o°’L |
o °

p-te) | b | ZE-sep o)
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e Prawa zachowania
Prawa zachowania pedu i energii wyrazimy przez znikanie dywergencji tensora pgdu-
energii.

a

o,
T, =—L AT +TeTE =0, (a=1,2,3,4)

8X Bo T
Dla a =1 (oraz analogicznie dla oo =2 1 o =3) mamy:
. OT" 0 a oT!  op
Tl(l - 8x _FII;TH 1_‘;101’1—‘1H :gi:yzo’
oT, 0 oT;, 0
20'Loc = 22 = pz = O > T;(x = 3 p
NG) ox BNG) 4 8x

Powyzsze trzy rownania mozna zapisa¢ w zwartej postaci.

gradp=0

Dla o =4 oraz sgnds® =—1, mamy:

a 4
_OT e, R - aT

4o T

ST —T2T2 —TT + T (T, +T5 +T3 ) =0,

o
T4;<1

, Op 3aL 34

O Lot P L’

@"'éa_L(p'F%j :0
ot L ot c

¢ =0.

e Réwnania kosmologiczne dla pylu i promieniowania, sgn > = +1, sgnL = +1

Rownanie pola przestrzenno-przestrzenne

0’L oL
o 2L(8tj -zeidlp

Rownanie pola czasowo-czasowe
1 (oLY’ 1 (LY
(5] e e o { T it

Polaczenie obu rownan pola
0° L

=1lc KL3( p+§pcz)

Rownanie bilansu pedu
gradp=0
Rownanie bilansu energii
3 3
P 43 aL( p+%j o b AL )+%8L 0
ot ot ot c” ot

p = ci$nienie promieniowania
p = gestos¢ pytu
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e Niezerowe skladowe mieszanego tensora krzywizny

1 LY’
R1212 = R1313 = R1221 = R§23 = R1331 = R;32 = ( aaj = %Kcszz
1 &L (1 aLY
R£114 = R42124 = Rz3134 = R;141 = R42142 = R§43 :F P _(L_CEJ = _%KLZ(%PCZ +p)

e Analiza modelu

Wszechswiat wypelniony jest tylko energia zwiazana z promieniowaniem: p =1 pc’
pL' =B =const>0
2
(G_Lj =1xe*pL! =1xc’B = const >0
ot

o°’L

atZ

L=L,+c’y/ixBt, t>0

R1212 = R1313 = R1221 = R§23 = Rf3l = stz = %Kcszz = %KCZBL_Z
R, =Ry, =Ry, =R}, =R}, =R}, = _%KCZPLZ = _%KCZBL_Z
Los wszechswiata:

Liniowy wzrost w czasie czynnika skali 1 asymptotyczne zblizanie si¢ do stanu plaskiej
czasoprzestrzeni.

=0

Wszechswiat wypelniony jest tylko materig: p=0
pL’ = A = const > 0

o°L
— =1ke'pL’ =Lkc*A = const > 0

)
ot> 2L\ ot
2

Ostatni wzor jest podobny do relacji a :%, taczacej przyspieszenie, predkos¢ i1 droge

w ruchu jednostajnie przyspieszonym bez predkosci poczatkowej. W zwigzku z tym
=1, +%(%KC4A)t2 , t>0
1l 1l 2 2 3 3 2 -1 -2,-2
R, =R35 =R} =R5; =Rj; =Ry, :%KC AL" =4ct
Ri, =R =Ri, =R}, =R}, =R}, = _%KCZADI ==
Los wszechswiata:

Kwadratowy wzrost w czasie czynnika skali 1 asymptotyczne zblizanie si¢ do stanu ptas-
kiej czasoprzestrzeni.
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e Prawo Hubble’a

df dx*
V" =,/sgnds’ e

s
sgnds® =1

dx*

v =ic

Cdx®e  dx®
v =ic—=0, — =0, (a=12,3)
ds ds
dx* 1

ds L
dL _oLdt oL 1dx’ 114

ds otds otic ds  icL ot

oL 1 L

. 1 . .
v =x" ——=Lx"—=— = pozorna predkos¢ ucieczki
L ot coa T pre
@1 JL ,
=— —— = stala (parametr) Hubble’a
x" =Lx"
v =Hx" Prawo Hubble’a
x* = wspotrzedne wzglgdem uktadu sztywno zwigzanego z Ziemia
X* = wspotrzedne przeskalowane
L=L(t) = czasowy czynnik skali

UWAGA
Prawo Hubble’a gloszace, ze galaktyki oddalajg si¢ od nas z pozorng predkoscia wprost pro-
porcjonalng do ich przeskalowanej odlegtosci, jest rownowazne ze stwierdzeniem, ze czynnik

skali wszech$wiata ro$nie w czasie liniowo, gdy p =3 pc’ i kwadratowo, gdy p=0.
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1 2 MODEL WIRUJACEGO WSZECHSWIATA GODLA

® Rozwiazanie Godla

W 1949 Kurt Gddel " znalazt rozwiazanie rownan pola (z cztonem kosmologicznym roz-
nym od zera)
Ru
opisujace model wszech§wiata o statym promieniu przestrzennym, w ktérym materia wiruje
wokot osi przechodzacej przez $rodek masy (osia obrotu jest prosta X°). Rozwiazanie zostato
podane w uktadzie wirujagcym wraz z materig.

- %gwR =—«T,, + ng ,

v

ds? = —(dx' f +1e™ (dx?f = (dx*f +2¢™ dxdx* +(dx* ]

ds*>0,
x* =ct R
1
b=—,
R
1
C+/ Kp ’
R = staty promien przestrzenny wszech$wiata,
1
- 2R’
T}lv =pV,V,,

V= (V1 ,V2,V3,V4)= (0,0,0,c),

bx'
V= (V1 ,V2,V3,V4)= (0,ce ,O,c).

Rozwigzanie Godla podalismy jako przyktad ilustrujacy mozliwosci OTW, ktora dopusz-
cza istnienie roznych wirtualnych modeli wszechswiata. Fakt, ze zyjemy we wszech$wiecie
friedmanowskim wydaje si¢ by¢ jedynie dzietem przypadku.

e Metryka Godla we wspoélrzednych cylindrycznych
Metryke Godla zapiszemy roéwniez we wspotrzednych cylindrycznych
x'=rcosp, x’=rsinp, x =x’, x'=x".

ds? = —(cosch —%em"s"’sinch)dr2 -1’ (sinch —%GZbMS(PCOSZ(P)d(P2 - (dx3)2 + (dx4)z +

brcose brcose

+ 2rsing cosg (1 + %e%“"s"’)drd(p +2e”**sing drdx* + 2re”****cosp dpdx*

Dla ¢ =0 oraz ¢ =2=n
ds? =—dr’ +1r’e™ do’ - (dx3)2 + (dx“)2 +2re™ dedx*.
Po pelnym obrocie uktadu wspotrzednych, przy ustalonym r, metryka pozostaje nie zmienio-

na.
Uwzgledniajac, ze
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T:27[_R oraz R = I

b
C C+/Kp

dla okresu obrotu wszech$wiata otrzymujemy

1

Jp

~1,5-10°[m™ -s-kg’]

To_ 2T
c2\kp

Czytelnikow zainteresowanych rozwigzaniem Godla odsylamy do jego drugiej pracy kos-
mologicznej opublikowanej w 1952 ).

Y Kurt Gédel: An Example of a New Type of Cosmological Solutions of Einstein’s Field Equ-
ations of Gravitaion. Reviews of Modern Physics 21, 3 (July, 1949) 447-450.
Przyktad nowego typu kosmologicznych rozwigzan rownan pola grawitacyjnego Einsteina.

2 Kurt Godel: Rotating Universes in General Relativity Theory. Proceedings of the Internatio-
nal Congress of Mathematicians. Edited by L. M. Graves et al.. Cambridge, Mass. 1 (1952)
175-181.

Wirujgce wszechswiaty w ogolnej teorii wzglednosci.
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MATEMATYCZNY

1 MACIERZE

e Podstawowe definicje

Macierzag A™" :[aw] ™ (u=1..,m;v=1..,n), o wymiarach m na n nazywamy zbior
liczb lub funkcji, zwanych jej elementami, zestawionych w m wierszy i n kolumn. Element a
znajduje si¢ w 1 -tym wierszu i v -tej kolumnie.
e Wyznacznik macierzy

Wyznacznikiem stopnia n macierzy A™" = [auv]"xn, oznaczanym przez detA:‘ a, |, nazy-

wamy liczbe lub funkcj¢ utworzong z elementéw macierzy A wedlug wzoru
df n!
detA:Z(—l)k" a8, 8y
A=l

Sumowanie przeprowadza si¢ po wszystkich n! permutacjach A,,A,,...,A_ liczb 1,2,...,n, a k,
jest iloscig inwersji (nieporzadkéw, przestawien) w danej permutacji drugich wskaznikow.

a; ap|
=apdy —apay
Ay dyp
Wyznacznik trzeciego stopnia wygodnie jest oblicza¢ wedtug reguty Sarrusa.

=a,;2,a33 723,3,385 +2,3a,,25 —238,535 —a,;35335 —a,,3,d5
Przypomnijmy wybrane ogélne wtasnosci wyznacznikow.

TWIERDZENIE
detA ™" = iauvAuv — iauvA“V
TWIERDZV];NIE .

nxn

A" = dopemnienie algebraiczne elementu a,, wyznacznika det A
AV = (_ I)IHV M
M* = minor elementu a , wyznacznika det A, czyli podwyznacznik utworzony z wyz-

| | nacznika det A poprzez skreslenie p1-tego wiersza i v -tej kolumny
Na przyktad
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e Dodawanie macierzy

Sumg macierzy A= [a“V ]nxm i B= [bHV ]nxm nazywamy macierz C= [cw]nxm , C=A+B,
ktorej elementy dane sa wzorem c, =a,  +b, . Dodawanie macierzy jest przemienne,

C=A+B=B+A.

e Mnozenie macierzy

nxq

lloczynem macierzy A= [a o ]pxn i B=[b,,|"* nazywamy macierz C= [c y ]pxq , C=AB,

Element ¢, jest sumg iloczynéw odpowiada-

n
ktorej elementy dane sag wzorem c,, :Z a,,bg, -
a=l1

jacych sobie elementow p-tego wiersza macierzy A i v-tej kolumny macierzy B. Mnozenie
macierzy w 0golnosci nie jest przemienne.

TWIERDZENIE
det A""B™" =det A™" det B""
e Macierz transponowana

Macierzg transponowang (przestawiong) wzgledem macierzy A™" = [auv]nxn nazywamy
macierz A" = [aEV] =[aw]. Macierz A" powstaje z macierzy A poprzez zamiang miejscami
wierszy 1 kolumn.
e Macierz symetryczna

Macierz A™" = [aw]nxn nazywamy macierza symetryczna, jezeli A= [a HV] =A" = [aw].
TWIERDZENIE

detA =detA"

e Macierz odwrotna
Macierza odwrotng do macierzy kwadratowej A stopnia n nazywamy macierz oznaczang

przez A~' lub A" takzZe stopnia n, spetniajaca nastepujaca wiasnosé:

AA"=A"A=B ] 6, = {1 THEY
(RN TIE-RY

A oto niektore wlasnosci macierzy odwrotne;.

(A7) =a

detA-detA™ =1

(AB)' =A"'B"

Operacje transpozycji i odwrocenia sg przemienne.

a7 =)

Jak majac macierz A™" = [aw] ™" znalez¢ macierz odwrotng A” = A" = [aEV] "o
TWIERDZENIE
Vi
ay, = A
" detA
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e Rownanie charakterystyczne, wartosci wlasne i wektory wlasne macierzy

Minorem gltéwnym stopnia k macierzy kwadratowej A nazywamy podmacierz powstatg
z elementdéw stojacych na przecigciu k wierszy oraz k kolumn o tych samych indeksach. Jako
przyktad podamy wszystkie minory gtéwne drugiego stopnia macierzy A czwartego stopnia.

{au a12j| {311 al13} {au a14} {azz 323} {azz a24} {333 a34}
9 9 9 9 b
ay ay a3 Az Ay Ay a3 Ay Ay Ay Ay Ay

, . . 4x4 , .
Rownaniem charakterystycznym macierzy A= [aw ] nazywamy rownanic

a;; —A ap ap Ay
a a,, —A a a
det| % 2 » =LA I AL + LN+, =0
as as a;—A a3y
a4 ap A3 a4 — M

I=(-1)""s., (x=01234)

K

S, = suma wyznacznikOw wszystkich minorow gtoéwnych stopnia k macierzy A
I,=S,=1
Na przyktad wspotczynniki I, i I, sa odpowiednio $ladem i wyznacznikiem macierzy A :
I, = —(a11 +a,, +ag, +a44): —Tr A=-Tr [aw]m,
I, =det A =det [auv]4X4.
Przy okazji odnotujmy, ze
A +A,+A,+A, =a, +a,, +a; +a,, =TrA=Tr[aw]4X4,
Ay dy Ay hy =det A =detfa,, |7
Rozwigzania A,, A,, A;, A, rownania charakterystycznego nazywamy warto$ciami
wlasnymi macierzy A = [aHv ]M .
Wektorem wlasnym odpowiadajacym danej warto$ci wlasnej A, macierzy A nazywamy

macierz jednokolumnowa x_ spelniajaca nastgpujace rOwnanie

a Ap Az Ay || Xy, Xia Xia
a a a a X X X
21 Qg A3 Ay 2 2 2

o | _ }\Jq o , X, = o

a3 Az Az Ay || X3 X34 X3

Ay Ay Ay Ay || Xy, X 4o X 4o

Sktadowe wektora wlasnego x,,, X,,, X;,, X,, odpowiadajacego wartosci wlasnej A, sa

o

rozwigzaniami jednorodnego uktadu rownan liniowych

(an _X(x)xla +a,X,, ta;X,, +a,X,, =0,
45X +(azz _ka)xza +a,X,, +a,X,, =0,
A3 X, TanXy, +(as3 _ka)xm +a3,x,, =0,

A4 X g TAHXy, AKX, +(a44 _ka)xm =0.
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e Transformacje ortogonalne

DEFINICJA
Transformacje ortogonalne to liniowe transformacje przeksztalcajace uktad ortonormalny
w inny uktad ortonormalny.

4 ox' ox'

X, =;awxw 8, = axz , A= [a““]:[axj’ (W=1234), e, e =5,
d ’ aX(X axd ’ 1A

X, =;cwxv, Coy = o C = [C‘“]{ax;}’ (@=1234), e, e =35,

4

>ac =0, AC=[5,], C=A"

a=1

TWIERDZENIE

Macierz transformacji ortogonalnej (macierz ortogonalna) spetnia nastgpujace warunki:

4 4
Z:aomaOW :SW lub Z:amaVOL =8W,
a=1 a=1

czyli suma kwadratow elementéw kazdej kolumny rowna si¢ jednosci, a suma iloczynéw od-
powiednich elementow dwodch réznych kolumn réwna si¢ zeru lub suma kwadratow elemen-
tow kazdego wiersza rowna si¢ jednosci, a suma iloczynéw odpowiednich elementow dwéch
roznych wierszy rowna si¢ zeru.

TWIERDZENIE

Macierz kwadratowa reprezentuje przeksztatcenie ortogonalne wtedy i tylko wtedy, gdy
AAT=E=[5,] albo A"A=E=[5,],

gdzie I jest tzw. macierzg jednostkowa, ktorej wszystkie elementy sg rowne jednosci a wszy-

stkie pozostale sg zerami.

DEFINICJA
Macierz kwadratowa nazywa si¢ ortogonalng, gdy

AAT=E=[5,] albo A"A=E=[5].
TWIERDZENIE

Dla macierzy ortogonalnej macierz odwrotna jest rowna macierzy przestawionej (transpono-
wanej).

N T S R S OB (ON

aP(V

DOWOD

4 -1 C(lV = aV[X
;apacav = Spv’ C = A Cm, — azv

4 = C — AT
zapaava = Spv

P A—l :AT
TWIERDZENIE

Wyznaczniki macierzy ortogonalnych sg rowne +1.
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WNIOSEK
Dla macierzy ortogonalnych

O e o e

A\

[aw]T:{ax;} [, =[] - Bﬁﬂ{%ﬂ

X,
WNIOSEK
Dla macierzy orto gonalnych
& ox! ox!, _5 4 0x, o, _ 50X, Ox, 4 0x, 0,
= ox, axv W &ox, ox, ~ox!, ox!, O = ox, E
IR ol Mie A i@x’ax_ 0%y 0K, _ s
= ox,, 0x,, Oy &~ ox! ox, = CoHoxl ox,
TWIERDZENIE

Macierz odwrotna macierzy ortogonalnej jest ortogonalna.

DOWOD
(A") A" =(A")A"=AA" =E.

TWIERDZENIE
Iloczyn dwoch macierzy ortogonalnych jest macierzg ortogonalna.

DEFINICJA
Niepusty zbior G nieosobliwych przeksztatcen liniowych reprezentowanych przez ich macie-
rze stanowi grupe, gdy

1. A(A-B)eG

A,BeG

2. AJ}/’EEG(A-B)-C:A-(B-C)

3. AV A-AT=AT.A=E
AeG A7'eG

4. ANV A-E=E-A=A
AeG EeG

TWIERDZENIE

nxn

Liniowe transformacje ortogonalne tworza grupe. (Wszystkie macierze ortogonalne A
tworza grupe.)

Przyktadami przeksztatcen ortogonalnych sg obroty 1 inwersje
cosep sing 0 O 1 0 0 O

—sing cosp 0 O 01 0 O
0 0O 1 0| |0 0 -1 O
0 0 0 1 00 0 1
WNIOSEK

Kazde przeksztalcenie ortogonalne mozna przedstawi¢ jako iloczyn obrotdw i1 inwersji.
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2 ALGEBRAICZNE FORMY KWADRATOWE

e Forma kwadratowa
Forma kwadratowa nazywamy funkcj¢ n zmiennych x,,X,,...,x, danag wzorem

n n
x)=22aquaxﬁ, Bop =gy 5 (o, =1,2,...,n).

a=1 B=1
Jezeli wspofezynniki a gz i zmienne X,,X,,...,X, 83 rzeczywiste (zespolone), to forma kwad-

ratowa nazywa si¢ rzeczywista (zespolong).
e Macierz formy kwadratowej

Macierzg formy kwadratowej nazywamy macierz jej wspotczynnikow A = [aaﬁ] = [a Bt ]

e Rzad formy kwadratowej

Rzedem r formy kwadratowej nazywamy najwigkszy stopien réznych od zera minoréw
glownych jej macierzy.
¢ Dodatnio okreslone formy kwadratowe

Rzeczywista forma kwadratowa A x x ZZaaﬁ «Xp nazywa si¢ dodatnio okreslona,

a=1 p=1
jezeli A(x,x)>0 dla dowolnych wartosci rzeczywistych zmiennych x,,X,,...,X, nie row-
nych jednoczesnie zeru.

e Kiryteria dla dodatnio okreslonych form kwadratowych
Rzeczywista forma kwadratowa n zmiennych jest dodatnio okre$lona wtedy i tylko wte-

dy, gdy:
1. Mozna ja sprowadzi¢ do postaci D z z Zz

Wyznaczniki wszystkich minoréw giownych jej macierzy sg dodatnie.
Wszystkie warto$ci wlasne jej macierzy sg dodatnie.

Jej macierz mozna przedstawi¢ w postaci A =C'C.

Sprowadzanie formy kwadratowej do postaci kanonicznej (diagonalnej)

o B W

Dowolng rzeczywistg forme¢ kwadratowg A(x, x): ZZaanqxﬁ mozna sprowadzi¢ do
a=l B=l1

postaci kanonicznej (diagonalnej) C(y, y) = ZMyi za pomocg przeksztalcenia ortogonalne-
o=l

go o wyznaczniku rownym 1, gdzie A,A,...,A, sa wartosciami wlasnymi macierzy formy
wyjsciowe;.
e Sygnatura formy kwadratowej

Sygnaturg formy kwadratowej nazywamy roznice liczby p wspdiczynnikow dodatnich
1 liczby q wspotczynnikdéw ujemnych w postaci kanonicznej tej formy, s=p—q.
e Prawo bezwladnosci formy kwadratowej

W postaci kanonicznej formy kwadratowej liczba p wspotczynnikéw dodatnich 1 liczba q
wspotczynnikéw ujemnych nie zalezy od wyboru przeksztatcenia ortogonalnego, sprowadza-
jacego dang forme do postaci kanonicznej.

Suma liczby p wspotczynnikéw dodatnich i liczby q wspotczynnikéw ujemnych w postaci
kanonicznej formy jest rowna rzgdowi formy wyjéciowej r=p+q.
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Niezmienniki liniowych przeksztalcen ortogonalnych formy kwadratowej

Niezmiennikami liniowych przeksztatcen ortogonalnych formy kwadratowej s3:

1. Rzad macierzy formy kwadratowe;.
2. Wyro6znik (wyznacznik) macierzy formy kwadratowe;.
3. Wspotczynniki rownania charakterystycznego macierzy formy kwadratowe;.
4. Wartosci wlasne macierzy formy kwadratowe;.
TWIERDZENIE
Liniowe przeksztalcenie ortogonalne wspotrzednych
n Hy o v v B n n ro v v B n aXH v aXV
x" =bix"", x =bﬁx , dx" =bldx'", dx =bﬁdx , b= , bﬁz
ox'® ox'P

sprowadza forme kwadratowa ds” = g, dx"dx"

do postaci diagonalne;j

ds® =g,80dx"“dx"”

wtedy i tylko wtedy, gdy kolumny macierzy B:[bz] sg wektorami wlasnymi macierzy

Gg;].

3 LINIOWE PRZEKSZTALCENIA ORTOGONALNE I ROZNICZKOWE FORMY
KWADRATOWE W TEORII WZGLEDNOSCI

e Czasoprzestrzen
Czasoprzestrzen jest czterowymiarowa przestrzenig zdarzen. Do jej opisu beda uzywane

w tej ksigzce uklady wspotrzednych {xl x7,x7,xt = ict} z czwarta wspotrzedna urojona.

Poniewaz prezentowane poprzednio definicje, twierdzenia i wnioski byty sformutowane dla
rzeczywistych zmiennych i1 wspétczynnikow, nalezy zbadac¢ kiedy mozna je stosowaé w przy-

padku urojonych zmiennych i wspotczynnikow.

e Transformacja przeprowadzajaca forme¢ metryczng urojonga w rzeczywista

X =Z
2 2
X =Z
3 3
X =Z

2 X v X X
dsx :guvdxudx > guv :gvu

XH

A%

o

_ 4k
=ahz",

dx" =abtdz”

X =agzﬁ, dxv=agdzﬁ

1 000
oz |10 1 0 0
ab = = , det[ai]:i
ox* |0 01 0
0 0 0 i

df
2 X M,V o B _ .z o B Z X U,V
ds; —gwaqaﬁdz dz —gade dz", Cop =88,

Badana transformacja

1. nie zmienia postaci formy metrycznej,

3. zmienia znak czwartej wartosci wlasne;j,

2 1.2
ds; =ds;,

2. zmienia znak wyznacznika tensora metrycznego, det[ gfw] =— det[ op ] ;

N, =—\,, przy czym w postaciach kanonicz-

nych obu form urojonej i rzeczywistej analogiczne cztony sa sobie rowne, w tym
Nydx*dx* =N, dz*dz* .
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4 PROSTOLINIOWE UKLADY WSPOLRZEDNYCH

e Dualny (sprzezony) uklad wspotrzednych
Rozpatrzmy czterowymiarowa przestrzen zdarzen, a w niej prostoliniowy uktad wspot-

rzednych {xl,xz,x3,x4 =ict} z wektorami bazowym {el,ez,e3,e4}. Rozpatrzmy takze
sprz¢zone z nimi (dualne do nich) uktad wspotrzednych {X1 ,X5,X5,X 4} i wektory bazowe

COS(ewe"):SI/l _ {1 Su=v

e’ )
(IR TE-RY

{e1 ,e’.e e’ } Z mocy definicji mamy e, -e" i‘ e“‘
Wektory bazy {e,.e,.e,.e, } i bazy dualnej {e',e>,e’,e* | spetniaja oczywiste zaleznosci:
et =g'e ,

e, =g.e,

le"]=le.]".

[e.]=[e"]".

1 =
e, )le]=[5!], 85={OZLVV.

Pozostaje nam tylko wyznaczenie jawnej postaci macierzy g i g, .

B gl
¢ =e e\, v v v v v v v Y
" = e'-e" =g e"=g" = g =e"-e"=e"-e"=g" = g"=g™
v_
e e’ =1
_ v
eu—gwe .
v df1 = ep.ev:gpve .ev:guv = gpv:eu.ev:ev.ep:gvp = gpv:gvu
e e =
v

Przypomnijmy jak wyznacza si¢ macierz odwrotng:
gps = eu ’ ec
oV

g” =e’-e’ :>gmg"v=(ep-eGXe"-ev)=(e“-eVXec-e")=e“-eV=6:,

V _ |V
e, e —8H

guogcv — 6:1 o Avc

VO A% :> g - ’
g,.A" =85, g
gdzie

g:det[ gqﬁ] = wyznacznik macierzy utworzonej z elementow g4,

A = dopelnienie algebraiczne elementu g _ wyznacznika .
Podamy jeszcze wzory dla dtugosci wektorow bazowych i katow miedzy nimi:

‘eu‘: le" . "
— ‘eu‘: lguu’

el et =g

‘e‘: e -€
[T B Vg TRRgT! ]
:‘eu‘_ B s

€€ =8
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‘eu‘ = Jg", le'|=,/g”
pv
e" e’ :‘e“ e’ cosé(e“,ev) = cosé(e“,ev):—,
lguu gvv
e e’ = guv
‘eu‘ = Vg““’ ev = ngv
gp,v
e, e, :‘eH e, cosé(eu,ev) = cosé(eu,ev):—.
Vguu VEw
e, e =g,

e Algorytm konstrukcji bazy dualnej (sprz¢zonej)

1. Zadajemy wektory bazowe (bazeg) {e1 ,e,,e;,e 4} .
2. Wyznaczamy macierz g, .

g, =€, €= ‘eu‘ e, |cos é(eu,ev)
3. Wyznaczamy macierz g"*

g 81 81 8u

A AT _ gy 8»n 8xn 8u
= = , g =det

g g 231 83» 83 8Bun

4 8x Bs 8u

4. Wyznaczamy dualne wektory bazowe {el ,e’.e’ e }, wykorzystujac wzory
4

e = E g%, .

o=l

Utatwimy sobie prace postugujac si¢ relacjami
‘eu‘ — lguu ,

cosé(e“ e’

guv :gvu

)

guu gvv
Znajdujemy z nich dlugosci wektorow bazy dualnej oraz katy miedzy nimi.
Istotnym utatwieniem jest rowniez informacja zawarta w definicji bazy dualnej

e, e =3,
z ktérej znajdujemy pary wektorow prostopadiych wzgledem siebie, po jednym z kazde;j
bazy.
PRZYKLAD
Konstrukcja bazy dualnej w dwoch wymiarach.
x’ ‘el‘:l, ‘ez‘zl
1/ g =¢e ¢ =1
= = . = i l
e, A (e, e,) = 60° € =82 7€ 6, o = . , g:1 2 =2
\ 1 :‘ e “ ez‘cosé( e ,ez):% S 11
4 > Xl
¢ gy =¢,-e, =1
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Elementy macierzy g"’:

_1 1+1 1
g11 — ( )3 :%
4
_1 1+2 1 . 4 _2
g12:g21_( )3 2:_%%:_% :>gu |:_3; 43
4 3 3
(_ 1)2+2 1
g22 = 3 :%
4
Wektory bazy dualne;:

11 12, 4 2

€ =get+tge, =3¢ —3¢€,,
2 21 22 2 4

€ =g € +tg e, =—3€¢ +3¢€,.

Relacja definicyjna miedzy wektorami bazy i1 bazy dualne;j:

1 (4 2 _ 4 2 _ 4 2. _
€ -¢ _(Eel —3e,)-€e =5€ - —5€,-€¢ =38, 58, =1,

1 _(a 2 _ 4 2 _4 2 _
€ ¢, _(Eel _§e2)'e2 =3€ e, —5€,-€, =3¢, 58, =0,
2 (2 4 _ 2 4 _ 2 4 _
¢ ¢ _(_?el +?e2)'e2 =—3e e, +5€,°e,=—5g,+38, =1.

Wartos$ci wektoréw bazy dualnej oraz kat zawarty miedzy nimi:

el =et e = e =
] =e e = o™ =
2

1
12\ g _
cosl(e ,e )_—\/?\/g7 =
Zadany promien wodzacy R:
R=(R',R?)=(2,2)=2e¢, +2e,.
Wspotrzedne kowariantne promienia wodzacego:
R, = gllRl +g12R2 =3,

R,=g,R' +g,R* =3,
R=(R,.R,)=(3,3)=3¢ +3¢.

. e ,e?)=120""

D=

Xz 2
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e Transformacje wektoréw bazowych

Rozpatrzmy wszystkie mozliwe transformacje mi¢dzy bazami {e1 ,€,,e5,€e, }, {el ,e’,e’ e’ },

i ' ' ' r1 12 13 14
{e1 .5 ,e; e, }, {e e ,e” e }

B kv
€ g €,
= 1 2 3 4
{e17e27e37e4} < {e ’e ,e ’e }
_ v
e, =g.e
! —
e, =a,e,

{ } = { NN }
€,,€,,6;,€, | = € ,€,,€;,€,
_ 1

e, bweV
mo_ v
et =c,e
{el,ez,e3,e4} — = {e’l,e'z,e'3,e'4}
no_ v
e"=d, e
o i
et =r e,
= 112 13 14
’ 1 1 1 1 ! ! ’
{e1 ,e) e} ,e4} - {e ,e'7.e” e
r_ A%
e, =s,e
o_
€ _ppvev
= r1 12 13 14
{e17e27e3;e4} < {e ,e ,e ,e }
_ rv
e, =q,.¢
" v
e, =m,e _

1 2 3 4 i i i
{e e .e’.e } - {e e, ,e; ,e4}
[T '
e'=n_ e

ro_

€., =a,e,

v o r ' v__ v__ v o_

e —dwe e, -e'=a e -e aHVSV a,,

e, e’ =1 - e -e'=¢ -d_e"=d e -e"=d

v - U - Vi T Fvetp v
ru _1

[:w]:[_dW]_l —lc 1=([a T")
[d,.]=[a.]" [en]=([2,]")

[b,]=[a,.]"

[ J=(le.]) = Dou]=len]

()] <lenl”
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= dVu =a,

le”]=[e.]"

(b, ]=[a,.]"

[d.]=[e.]"

(s, J=[r.T"

la,]=[p,]"

[0, ]=[m,,]"

o= [ ]=lau

[, J=([a,.]")"

(b ]=len )"
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o o
e =c e
e’ =g, = e'=c,g
_ !
e, =bge,
_ T
[bﬁv]— [CBV]
ro_ rv
e, =s, e
ro_
e, =a,e,
_ p
e(x _ga[}e
B _ rv
e’ =dge

[d,]=[a,.]"

o_

aBvae:/

Przedstawiony z lewej strony graf obrazuje transfor-
macje miedzy czterema bazami.

{ea}:{elaezae3ae4}

1 ’ ’ ’ 1
{ea }: {el ,€,,€5,€, }
{ea}:{el,eZ 3 4}

,€,€
!a}:{erl’erZ 13,e14}

e ,e

aff | T

— ap —
= ruv - Cucxg va - Cucxg C[}v

r_ rv _ _ T
= ep - apagaﬁdﬁve = Spv - apagaﬁdﬁv - ap(xga[iaﬁv

¢ _ppvev
e __ ) o av _ av
(Y —Cuae = e _Cucxg ev = pHV _Cuag
o _ _av
e =g ev
_ v
e, =q,e
— o _ v _
ep, - gpae = ep - gpadave = qpv - gpadav
o _ v
e’ =d_ e
"o v
eM —muve
ro_ ro_ v _
eu auoce(l = eu _apag(xve = muv _auag(xv
_ v
e(l _gave
no_ ’
e' =n e,
B _ RO o SHa ! _ . ho
€ g ea = € _g bowev = nuv_g bav
e, =b_e
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e Wspoélrzedne kontrawariantne i kowariantne
Wspolrzedne kontrawariantne wektora A wzgledem bazy {e1 ,€,,85,€ 4} dane sg przez

A=(A",A% A% A )=Ale, + A%, + A'e, + Ale, = A¥e, .
Wspotrzedne kontrawariantne wektora A sg rownolegltymi rzutami tego wektora na odpowied-

nie osie uktadu wspétrzednych {xl x2x0,x! }

A=A'e,

} = A-e"=A%, " =A% =A" = AY =A-e"

B |H
e -e’ =03

Wspotrzedne kontrawariantne wektora A sg prostokatnymi rzutami tego wektora na odpowied-
nie osie dualnego uktadu wspétrzednych {xl X5, X5,X, [

A-e"=A"

o AR no__ v o_ v)_ v _
A=A = A-e"=A-c, e —cw(A-e )—ch = A =c A’

mo_
et =c,e

Wspbirzedne kontrawariantne (A1 ,AZ,A3,A4) wektora A wzgledem bazy {e 1,€,,€5,¢e 4}
przeksztalcaja si¢ wedtug takich samych wzoréw jak wektory bazy dualnej {el ,el.e’ e’ }
Wspotrzedne kontrawariantne (xl ,x7,x7, x4) punktu P sg wspolrzednymi kontrawariantnymi
promienia wodzacego R , ktérego koniec wyznacza punkt P.
R = (x1 ,xz,x3,x4): x'e, +x’e, +x’e; +x'e, =x"e,

Wspélrzedne kowariantne wektora A wzgledem dualnej bazy {e1 e’ ,e4} dane s3
przez A=(A,A,,ALA,)=Ae +A 07 +Ae° +A et = A e,
Wspotrzedne kowariantne wektora A sg rownoleglymi rzutami tego wektora na odpowiednie
osie dualnego uktadu wspotrzednych {x1 ,X,5,X5,X, }
A=A’

B 0

. _SV}:>A-eu—AVeV-eH—AVE‘SE—AH = A =A-e
e'-e =3

Wspotrzedne kowariantne wektora A sg prostokatnymi rzutami tego wektora na odpowiednie
osie uktadu wspotrzednych {xl x5, x0,x

A-e, =A,

14 _ 14 ! _ _ _ ! _
A=Al = A =Aae —a (Ae)=a A, = | A=-a.A,
ro_

e, =a,e,

Wspoéirzedne kowariantne (A1 JALLALLA 4) wektora A wzgledem bazy dualne;j {el ,el,e’ ,e4}
przeksztalcajg si¢ wedtug takich samych wzordéw jak wektory bazy {el ,e,,e,,e, }
Wspotrzedne kowariantne ( X;,X,,X5,X 4) punktu P s3 wspotrzegdnymi kowariantnymi
promienia wodzacego R , ktorego koniec wyznacza punkt P.
R =(x,,X,,X5,X,)=x,e' +x,e” +x,e’ +x,e* =x_ e

Dla ortonormalnej bazy {el,ez,e3,e 4} ,e, e, =98, =0, ,tzn. wprzypadku gdy wektory
bazowe sg wzajemnie prostopadie oraz majg jednostkowe dtugosci
e, e, :Sw =0!
A, =A'e, e,

nie ma réznicy miedzy wspotrzednymi kontrawariantnymi 1 kowariantnymi wektora A.

} = A, =A"3" =A",
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e TIloczyn skalarny dwéch wektorow
W dowolnym uktadzie wspodtrzednych iloczyn skalarny dwoch wektorow A 1 B definio-

wany jest jako

A'B £|A| [B|cos(A,B)

A=A'e, =A e A-B=(A%e,)(B'e,)=(e, ¢, JA"B =g, A"'B'
B-B'e, —B.e' A-B=(A.e")(Be")=(e"-¢")a,B, =g"A,B,
iiﬁ o A-B=g, A'B'=g"AB,

W ortogonalnym uktadzie wspotrzednych:

g, 0 0 0 gt 0 0 o0
g _ 0 g22 0 0 guv _ 0 g22 0 0 gaa _L
" 0 0 g33 0 ’ 0 0 g33 0 ’ gmx ’
0 0 0 g, 0o 0 o0 g*

A-B=g A'B'+g,A’B’ +g, ,A’'B’ +g ,A'B* =
=g''AB, +g”A,B, +g”A B, +g"A,B,

W ortonormalnym uktadzie wspotrzgdnych: g  =g" =3,

A-B=A'B' +A’B’+A°B’+A'B* =A,B, +A,B, +A,B, +A,B,

e Dlugosé wektora
W dowolnym uktadzie wspodtrzednych dtugosci wektorow kontrawariantnego i kowariant-

nego dane s3 odpowiednio wzorami
df
A[=VA A = (A%, A'e, = e, e A"A" = [g A'A",

A|=VA-A = A Al = et e A A = [g"A A,

Al=VA A = g, AMA" = [g"A A,

W ortogonalnym uktadzie wspotrzednych

A= \/gll(Al)z +g22(A2)2 +g33(A3)Z "‘1‘544(A4)Z =
f

=g (o f re(Af +gi(asf +g*(a,

W ortonormalnym uktadzie wspotrzednych

A=) () () () =l J ) +(a] + (o)
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e lloczyn skalarny jako niezmiennik dowolnej transformacji liniowej

_ roaru

_ZAue
pn=l1

_ [ANAY

-3 B
v=l

axf
A=Y R A
8 ; ox,
B =Y & p
oo OXg
erp — K eK
KZ::‘ ox;,
nvo_ aXx A
o Ox,
Ox!, ox

A Bg”=A-B
2.2 ABy

a=1 B=l1

=Y At
pn=l1

B'=)B"¢,
v=I
ox"™
Arp — A(x
QZ:‘ ox“*
zax_ Bﬁ
ox"
ell :Z; axru eK

B’:(ZALe’“J-(ZB; eWJ:
p=l1 v=1
=X T ALB [ )=

p=1l v=1
IBZ,AQB ox, 0x, 0x, 0x, (e"-ek):

=222 P ox,, ox, O, 0K,

p=1l v=1 k=1 A=l a=

Y YT AB S -

k=l =1 a=1 B=1

= Z ZAaBsg“B =

a=l =1

=AB

A""B'=A-B

TWIERDZENIE

Iloczyn skalarny dwoéch wektoréw kowariantnych jest niez-

miennikiem dowolnej transformacji liniowe;.

Analogicznie udowadnia si¢ twierdzenie, ze iloczyn skalarny
dwoch wektorow kontrawariantnych jest rowniez niezmien-

nikiem dowolnej transformacji liniowe;.

> > A"B"e, e )

p=1 v=1

A"B'= (ZA'“ j (ZB'V ' j:
ZZZA“ B XM ox* ox" ox*

x® ox™ aXﬁ ox'Y (eK'e?»):

=1 v= 1 A=l a=1 B=1
z x" 0x" ox" ox* 5
B T8 o~ v B eK ‘e, = K
o™ ox' S ox? o P » =8
= A*BPS" SXgM
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5 TENSORY

e Wektory kontrawariantne i kowariantne jako tensory pierwszego rzedu

Czterowymiarowym wektorem kontrawariantnym (przeciwzmienniczym) lub
wektorem o wspotrzednych kontrawariantnych nazywamy zbidr czterech wielkosci
(AI,AZ,A3,A4), zwanych jego wspotrzednymi wzgledem bazy {el ,ez,e3,e4}, ktére przy
zmianie uktadu wspotrzednych

I e e (1=1234)

x"=f"x,x",x",x"), dx'* = dx¥, e = e, (u=1234
VZ; ox” . zax'“ H

v=1

1 towarzyszacej im zmianie dualnego uktadu wspotrzednych
4 Ox! 4

x| =1f(x,,X,,X5,%,), dx| :zg“ dx,, e* :zgxf e, (u=1,234)

v=1 v v=1 I

transformujg si¢ wedtug wzorow
4 ox'™

A=Y XA =1234),

v=l

czyli tak jak rézniczki wspotrzednych kontrawariantnych lub

4 0x
At =) —AY =1234).
;ax, ) (l’l [ Ead) 7)

I

Czterowymiarowym wektorem kowariantnym (wspdélzmienniczym) lub wektorem

o wspotrzednych kowariantnych nazywamy zbiér czterech wielkosci (AI,AZ,A3,A4),

zwanych jego wspotrzednymi wzgledem dualnej bazy {el ,ez,e3,e4}, ktére przy zmianie
uktadu wspotrzednych

4 ox'H 4 oxV
" =f*x",x%,x%,x*), dx'"= dx¥, e = e, (n=123,4
( ) VZ=1: axv [ z axru v (H )

v=1

1 towarzyszacej im zmianie dualnego uktadu wspotrzednych
4

’ ! 8X' ! 2 a \ v
x| =1,(x,,X,,X5,X,), dxuzzgtdxv, e“:vz:‘ai_’“e , (W=1,2,3,4)

v=1

transformujg si¢ wedtug wzorow

4 oxVY
Al = A, (u=1234
f Z:, oA )
lub
4 !
Al =Z;ax“ A,, (0=1234),

czyli tak jak r6zniczki wspotrzgdnych kowariantnych.

UWAGA

Wektory o wspotrzednych kontrawariantnych nazywane sa wektorami kontrawariantnymi,
a wektory o wspolrzgdnych kowariantnych wektorami kowariantnymi. Nalezy podkresli¢, ze
wektor kontrawariantny i kowariantny jest jednym i tym samym obiektem niezaleznie od
uktadu wspotrzednych.

A=(AL A% A AY)=(ALA,LALA) = (A, A A A )= (A],ALLALLAL) = A’
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e Tensory kontrawariantne, kowariantne i mieszane drugiego rzedu
Czterowymiarowym tensorem kontrawariantnym (przeciwzmienniczym) drugiego
rzedu nazywamy zbidr 16 wielkos$ci, zwanych jego sktadowymi (wspdtrzednymi) wzgledem
bazy \e, ,e,,e;,e, }, zestawianych w postaci macierzy
Tll T12 Tl3 Tl4
21 22 23 24
— ™ T T T
T31 T32 T33 T34 ?
T41 T42 T43 T44
ktore przy zmianie uktadu wspoétrzednych
4 ox"™" 4 0x“

= ;‘ax'“ e, (W=12,34)

1 towarzyszacej im zmianie dualnego uktadu wspoétrzednych
4

1 2 3 4
x'“:f”(x ,X7,X7,X ), dx™ =
v=1

! ! . aX' ! o o
X, :fu(xl,xz,x3,x4), dx’, =Vz;axt X,, "= 2o , (H = 1,2,3,4)
transformuja si¢ wedlug wzorow
ox'" ox""
H zz axot axﬁ T B (M’V:1925394)7

a=1 =l
czyli tak jak iloczyny odpowiednich rézniczek wspotrzednych kontrawariantnych lub
™ = ;; Z’; Zif‘ T, (u,v=1234).

Czterowymiarowym tensorem kowariantnym (wspotzmienniczym) drugiego rzedu
nazywamy zbior 16 wielkosci, zwanych jego skladowymi (wspotrzednymi) wzgledem dualnej
bazy {el ,e0,e e }, zestawianych w postaci macierzy

Tll T12 T13 T14
T“V — T21 T22 T23 T24 ,
T31 T32 T33 T34
T41 T42 T43 T44
ktore przy zmianie uktadu wspotrzednych

4 ox"™" 4 Ox”

= ;‘ax'“ e, (W=12,34)

1 towarzyszacej im zmianie dualnego uktadu wspotrzednych

x'“:f“(xl,xz,x3,x4), dx™ = 5
v=1 OX

’ ax V . ax(l 03
xuzf(xl,xz,xp ) dx’ —Vz;axt dx, H:VZ:‘GX'H e*, (u:1,2,3,4)
transformujg si¢ wedtug wzorow

ox“ oxP

T, Zz S o T, (Bv=1234) lub

a=l B=l1

4 4 '

=Y gt T, (v =1234)
a=1 =1

czyli tak jak 1loczyny odpowiednich rozniczek wspotrzednych kowariantnych.
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Czterowymiarowym tensorem mieszanym drugiego rzedu nazywamy zbidr 16 wielkosci,
zwanych jego skltadowymi (wspolrzgdnymi) wzgledem bazy {el,ez,e3,e4}, zestawianych
W postaci macierzy

T T, T, T,
— W T, T, T,
YT T T T
W T, T, T,
ktoére przy zmianie uktadu wspotrzednych
4 ox"™" 4 0x“

= ; PTRIE (W=12,3,4)
1 towarzyszacej im zmianie dualnego uktadu wspotrzednych

4
8";‘ e, (W=1234)
Xy

1 2 3 4
x"" =f“(x ,X7,X7,X ), dx't =

v=I

ox' 4

x, =1 (x,,X,,X5,X,), dx) =) —dx,, " =)
pT T\ A2 3924 ) [T 8X v -

v=1

- = 0
v=1 v =
transformujg si¢ wedtug wzorow
ox'™" oxP

T = ZZ — Ty, (wv=1234) lub
ool po OX o
44 ox™ Ay
Tru ZZ X 8Xv a (H’V:1’2’3’4) lub
a=l p=1
NENE
zz " ATV “ (M,V:1,2,3,4) lub
a=1 p=1 X ox
L Ox, Ox!
=T, (wv=1234).
a=1 =l aX 8 (M v )

Tensory druglego rzedu kowariantne 1 kontrawariantne nazywamy symetrycznymi, jezeli
odpowiednio A, =A i A" =A™ oraz antysymetrycznymi (skosnosymetrycznymi), jezeli

odpowiednioA |, =—A, 1 A" =—A"™. Wszystkie sktadowe diagonalne tensora antysymetry-

cznego s3 rowne zeru.
Czterowymiarowym tensorem g-krotnie kontrawariantnym i d-krotnie kowariantnym

T)\ " nazywamy zbior 4¢*¢ wielkosci, zwanych jego sktadowymi (wspotrzednymi) wzgle-

dem bazy {e1 ,e,,e;,e, }, ktore przy zmianie uktadu wspoétrzednych

4 m 4 o

: =f“(xl,x2,x3,x4), dx™ = P dx", e :zax'“ e, (u:1,2,3,4)
-1 0X a=1

1 towarzyszacej im zmianie dualnego uktadu wspotrzednych
ox! 4 0x

r_ ' o _

xu—fu(xl,xz,x3,x4), dx“_Zax Py , (u—1,2,3,4)
v=l v v=1 u
transformujq si¢ Wedlug WZOrow
aX’Hl ax’“g 4 4 [31 axﬁd
ruluz My Oy Oty
Vle Vg Z Z aXocl Z Z X'V a vy Tﬁ]ﬁz'“ﬁd lub
o =1 =1 q=1
4 ! !
rlllllzlls He .. z Vil ax"d 0 0Ly 03~ OLg
V1V2V3 Vq 8X a BiBaBsBa  °
pe Bi=l o Ba=l Xg,

Liczbe (d + g) nazywamy rZ@dem tensora.
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e Delta Kroneckera jako tensor
Delta Kroneckera bywa zapisywana jako

1 000
lepn= 01 00
B =8" =5, =o" = H=vi
oo (IRSNTERY 0010
0 0 01
TWIERDZENIE
Delta Kroneckera jest tensorem mieszanym drugiego rzedu wzgledem dowolnych transfor-
macji.
DOWOD
4 axru
dx™ = dx“
;‘ ox*
4 o
an :zsxrv dX'V i 4 . 5 A . ) )
v=1 OX ! 4 a ' o
1 Siju:zzax Ox g _ Ox Ox Sz_zax 15).4 _ L“
axlu [ ’u] i aXOL axrv ~ axon axrv ~ 6Xoc aer
6X(X 6XVV
4 ox'™ ox“ "
~ axot axlv v
TWIERDZENIE

Delta Kroneckera jest tensorem drugiego rzgdu rownoczesnie dwukrotnie kontrawariantnym,
dwukrotnie kowariantnym lub mieszanym tylko wzgledem transformacji ortogonalnych,

ox'" ox"" 4 ox'™ 8x’v ox'" 8);'V
ey e 3 S e B

a=1 B=l1 o=

gdyz tylko wtedy odpowiednio
4 ox'" ox"Y 4 ox* ox“ 4 4
Z = va, Z = SLV, Z = 6:}“, z ; :8:}.

ox* ox“ ox'" ox"’ ox* ox"" ox™ ox*

a=1 a=1

UWAGA
Wielu autoréw udowadniajac, ze delta Kroneckera jest tensorem mieszanym drugiego rzedu
wzgledem dowolnych transformacji popenia prosty btad rachunkowy:
ox'* oxP ox'" ox“* "
B = 5P = §e = X g
aX& aX!V axa 6X'V aXV

Tymczasem poprawne rachunki wygladaja jak nastepuje

5 _ZZGX'“ ox” 5 :Z“lﬁx'“ ox* 50 = 2 ox'M ox® g

= 1[} N a o axrv ~ aXOL axrv o ~ ax(x aX!V v o
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6 TENSOR METRYCZNY

e Kowariantny tensor metryczny
Niech bedzie dany uktad wspotrzednych z baza e,,e,,e,,e,. Symetryczny tensor drugiego

rzedu
df

g =€, €, =‘eu‘ cosé(eu,ev),

eV

g 8 8 8u

g, = 8y 8»n 8 Bu , g =€, e =e ‘e =g
g1 83n 83 8
84 8Ba 8Bu Bu

nazywamy kowariantnym tensorem metrycznym. Skiadowe tensora metrycznego g, sa
w ogodlnosci dwukrotnie rézniczkowalnymi funkcjami wspotrzednych (xl x2,x,x! )
e Kontrawariantny tensor metryczny

Niech bedzie dany dualny uklad wspdtrzednych z baza e',e’,e’,e*. Symetryczny tensor

kontrawariantny drugiego rzgdu
df

g =e"-e" :‘ e“‘- e’ cosé(e“,ev),

11 12 13 14

g g g g

21 22 23 24
. |g& g g g v v _ v v
py _ Wo_ah.eV —@¥.e! = o'
g =| a3 32 33 > & % = =g

g g g g

41 41 41 41

g g g

nazywamy kontrawariantnym tensorem metrycznym.

4
. . . TV . . . av _ Vv
Pokazemy, ze macierz g"* jest macierzg odwrotng do macierzy g, : Z‘ 2.8 =9,.

gua = gotu = eu .eot
g | o g =l e b o) le, e, ¢)=e, e =5
e e =9,

Przypomnijmy jak wyznaczy¢ elementy macierzy g"*, znajgc elementy macierzy g, .

gllag(w = 6:‘ ov vou AV(X
vo v :> g = g =
8. A" =83, g

g = wyznacznik macierzy utworzonej ze sktadowych kowariantnego tensora metrycznego
gu 8 813 8Bu

_|8xn B2 8z Bu 20
i1 8xn 83 8u
By Ba 8Liu 8u

A™ = dopetnienie algebraiczne elementu g, wyznacznika g

g=det[g, ]=|g,
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e  WiasnoSci tensoréw metrycznych
Przypomnijmy wybrane ogolne wtasnosci wyznacznikow.

TWIERDZENIE

4 4
g=> g A" =g A"
v=1 p=l1

TWIERDZENIE

leoa=p
A = AP =g, &f =
VZ:,gow Zgw gdh, o {0<:>0L¢B

Przy ich pomocy udowodnimy kilka praktycznych wtasnosci tensoréw metrycznych.

TWIERDZENIE
g“ag(xv — guagva — gaugav — gaugva :8:
DOWOD
av va. A"
g =g = . |
= zgua :_zg“a vot__g8v_8v
a=1 g a=1 g

4
2.8, A" =3,
a=1

TWIERDZENIE

4 4
> > g8t =4

p=1l v=1

DOWOD

4 4 1 & &
2.0.8.8" == > gAY =

1
p=1 v=1 g p=l v=1 g

> st =30 -4

4
=l n=
TWIERDZENIE

4 4
zzguvgpagvﬁ = gaB

p=1l v=1

DOWOD

4 4 1 4 4
zzguvgpagvﬁ zzAuvgpagvﬁ [zgpaAuvjzgvﬁ :ggslzgvﬁ :zst\;gvﬁ :gaﬁ
p=l1 v=1 v=1 v=I

p=1 v=1 plvl

Z rozwinigcia wyznacznika 1 definicji sktadowych kontrawariantnych tensora metrycznego
otrzymamy wzor na pochodng z logarytmu wyznacznika tensora metrycznego.

g= égva‘” ;—gw = A" =gg"
gw:A_“v alngzalng og 0g,, :g“V%
g ox” og og,, Ox" ox*”
X \/g ox g Ox ox
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e Podstawowa forma metryczna (Kwadrat elementu liniowego)
Rozpatrzmy czterowymiarowg przestrzen zdarzen. Niech bedzie dany uktad wspotrzed-

nych {O,el,ez,e3,e4}. Czwarta wspohrzedna zdarzenia (xl,xz,x3,x4), czyli x* =ict, jest
liczba urojong. Okre§lmy kwadrat rozniczki odlegtosci miedzy dwoma blisko potozonymi
punktami (xl ,xz,x3,x4) 1 (xl +dx',x* +dx?,x’ +dx’,x* +dx4) o promieniach wodzacych

R i R+dR jako
(dsy = (dRf = dR - dR

dR = idx“eu
p=1

dR = ideev
v=1

(ds)* = Zidx“dxveu e,

p=1l v=1
df
g, =€, €, :‘eu‘|ev|cosé(eu,ev)

(ds)’ = Z‘Zé‘:gwdx“dxV

4
=1 v=1

p

Pokazemy, ze kwadrat rozniczki odleglosci miedzy dwoma blisko potozonymi punktami,
zwany tez podstawowa forma metryczng, rézniczkowa forma kwadratowa lub kwadratem ele-

mentu liniowego, jest inwariantem: (ds)* = (ds')’.

(ds)” = Zi g, dx"dx"

p=1 v=1

=22

164



NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

Okre$lmy ponownie kwadrat rozniczki odlegtosci miedzy dwoma blisko potozonymi
punktami (xl ,xz,x3,x4) 1 (xl +dx,,x, +dx,,x; +dx,,x, +dx4) o promieniach wodzacych
R i R+dR jako

(dsy = (dRf = dR - dR

dR = idxue“

p=1

df
g =e"-e" = ‘e“‘ e’ cosé(e”,ev)

(ds) = Zi g"dx dx,

p=l v=1

Pokazemy, ze obie definicje kwadratu rozniczki odlegtosci miedzy dwoma blisko potozo-

4 4 4 4
nymi punktami sg rownowazne: (ds)2 = Z Z ghdx dx, = Z Z guﬁdx"dxB .

pu=l v=1 a=1 B=I
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PRZYKLAD

(ds)? = (ax') +(ax>)

x' =x" +x"? cos Z(e],e})

x* =x"?sin /(e],e})

ox' Y ox? )
, X X
gllz(ﬁj gn“‘(ﬁj gy =1

,_ox!oox! ox* ox* '
= ox'’ ox"2 g ox ox” g,, =CO0S 4(‘*1’92)
ox' ox! ox? ox>

r _ o
gn = ox” ox! gt o ox! g, =CO8 Z(elaez)

ox' ) ox? Y
, X X
gzzz(yj gn"‘(mj gy =1

o=Z(e",e" h . 1 cos Z(e],e})
Sab | cos Z(el,e}) 1
dRIZ — dXIZ \dR . .
- (ds)? = (dx" +(dx">) +dx""dx"* cos Z(e! €} )
o
e" dR"=dx" ;
PRZYKLAD
AY X =T1COSQ
y=r1sin@

<V

=<V

(ds) = (dx)" +(dy)
dx =cos@dr—rsin@de
dy =sin@dr+rcos@do

(dr) +r*(do)
8. (dr) +g,,(do)’

(ds)
(ds)

2_
2_
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e Liniowe przeksztalcenie ortogonalne wspétrzednych sprowadzajace podstawowq for-
me¢ metryczng do postaci diagonalnej

TWIERDZENIE
Liniowe przeksztalcenie ortogonalne wspotrzednych

x*=b,,x"", x"=byxP, dx"=b,dx'*, dx'=b,dx"
sprowadza podstawowa form¢ metryczng
2 _ v
ds” =g dx"dx
do postaci diagonalnej
ds=A dx"*dx"*
wtedy 1 tylko wtedy, gdy kolumny macierzy B :[ be] sa wektorami wlasnymi macierzy

Gg, |

Powyzsze twierdzenie narzuca algorytm poszukiwania badanego przeksztalcenia.

1. Znajdujemy wartosci wlasne macierzy G :[ ng] jako pierwiastki jej rownania charakterys-
tycznego

det = A+ LA + LA + LA +1,=0
g1 g3 gy —A 834
gu g 43 g —A
I=(-1)""s,, (x=0,1,2,34)
S, = suma wyznacznikOw wszystkich minorow gtownych stopnia k macierzy G
I, =S, =1

W szczegolnosci

I,=detG = det| g, |,

L :_(gll T8y + 85 +g44): -TrG=-Tr [gaﬁ]'
Przy okazji odnotujmy, ze

M+ + 0 A, =Tr g, A % 2y by =det] g, ).

2. Sktadowe wektora wlasnego (bm,bZOL by, 54, ), odpowiadajacego wartosci wlasnej A

g1 Zn 85 &ul||l by b,
€3 Z» 81 Lu||bu - by,
g3 Z3n 8: L ||bi ’ b,,

84 8u 8 8u | b b,,
sg rozwigzaniami jednorodnego uktadu rownan liniowych

(gn _}\’a)bloc +8,0,, +813b5, +814by, =0,
810y, +(g22 _}\‘(x)bZ(x + 8205, +82by, =0,
85101, T 83,0, +(g33 _}\’oc)b&x +83by, =0,
8D + 84,0y, + 84D +(g44 _ka)bhx =0.

2
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7 WSPOLRZEDNE KRZYWOLINIOWE

e  Wspolrzedne krzywoliniowe
Mamy dany prostoliniowy uktad wspotrzednych

0,e, ,ez,e3,e4}.
Kazdemu punktowi P o promieniu wodzacym R zostaly przyporzadkowane prostoliniowe
wspotrzedne kontrawariantne (Xl , X2, X7, x4)
R=x'e +x’e, +x’e, +x'e,.

Zmienne x"',x"*,x",x"* nazywamy wspétrzednymi krzywoliniowymi, jezeli s3 one zwig-
zane ze wspolrzednymi prostoliniowymi (x1 X257, X4) za pomoca nieliniowego przeksztatce-
nia

x" =1 (x1 ,X2, X3,X4), (p = 1,2,3,4)
1jezeli istnieje przeksztalcenie odwrotne
x''=g, (x'l, x'z,x'3,x'4), (v = 1,2,3,4).
Wyznaczniki jakobianéw obu tych transformacji sag wigc rézne od zera

XM f X"
=det—= =0, det :ai;to
ox" ox" ox™ ox'™

Dana wspotrzedna przyjmuje stata warto$¢ na powierzchni tej wspotrzednej. Punkt P znaj-

det

dujacy sie na przecigciu powierzchni x'' = const, x'> =const, x> = const, x'* = const, po-
siada wspotrzedne krzywoliniowe (x'l,x'z,x'3 ,x'4). Linie wzdtuz ktorych przecinajg si¢ ta-
kie powierzchnie sg liniami wspotrzednych. Wzdtuz linii wspotrzgdnej zmienia si¢ tylko dana
wspotrzedna a pozostale sg ustalone. Wspodhrzedne krzywoliniowe dzielimy na ortogonalne
1 nieortogonalne. Wszystkie linie wspotrzednych ortogonalnych przecinaja si¢ parami pod ka-
tem prostym. W przypadku wspotrzednych nieortogonalnych warunek ten nie jest spetniony.

e Lokalne uklady wspoélrzednych zwiazane ze wspolrzednymi krzywoliniowymi

Promien wodzacy R zaczepiony w poczatku uktadu {0, e .e,.e,,e,

13

1 2 4
R=x"e, :gv(x' X7, x"7x! )eV

jest funkcja wspotrzednych krzywoliniowych ( x'x"?,x" x" )
Pochodne czastkowe R
ox'"

oR _Og, U,
=—29€e =¢e
ox'™ ox Vot
sa w kazdym punkcie wektorami liniowo niezaleznymi i stycznymi do odpowiednich linii
wspotrzednych. Wektory te w kazdym punkcie P tworza tzw. lokalny uktad wspotrzednych

{P.el.e).el el .

W przypadku wspoétrzednych prostoliniowych

v v v OR OR
R=x%,, x" =x", —=——=¢
ox™ ox*

uktad lokalny w kazdym punkcie P
{Pel=e.e, =e,e, =e,.€ e}
ma taka samg bazg jak uktad wyjsciowy
{0,61,62,63,64}.
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e Uklady wspélrzednych ze zmienng bazg

Wprowadzenie wspotrzednych krzywoliniowych pozwolito kazdemu punktowi przestrze-
ni przyporzadkowa¢ w og6lnosci inny lokalny uktad wspoétrzednych prostoliniowych z odpo-
wiadajacymi mu wektorami bazowymi. ZatozyliSmy, ze wektory bazowe zmieniajg si¢ od
punktu do punktu w ciggly sposob. Taki twor nazywamy uktadem wspotrzednych o zmienne;j
bazie. Zmienna baza zadawana bedzie w postaci tensora metrycznego.
e Rozniczka promienia wodzacego

Rézniczka promienia wodzacego R punktu P zaczepionego w poczatku uktadu
{ 0,e,e,,e; ,e4} dana jest przez

R=xe, dR =R g — dxve,
R:gV(X'I,XIZ,XG,XM)eV
OR _ dR = R dx™ =dx'"e;,
ox* _eu ox'"
R _ o dR ~dx""e,
ox'* " dR = dx"e, =dx"e| ~dx""e|

x" = wspotrzedne prostoliniowe wzgledem uktadu {0,e,,e,.e.e, }
x'" = wspotrzedne krzywoliniowe

x"" = lokalne wspoéirzedne prostoliniowe wzgledem uktadu { P,e}.e) e’ e }

Przyrosty wspotrzednych krzywoliniowych dx™ w nieskonczenie matym otoczeniu punktu

P sa w przyblizeniu réwne przyrostom wspotrzednych prostoliniowych w uktadzie lokal-
nym w punkcie P.
dR =dx"e, =dx"e, ~dx""e|

e Kwadrat rozniczki promienia wodzacego
(dR )’ =dR-dR =(dx™ e, )-(dx"" ¢, )=(e, ¢, )dx"dx"" ~ (e, -e/ )dx""dx""

n

2 T3 IV o ! TR I AY ' ’
(dR) —gwdx dx ~gwdx dx"", g, =¢€, €

e Druga rozniczka promienia wodzacego
d*R =d(dR)=d(dx" ¢/ )=d>x™ ¢/ +dx"™ de/, ~d>x" ¢/ +dx"" de/
oe

ro_ I A%
deu =5 dx
X

! ’

2 N N ST aeu ru rv 2 mp ot eu 4n nv
d°'R=d"x e“ +8de dx"V ~dx e“ +—NdX dx
X

X
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e Ograniczenia dotyczace operacji wykonywanych na tensorach w ukladzie wspotrzed-
nych o zmiennej bazie

W uktadzie wspotrzednych krzywoliniowych, czyli w uktadzie o zmiennej bazie majg sens
tylko operacje algebraiczne na tensorach okreslonych w danym punkcie przestrzeni.

PRZYKLAD
Iloczyn skalarny
Utworzmy w dowolnym uktadzie wspotrzednych krzywoliniowych iloczyn wektorow

A=A%,iB :Bﬁ(e[5 +deﬁ)

zaczepionych w dwoch roznych punktach przestrzeni o wspétrzednych okreslonych wzgle-
dem odpowiednich uktadow lokalnych

A-B=A’, -Bﬁ(eﬁ +deﬁ): A“Bﬁ[(eq -eﬁ)+(eq -deﬁ)].
Otrzymane wyrazenie bedzie iloczynem skalarnym wtedy 1 tylko wtedy, gdy

de; =0.

W krzywoliniowym uktadzie wspotrzednych ma sens tylko iloczyn skalarny dwoch wektoréw
zaczepionych w tym samym punkcie bedagcym srodkiem lokalnego uktadu.

e Wyznaczanie tensora metrycznego
Niech (x1 ,xz,x3,x4) beda wspotrzednymi kartezjanskimi punktu P o promieniu wodza-
cym R, a (x’l,x'z,x'3 ,x'4) jego wspotrzednymi krzywoliniowymi i niech
x" = x“(x'l,x'z,x'3,x’4), u=123:4.
Mamy wtedy
aXH
- aXHX
Kwadrat odlegto$ci migdzy dwoma blisko potozonymi punktami
(xl ,xz,x3,x4) 1 (x1 +dx', x* +dx?, x* +dx?, x* +dx4)

dx* dx'*, pn=12,34.

Wwynosi
ds’ =dR-dR =e, -e dx"dx" =], -ejdx'*dx'"
ox"
dx" = dx"*
axf(l
ox"
dx"¥ = dx'?
ox'?

e, e, =g, = tensor metryczny w prostoliniowym uktadzie wyjsciowym

e,-e; =g,, = tensor metryczny w ukladzie krzywoliniowym

2 aX“ aXV ' B ' ' B
ds” =g, " o dx"dx"" = g dx"*dx
X
. ox" ox”
g“ﬁ _a ra axrﬁ gHV
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PRZYKLAD - Wspolrzedne sferyczne

XIIX 3
V4 X

X3:Z
lel x* =ict ¢,
/ ’ y 0100 / ’

=€ ‘e =
>/ SO P y
000 1

-1
cosé(eu,ev):‘ eu‘

(¢

v

e, e,

(ds)) =dR-dR=e, -e dx"dx" =g, dx"dx"
(ds) = (dx') +(ax ) +(dx* ) + (ax* )

X =r18in0cos @

y =rsinOsin @

z=rcos0
ict =ict’
>
y x' =x
x’=y
X’ =z
x* =ict
x'=r
x'*=0
x? =@

> X,4 = ICt,

[\S)

x' =x""sinx'* cosx”’?
x> =x""sinx"*sinx"’
x® =x" cosx"?
X4 — X/4
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up = e AP Sy
P u—lv—lax 8Xﬁ .
e p=v
8 710 o TEY
4 4 ox" ox"
gaﬁ ;;&!a axrﬁ guu’ gOtOt_ (axraJ guu

12 ox2 2 4
Ox 8X
g, = 5’X'1 gt gyt 8 g5t
ox! ox> 2 <t
g = ox'? gt F gyt g5+ 84
2
J s

(e ox? Y
g3 = ox" gt m gnt 8X,3 gyt

, (ox'Y ox? Y
By = ox' gyt m gnt g33+ 84

g!, =sin’x'* cos® x"’g,, +sin’ x"*sin’ x"’g,, +cos’ x"*g.,

2 2 . 2 .
g, = (x’l) cos’ x'? cos”® x"’g,, + (x’l) cos’ x'?sin’ x"°g,, + (x'l) sin” x"*g .,

> : 2
g, =(x") sin> x"*sin” x"°g,, +(x"') sin® x"* cos” x"*g,,

2y =Ly
81=8n=8;=8u=1
g =1 10 0 0
g5 :(X ) , 0 r? 0 0
gw = )
gl = (X ) sin x> =r’sin” 0 10 0 r’sin’0 0
g44 1 0 0 0 1
\/g:r sin©
grll :L’:l
gu
12 1 1 1 0 0 0
g = =73 22
gh r’ . 0 r 0 0
P 1 0 0 r’sin?0 0
g5, r°sin”0 0 O 0 1
g!44 #:1
2

(ds)’ = g;l(dx’l)2 +gl, (dx'z)2 +gl (dx'3)2 +g£‘4(dx’4)2
(ds)* = (dr)* +1*(d®)* +1*sin> 8(de)* + (dict)’
(ds)’ = (dr)’ +r*(de)’ +r*sin? B(de)’ —c*(dt)’
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e  Wspoélrzedne sferyczne w przypadku tréjwymiarowym

Wspolrzedne sferyczne punktu P:

e Promien r sfery, na ktorej lezy punkt P, czyli dlugo$¢ jego promienia wodzacego.

e Kat ¢ zawarty migedzy polosig 0X a rzutem promienia wodzacego punktu P na plaszczyzng
X)Y.

e Kat 0 zawarty migdzy promieniem r a potosig 0Z.

Relacje miedzy wspolrzednymi sferycznymi i kartezjanskimi punktu P
e Xx=rcosQsind
y=rsin@sin 0

z=rcos0
o r=\xX'+y +7’
(p:arctgl
X

z
0 = arc cos—
r

Powierzchnie stalych wspotrzednych:
e r =const: Sfera o promieniu r i $rodku 0 w poczatku kartezjanskiego uktadu.
e @ =const: Polptaszczyzna ktorej brzegiem jest o§ Z kartezjanskiego uktadu.

e 0O =const: Stozek o wierzchotku w poczatku 0 i osi pokrywajacej si¢ z osig Z kartezjan-
skiego uktadu.

Linie wspolrzednych:

e Linig wspolrzednej r jest prosta bedaca przecieciem stozka z pdiptaszczyzna, ktorej brze-
giem jest 0§ Z, czyli linia pokrywajaca si¢ z promieniem wodzgcym punktu P.

e Linig wspotrzednej ¢ jest okrag bedacy przecieciem stozka ze sferg o promieniu r.

e Linia wspotrzednej 0 jest okrag bedacy przecigciem sfery o promieniu r z péiptaszczyzna,
zawierajacg punkt P, ktorej brzegiem jest 0§ Z.

Promien wodzacy punktu P:
R =xe +ye +ze, =rcos@sinbe +rsin@sinbe +rcosbe,

Wersory osi wspolrzednych lokalnego ukladu:
e Wersor e, jest styczny do linii wspoirzednej r i ma zwrot promienia wodzacego punktu P.

R . o
e, =—— =cos@sinBe, +sin@sinOe +cosOe,
ar y

T

e Wersor e, jest styczny do linii wspotrzednej ¢ i ma zwrot okreslony przez wzrost kata ¢ .
R . . .
e, =——=-rsin@sinbe, +rcos@psinbe, +0
o Y
e Wersor e, jest styczny do linii wspolrzgdnej 6 1 ma zwrot okreslony przez wzrost kata 0.

R : .
e, =——=rcos@cosBe, +rsin¢pcosOe —rsinbe,
00 !

e Wersory osi wspotrzednych sg parami wzajemnie prostopadtie:

e.e, =0 = ele, e-e=0 = ele, e e=0 = e.le

173



NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

Rozniczka promienia wodzacego
R =xe, +ye, +ze, =rcos¢sinbe, +rsin@sinbe, +rcosbe, =re,
dR:a—Rdx Jrﬁ—Rdera—RdZ:dxeX +dye, +dze,

0x oy 0z

dR:a—Rdr+a—RdQ+a—Rd(p:drer +dbe, +dpe =dre, +rde,
or 00 160} ?

dR =dr (cos @sin Oe, +sin @sinOe, +cosbe, )+
+do (r cospcosbBe, +rsinpcosbe, —rsinbe, )+

+do (—rsin @sinBe_+rcos@sin Gey)

Kwadrat rozniczki promienia wodzacego
dR-dR =dr* +1r°d0* + 1’ sin’ Odo’

grr :1’ g99: r27 g(p(p :rz Slnze
dR-dR =g, dr’ +g,,d0* + g _ do’

Druga rézniczka promienia wodzacego
d*R=d(dr-e, +d0-¢, +dp-e )=d’r-e, +dr-de, +d*0-e, +d0-de, +d’p-e, +dg-de,

de. =28 g4 % 494 % g
o 0 0

0 0 0
de, = 20 dr+ 0 4o+ o g
or op
oe, 0 e,
de, = dr+ do+ do
or [0}
0
€ _o
or
oe.  Oe, : . "
——~=—>=cos@pcos0-e_+sinpcosO-e —sinB-e, =1 -e
o0 o P RO ’ ‘ "
de, Oe o :
¢ _ o =—sin@sinB-e, +cospsinf-e, =1 -e
op or
oe, . . .
gz—rcoscpsme-ex—rsm(psme-ey—rcose-ez=—r-er
de, Oe, .
—=——=-rsin@cos0-e_+rcospcosb-e =ctgh-e
op 00 ? " ? U
aeq, i X ) e .
a—z—rcoscpsme-ex—rsm(psme-ey =-rsin” 0-e, —sinBcosO-e,
¢

d*R = (dr —rd0-d0 —rsin® 0dg-do)e, +(d°0 + 2r~dr-d0 — sin O cos 0dg- dg)e, +
+(d?@+2r"dr-do+2ctg6do-do)e,
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e Ortogonalne uklady wspétrzednych krzywoliniowych
Ortogonalnymi uktadami wspétrzednych krzywoliniowych nazywamy takie uktady, dla
ktoérych:

g, =g"=0,gdy uiv

2 2
guu_‘ H “) ’ ng‘eHHe“‘_e“e“:(e“) )
Mamy wigc

1
_ B i _ i
gw_guu’ € =g€, €=g,¢,

e =, =\/§=ﬁ=g5p =(g")".
‘e“‘:e“ :\/gj:;:(guu)% :ggé’

Eun

! 4
£= 8182083384 \/g =g’ =¢€€,6,6, = Heu .
Sktadowe kontrawariantne i kowariantne wektora A spetniaja relacje:

p=l1 p=l1

4 4
Al = zguvAH = guuA“ = eueuA“ > Au = zgwAu = gWAu = e“e“AH :

v=I v=I

e Fizyczne (prawdziwe) wartosci skladowych
W ukfadach krzywoliniowych na ogot e, #1. Ze wzgledow praktycznych wygodnie jest

uzywac tzw. prawdziwych wartosci sktadowych A" oraz A, zdefiniowanych ponize;:

A= ZA“ —Ze A“e—“ziA“e“,
p=1 ep

g
df @ e 1
Ao ow e oy, 3 _( uu)
eu_e o =V € =86 =18 €.
" Eun
e, =eu:1,
4 4 e! 4
_ no_ A AN
A_ZAue _Ze Au n _ZAue >
n=1 pn=1 € pn=1
A df 1 12 |
N _ un _ I — o2
Au_e Au =48 Au - o Au _(g ) Au guuAu’
i
df e e ! |
b — — L PATIT) L 52k
¢ et B g”” B guue =\8 ) ¢ _guue >
el =¢e"=1
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Dywergencja wzgledem bazy (e1 ,€,,€5,e 4)

A
divA=g z (g , A=Z4:A“eM
p=l1

o ox"

Dywergencja wzgledem bazy (él ,éz,é3,é4)

4309 (gigtAr) " Ale
divA=g Z (g guuguuA )_g Z@g guuAH ’ A:ZAHeu

p=1
Gradient wzgledem bazy (e1 ,ez,e3,e4)
4 ad)
radp= Y ——e"
grad¢ HZ:, e

Gradient wzgledem bazy (e1 ,ez,e3,e4)

e! = g““e =gle,
d %
gradg = Zgw P~

Gradient wzgledem bazy (é1 ,éz,é3,é4)

grad = Zgwa g e, Zg;;

Laplasjan funkcji skalarnej O

Vip=g" iaa {gwg a¢

p=l1

Rotacja wzgledem bazy (e1 ,€, ,e3) w przypadku tréjwymiarowym

33
ot = 3¢} 2
p=1l v=1
A = A =e A" =g A" Wy S _A_u_ -1a — o4
,=ee A" =ec A" =g2 A", e"=c'ee e o =g e, e =gr’e
gt
€, xe, e3><e2) e, e xe = (elxe3)—e2, e1><e2——(e2><el)—e3
e xe =e,xe,=e,;xe, =0
1 Y
N . 6g§vA
rotA=g ‘g’ (eH X eV)T
3 A2
o\gnA

€, +2,78

ox’ ox’® ox® ox'

otA = g22g33[a( 33A) 6(g§2A2)]A é[a( %IAI)_(?(géA‘%)]A L

g22g33e1 g33g11e2 g11g22e3
0 0 0

o
L g Al g5,A’ gi,A’ ]

rotA =
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PRZYKLAD
W uktadzie wspotrzednych sferycznych

x'=r, x’=0, x'=¢, x'=x'

=g =1 = =r’ = =r’sin’ 0 =g, =1 > =r?sin0
g1 =8r=1s B =8p =T, 833=8,=0TSM YU, gyu=g4=1, g =T sSn
e,=e,, e =e, e=¢, A=A, A’=A" A’=A" A'=A"

A A A

A A _ _ 2 A Al AT A2 _ AS A3 _A® A4 _ A4
e =e, e =¢, e =¢ e,=e,, A=A, A"=A", A=A A"=A

e =e

Dywergencja wektora kontrawariantnego wzgledem bazy (er ,€9,€,,€ 4)
1 G(rzAr)+ 1 8(sin6A9)+8A‘p LA
> or sin®@ 00 op  ox*
Dywergencja wektora kontrawariantnego wzgledem bazy (ér ,€4,€,,€ 4)
poleAT), 1 obinoA’) 1 oAc oA

r* or rsind 90 rsind dp  ox*
Gradient funkcji skalarnej ¢ wzgledem bazy (er,ee,e‘P,e4)

grad(l)——d) % e’ @e"’+ﬂe4
o’ T Tt T

divA =

_ r 0 [0) 4
, A=A'e, +A'e;+A% +A'e,

divA =

A=A'é +A% +A%, +A'e,

Gradient funkcji skalarnej ¢ wzgledem bazy (er,ee,eq,,e 4)

N S b
grad ¢ = g o +geé%ee +g(.,io%eq, +g4lax—464
gradd):@erJr L% +;6¢ ot % e,

——e
or r200 °  r’sin 009 © ox*
Gradient funkcji skalarnej ¢ wzgledem bazy (é ,ée,é(p,é4)

1 O . 1 O . 1 0O . 00 .
grado =g’ a_e + 8o %ee"‘gwa_e +g44 ox 7€
grad(p:a(p +la—(P”9+ 1 a(P” +8_(pA4

or r 00 rsin 0@ P

Laplasjan funkcji skalarnej ¢

S Y A 09 ), -
Vipg=g > —| glg? |+ — +
b=g ar(gng 6rj g’ ae(geeg aej g’ a(p(gwg a(pj g
09 200 10° ctgbdp 1 8% o
P T L e R B Py
or’ ror r’oo r° 00 r°sin”0 oo 0

X
Rotacja wektora kontrawariantnego wzgledem bazy (ér,ée,éq,)

o) 2 o g B ()
l:l a(rAe) La&}é
w

r or r 00
A=A"8 +A%, +A%,

>
>
~
7\
e
£ L
oa
P o
NE=:
N

Vi =

rotA =
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8 ALGEBRA TENSOROW

e Dodawanie tensorow
Dodawa¢ mozna tensory tego samego typu i rzgdu. Suma tensoréw kowariantnych dru-

giegorzedu A, 1 B, nazywamy tensor kowariantny drugiego rzedu C,,
C.=4A,+B,.

DOWOD
,  ox" oxP
py axlp axrv ap
o B o B o B
A:w +BLV _ ox* ox A+ ox* ox B, = ox* ox (Aas +Bqﬁ)
ox"" ox"" ox"" ox"Y ox'" ox"

Tensory C 4 1 (AOLB +Baﬁ) sa identyczne.
Sumg tensoréw kontrawariantnych drugiego rzedu A" i B" nazywamy tensor kontrawa-
riantny drugiego rzedu C"
C*" =A" +B".
Suma tensorow mieszanych drugiego rzedu A" i B! nazywamy tensor mieszany drugie-
go rzgdu C!
Ch=A"+B!.
Sumy tensorow innych typow i rzedow definiuje si¢ analogicznie.

e MnozZenie tensorow
lloczynem tensorow A, , 1 B, , nazywamy tensor C

0L 0Ly 0L30Ly
OLj 0Ly 0L30Ly = oo, O30y *
DOWOD
. _axﬁl axﬁz axﬁz aXﬁ4
00050, axr(xl axraz aX'% axra4 B1B2B3By
B oxPr oxP oxP oxM CooxPooxPoox™ ox™ B
00, a0y ox'™ Bx'™® BB, ox'™ ox'™ BiBs ox'™ Ox'“ ax'™ ax'™ BiBy B3Py
Tensor Cg; 5 Jest identyczny z tensorem A ; B

BBy *
A oto inne przyktady iloczynow tensorow.

C%‘M — A B%%

SIL) 00
0oz _ A O R%s
Coczoc4 - A(XZB(X4

e Zwezanie (kontrakcja) tensorow

Zwezanie (kontrakcja) tensorow jest operacja wykonywang na tensorach mieszanych rzg-
du niemniejszego niz dwa polegajaca na przyrownaniu dwoch wskaznikéw jednego gérnego
i jednego dolnego, co prowadzi do obnizenia rzedu zwe¢zanego tensora o dwa. Ponizej zilus-
trowali$my kontrakcj¢ tensora mieszanego czwartego rzedu.

o OL:ﬁ a —
Tﬁuv ‘: Tocuv - Tuv
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m B B B
. :ax Lox™ 0x™ 0x™
VIV,Vy ox™ ox'™ ox': ax'V? BiB2Bs
M=V,
- - aX’Vl axﬁl axﬁz aXB3 T
ViVavy ox™ axlvl axlvz ox'Vs BiB2Bs
oxv o,
ax(xl aXWl aXal o
- _8[31 axﬁz 6Xﬁ3

!

Ba B3
_ ox"™ 0x ™
ViVaV3 O axrvz axlv3 B1B2Bs axrvz axlv3 BiB2Bs

B B
w, _ OX'? OX”
Vivavy T ox'v: ox'Vs B1B2Bs

!

Tensory T'"' . i TP, . formalnie sa identyczne z tensorami odpowiednio T' . i T
BiB2B3 VaVs

V V V BZBS .
, B axﬁz axﬁ%
vovy ox'¥? ox'": BB

PRZYKLAD

4
Kontrakcja tensora mieszanego drugiego rzedu T!' daje $lad tego tensora ZT;l .
p=l1

e Obnizanie i podnoszenie wskaznikow

Obnizanie wskaznikoéw jest operacja umozliwiajacg zmiang typu skladowych tensora za-
wierajacego co najmniej jeden wskaznik gorny poprzez kontrakcje iloczynu kowariantnego ten-
sora metrycznego z danym tensorem.

_Tlll :T

ngHl V2V3 ViHVaVs ViVaVs

DOWOD
o oxProox ™ ox' ox™ oxPs o oxProox™ ox'™ ox™ ox™
B Tt = G e B G o o P T o ok G o a e i
B, B, B3
, oxM axﬁ 2 oxP
VIVyVy _6x”‘ ox'V? ox'? BiBaBs

D o
Tensor T, ; jestidentyczny z tensorem g, , Tg", .

Podnoszenie wskaznikow jest operacja umozliwiajaca zmiang¢ typu sktadowych tensora za-
wierajacego co najmniej jeden wskaznik dolny poprzez kontrakcje iloczynu kontrawariantnego
tensora metrycznego z danym tensorem.

Vi _ Vi _n
g m ViVovy Vllvzlv3 - V21V3
DOWOD
!VIP-IT! _aX’Vl aX’Hl Ba, aXBl aXBZ aXﬁs T aX’Vl aXBl aX’P-l axﬁz aXﬁs Ba, 3
g ViVavy 8X[3| ox ™ ox' ax'v: ox'V BiBaBs ox'V 8X[3| ox% ox'2 ox'V g BiBaBs T

T B B
:ax‘éxzéx3 Bo
ox* ox'": ax'v’ g BiBBs
B B
ox"™ ox™ ox”

oo _ Bioy ; ; %
Vs T o e o Ty, - Tensor g™ Ty, jest identyczny z tensorem Ty
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A oto przyktady operacji zmiany potozenia wskaznikow.
g,  T"=T =T,
T, =T =T
g T =T =T,
g”T, =T, =T;

gaGTﬁG = Toc:cs[} = T(XB
gonc:Tc[: — T:cﬁ — TOLB
gakaﬁpv = T[;w

e Zamiana skladowych kontrawariantnych na kowariantne i vice versa
Poznane wcze$niej relacje pozwalajg na zamiang¢ sktadowych kontrawariantnych na ko-
wariantne 1 vice versa.

4
A, = Z; g, A"

AH — igHVAV
v=1

gp(xg[}vTuv = gpaTﬁlt/V = gpaT[;l = T:l(xB = T(x[i
Y _ oarprfv _ oaf _ af _ oap
gH g T;,w - gPl T;,w - gH Tp - T:ll =T

W ortogonalnym uktadzie wspotrzednych

g, 0 0 0 gt 0 0 0

[0 gy, 0 0 w |0 g® 0 0

2270 0 g, 0] F 70 0 g o0

0 0 0 g, 0o 0 0 g*
gllzij gZZZL’ g33:L’ g44:L
gu g2 €33 8us

A = gllAl , A, = gzzAza As = g33A3, A= g44A4
Al :gllAl, A2:g22A2’ A3:g33A3, A4:g44A4

W ortonormalnym uktadzie wspotrzednych

1 000
L o100
S8 Tl 01 0

00 0 1

A =A", A=A, A=A, A,=A"

nie ma réznicy mi¢dzy sktadowymi kowariantnymi i kontrawariantnymi wektora.
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e Operacja symetryzowania
Tensor otrzymany wskutek symetryzowania bedziemy oznaczali przez T, , ). Kazda
sktadowa T, , ) tworzymy, sumujac m! skfadowych uzyskanych z wyjsciowego tensora

T, ...« DPOprzez permutacje indeksow o,,0,,...,0,, -
(XI.A.(Xm) A0y .. Oy

T o )= é(T ot T, )

Tensor T(al”_am) jest tensorem symetrycznym. Operacja symetryzowania moze by¢ stosowana
tylko do indekséw jednego rodzaju.

PRZYKLAD

T(‘Xl(lz) = 2' T“l(lz +T“2“1

(0‘1“20‘3) = 3| Q0,003 + Q030 + A0 03 + Q030 + Q300 +T“3“2“1
T, _L (T T, ..)

(‘110‘2)0‘3 o 2' A0y 0 + Q0403

1
(wfasles) = (Tulam + T, 00, )

Symbol («a,|e;) 0Znacza, ze operacja symetryzowowania nie dotyczy indeksu o, .

e Operacja alternowania

Tensor powstaty przez alternowanie oznaczany jest jako . Konstruujemy go tak

[ty ]
jak poprzednio, z ta r6znicg, ze skladowe o parzystej permutacji indekséw opatrujemy zna-
kiem plus, a sktadowe o nieparzystej permutacji indeksow poprzedzamy znakiem minus.

T o= ﬁ(Ta,azmam Ty o t )

Tensor T[al”_am] jest tensorem antysymetrycznym.

Dzielenie przez m! nie jest konieczne, ale wygodne.
PRZYKLAD

To0,1 = %(Talaz — T, )

[0‘10‘20‘3] =§ A 0p0 N Q30 - A0 03 + Q030 +T‘13(‘10‘2 - Q3050
Ty = (T, ~T,.. )
[0‘10‘2]0‘3 _5 A 0p0 N A0 03

Ty 0] = %(Ta,az% Ty 00, )

1
Tl joslas] = E(Tam% ~ Ty, )

Symbol [«,[a,e;] Oznacza, ze operacja alternowania nie dotyczy indeksu a., .
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9 ANALIZA TENSOROW

e Symbole Christoffela pierwszego i drugiego rodzaju
Symbole Christoffela pierwszego i drugiego rodzaju oznaczane odpowiednio przez [“av]
i T}, sa trojskladnikowymi symbolami niezwykle przydatnymi przy definiowaniu tensora

krzywizny. Symbole Cristoffela pierwszego rodzaju wyrazimy przez pochodne sktadowych
tensora metrycznego, a symbole Christoffela drugiego rodzaju przez sktadowe tensora
metrycznego i jego pochodne. Z definicji mamy

df b 0 0
[ " V] 11 %8 gav” - giv Symbole Christoffela pierwszego rodzaju
ox*" 8X ox

4 8 0
° Z of 98 Ban _ OB Symbole Christoffela drugiego rodzaju
ox* 6xv ox*

oc=l

Uzywane sg takze inne oznaczenia symboli Christoffela.
[ P:XV] = [MV,G] :Fuv,a

rn={nval=10 =10

Symbole Christoffela posiadajg nastepujace wlasnosci:
1=
L =10

N gm[ o]
4
[ p ] ngc

o=

o
gw _[Vﬁ] [+9] = ng PRI

Powyzsze wlasnosci wynikaja z definicji symboli Christoffela, symetrycznos$ci tensora metry-

4
cznego g, =g, oraz relacji Zgﬁcg"“ =3,

o=1

TWIERDZENIE

W uktadzie wspétrzednych krzywoliniowych x',x*,x*,x* rézniczki wektoréw bazowych
lokalnych uktadéw

e = eu(x1 ,xz,x3,x4), n=1234

dane sg przez
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DOWOD

4
Dla dowodu nalezy wykazaé, ze z [e
=1

zruﬁe

oIS o] 08 OBy g
(HZVZ::‘g [8}(“ ox" 8XVJ *
gav:ea ev’ gﬁv e,, gvu y e“’ gHB_e eﬁ
_ 1 < o v _a(eﬁ'e ) a(ev eu) a(eu eB)
- E;;(e ¢ )_ ox" oxP ox’ G
=l N _8e[3 oe, aev' 8eH _ae _8eB _
22121(e ¢ )_ax“ o O T o O T gl Ty O Ty O (S

Il
-
-
—_

Q
(4]
<
P
7N
IO N
X | e
™ |F
¢
<
N—
(¢
Q
Il

Dalszg cz¢$¢ dowodu pozostawiamy czytelnikowi.
oe,
ox”

WNIOSEK
W prostoliniowych uktadach wspotrzgdnych, czyli uktadach dla ktérych de, =0 (u = 1,2,3,4) ,

symbole Christoffela pierwszego i drugiego rodzaju sa rowne zeru.

e Kontrakcja symboli Christoffela drugiego rodzaju

— 4 GOL agva agau _ aguv li agvcx agap _ aguv
= 1 6XH 6XV axoc HV 2 o= axv axa
va g(xu av g\,H o=V
Z; _zz 24:1_,\, :lzzgva 0g,, 08, _agw
zamlemhsmy rolami $lepe wskazniki =" 25e ox" ox"  ox®
gVOL — g(lV
= 2 1 og 10In
gpv gvp ZFV :_zzgva vo. g
uv
Ty g B _Olng ST a2
v ox" ox* 1 og _6%1ng_81ng% ~ _%E
C2goxt x* x* T !
g=detlg, | 8
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e  Wiasnosci transformacyjne symboli Christoffela pierwszego rodzaju

[M]__[agw Gggp_ﬁg’uv}
ox'"  ox"V  ox'*

, ox* oxP , ox? ox* . ox* ox*
8va :mngga Bap = P mggp g = P ygm
og’ o’x*  oxP ox*  oxP ox* ox" 0g,5 Ox*
VOou — + —
ax™  ox"ox™ ox” M ox™ axeax™ B T oxY ax'® ox® ox*
0g., B o’xP  ox* _— oxP  o°x" oxP ox* 0Zp ox*
ox'Y ox"*ox"Y ox'™ Pr ox'* Ax'*ox"Y ﬁK ox'* ox'™ aX ox'Y
o’xP ox* oxP  o’x* oxP ox* ogl ox"
= gy t g B
ox'*ox'Y ox'™ Pr ox'* ox'Mox'Y 7» ox'® ox'™ 6X)L ox"Y
8g’“v _ o’x~  ox* . ox*~  o*x* ox* ox" og,, ox” _
8Xux - 8Xmaxra 8XW g axru axwaxm gK}» 8Xm ox v 8X[3 8XI(l -
o’xP  ox* ox*  o*xP ox* ox* og., ox”
= n ro rv gﬁ% + n A% ro gKﬁ r rv B ro
ox'"ox'* ox ox'™ ox"Vox ox™™ ox" ox" oOx

w8 Bpe T Bip

g
w1 1[ 085 02 Og, oxP ox* ox” o’x*  oxP
[a ] =4 - T2
ox"  0Ox ox? Jox'* ox'* ox" ox'"ox" ox'*
[ x] agm L 08y 08
ox*  oxP
oxP ox< ox? o2x*  oxP Symbole Christoffela

pierwszego rodzaju nie s

o] ] L
a B ra ’ v Ap 4 rv ra
ox'" ox'" ox ox"Mox"™ ox sktadowymi tensora.

e  Wiasnosci transformacyjne symboli Christoffela drugiego rodzaju

re = g!ca[uv]

8 1o oy

" E

ro - wﬁ[m] 8xll ox” 8x’“ 0’x® ox'°
"ox" ox” 8 mox" ox”

oo

g

s = Bpa» gmﬁgm =g, =9

E

ox © aX?L ox'°® aZXu) ox'° Syrnbole Christoffela
e =Ty e e T s drugiego rodzaju nie sg
ox™ Ox"" ox"  oxMox™ ox sktadowymi tensora.

Jezeli uktad wspotrzednych (xl,xz,x3 ,x4) jest prostoliniowy, to [ "ﬁk] =01 I3 =0. Wzory

transformacyjne wtedy znacznie si¢ upraszczaja.
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va v, o 4 144

g =e¢¢ vo_ - vcxagi:

8. =68, ;ruv_2zzg ox"
Il , ,0lee,) 1TSS, o Oe,

co-n | —pEEeedial 13 ee 2

e'e =9

o a

v=l a=1
de, Oe,

ox’ ox"

a=1
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PRZYKLAD
Druga rozniczka promienia wodzacego w trojwymiarowym lokalnym ukladzie odpowia-
dajacym wspotrzednym sferycznym

X =rcos@sin®, y=rsinesin®, z=rcos6
R =xe, +ye, +ze, =rcos@sinbe,  +rsin@sinbe, +rcosbe,
x'=r, x’=0, x’=¢

W dalszych rachunkach potrzebne beda: rozniczka promienia wodzacego i jej kwadrat,
sktadowe kowariantne i kontrawariantne tensora metrycznego oraz symbole Christoffela pier-
wszego i drugiego rodzaju.

dR—a—Rd +8—Rd +a—dz dxe +dye, +dze,
ox oy

oz

dR=BR g+ R 49+ Rip-dre. +doe, +doe,
or 0 0

¢
dR =dr (cos @sin Oe, +sin @sinOe, +cosbe, )+

+do (r cospcosfe, +rsinpcosbe, —rsinbe, )+

+do (—rsin(psin Oe, +rcos@sin eey)
dR-dR =dr” +r’d®’ +1r’sin’ 0de® =g, dr* +g,,d0* + g, do

g1 =8.=1, g :gee:rza £33 = Bpo =r1’sin” 0
gl=g"=1, g”=¢"=r?, g"=g"=r"sin’0

X X X’
[122]:[221]:%%:r’ [133]=[331]=%%=rsin29, [233]:[332]:%%=r25in90089

r,=g" r, F313:g11[313]:_r5in29’ F122:F221:g22[122]:r_l

g"[2]=-
r;,=g” ]: —sinBcosO®, TI}=I; =g~ [133]: t, I=I, = g33[233]: ctg0
d*R=d(dr-e, +d0-¢, +dg-e,)=d’r-e, +dr-de, +d°0-¢,+d0-de, +d’p-e, +do-de,

de, =T dx"e,

de, =de, =2I;dx’e, + 2I3dx’e; = 2r"'dOe, + 2r ' dge,,

de, = de, = 2I,dx’e, +2I’);dx"e, = —rdOe, +2ctg6doe,,

de, =de, =TI'j,dx’e, + T dx’e, = —rsin’ Odge, —sin O cosOdpe,

d°R = (d’r—rd0-do —rsin® 0dg-do)e, + (420 + 2r~'dr-do — sin O cos 0dg - dg e, +
+ (dch +2r7'dr-do +2ctg0do - d(p)e(P
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e Przesuniecie rownolegle wektora

Przesunigcie rownolegte polega na przeniesieniu danego wektora z punktu pierwszego do
punktu drugiego zadanej linii bez zmiany dlugo$ci wektora oraz kata zawartego migedzy nim
a styczng do linii wystawiong w punkcie pierwszym.

A + DA

Al = |A + DAI

e Roznica wektorow okreslonych wzdluz zadanej linii

Okreslmy pole wektorowe wzdtuz zadanej linii. Na linii tej obierzmy dwa punkty
1 2 3 4

B = (gl xty ) Py = (oo xp xe )
oraz zwigzane z nimi lokalne uktady wspotrzednych.

Przy definiowaniu réznicy wektoréw zaczepionych w dwoch réznych punktach zadanej
linii nalezy pamigta¢ o przeniesieniu rownolegtym pierwszego wektora do punktu zaczepie-
nia drugiego wektora oraz o ustaleniu (wybraniu) lokalnego uktadu wspotrzednych, ktory
moze by¢ zwigzany z dowolnym z dwéch punktow.

dAOL = A?z) - Aa)
BA" = Afy - (Af) + DA )= Al - Af) ~DAf, = dA" - DA,

dA® = rdznica wspotrzednych kontrawariantnych wektorow drugiego i pierwszego wzgle-
dem lokalnego uktadu wspétrzednych zwigzanego z punktem pierwszym (drugim)
DA(j) = roznica wspolrzgdnych kontrawariantnych wektora pierwszego spowodowana prze-

suni¢ciem rownolegtym tego wektora z punktu pierwszego do punktu drugiego liczona wzgle-
dem lokalnego uktadu wspotrzednych zwigzanego z punktem pierwszym (drugim)

OA® = rdznica wspotrzednych kontrawariantnych wektorow drugiego i pierwszego po prze-
sunieciu rownoleglym wektora pierwszego do punktu w ktorym zaczepiony jest wektor drugi
liczona wzgledem lokalnego uktadu wspoétrzednych zwigzanego z punktem pierwszym (dru-
gim).
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A =A%, dA=dA"e +A"de, =
de, =T dxPe, =dA*e, +T (A dxPe, =
dA =3A"e, =dA‘’e, +I A dx"e, =
5A“ =dA“ —DA* | =(dA®+T%A"dx")e,

SA® =dA® +T A dxP

o _ o B
DA® =-T ;A dx
A = wektor zadany wzdhuz linii o rownaniu parametrycznym x" = x“(s), (u = 1,2,3,4)
s = parametr
dA = rozniczka wektora A

de, = roézniczka wektora bazowego e,
dA" = rdzniczka wspotrzednych kontrawariantnych wektora A
OA" = rdzniczka absolutna wspotrzednych kontrawariantnych A" wektora A

DAY = ro6zniczka wspotrzednych kontrawariantnych wektora A zwigzana z przesunie-
ciem rownoleglym
[;; = trojsktadnikowe symbole Christoffela drugiego rodzaju

DEFINICJA
4

Pochodng absolutng wektora kontrawariantnego A = (A1 LA A AY ) =Y A, okreslonego

a=1

wzdtuz linii o rOwnaniu parametrycznym x" = x“(s), (u = 1,2,3,4), oznaczang przez S—A,

nazywamy
o o df o
SA z 6A a ’ 8A dA l_,a A“ dX (a _ 1’2’3,4)'
55 & ds ds ’
TWIERDZENIE
4
Jezeli wektor A = (A1 A A° A4) D A%, jest przesuwany rownolegle wzdtuz linii o row-
a=1
naniu parametrycznym x" =x ( ) ( 2,3,4), to spetnia wzdtuz tej linii rbwnanie rdzni-
czkowe
OA” _dA” +T% A= &, (0=1,2,3.4),
5  ds ds
lub

SA* =dA* +TA X" =0, (0=1,234).
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e Pochodna absolutna wektora kowariantnego zadanego wzdluz linii

A=A " dA=dA e" +A de" =
de" =-T/;dx"e” =dA, e" —T} A dx"e” =
dA = 5A e =dA e* ~TY4A dx’e" =
5A, =dA, -DA, | =(dA,-T%A dx")e

8A, =dA, -TlA dxP
— B
DA, =T ;A dx

A = wektor zadany wzdhuz linii o rownaniu parametrycznym x" = x“(s), (u = 1,2,3,4)
s = parametr

dA = rozniczka wektora A

de" = rozniczka wektora bazowego e"

dA, = rozniczka wspotrzgdnych kowariantnych wektora A

dA , = rozniczka absolutna wspotrzgdnych kowariantnych A, wektora A

DA, = rozniczka wspotrzednych kowariantnych wektora A zwigzana z przesunigciem

rownolegtym

o — trojsktadnikowe symbole Christoffela drugiego rodzaju

DEFINICJA

4
Pochodng absolutng wektora kowariantnego A:(AI,AZ,A3,A4): A_e” okreslonego
a=l1

wzdtuz linii o rOwnaniu parametrycznym x" = x“(s), (u :1,2,3,4), oznaczang przez S—A,

nazywamy
4 A daf d B
S—A:zs < ea ’ SAa :dAa _FZBA iﬂ (a:1723394)'
& = 5s ds ds " ds
TWIERDZENIE

4
Jezeli wektor A:(AI,AZ,A3,A4):ZAae“ jest przesuwany rownolegle wzdluz linii
a=1

0 rownaniu parametrycznym x" = x“(s), (p = 1,2,3,4), to speinia wzdluz tej linii rownanie
rézniczkowe

df d P
o s A, S0, (w=1234),

lub
8A, =dA, -T%A dx" =0, (0=12.34).
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e Pochodna kowariantna i kontrawariantna wektora

Pochodna kowariantna wektora kontrawariantnego

o

—+ 1"[;';Aﬁ}1xx =A%, dx"

a _ a o OA
DA® =T APdx* ox
oA
dA® =—-dx
0x

A%, =V,A%=

OA“ I pA“ o« A B
ox* B ox”" +l"mA

Pochodna kowa-
riantna wektora
kontrawariantnego
jest tensorem mie-
szanym drugiego
rzedu.

Pochodna kontrawariantna wektora kowariantnego

_dA oA, — |
0A, =dA, —04, SAQ:( “—foABjdxx:Ajdxx
DA, =T}, Adx, ox,,

oA
dA, = Lea g | SA, WOA, —

“ T, AP =VIA, =220 00 T A

ox,  OX,

Pochodna kontra-
warlantna wektora
kowariantnego jest

tensorem mie-
szanym drugiego
rzegdu.

e Pochodna kowariantna tensora drugiego rzedu

ar T
T =V, T"=

ox”

ar OT

a up B rop
+FMT +FMT

o o __ B a o
Tjo =V, Ty =— - ~TETY + LTy

df aTaB . "
Taﬁ;x = VxTaﬁ :ax_x _raprB _FMTW
PRZYKLAD
Pochodne tensor6w metrycznych
g” =e"-ef dg® =e®-def +e" -de”=
de” =T/ dx"e" =—e”-e'T) dx" —ef .e" Tl dx" =
de” =TI’} dx"e" = =—g“T)dx" — g™ dx" =
dg® = og” dx* = —(g““l“fx +gﬁ“r§x)dxx
ox’" og" anpB _ Bupa B p
x| © Ty —g'l;, g"=¢g"
_ % o w %87 e, e
opn = ox L an8up ~1pr8ou g 5 = o +I,e" +158
08 ap og”
axk = Fotl}»gpﬁ +Fﬁukgap w = _r;xguﬁ _ fogau
op. =0 gaﬁ;x =0
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e Dywergencja wektora kontrawariantnego

.o df ) ., O B
divA=V-A divA =e —Q(A eﬁ) =
— % a 8X
B o OA" Oe OAP Oe
ox =e"e,——+Afe" —L =57 — +Afe" —L =
A:ABeB 0x OX Ox ox
OA* 0
85 =— +APe” aei
X X
. a aeﬁ 3 1 a'\/_
ze z = \/_ axﬁ . ¢ a AP
1 a=I divA —ax—a'i'rﬁaA =

G
olyea)

divA = Lz

\/g a=l1 axa

TWIERDZENIE
Dywergencja wektora jest sladem pochodnej kowariantnej ze sktadowych kontrawariantnych

tego wektora: divA = A, .
DOWOD
4 OA“

Sa 3 S
asl ox* =1

a=1 B=1

I
>

+Z4:F;;Aﬁ 2

e Dywergencja wektora kowariantnego

o __ ap
e“=eg divA:e“%(ABeﬁ) =epg“”ia(AKgKﬁgﬁvev)
AP =A g ox x
e, = gﬁveV
g, e’ =385’ = divA =e g™ (AKeK)
op a a
g T o
. divA=e¢,——(Ae") |=
ee" =3; 0x
oe . oe,
—e de~ oA oe
uax axu :eHeK K+eH_AK: E K _ " HAK
] Ox OX Ox OX
K eH Tk ) ) ’ '
o,
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TWIERDZENIE
Dywergencja wektora jest Sladem pochodnej kontrawariantnej ze sktadowych kowariantnych

tego wektora: divA = A",

DOWOD

L, 0A G- _ 4 EA GG —

AL ThAy ~Ehs SAr=3 e S STLA,
A B=l1 a=1 a=1 o a=1 =1

e Dywergencja tensora kontrawariantnego drugiego rzedu

B R B ( ; --)“df o
T = A TLT T divT :ﬁZ}T;B =
B=2

. or 1 oye ).
- St 2 e S -

Ty =—— + T T + T T het P
B 8X

4 4 4

_ VE 6Taﬁ 1 08 | o up

_;L/ x| g o’ +;;F‘*BT
p 1 0+/g

L = 1/ ox"

e Dywergencja antysymetrycznego (skosniesymetrycznego) tensora kontrawariantne-
go drugiego rzedu

et 1 saleT?)
(1) 23 - LS T, 5
p=1 g p=1 X n=l p=1
TuB=_Tﬁu’ FSB=1-0L — iir:tﬁ'ruﬁ:o
p=1 p=1
et 1 & ale?)
(leT ) =Z:T;[3 __Z 7
p=1 g p=l X

e Dywergencja tensora kowariantnego drugiego rzedu

df 4
(divT..), =3 T
=1
aT 4 4
Topa = _axﬁ B Z T T — ZF[;;T
8x p=l1 p=l1

B=2
4 4 6Ta[3 4 4 4 4
ZTam = Zm_ er:ﬁTuﬁ - erﬁaTau
B=1 p=1 B=1 p=1 B=1 p=l
(divt,.), dzfiTmB,ﬁ -3 aTo;jﬁ _izrgﬁnﬁ AN ir;BTw
T e S SO = v =
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® Dywergencja tensora mieszanego drugiego rzedu

df

o aTa o o aTa a
Tﬁ;x:a_B_F;pr +I5 T (diVT:) Tg, = by 1 \/EJT“—F“ T =

x* B e ox* \/g ox* | P Po"h
a=A
4 OT 1 6\/§ 4 4
oT? S| NETe ) L ONVE fqa | SIS pa
o _ B o a o o o
Tﬁ;a - ox“ _F;aTu +FuotT[§l élz g () ( g ox ;; o

o _ 10 divT:) S Te :LW(LT;)— S
F““_\/gax“ (divT?), BZ; ” \/—Z DD R

e Dywergencja symetrycznego mieszanego tensora drugiego rzedu

Bo p

o, = d gTﬁ“)_FuTa
sa axa

=

oxP ox*  ox”
T _La(\/gﬁ? _%Tka( 08, +agm_agﬁaJ

_ guk( 081 , 0%ip _ 98pu J g T =T

oxP  ox*  oxt

T}\.(l — T(lk = T?\.(X ag}tﬁ _ agﬁa — 0
ox*  ox"

o 1 oleTy) | da,
ox“

Bio \/g 2 axﬁ
Ao o _ph
™ =T g"
T(l :La( gT;)_iTOL i agak
Bio g ox* 27 axf’
ng 6gak — _g agux
ox” “* oxP
T(x _ 1 a( gT;) 1 T(x ag“x
B;o _E axa 2 aka—[}
T;?gak = Tpk
o1 oleTy) | og”
Tha :_g ox” 2 Tw oxP
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(divt:), =2,

o =g, 1"
T,, = (gWT‘”);V
8o =0
T, =g, Ty
T = (divr™)"

(divT?), = g, (divr™)"

(divt.), =T

Hv;v
Tpv = g“ﬁT\?
— B
THV;V_ (guBTv );v
guB;v =0

Tuv;v = guBT\F‘;v
T8, = (divt;)’

(divT..), = g, (divT:)"

Zwiazki miedzy dywergencjami tensorow drugiego rzedu

(dive™)* =T*

T = guﬁT[;f
= (g"Ty)
gV =0
Th=g" Ty,

Ty, =(divT;),

(divr=)" =g (divt:),

(divt;)' =T,

T; =" T,
T, =(e"T, )
gl, =0

T =8" T
T, =(divT,),

(div:)” =g (divT..),

Gradient funkcji skalarnej

df 4

grado=Vop = z

a=1

o

[6x“

Jo

4 4 aq) a(P
o _ af afl
e =) eg”, — =
2o 2o ox,
4 ( 4 o0 4 A
grade = g®—le, =) —e
HEer it g

Gradient funkcji skalarnej ¢ jest wektorem.
oo

sktadowa kowariantna gradientu

4

De

a=1

w 09 _ 09

P = skladowa kontrawariantna gradientu

§
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e Laplasjan funkcji skalarnej

df
diVAzLia(\/_LﬁAB) VZ(PIA([):V-V(p:divgrad(p:
g Ox .
1 o
4 4 —divA ==Y —{ /g g¥
A:grad(p:zzeﬁgaﬁ aaqi gﬁzllaxﬁ( aZ::‘ aXaJ
a=1 B=1 X
B B 24: p 0P 4 4
A" =grad"p= ) g° R 1 0 5 0
@ Vo= — _
a=1 a (P g ;;axﬁ g g a o
V2o = div grad
diVA:A; zﬁ_F;aAﬁ X X X
A =grado
o _ Ba_(p B _ aﬁﬂ .
A _g 6XB ’ B 6Xa Vz(p:g‘xﬁ az(p + ag ’ 6(p _Fa ga[}ﬂ
g = ghe ox*oxP  ox* ox® T ax*

e Rotacja jako kowariantny tensor antysymetryczny drugiego rzedu

df

L :AV;u - Au;v
aA 03 aA\) 03 03 03
Ap;v = aXS _ruvAa ’ Av;p = w_FVHAa ’ va = Fvu
P 0A, OA, W przestrzeni n-wymiarowej antysymetryczny tensor r,, posiada
Yookt ox” %(n2 —~ n) niezaleznych sktadowych.

W przypadku trojwymiarowym sktadowe tensora r,, mozna interpretowac jako sktadowe
rotacji wektora kowariantnego w uktadzie ortonormalnym.

TotA = (ZA; — aaAf]el +(881:31 — 88A13 Jez +{88A12 — ZAZI Je3 =r1,e +r1,e’ +r,e’
X X X X X

e Twierdzenie Gaussa

Calka z czterowektora po hiperpowierzchni S jest rowna calce z dywergencji tego wekto-
ra po czteroobjetosci V.

fA g ds, =[Asgdv
S A%
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e Pochodna kowariantna dowolnego tensora
Pochodng kowariantna dowolnego tensora lub rozszerzeniem kowariantnym tensora nazy-
wamy wyrazenie
§187...8

Tsls2 sn :V Tsls2 S Moty

11y Iry..ry SXK

dr §$187...8,

— N1 Ty [Fq TSISZ Sn +1—~q TSISZ :n + . ]+|:1":1qu52»--511 _l_l":szSquz“-Sn +]

ax qry ...Iy nqr ..

TWIERDZENIE
Pochodna kowariantna dowolnego tensora jest tensorem, ktorego rzad i kowariantno$¢ sa
o jeden wyzsze od rzgdu 1 kowariantnosci tensora wyjsciowego

§187...8 tw

S1Sp..8, S18p...8, Nl SiS, .8
T =V, To5s = e oSS,

11y nry..ry SXK 11y ..y

Dowadd tego twierdzenia dla przypadku pochodnej kowariantnej tensora kowariantnego zostat
podany przez E. B. Christoffela w pracy:

Uber die Transformation der homogenen Differentialausdriicke zweiten Grades.

Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 70 (1869) 46-70.

Rok 1869 mozna uwazaé za date powstania rachunku tensorowego.

PRZYKLADY
Pochodna kowariantna tensora zerowego rzedu (skalara) T
oT ¢ oT
T,=T,=V,T=—= =T,.
ox*  ox”
Pochodna kowariantna tensora kowariantnego pierwszego rzgdu (wektora kowariantnego) T,
OT, ¢ 0T,
T, =T,, =V,T, _SX_ax o L
Pochodna kowariantna tensora kowariantnego drugiego rzgdu T,
T, =T, =V,T, - ta 2T ~T3 T, -T,T
apr T Tafir T oA Br Taq

e axX
Pochodna kowariantna tensora kowariantnego trzeciego rzedu T,

oT . daf OT
_ app ap
- VKTOLBH Sx == axxp -Iy Tqﬁu

Pochodna kowariantna tensora kowariantnego czwartego rzedu T

0T, 40T,

apuv ¥ “apuv q q q
auv Sx - ax* _FakTqﬁuv _FBKTaquv _FMT

T,

afur

=T,

app;h

Fl%» Taqu - FSKT

afq *

apuv

T,

— — q
afuva T T(XBHV;}» - VXT apqv rvk TocBuq .

Pochodna kowariantna tensora kontrawariantnego pierwszego rzedu (wektora
kontrawariantnego) T*

: T o T“
TOOL = TOL’)L :V}LTQ = 0 a Fq)LTq
ox*
Pochodna kowariantna tensora kontrawariantnego drugiego rzedu T
8T ar oT

T? =T =V, T = ——+ T T+, T,

ox*  ox’
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Pochodna kowariantna tensora kontrawariantnego trzeciego rzedu T
8T “ﬁu df aT “ﬁu
T;Bu — T,O;LB“ — V}LTOLBH — —= +T quﬁH + FB T 4 Fu Taﬁq
N 8X q

Pochodna kowariantna tensora kontrawariantnego czwartego rzedu T*™*"
ST ar oT ¥
T =T =V, T = ———=——— 4+ TS TP 4 L) T 4 T T 4+ T, TP,
5 8X aX q q q q
Pochodna kowariantna tensora mieszanego drugiego rzedu jednokrotnie kowariantnego i jed-

nokrotnie kontrawariantnego Ty’
T, =T5, =V, T = Oty i@Té‘ T TS+, Tg
(i Bin AP sx* ox* Br g QB
Pochodna kowariantna tensora mieszanego trzeciego rz¢du jednokrotnie kontrawariantnego

i dwukrotnie kowariantnego T,

dT,, df OT,
o o __ B B
_Tﬁli}\ vxTﬁH - SXX - aX:

¢ ~TA TS ~T4 T +TATE.

B

e Pochodna kontrawariantna dowolnego tensora
Na bazie definicji pochodnej kowariantnej podamy definicj¢ pochodnej kontrawariantne;j

dowolnego tensora.

818y .8y

$189 .8 $189.8pn $159.8y 0o hy
Trlrz...rmk - Trlrz Ty =V Trlr2 Ty SX)L
df aTSlSZ -Sp
— ... Iy [Fq Tslsz Sp + Fq Tslsz sn + ]+ I:l—wsl '1-~qsz.4.sn + Fsz r-[~slqs3“.sn + ]
ax)” qr3.. qr qhr

$1Sp.8y 8159 ...8,®
Trlrz.“rm;» _gkwTrlrz Ty

Ak _ QK
g g?w) - 8w

Ak 8182 .8y ® $187 .8, ® 81878, K
g gkarlr2 T =93, Trlr2 T _Trlrz T

Pochodna kontrawariantng lub rozszerzeniem kontrawariantnym dowolnego tensora nazywa-
my wyrazenie

$18...5,

$1S5...8,K __ rSiSp..8,5K L AK 81828, __ ~ AK 0.y —
NIy Ty 00y .. Iy g \% Ol Ty g SX}L
daf a 81S5...8,
:g)\'K %_[Fr?x :llzszrsn +Fq T;(l;é:n ]+[FSI TqSZ Sp +FSZ TsquS Sn _'_.“]
F N F N F N
a af Ak a 8 af Ak a Kdt Ak
=2t o, =), V=R eV,
ox ox* 8 ox”
=l X X A=l X A=l

_ df N N N
q _ K14 S1 — K181
FrlK - zg Frlk ’ zg Fq)»
A=l

§185...8,
Tsls2 S K Tsls2 SaikK _ v Tsls2 Sn_ nr..Iy
Nty ..Iy 0Ty .. Iy ... Iy
12 12 11 SX
K

df $1S3.-:p
a _ hhetm [r‘q TSi52-8a +1—'q TS24 ]+ [r‘sl T2 +1"52T51q53 Soop ]

0K qr..Ty nqrs...Iy,
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TWIERDZENIE
Pochodna kontrawariantna dowolnego tensora jest tensorem, ktorego rzad i kontrawariantno$¢
s3 o0 jeden wyzsze od rzgdu i kontrawariantnosci tensora wyjsciowego

§185...8, tw

SISZ.”Sn;szK SiS2-8n 0rp..Iy — T Si1528K
Ty Ty ey ..Iy eIy

0x

K

Twierdzenie to w przypadku pochodnej kontrawariantnej tensora kontrawariantnego zostato
sformutowane przez G. Riciiego i T. Levi-Civite w pracy:

Meéthodes de calcul différentiel absolu et leurs applications.

Mathematische Annalen 54 (1901) 125-201.

PRZYKLADY

Pochodna kontrawariantna tensora zerowego rzedu (skalara) T
oT o . oT e o7

5x, - o ° *

K K

T =T"=V*T= =T".
Pochodna kontrawariantna tensora kowariantnego pierwszego rzedu (wektora kowariantnego)
T

a

. 8T, & . [oT oT, =
TX =V*T, =—¢ =g“‘( A —Fé?quJ: ax“ -T2T

o o A oK °
8x Ox !

K

Pochodna kontrawariantna tensora kowariantnego drugiego rzedu T,

3 ;K K STaB o Ak aTaﬁ q q aTaﬁ T4 T4
Ta[} = Ta[} = V Ta[} = gzg ? - FakTqB - F[}XTaq = ax— - r‘aKTqB - FﬁKTaq .
Pochodna kontrawariantna tensora kowariantnego trzeciego rzedu T,
OT,, o oT,
K _ iKUK _ afp Ak off _
Taﬁu - TocBu =V Taﬁu - ST:_g [GT}”H - ro?kTun - rlngaqu - F;?KTOLBq] -
oT

__opp  Tq _ T4 _ T4
B FaKTqﬁu FﬁK Taqu FuKTaﬁq :
K

Pochodna kontrawariantna tensora kowariantnego czwartego rzedu T

afuv
0T, df oT
K _ Tk _ K _ apuv _ Ak afuv  1q R ml'l 14 14 _
Taﬁuv _Taﬁuv =V Taﬁuv B K ) FakTunv FﬁkTaquv FMTanV kaTaﬁuq o
Ox ox
oL, — _ _ _
_ Puv q q q q
- - FaKTqﬁpv - FBKTaqpv - FHKT(XﬁqV - FVKTaqu .

K

Pochodna kontrawariantna tensora kontrawariantnego pierwszego rzedu (wektora kontrawa-
riantnego) T“

_oTr*

o df o _
o e o yepe = O =g“‘(6T +ToTe.

ox* ox" +F‘;qu

Pochodna kontrawariantna tensora kontrawariantnego drugiego rzedu T*

8T e . [OT* B b T
o =g Yy +Ia T+, T | = o

K

T =T®H* = v T = + TP +ThT™.

K
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Pochodna kontrawariantna tensora kontrawariantnego trzeciego rzedu T“™

Taﬁw( _ TOW;K _ VKTOW _ STaﬁH df M(aTaBu

x. ° | oxt

K

BB TP Ba | _
+ 0T + T, T + T, T q] =

apu

T 7B 4 7B Tear 4 T» Tobq
+ L T + DT + T T

OX,
Pochodna kontrawariantna tensora kontrawariantnego czwartego rzedu T
Py gp
Taﬁuw( — Tuﬁpv;K — VKTQﬁHV — ST —
dx

K

ox*

ofuv

a apuv
—_ oMk o aBpr B roquv n aqv v ofug | _
=g ( + L, T+, T + T, T + T, T =

S T T T T e

K
Pochodna kontrawariantna tensora mieszanego drugiego rzedu jednokrotnie kowariantnego
i jednokrotnie kontrawariantnego T’

03 03
8T o xk(aTb

o

4T + ¢TI —fﬁﬁ- TiT* +T*TY
_qu+qxﬁ—ax_ Tlhoclp -

T(}LK :TO(;K :vKT(}L — —
B B b~ 5k g ox”

K

B Tq
K

Pochodna kontrawariantna tensora mieszanego trzeciego rzedu jednokrotnie kowariantnego
i dwukrotnie kontrawariantnego Tg,

OT, df oT;
0K _ oK _ y7K o Bu _ A B o o o _
Tﬁu - Tﬁu =V Tﬁu T Sx - =g ( 6X;‘l - rngqu _FﬁkTﬁq + FqKT[?uJ -
oT, — _ _
— ﬁ a o o
- - FSKTqu - FSKTBCI + rqKT[?u'

K

Pochodna kontrawariantna tensora mieszanego trzeciego rzedu dwukrotnie kowariantnego
1 jednokrotnie kontrawariantnego T:‘B

oapK ap;K Ko 8Taﬁ a K aTaﬁ o [0 o
Tuﬁ :Tuﬁ’ =V TuB: - :gk ( ; _rﬁkTqﬁ+quT$B+rnguqJ:

OX ox*
oT® — —
_ af o B B o
= —ax” - FSKTq + FqKTS + I“qKTHq.

K

Pochodna kontrawariantna tensora mieszanego czwartego rzedu jednokrotnie kontrawariant-
nego i trojkrotnie kowariantnego Ty,

STe, df M((aw

0K _ ek y7Ko Buv Buv a a o a _
T =T} =V'T, =—* =g = - T, T T, —F‘leB”qurqu;wJ_

Buv Buv Buv A qup Bav
OX 0x
oT, — — — _ _
— Pw _Tqe _T9Te _T9TC o mq
B Ox FBKTquu ruKTqu FVKTﬁuq + rqKTﬁwf'

K
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e Pochodna kowariantna (kontrawariantna) sumy i iloczynu tensoréw

Pochodna kowariantna (kontrawariantna) sumy tensoréw tego samego rzedu i typu jest
sumg pochodnych kowariantnych (kontrawariantnych) tych tensoréw.

Pochodna kowariantna (kontrawariantna) iloczynu dowolnych dwéch tensorow jest suma,
sktadajaca si¢ z iloczynu pierwszego tensora i pochodnej kowariantnej (kontrawariantnej)
drugiego tensora oraz iloczynu drugiego tensora i pochodnej kowariantnej (kontrawariantne;j)
pierwszego tensora.

Nalezy pamigtac, ze pochodna kowariantna (kontrawariantna) kowariantnego oraz kon-
trawariantnego tensora metrycznego jest rowna zeru
5g" Bg, 08" 8,

= =0.
ox* 8&x* 8x ox

K K

e Pochodne wyzszych rzedow

Zacytujmy odpowiedni fragment z pracy G. Riciiego i T. Levi-Civity:
Meéthodes de calcul différentiel absolu et leurs applications.
Mathematische Annalen 54 (1901) 125-201.

»Jezeli litera o m wskaznikach przedstawia tensor kowariantny, to przyjmowac¢ bedziemy
ogoblnie, ze ta sama litera z jednym wskaznikiem wigcej przedstawia jego pierwsza pochodng
kowariantng wzgledem przyjetej formy zasadniczej.

Na przyktad, wychodzac z tensora rzedu 0, tj. z funkcji T 1 stosujac kolejno odpowiednie
wzory, mozna otrzymac¢ pierwszy, drugi itd. tensor pochodny. Rozciagajac na rzedy wyzsze
nazwy, bedace w uzyciu dla rzedu pierwszego, nazywamy niekiedy tensory T_, T, itd.
pochodnymi kowariantnym rzedu drugiego, trzeciego itd. funkcji T.”

Procedurg t¢ mozna rozszerzy¢ na pochodne kowariantne i kontrawariantne dowolnego
tensora.

PRZYKLAD
Startujac od skalara T mozna utworzy¢ 24 tensory mieszane czwartego rzedu jednokrotnie
kontrawariantne i trzykrotnie kowariantne:

T?BHV’ T?ﬁvu’ T?HBV’ T(-lu\'B T?VBH’ T?VHB’
Toowr Tows Tipr T Tops T
Toios T Tipeor Tidps Topas T
T T's T Taps T's Ty

Pierwszy z nich skonstruowali$my nastgpujaco:
T — oT ,
ox,

po_ 8 (8T _ 8T
T oxP ox,, - SxPox,
5 | & (8T 5 [ T 5T
T.GB” = = = N
ox* | ox” | 8x, ox* | oxPox, | ox"ox"éx,

5 | 8| & (8T 3 8'T 5*T
Toaﬁp,v = = = .
5x Y | ox* | 8xP ( 8x, ox Y | 6x"ox"ox, | Ox'ox"5x"ox,
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e Dywergencja tensora metrycznego

08.p w _ 08 e o
opp = 5 b ~ T8~ Thpon €9 =50 + g™ + g™
6gaB 6g°‘ﬁ o B B Lo
o’ = Lop8up + Tip8a ox’ =-Tpg"” —Tpg™
_ o _
Eapp = 0 g p= 0

e Dalsze wlasnos$ci tensora metrycznego
Rézniczkowanie wyrazenia

gucgvc = 8:
daje

vo 08w 08"
8 ke Swiage

Po przemnozeniu obu stron tej rownosci przez g, 1 zsumowaniu po v (W pierwszym przy-

padku) lub przemnozeniu przez g"* i zsumowaniu po p (w drugim przypadku), otrzymujemy

g gvc agpc — _g g agvG
vt ox* viouc ox“
8,.8° =8
o ag c agvc
8 e = 8B e
[9).4 ox
agm e g 6gvcs
axa Vioeuo axa
lub
T VG ag G T agv(T
gu g _}’; - 8 guc o
ox ox
88, =98
gurgvc ag_lf - _ ; agv:
19).4 ox
agw oMty Vo gHG
ox“ ox“
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1 O PRZESTRZEN RIEMANNA

e Plaskie przestrzenie z metryka
Badane poprzednio przestrzenie byty ptaskie, istnial ortonormalny uktad wspotrzednych

{O,el ,ez,e3,e4}, wzgledem ktérego rézniczka odleglosci ds miedzy kazdymi dwoma blisko

potozonymi punktami speiniata zalezno$¢ (ds)2 = Z (dx“)2 . Uktad ten byl wyjsciowym ukta-
p=l1

dem wspotrzednych z tensorem metrycznym g, =9, . Wprowadzenie wspotrzednych krzy-

woliniowych x™ = fu(xl,xz,x3 x4) pozwalato na okreslenie w kazdym punkcie przestrzeni

ox" ox’

ox'* ox'

i x"* +dx'* mozna byto wyznaczyé ze wzoru ds” = g;ﬁdx'“dx'ﬁ :

tensora metrycznego g.; =g,, —o . Rézniczke odlegtosci migdzy dwoma blisko poto-

ro

zonymi punktami x

e Przestrzen Riemanna jako przestrzen zakrzywiona z metryka
Wyjsciowym uktadem wspotrzednych niech bedzie dowolny prostoliniowy lub krzywoli-

niowy uktad wspotrzednych X', X*,X* X*. Niech (Xl ,xz,x3,x4) beda kontrawariantnymi
wspOtrzednymi punktu P, ktore przy zmianie uktadu x* = f* (x1 X770, x4) transformujg si¢

4 8x'“
wedtug wzorow dx"™ z

v=l

n=12,34).

Czterowymiarowym tensorem g-Krotnie kontrawariantnym i d-krotnie kowariant-
nym T!"*"" bedziemy nazywali zbior 45" wielkosci, zwanych jego sktadowymi (wspot-

rzgdnymi), ktore przy zmianie uktadu wspotrzednych
4 ox'™

v=l1 0x b

x" :f“(xl,xz,x3,x4), dx™ =

dx", (u=1,234)

transformujg si¢ wed%ug WZOrow

4 ox ' ox'te & 4 axh Ox Pa
IH[Hz Mg . . o0y Oy
Vle “Vq Z z axa] Z Z !V] axrvd Tﬁlﬁz Ba lub

o
=l a,=l ox™ po a0

4 4 '

4

/H1H2H3 He _ . Z Z Vi, Vi OO0

VleVz Vg ' ' BiBaBs-Ba -
o=l o lax 6X . Pl Bd:laxﬁl aXﬁd

Liczbe (d +g) jest rze;dem tensora.

Przestrzenia Riemanna nazywamy przestrzen z zadanym w kazdym jej punkcie tenso-
rem metrycznym g, , kowariantnym, symetrycznym, drugiego rzgdu. Przy pomocy tego ten-
sora okres$lany jest kwadrat rozniczki odleglosci dwoch blisko siebie potozonych punktow

(forma metryczna) ds’ =g, dx"dx". Tensor metryczny przestrzeni Riemanna mozna przed-

stawi¢ w postaci sumy dwoch sktadnikéw. Pierwszy sktadnik zwigzany jest z przyjetym wyj-
sciowym uktadem wspotrzednych. Drugi sktadnik opisuje deformacje przestrzeni.
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e Kowariantny tensor metryczny i kowariantne wektory bazowe

df g

cosé(eu,ev) =

df

e -e = euevcosl(eu,ev)
df

ep .ev :gpv

0 G
gpv = gpv + gpv

o o0\ gﬂv
cosé(e e ):

povv

df
0_ 0.0 0 .0
e, e —euevcosé(eu,ev)
df

0_ .0
€ .ev_gpv

cosé(eu,eu):l

e =2

0 G _ .0 0, G
ep.ev_gpv—i_gpv_ep.ev—i_gpv

) gﬁv +g§v

cosé(e e )=
Veh, +gl gl +gl

povv

dem wspotrzednych

trzeni

0o _ ey ’
e, = wektory bazowe wyjsciowego uktadu wspotrzednych
e, = lokalne wektory bazowe przestrzeni Riemanna

gﬁv = sktadnik tensora metrycznego przestrzeni Riemanna zwigzany z wyjsciowym ukta-

gfv = sktadnik tensora metrycznego przestrzeni Riemanna opisujacy deformacje przes-

¢ Kontrawariantny tensor metryczny g"

g 81 813 8u

gngvu - A™ g™, g=det 82 8» 8y 8u 20
g g gy1 8n 83 8u
4 8Bau 8Bs Bu
B _ B
A” = gg" g g
W _ osh e a
g A ool

Analogiczne relacje zachodza miedzy kontrawariantnym tensorem metrycznym przestrzeni
Riemanna i kontrawariantnymi wektorami bazowymi.

e Lokalny uklad wspoélrzednych i styczna przestrzen

Tensor metryczny przestrzeni Riemanna pozwala wprowadzi¢ w kazdym punkcie tzw. lo-
kalny prostoliniowy uktad wspoétrzednych oraz zwigzang z nim tzw. styczng przestrzen. Wy-
korzystujac fakt, ze w danym punkcie P sktadowe tensora metrycznego sg state, mozna jedno-
znacznie skonstruowac lokalny prostoliniowy uktad wspétrzednych

{P,el,ez,e3,e4}, g =€,

e, .
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e TIloczyn skalarny wektoréow kontrawariantnych
[loczynem skalarnym wektoréw kontrawariantnych

A=(A',A%,A*,A*)= A%, oraz B=(B',B>,B’,B*)=B'e,,
zaczepionych w tym samym punkcie, nazwamy skalar

df
A-B=ABcos/(e,,e,)=A*B'e, -e, = A*B'g,,

e TIloczyn skalarny wektoréw kowariantnych
[loczynem skalarnym wektoréw kowariantnych

A=(A",A%,A%,A*)= A%, oraz B=(B',B*,B*,B*)=B'e,,

zaczepionych w tym samym punkcie, nazwamy skalar

df
A-B=ABcos/(e",e')=A B e" -¢' =A B g"

e Rzeczywista wartos¢ wektora kontrawariantnego

df
A=,eg, A"A"

] ¢ = liczba znakowa przyjmujaca wartosci +1 lub —1, aby A bylo liczba rzeczywista

e Rzeczywista warto$¢ wektora kowariantnego

df
A= eg"A A,

e Warunek prostopadlosci (ortogonalnosci) wektorow
Dwa wektory A" i BY zaczepione w tym samym punkcie bedziemy nazywali prostopad-

tymi (ortogonalnymi), jezeli
g, A"B" =0.

e Operacje na tensorach w przestrzeni Riemanna

Wszystkie omowione wczesniej w niezbedniku operacje na tensorach mozna wykonywac
réwniez w przestrzeni Riemanna. Dziataniami algebraicznymi, ktére mozna przeprowadzaé
jedynie na tensorach okreslonych w danym punkcie, sa:

Dodawanie tensorow

Mnozenie tensorow

Zwezanie (kontrakcja) tensorow

Podnoszenie i obnizanie wskaznikow
Operacjami w zakresie analizy tensorow sa:

Pochodna tensora

Pochodna absolutna tensora

Dywergencja tensora

Gradient funkcji skalarnej

Laplasjan funkcji skalarnej
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e Rownania geodetyki

Geodetyka (linig geodezyjna) nazywamy najkrétsza linie taczaca dwa blisko siebie potozo-
ne punkty. Wzdhuz linii geodezyjnej wersory stycznych do niej sa wzgledem siebie przesunigte
rownolegle.

Niech bedzie dana linia o réwnaniu parametrycznym x“ = x“(s) , (oc = 1,2,3,4).

4 dx“ dx* dx” ..
Wektor A= ZK e,, |A| =1/8u —— =1 jest jednostkowym wektorem stycznym do
a=1

danej linii. Bedzie ona geodetyka wtedy i tylko wtedy, gdy pochodna absolutna z wektora sty-
cznego do niej bedzie rowna zeru.

SA* dA“ dx”

= ‘|‘1—‘0(1Ax}/l :0 ¢ ¢ " Y
5 % v & E dx =i dx T dx" dx ~0

ixe ds\ ds ) ds| ds ods ds
N X
A% =

ds 2_a dx* dx"

d_X2+ ¢ XX o Rownanie geodetyki

a=1234 ds "o ds ds

Aby jednoznacznie rozwigza¢ uktad tych roéwnan rézniczkowych, nalezy zada¢ warunki
poczatkowe:
x“(O) = poczatkowy punkt geodetyki,

dx* . .
( ; j = wektor styczny do geodetyki w punkcie poczatkowym.
S

0

e Geodetyka zerowa.

Geodetyka zerowa nazywamy geodetyke, dla ktorej ds=0. Po takich liniach porusza si¢
Swiatto. Zwré¢my uwage na to, ze w czasoprzestrzeni odlegtos¢ migdzy dwoma réznymi punk-
tami moze by¢ rdwna zeru, pomimo ze punkty te nie pokrywajg sie.

TWIERDZENIE
Geodetyka zerowa jest linig
x*=x%(u), (a=12,3,4),
spetniajaca réwnania rézniczkowe
d*x” . dx" dx’
+ =

du’® ™ du du

ktorych catka pierwszg jest
dx* dx”

Wodu du

2

Aby jednoznacznie rozwigza¢ uktad tych rownan roézniczkowych, nalezy zada¢ warunki
poczatkowe:
x“(O) = poczatkowy punkt geodetyki zerowe;,

(d;( j = wektor styczny do geodetyki zerowej w punkcie poczatkowym.
u
0
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1 1 TENSOR KRZYWIZNY

Mieszany tensor krzywizny Grossmanna czwartego rzedu

Przestrzen n-wymiarowa nazywamy zakrzywiong, jezeli nie istnieje ortonormalny uktad
wspotrzednych wzgledem ktorego rézniczka odlegtosci ds migdzy kazdymi dwoma blisko

potozonymi punktami spelnia zalezno$é (ds)2 = i (dx*l )2 .

p=1

Miarg krzywizny przestrzeni zdarzen (czasoprzestrzeni) jest przyrost wspotrzednej kon-
trawariantnej wektora zwigzany z przesuni¢ciem rownoleglym wzdhiz zamknigtego konturu.

o _ o B
AA" = —f Ty APdx"

Twierdzenie Stokesa
oBY
§ B"dx" = %J-

oB*
aXV

aXH

jdsw

ds* =d,x"d,x" —d,x"d,x"

ds* = —ds™
_T@ AB

B* =T A
B' =T AP
OAP

=-T" A°
ox" H
OA"

=ThA7
ox”

=1

2

2

= 1R"

2

AA® =—1R} AP [dS™

ar‘[;};/ ar‘[ﬁi o (e} o (e}
e = oen  agrLovim Tl

AA*

nych x*, x"
R(X

Buv

Buv

Buv

206

o _ o B _
—AA" =T APdx" =
a o B a o B Y
%j aXuFﬁVA _yrBuA stu
o B o B
ij My o . OA" orp AP oA -
20 oxt ooxt o oxY P ox Y
or or®
Bv B B B o B G o B o v o
| AN IEAT S TRTLAT + TETA JdS“ =

W ostatnich dwoch cztonach zamienimy miedzy sobg
wskazniki B 1 ©.

1
1

:%IR

Dla nieskonczenie matego konturu zamknigtego mamy
AP[ds*

ory ore

— AP P AP T AP 4T F“Aﬁjds‘” =
oxH v oV Pu op Bv

ore  ory

P _rere +TeTy |APdS® =

ox*  ox"

o APdS®™ =

infinitezymalny przyrost wspotrzednej kontrawariantnej wektora zwigzany

z przesuni¢ciem rownoleglym wzdtuz infinitezymalnego zamknietego konturu bedacego
infinitezymalnym rownolegtobokiem o infinitezymalnych bokach d,x" i d,x"

dS" = antysymetryczny tensor drugiego rzedu, ktorego sktadowe sg rzutami infinitezy-

malnego elementu powierzchni na ptaszczyzny wyznaczone przez osie uktadu wspotrzed-

= mieszany tensor krzywizny Grossmanna czwartego rzedu
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e Wiasnosci tensora krzywizny Grossmanna

Ry, =-Rg, Tensor Ry, jest antysymetryczny ze wzglgdu na wskazniki p i v.
Suma wszystkich jego sktadowych jest rowna zeru.
R;, =0 < pu=v

24: R{,. =0
a=l1

Ry, +Ry, +R ;=0

wp

+R7

Bow;v

RO(

Buvic

+R7

pvorn =0 Tozsamosci Bianchiego

Tensor Rg,, posiada w przestrzeni n-wymiarowe; (n4 -n’ ) niezerowych sktadowych.

Przestrzen jest ptaska (euklidesowa) wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie sktadowe Rz, =0 .

Buv

e Kowariantny tensor krzywizny Riemanna-Christoffela czwartego rzedu

SO IURY: 9 . 9 I

Ropu =8uoRpws  Rap b ox” ™ [QT“]JFF;; [q]

2 62 62 62
— 1( 0 oy + gﬁll . g(lll _ ng ]+gGT(FGFr —T°r" )

v 2| oxPoxt  oxox’ oxPox’ ox"ox" Putav TRV on

e WiasnoSci tensora krzywizny Riemanna-Christoffela R ;

Ropu = Rpous Ropy =—Ropy

Raﬁuv - vaaﬁ

Rypw=0 < pu=v, Ry =0 < a=B
R gy T Roupy TRy =0

Kowariantny tensor krzywizny R czwartego rzedu posiada w przestrzeni n wymiarowe;j

afuv

%nz(n2 —1) niezerowych niezaleznych sktadowych. W czterowymiarowej przestrzeni tensor

R ;. posiada dwadzie$cia niezerowych niezaleznych sktadowych.

apuv

+R +R =0 Tozsamosci Bianchiego

afvy;p apyp;v
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e Podstawowe kryterium zakrzywienia przestrzeni
Przestrzen jest zakrzywiona wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jedna ze sktadowych

tensora Ry jest rézna od zera.

Buv

AA® =—1J'R“ APds™
2

AA® = —%I(RgllAﬁdS“ +RY,APAS” + RE,APAS” + RE, APdS™ +

+Rj, AdS™ + R}, A"dS™ + R{,;APdS™ + R}, APdS™ +
+Rp; APdS™ + R}, APdS™ + R, APdS™ + Ry, APdS™ +
+ R, APSY +RY,APSY + RE,APAS® +RY, APdS™)

Rgn Rglz Rgls Rgm 0 Rfﬁz R&s Rgm

Rgzl Rgzz Rgza Rgz4 |~ Rglz 0 Rgzs Rgz4

R§31 R§32 R§33 R§34 - Rgn - Rgz3 0 R§34

R§41 Rg42 R§43 R§44 - Rgm - Rgz4 - R§34 0
ds* = —ds™

AA® =R}, AP[dS” — Ry, AP [dS" — R}, A [dS" -

—R¢

23

AP[dS? —R}, AP [dS™ — R}, AP [dS*

¢ Roznica pochodnych drugiego rzedu wektora kontrawariantnego

5 _38(3 8 |8A ) 8 [OA" ru v .
5x'ox" x| 8x* ox" | ox" ox'| ox* ™
52_5(5j o (0A® oAr
SxMox’  &xM | 8x” = | o +I A" |+1, §+FﬁHA
0A* OA“
=+ AP 5 (8A“) & (0A°
ox*" ox" : = +F;,AB —
82Aa aZAa SXH SXV SX“ axv
ox'ox" oxtox” o (A . ) (oAt
i} aAX } an —axu[axv +FBVA ]+FM(§+FMA
oo T
arq ar‘q 2A0 240
Rgu\’ = - - B\l/l _F?ilr[;hu +F}?pr[?v 8 A - 8 A = o A[3
ox" 0 dx'ox"  oxMéx" P

e Roznica pochodnych drugiego rzedu wektora kowariantnego

A, A, _po
oxVox"  oxMéxY o

Ap
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e Kowariantny tensor krzywizny Ricciego drugiego rzedu

Zwezajac mieszany tensor krzywizny Ry wzgledem wskaznikéw o i v otrzymamy ko-

v

wariantny tensor drugiego rzgdu, zwany tensorem Ricciego.

df df
Rﬁu =Rguv lub Rﬁu =gaVRaBuv
o= Zi‘jj —Zz—ﬁj—rgvrg“ +T2,I5, R,, :%—%—m@ +T0. Iy
o=V
~19’lng 1_,0lng oy
I, =1M BT axPox" 2™ ax® ox" ol py
o oxP y
Jezelig = const,to Ry, =- Xﬁv“ +T0 Iy
e Wiasnosci tensora Ricciego
df
Rﬁu =Rguv
Rguv = gGVRGBuv R[}p = REW = gGVRcBuv = gGVRHVGB = _gGVRuv[}G = gVGRquc = RHB
Ro‘Buv = vacﬁ Rﬁu = RuB
R vep = Ripo Kowariantny tensor drugiego rzgdu R, jest tensorem
R e =R symetrycznym.
g™=g"
Rug :gVGRch

Tensor krzywizny Ricciego w przestrzeni n wymiarowej jako tensor symetryczny posiada
%(n2 + n) niezaleznych skladowych. W przestrzeni czterowymiarowej tensor R, posiada
dziesi¢¢ niezaleznych sktadowych.

UWAGA
Tensor Ricciego bywa tez definiowany jako
df df

Rﬁv =Rgpv lub Rﬁv =gauRa[}pv s

a ar& arf;xu o o o 7o o=p * 81—‘[; ar[;lu u o n o
Rg,., = o ox - + T — > Ry, = P —aX—V—F(WFBu +I g
Zamieniajac rolami w ostatnim rownaniu wskazniki v 1 p , otrzymujemy:

, oy, oy S o
Row = o " Tonlw Tl = =Ry

Zwezenie tensora R wzgledem wskaznikow o i 3 daje zero

A%

af ort  oré ort ort
w DB _ Bv B B 1o B o _ Bv Bv B 1o B o —
R _Rﬁuv_ax—u_ax_v_rcvrﬁu +I5T = ox" ox* ~Lou g + T, =0
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e Mieszany tensor krzywizny Einsteina

df —
R g = 2uoR R opvio ™ Rpavon ~Ropuon =0
Przeprowadzimy zwezanie w kazdym cztonie po
. T . 1 zym i trzecim wskazniku.
Tozsamos$¢ Bianchiego: P f:'v&gf l}ém e; WS R u 0
Lo | Rupe Ry = Rupon )=
RaBuv;w + Raﬁvw;u + RaBmu;v =0 o oppvie ﬁO(V::J. a[}um,vau
(g Raﬁuv );w =80 Raﬁuv +8 Raﬁuv;w
Ranm;u = _Rﬁoww;u gauRa[}pv;w = Rﬁv;w
=— B —oP B
RaBmu;v - RaBum;v (g VRﬁavw );“ - g;:Rﬁavw + g VRﬁavw;u
M=0 pv -
0 g Rﬁavw;u - R(m);p
“R =R ( ap ) T ap
gB appv Bv g Ra[}pm M g, Raﬁpw +g Rmmm;V
g = ap _
;R R g Ra[}um;v - Rﬁw;v
= Bv ap v —
g pave oo g RBV;(D _g R(m);p - g Rﬁw;v - 0
op 0
= Bv _ BV Bv
v (g R[}v );oo - g;wR[}v + g RBV;(D
gun = R B
Bv e " g VRﬁV;w = R;w
g; = ( ap ) _ap op
BO‘J/R R g Rowo ‘W - g;p Roun +g Rowo;u
& T “R,. . =R"
oap 0 g om; [ORT)
H ( ﬁvR ) — ﬁVR + ﬁVR
go‘“R _ RH g Bo v g;v Bo g Bo;v
am By v
g[}v — O g Rﬁw;v - Roo;v
v n v
gﬁVR =R} R?“’_Rw;H_Rw;v =0
Bo T Mo
m TR
R;w _Rw;u _Rw;u =0

'R, —2R* =0
R:, —L18MR, =0

(R -18:R), =0

K

Mieszanym tensorem krzywizny Einsteina nazywamy tensor

df
G! =R" —13'R

a skalar

R= g“BRqB

skalarem krzywizny.
UWAGA
Dywergencja mieszanego tensora Einsteina jest rowna zeru.

G, =0
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e Kontrawariantny tensor krzywizny Einsteina
(RL-182R), =0

o

RE) = gm}LR}LH 4 82 = guxgkm
(g,.R™ -g"g,,R) =0

[gmk(RMl _%gMR)] ;u=0

(R™—1g™R)g,,, +g.,(R™ -1g™R) =0
20 =0

g (R ~1g"R) =0

gn

detg,, #0

(Rx“ —%gx“R);H:

Kontrawariantnym tensorem krzywizny Einsteina nazywamy tensor

GMl (ERML 1 XHR
= > g

UWAGA
Dywergencja kontrawariantnego tensora Einsteina jest rOwna zeru.

G*™ =0

K

e Kowariantny tensor krzywizny Einsteina
(RS -38:R), =(Rp ~48;R), =0

Ry =g"R,,, & =g"g,
(e”R,, ~1g”g,R), =0
[gm(Rw _%gqu)];u =0
(Rku _%gkuR)gT:f +(Rku _%gkuR);u =0
gy =0
g (R, ~%g,,R), =0
detg™ #0
(Rku _%gkuR)HZO

Kowariantnym tensorem krzywizny Einsteina nazywamy tensor

5

af
G, :qu _%gqu

m

UWAGA
Dywergencja kowariantnego tensora Einsteina jest rowna zeru.

G,,..=0

Apsp
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e Konforemne przeksztalcenie metryki

Przeksztalcenie konforemne (wiernokatne) to przeksztatcenie zachowujace kat przeciecia
dwoch krzywych oraz ksztalty nieskonczenie matych figur.

Konforemna zmiana metryki polega na przejSciu w kazdym punkcie przestrzeni od

metryki g, do metryki g, = ez"gaﬁ, c=olx' ,xz,x3,x4). Przy czym,
ds? =g dx“dx” =e*g dx“dx" =e*ds®, ¢ >0,
czyli forma kwadratowa ds” rozni si¢ od formy kwadratowej ds”> czynnikiem e*° zaleznym
od potozenia punktu P(x1 ,xz,x3,x4), a nie zaleznym od nieskonczenie matych przyrostow
dx', dx?, dx’, dx*.
Mowimy, ze przestrzenie Riemanna V, z tensorem metrycznym g, i V, z tensorem
g,p sa konforemne.

Niech A 1 B beda dwoma wektorami zaczepionymi w tym samym punkcie, mamy wtedy

g . A"BY e*°g A'BY A"BY
COS(A’B)_ gpv — guv guv

JELAMAY g, BB e g AMAY Jeg B'B' g A"A" g, BB’
Tym samym wykazali$my, ze konforemna zmiana metryki zachowuje katy.

TWIERDZENIE
Jezeli g, = ezcgaﬁ, o= G(Xl ,xz,x3,x4), to
gaﬁ — e—ZGgaB ,

[T]:ez"[“ ]+62° ¢ oG ‘g f3le] e f3le]
TRy pv av oxH ap ox’ uv ox * ’

0c L5 0c w. 00
ox hoxy BB oo

L, =00 +67
Raﬁuv :ezc(RocBuv +gOLVS[3p +g[3psow _g(xusﬁv _g[}vsau)7
8_626 _6(586+l w 00 00

T oxPaxt ox oxt 25 axt axt

e Kowariantny tensor krzywizny konforemnej Weyla

TWIERDZENIE

Tensor R mozna konforemnie przeksztatci¢ w tensor R ktorego wszystkie sktadowe

afuv afuv ?
sg rowne zeru wtedy 1 tylko wtedy, gdy wszystkie skladowe tensora krzywizny konforem-
nej Weyla C

apuv

df KA

1
C(xBuV :Raﬁuv +—(g(luR[3v +g[3vR0Lu _g(XVRBp _ngRav)+ (

n-2 . )(gavgﬁu _gaugBV)

n—l)(n—2

s3 rowne zeru.

df
] R=g“R_, n = wymiar przestrzeni, n>2

Przestrzen Riemanna, ktérag mozna odwzorowac na przestrzen euklidesowa, nazywamy przes-
trzenig konforemnie-euklidesows.
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TWIERDZENIE
Jezeli przestrzen Riemanna ma statg krzywizne K, to tensor krzywizny konforemnej Weyla
Cp. te] przestrzeni jest tozsamosciowo rowny zeru. Inaczej mowige, przestrzen Riemanna

o statej krzywiznie jest konforemnie-euklidesowa.

DOWOD
df K o
Copu =Rupu +E(gwRﬁv +2, R, — 8, Ry, —gﬁ“Rw)+m(gwgﬁH —gwgﬁv)
n=4
R = K( 8 onpv —gwgm)
RBV = gauRaBVp = _g(wRapr = _3Kg[5v
R, =" Ry, =—¢"Rq, =-3Kg,,
R, = g“‘VROLBHV =—-3Kgg,
R,, =g"Rg,,, =g"R,,, =-3Kg,,

R=g“R_, =-3Kg g =-12K

Cop = K( ZonBpy —gwgm)%K(— 28,85 28,8, )— 2K( 8ov8on — Zappy )= 0

e Wilasnosci tensora krzywizny konforemnej WeylaC ;|

Tensor krzywizny konforemnej C okreslony zostal dla przestrzeni o wymiarze nie

afuv
mniejszym od trzech. Przy czym, w przypadku trojwymiarowym wszystkie jego sktadowe sg
roOwne zeru.

CaBuv = _Cﬁauv > CaBuv = _Caﬁvp

Caﬁuv = Cuvaﬁ

Caﬁw =0 & pu=v, Caﬁw =0 < a=p
Copuv T Copu ¥ Copp =0

Cguv = gMCan

W czterowymiarowej przestrzeni tensor C posiada dwadziescia niezerowych niezalez-

afuv

nych sktadowych. Dla przyktadu podajmy jedng z nich

df

1 R
Chn =Ry, +E(g11R22 +8xRy, _2g12R12)+€(g12g12 _gzzgu)'

e Mieszany tensor krzywizny konforemnej Weyla
Mnozac kowariantny tensor Weyla przez g**, otrzymamy jego posta¢ mieszang.

oK

ax ax g e R(g,. 8, ~8uu8s)
g Ca?»uv :g Ra?»pv +E(gakap +gkvR(w _gaVRML _gkpRav)+ e =

(n —1)(n —2)

— CK
oAy T S Auv

gaKC gaKRakuv = R;pv ’ gaKg(xu = SE ’
gaKRaH = Rz ’ gm(gav = gt ’ gaKRav = Rt

K K 1 K K K K K K
C}\.HV = Rkuv +E(SHR}LH +g7»vRu _ng}Lu _gkuRV)—’_m(gvg}m _8pgkv)
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e Twierdzenia o plaskosci i zakrzywieniu przestrzeni

Przestrzen jest ptaska wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie skladowe tensora ng sa rowne
Zeru.

. . r . . }\‘
Jezeli przestrzen jest ptaska, to wszystkie sktadowe tensora R 5 , =g, R

pu S8 TOWNE Zeru.

Zerowanie si¢ wszystkich sktadowych tensora R _, = gMng jest warunkiem koniecznym

afuv
ale nie wystarczajagcym na to by przestrzen byta ptaska.

Jezeli przestrzen jest plaska, to wszystkie sktadowe tensora Ry, =R

pu S8 TOWNE Zeru.

Zerowanie si¢ wszystkich sktadowych tensora Ry, =R

puv J€st warunkiem koniecznym ale nie

wystarczajacym na to, by przestrzen byla ptaska.

Przestrzen jest zakrzywiona wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jedna sktadowa tensora
R;,, jestrozna od zera.

Jezeli co najmniej jedna skladowa tensora R, = gMng jest rozna od zera, to przestrzen

apuv
jest zakrzywiona.

Istnienie co najmniej jednej roznej od zera sktadowej tensora R 5, = qung jest warunkiem
wystarczajagcym ale nie koniecznym na to, by przestrzen byta zakrzywiona.

Jezeli co najmniej jedna sktadowa tensora Ry, =R, jest rézna od zera, to przestrzefi jest

zakrzywiona.

Istnienie co najmniej jednej roznej od zera sktadowej tensora Ry, =Ry, jest warunkiem wy-

starczajacym ale nie koniecznym na to, by przestrzen byta zakrzywiona.

e Rownania dewiacji geodezyjnej

Badajac przebieg dwoch blisko siebie potozonych linii geodezyjnych, mozemy uzyskac
informacje o krzywiznie czasoprzestrzeni. Miarg odleglo$ci migdzy tymi liniami jest dewiacja
geodezyjna.

2.0
w2t R%.p*n’p’ =0 Roéwnania dewiacji geodezyjnej
| n® = dewiacja geodezyjna, infinitezymalny wektor tgczacy punkty potozone na dwdch

sgsiednich liniach geodezyjnych prostopadty do jednej z nich, g_p*n* =0

—dxa i e . A dXH dXV
p” = 5 = jednostkowy wektor styczny do linii geodezyjnej g,,p"p" =g, = _1)
. s ds
rownolegty do predkosci swobodnie spadajacej czastki w polu grawitacyjnym
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12 SKEADOWE KONTRAWARIANTNE TENSORA METRYCZNEGO I JEGO

WYZNACZNIK, DWU-, TROJ- I CZTERO-SKEADNIKOWE SYMBOLE RICCIE-
GO, SYMBOLE CHRISTOFFELA PIERWSZEGO I DRUGIEGO RODZAJU, SKLA-
DOWE TENSOROW KRZYWIZNY

e Skladowe kontrawariantne symetrycznego tensora metrycznego i jego wyznacznik

822833841 T 823824831 823824834 ~ 824824833 ~ 82083483 —g23g23g44)
211833844 T 813814831 T 813814834 ~ 814814833 — 811834834 —g13g13g44)
1(g11g22g44 T 212814821 T 812814824 ~ 814814822 ~ 811824824 — g12g12g44)
1( 81182833 T 812813823 T 812813823 ~ 813813820 ~ 811823823 — g12g12g33)
(g14g24g33 T 812834834 T 813823844 — 812833844 ~ 814823834 — g13g24g34)

!
=

._

(m(m(m(m(m(m(muooooo

-1

(g12g23g44 8148283 813824824 ~ 21482382 ~ 12824834 _g13g22g44)
(g14g23g23 212824833 T 213820834 — 812823834 — 1482833 — g13g23gz4)
1(g11g23g44 812214834 T 813814824 81821384 — 2128148x _g13g14g24)

-1

= 811823834 T 212814833 T 813813824 — £138148 23 — 811824833 _g12g13g34)
81381482 T 8185381 T 212812834 — 21182834 — 81281483 _g12g13gz4)

-1

GQUQUQGQUQUQGQUQUQGQ
||

g= g11(g22g33g44 T 823824834 7823824831 ~ 824824833 ~ 82834834 —g23g23g44)+
+g12(g14g24g33 T 812834834 T 813823844 — 812833844 — 81482383 —g13g24g34)+
+g13(g12g23g44 T 81482831 813824821 ~ 814823824 ~ 812824834 —g13gzzg44)+
+g14(g14g23g23 T 81282485 T 813820834 — 812823834 — 81482833 _g13g23gz4)

e Niezerowe dwuskladnikowe, tréjskladnikowe i czteroskladnikowe symbole Ricciego

e, =+1 €3 =+l €134 = +1 €1q =1
e, =-1 €3 =1 €143 =1 Cpaq1 = +1
€y =1 €134 =1 €314 = +1
€ =+1 €143 = +1 €300 =1
€, =1 €134 =1 €13 = +1
€3y = +1 €34y = +1 €43 =1
€320 =1 3 = +1
€340 = +1 31 =1
€14y =1 €315 = +1
Pozostate symbole Ricciego sa rowne zeru. e =41 o =
1432 = 3421 =
€y =1 Cppp =1
Cupn =+ Cp =1
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e Jawna posta¢ symboli Christoffela pierwszego rodzaju
-4

[1 1] 1 agn

[]=

2 ox!

ang _

1
X

agva + agau
aXH

aXV

1 0g,,
2 ox?

[1 1] og;; 10g,,

]

[212 ] =
3] -
[232 ] =

ox!

_0g _

ox'

08, _

ox’

0813 _

a 2

28X

lagn

2 ox*

l 08,

2 ox'

_l 08,
2 ox’

l 08

2 ox°

[22] agz4 lagzz

[313] =

ox?

083, _

a 3

2 ox’

l 0833

2 ox'

[33] ag32 lag33

[333 ] -

]

[414] =
[424] =

ox’

l 083
2 ox°

_ 02y _

6X3

084 _

ox*

084 _

a 4

2 ox*

l 083

2 ox*

l 0844

2 ox!

l 08 44

2 ox*

[44] ag43 lag44

[444] =

ox*

lag44
2 ox*

2 ox°

[112] :[211] —
[122] :[221] =5

1 0g,,
2 0x°

1 0g,,

2 ox'

[132] :[231] (agn ag23 ailzj
[142] :[241] ;(agm ag24 ailz]

[21=D]=
HEGE

[133] :[331] =

HEAE

[114] :[411] =

k=
HERE

1)L

WERE

[223] = [322] =
[233] = [332] =

REHES
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1 agll
2 ox°
08, agn = 085
ox’ 8Xl ox’
lag33
2 ox'
0814 ag34 085
ox’ 8Xl ox*
l%
2 ox*
081, ag42 08y,
ox* 8X1 ox?
0813 ag43 08y,
ox* 5‘X1 ox’
l 0844
2 ox'
08, ag}l B 081
8X3 ox*  ox'
lagzz
2 %’
lagw
2 ox’
082 ag34 08,3
ox’ 8X2 ox*

0
— ] Ogolna posta¢ symboli Christoffela pierwszego rodzaju
X

|
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1] -] -5 B+ -2 ][] -3 B - 2
=[] -1 o] -[]-4( Br 2 -
][] -5 20+ 223 ]-1] -1 2
QEGELY b))« 128

e Jawna posta¢ symboli Christoffela drugiego rodzaju

4
ry =g* [“av] = z g™ [*;V] Ogolna posta¢ symboli Christoffela drugiego rodzaju

a=1

r=g"[\ e e[ e[ ]
rp=ry =g"[' Jeg [ ]+ 2] e[ ]
SRR
R S I T B TR N T
e - T ) T
0= =g"[ Jrg [ [ g e[
e 0 -4 b Tl P
I O - W P B
S A W TS B T
o W T P W A Y
=] e[l e[ e[ ]
r=r; =g ]re? ][ e ]
SRR RN
S e I e g e e
R s S Tl S T

F223 =F322 — g21[21 3]+g22[223]+g23 [233]+g24[243]
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3o - bl et bl
ol e el
s b el bl ]
el el el el
=g e[V e[ e[ ]
SRR RN
SRR
oot el el el
e O -3 o T A S B
B-r-e b kel b o]
2o - B el e el
ri=g"'[2lre? ][0 o))

R A N - B L G T
A N S W T DA Pl A
r=g"[!) Jee®ll e[ e[ ]

e I - B o BN P
R B N T S T (R B
r=ri =g [ Je e[ e e[
e s S R B T

o =rh =g [ e[ e[ e e [)]
rs = =" [ e[ e e[ e[
e e B T B P
ri=rh =gl e[t e[ e et ]

Fj4 :g41 [414]+g42 [424]+g43 [434]+g44 [444]
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e Jawna posta¢ kowariannego tensora krzywizny Ricciego

Sktadowe tensora Ricciego
ore  or ool 984  Og., 08
_ o v B 1o B o o _ oc c Vo v o _ T
uv _aTHv_ax_i—'_rwrﬁv_ruvrﬁa’ Fuv_zg (axuv + oxt N 6Xi > ruv _Fvu
przedstawimy poprzez sktadowe tensoréw metrycznych.
a oo a az a ac a . 82 .
_l|: g gom + oc gcm _ g gu _gao gll +

w0k axt | ° axtox” | ox' ox° ox°0x”"

a ao 2 a oo 82
_g__agv‘f — g% 0 Evo + £ agw; +gac &y +
ox* ox" ox"ox* ox* ox" ox°0x“*

+_
4g ox* ox" ox° ox’  oxP  ox*

1 Bo ag it ag Vo ag pv ar ag BA ag oA ag o
_ + — g + - x
4 ox' ox" ox° ox*  oxP ox

gpv — g—lApv , AW = (_ 1)H+V MM

1 ﬁc(aguo n agao _ agua Jgak(agﬁk + agvk _agﬁ\’]_’_

Dziesig¢ niezaleznych sktadowych tensora Ricciego wyrazimy w rozwinigtej postaci po-
przez symbole Christoffela drugiego rodzaju.

R = 81—‘122 + alH133 + arli _ arlzl _ 81—‘131 _ 81—‘141 +
Toax! o oox! oox! oox? oox® ext
+ 1_‘1121_‘121 + 1_‘122 1_‘122 + 2F132 1_‘123 + 21_‘12 rli + 1_‘113 1_‘131 + 1_‘133 1_‘133 + 21_‘143 1_‘134 + 1_‘114 1_‘141 + rli rli +

- rlll rlzz - 1H121 Fzzz - 1H131 1H223 - 1H141 1H224 - 1H111 1H133 - 1H121 1H233 - 1H131 1H333 - 1H141 1H334 - rlll Fli -
- 1—‘121 1—‘244 - 1—‘131 F;l - 1—‘141 F:4
+ 1H112r112 + rlzzrzlz + 2F132F213 + 21“{;1“214 + 1H223r232 + 1H233r233 + 21“2431“2‘7’4 + 1H224r242 + 1H244r244

- FZIZFIII - 1—‘222 Fllz - 1—‘232 1—‘113 - 1—‘2421—‘114 - lez 1—‘133 - 1—‘222 1—‘233 - 1—‘232 1—‘333 - 1—‘242 1—‘334 - lez Fli -
- rzzz 1H244 - 1H232 F;t - 1H242 Ff4
or, oer, ory ory,, or; oIy
Ry = ; 3 3 1 2 A4
Ox Ox Ox Ox ox Ox
+ r113r113 + 2F123F213 + 1"1331"313 + 21“{;1"314 + 1H223r223 + 1H233r323 + 2rz43rzz4 + 1H334r;3 + rztrzt +

+

- 1—‘3131—‘111 - 1—‘3231—‘112 - 1—‘3331—‘113 - 1—‘3431—‘114 - 1—‘3131—‘122 - 1—‘3231—‘222 - 1—‘3331—‘223 - 1—‘3431—‘224 - 1—‘3131—‘1421 -
- 1H323r244 - 1H333r34t1 - 1"5431";4
or, o, odr;, ar, ar, o,
Ry, = s T e v s T Al T a2 A T
Ox Ox ox ox Ox ox
+ 1H114r114 + 21"111“214 + 21"1341"314 + rliréh + 1H224r224 + 2r§4r324 + 1H244r424 + 1H334r334 + r;ttri +

1 1 2 -1 31 411 1 -2 22 32 42 1 -3
_F44F11 _F44F12 _F44F13 _F44F14 _F44F12 _F44F22 _F44F23 _F44F24 _F44F13 -
23 33 43
—F44F23 —F44F33 —F44F34
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or or: or* or' or®: or!
R,=R, = 121 + 1; + 1; _ 112 _ 132 _ 1: +
ox ox oX Ox ox ox
+ I, + Ty + 0Dy, + TAT, + T, + TR0, + TR0, + Ty, + TR, +

211 13 213 313 413 1 4 24 314 414
_FIZFIZ _F12F13 —F12F23 _F12F33 —F12F34 _r12r14 —F12F24 _F12F34 _F12F44

or, . or . or,, _ or, _ or; ~ or, .
3 3 3 1 2 4
Ox OX Ox OX Ox ox
+ D + Ty + 0Ty, + T + TS + DAL, + TR0 + DR + T, +

31 12 212 312 412 1 4 214 314 414
—F13F13 _r13F12 —F13F22 _r13r23 —F13F24 _F13F14 —F13F24 _F13F34 —F13F44

R13 = R31 =

or, i arlzz i 6F133 _ or, _ alH124 _ alH134 i
ox*  ox*' ox' ox! ox* ox°
+ T, + T, + Ty, + TR0, + TR, + TS0, + 0305, + TR, + Ty, +

41 12 212 32 412 113 213 313 413
_F14r14 _F14F12 _r14F22 _F14r23 —F14F24 _r14F13 —F14F23 _r14r33 _F14F34

R,=R, =

o, n arzzz n ar;4 _ 6F213 _ alH223 _ alH243
ox*  ox° ox® ox! ox* ooxt
+ r112r113 + 1_‘132 r313 + ]‘_‘é 1_‘314 + 1_‘212 r123 + r232r323 + r;2 1_‘324 + 1_‘2141_‘143 + r234r;4?> + 1_‘2441_‘342 +

1 1 21 31 41 32 1 4 24 314 414
- 1—‘231—‘11 - F23F12 - 1—‘231—‘13 - F23F14 - F23F23 - F23F14 - 1—‘231—‘24 - 1—‘231—‘34 - 1—‘231—‘44

R23 = R32 =

R —p 2 00, or, on, o, on,
#OUE ot oxt oaxt oax! axr oox’
+ 1_‘1121_‘114 + 1_‘1321_‘314 + rléréh + rzlzrli + 1_‘2321_‘324 + 1_‘2421_‘424 + 1_‘2131_‘134 + 1_‘2331_‘334 + 1_‘2431_‘434 +

1 1 2 -1 31 4 -1 4 12 13 23 313 4 13
- 1—‘241—‘11 - F241—‘12 - F24F13 - 1—‘24F14 - 1—‘241—‘24 - F24F13 - 1—‘24F23 - F24F33 - 1—‘241—‘34

alH113 alH223 8F333 arsl4 alH324 alH334
Y e e I s
Ox Ox Ox Ox Ox Ox
+ 1H113 1H114 + 1H123 er4 + rlt Fi4 + er3 1H124 + 1-223 1H224 + 1H243 1H424 + 1H313 1H134 + 1H323 1Hz34 + 1“;43 Fj4 +

1 =1 21 31 41 1 2 212 32 42 413
- 1—‘341—‘11 - F34F12 - 1—‘341—‘13 - F34F14 - F34F12 - 1—‘341—‘22 - 1—‘341—‘23 - 1—‘341—‘24 - 1—‘341—‘34

R; =R

UWAGA
Tensor Ricciego

o,
nv aXv axa

po zamianie rolami wskaznikow o 1 B w ostatnich dwdch czlonach ostatniego réwnania

B 1o B o
+ T — Tl

przedstawimy w postaci uzywanej przez Einsteina.
or,, oIy

arB _r1oarB
uv axv axa +Fuﬁrva vara[s
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a

¢ Niezalezne skladowe mieszanego tensora krzywizny Grossmanna R

o
Buv

tepujace relacje:

Tensor R posiada w przestrzeni czterowymiarowej 256 sktadowych spetniajacych nas-

Rin :Rizz :Ri33 :Ri44 :Rlzn :Rlzzz = R1233 :R1244 :R1311 :R1322 :R1333 :R;44 =
:le :Rzzz :Rim :R1144 :R1211 :Rlzzz :R1233 :R1244 :Rgu :Rgzz :R§33 :R§44 =
=R§11 :R§22 :R§33 :R§44 :Rzzm zRfm = Rfm :R42144 :R1311 :R1322 :R;s :Rf44 =
:R;u :R322 :R;33 :R;44 :R;n :Rgzz :R§33 :R§44 :R?m :Rizz :Rfm :RZ44 =
:an :R?zz :R?ss :Rf44 :R;n :Rgzz :R;33 = R‘2‘44 :R§11 :R§22 :R;‘ss :R§44 =
:Rju :Rjzz :R333 :R:44 =0

Rilz = _RiZI’ R}B = _R}SI’ Rim = _Ri41a Riz3 = _Risza Riz4 =R,
Ri34 = _Ri43, Rlzlz = _Rlzzp Rlzls = _Rlzsla R1214 = —R1241, R1223 = —R1232,
Rl224 = _R124za R1234 = _R1243a R1312 = _R;ZI’ R1313 = _R;317 R1314 =-R;
R1323 = —R1332, Rl324 = —R1342, Rl334 = —R1343, Riuz = _lea Rim = _Rima
R£u4 = _Rima Rim = _stza Rim = _Rimza R1134 =-R,
R1212 = _R1221’ R1213 = _R1231a R1214 = _R1241a R1223 = _R12327 R1224 =R}
R1234 = —R1243, Rélz = _Rgzp Rgn = _R§31a R§14 = —R§41, Rgzs = _R;za
R524 = _R§4za R§34 = _R§43a R§12 = _R§21’ R§13 = _R§317 R§14 =R}
R§23 = —R§32, R§24 = —R§42, R§34 = —R§43, Rfm = _Rzzma Rzzus = _Rzzma
R42u4 = _Rzzma Rfm = —Rfm, R42124 = —Rfm, R42134 = _R42143a

R1312 = —R1321, R1313 = —R1331, R1314 = _Rf41a R1323 = _R1332a R1324 = _R1342a
R1334 = _R13437 R312 = _R;na R;B = _RZSI’ R;M = _R;41a R323 =-R;
R;24 = —R;@, Rg34 = _RZ43, R;lz = _R§21’ R;; = _R§31a R314 = _R§41a
R§23 = _Rgsza R§24 = _R;42a R§34 = _R;43a Rilz = _R?ma Rfm =R,
R43114 = _R43141a Rizs = _R43132’ Rfm = _Rfmza R43134 = _R43143a

R?lz = _R?ZI’ R?B = _R?SI’ R?M = _R;‘41a R?23 = _Rﬁsza R?24 =R}
Rf34 = _Rf43, R;lz = _Rgzp Rgn = —R;l, Rgm = —R;l, Rgzs = —R;Z,
R42‘24 = _Rg4za R;34 = _Rg43a Rglz = _R§21’ ng = _R§317 R§14 =R}
R;‘zs = _R;za R§24 = _R§42a R§34 = —R§43, R312 = _Rjzl’ RilS = _R331’

4 _ p4 4 _ pé 4 _ pé 4 _ p4
R414— R441’ R423— R4sza R424— R442, R434— R443-

1 1 1 2 2 2

R234 +R423 _R324 _Oa R134 +R413 _R314 - Oa
3 3 3 4 4 4

R124 +R412 _R214 _Oa R123 +R312 _R213 _Oa

R!,+R:,+R:,+R;,=0, R/, +R,+R}.+R;.=0, R!,+RJ,+R},+R;, =0
112 212 312 412 — V> 113 213 313 413 — Yo 114 214 314 414 — Yo
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

R123 + R223 +R323 +R423 =0, R124 + R224 +R324 +R4z4 =0, R134 +R234 +R334 +R434 =0.

Wsrdod 192 niezerowych skladowych tylko 86 jest niezaleznych wzgledem powyzszych wa-
runkow.
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e Jawna postac¢ niezerowych skladowych mieszanego tensora krzywizny Grossmanna

1
R112 =

o
R113 -

L _
R114 =

1
R123 -

L _
134 —

=
R212 -

1
R213 =

L _
R214 =

al—1112
6X 1
81_‘113
ax 1
81_‘114
ox'
81_‘113

ox*

arll4
ax 3

Ty _

ox!
or,,

axl

or,

ox!

or!

_Klzl - 1H212r121 - 1H312r131 - 1H4121H141 =t rzllrlzz =t 1H311r132 =t 1H411r142

_arfl —TLI? -TL? -+ T2+ T2 + T T8
aX3 23411 33411 43+ 11 21413 3113 41+ 13

_arfl -vrr-rir*-r'r*+' 2+ +rir!
6X4 24+ 11 34+ 11 44- 11 217 14 3114 41+ 14

_ -, -T.0) -0 + T, I, + LT + T,
aX3 23412 33412 43+ 12 22+ 13 32+ 13 42+ 13

O -, -1, -r,r)+0,02 +TL.0, + T,
aX4 24+ 12 34+ 12 44+ 12 22+ 14 32+ 14 42+ 14

_ s -T2 -1, -1, +T.r% + 0. + .1
8X4 24+ 13 34+ 13 44+ 13 23+ 14 33+ 14 43+ 14
oLy - 0 -0 -0 —TL 0 + 0T, + 0T+, + T T
6x2 12+ 21 22+ 21 32+ 21 42+ 21 11+ 22 21+ 22 31+ 22 41+ 22

_ -0, -0, T~y + 0O, + 0, T + 0L 0 + T T
8X3 13+ 21 23+ 21 33+ 21 43+ 21 11+ 23 21+ 23 31+ 23 41+ 23

_ a0, -r.\r, -0, -0, -, +0 0, + 00,0 + 00 05, + 10,1
6X4 14+ 21 24+ 21 34+ 21 44+ 21 11+ 24 21+ 24 31 24 41+ 24

_ oy -, -1, T, Ty + T T + T, Ty + T, + T, T
8X3 13+ 22 23+ 22 33+ 22 43+ 22 12+ 23 22+ 23 32+ 23 42+ 23
arZIZ l—‘l 1—‘1 1—\1 1—\2 1—\1 1—\3 1—\1 1—\4 rl rl 1—\1 1—\2 rl r3 rl r4
aX4_14 2 gy =l =Lyl 1l + 10, 151, + 1,15,

_ -r,n, -0, 02 -0, -0 + T, + 0002, + .15, + 1.1
6X4 14+ 23 24+ 23 34+ 23 44+ 23 13+ 24 23+ 24 33+ 24 43+ 24
oy, -T'T, -T2 Tl —T.T! +T'TL + T T2 +T. T2 +T) 2
6X2 12+ 31 227+ 31 32+ 31 42+ 31 11+ 32 21+ 32 31+ 32 41+ 32
ar;l l—'l l—'l rl 1—\2 1—\1 r3 rl 1—\4 1—\1 rl rl FZ 1—\1 1—\3 1—\1 1—\4
N 3 ‘13431 to23t3r T 433t31 0 43 gty +15 1 +1,,1 5
oL, -r'rl -rr2-rr -r.rt+r' L+ + i+
6X4 14+ 31 24+ 31 34+ 31 44+ 31 11+ 34 21" 34 31 34 41 34
o ~ILI, -0 —-TLI, — L + DL, + T, + T,y + T,
aX3 13+ 32 23+ 32 33+ 32 43+ 32 12+ 33 22+ 33 32+ 33 42+ 33
oL, -r.,r, -, -1, -, Ty +T 0, + T, + T, + T, Ty,
6X4 14+ 32 24+ 32 34+ 32 44+ 32 12* 34 22+ 34 32+ 34 42+ 34
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_ o, an,

R1334 - aX3 8X4 —F114F313 —F214F323 _r314r333 _ri4r;3 + 1H113r314 + 1H213r324 + 1H313F334 + risrzt
R! _ Ty Oy ~ILI, -, T, —TLr + T\, + 0, T2 + T I, + T
412 — A%’ %> 121 41 221 41 321 41 41 4 1t 42 211 42 311 42 411 42
R! . — 8113 = aril T T2 A T A T a2 4T T T
413 — ox! PYE 131 41 231 41 334 41 wlag Tl g Hlalg gl
Rl _ ari4 aril rl rl rl FZ rl r3 rl r4 l—~l rl l—~l FZ rl r3 l—~l l—~4
414 —y_ o “lida g —lula —laula iy ol u Higha il g
R! _ My -, -T,.[, T, T, + T T + T, + T, + T, T,
423 — %2 e 131 42 231 42 331 42 5314 121 43 221 43 321 43 421 43
R — ari4 . ariz T T2 o It 4T a2 4Tl 4T
424 _8)(_2 ax4 144 42 244 42 341 42 sl Tl by +ply Hlply
Rl — ari4 61_:3 rl rl rl 1-*2 rl r3 l—~l r4 rl rl l—~l FZ rl F3 rl r4
434 — I - ox* g Tl T s Hlply Hlogly sl Hlsly
2 alﬂ122 al—‘121 211 212 213 2 4 21 212 213 214
R112 = 8X1 - axz _rlzrn _rzzrn _rzzrn _r42F11 +r11r12 +F21F12 +F31F12 +F41F12
2 alﬂ123 alH121 211 212 213 2 4 211 272 213 24
R113 :g_ 6X3 _r13F11 _F23F11 _r33r11 _F43F11 +r11F13 +r21F13 +r31r13 +F41F13
2 alﬂ124 al—‘121 211 2 2 2 13 2 4 211 272 213 214
Riy :g_ o =L =10 =TIy =TT + I + T I + 5T + T 0y
28F1236F122 211 22 213 2 4 21, 2712 2 13 2 4
R123 = 8X2 = 6X3 —F13F12 —F23F12 _r33r12 —F43F12 +F12F13 +r22F13 +r32r13 +r42F13

, _ar, _or
Pk axt
or;, _ar:

211 22 213 214 211 22 213 214
—F14F12 _F24F12 _F34F12 _r44r12 + 1—‘12F14 + 1—‘221—‘14 +r32r14 +F42F14

R}, = PR rar, -ro0h -Toly -0 + DA, + T + TAL, + 0
R}, = % - gzzzl -0, —TL0,, -0 + T, + T, + T TS,

R}, = aaz% —~ ‘Zl;{l T2, —Tals, T + 0, + a0, + T2 T

R}, = 2554 — 2%{1 -0, -T.0, —To0 + A, + T, + AT,

R}, = ‘ZXL% - Z{:} T, —TL,, —Tal, +To0, + Lo, + T,

R}, = ‘22224 = 681;542 -T2, -0, -0, + A0, + T4, + T,
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2
R234 -

2
R312 -

2

313

2
R314

2
R323 -

_ o,

_ o,
axl
_ oy,
axl
o,
axl
_ oy,
aXZ
_ oL,
ox’

o,
ox’

6X3

_ar
ay or;,

o

ary, or,,
12 al—‘131

_ alH131

or;
23 21 2 13 2 4 21 213 2 4
- 6X4 —F14F23 - 1H34r23 - 1H44r23 + 1H13r24 + 1H33F24 + 1H43F24
8F321 1—~21—~1 rz rz rz F3 rz F4 1-21-1 1-21-2 F2F3 F2F4
- 6X2 —lply =Ly =Ll —Lply 1l + 105 1515 +1 405,
_ 0 —TA0 —TATY —Tan —TALS + T, + T S + 20 + 0T
6’x3 13431 23+ 31 33131 431 31 11+ 33 214 33 311 33 41133
8F321 1—~21—~1 rz rz rz F3 rz F4 1-21-1 1-21-2 F2F3 F2F4
6X4 =Ly =Ly =y —Lgls 1l + 1, 1515, +1 405,
alﬂ322 1—~21—~1 rzrz F2F3 F2F4 1—~21—~1 rz rz F2F3 F2F4
= 8X3 —lglyy =l =gl =gy, 1l 1l 1155 +1 515
T —TA0, —TA0%, -0, —To s + T, + T, + T2, + T
6X4 14+ 32 24+ 32 34+ 32 441 32 12+ 34 227 34 327 34 0134
alﬂ323 rzrl rz rz rz F3 rz F4 rzrl rz rz F2F3 rz F4
- aX4 —Llyy =l =Ly = by + L5, + 1515, 15505, +1 515,
21 212 23 2 4 211 22 213 24
6X2 _F12r41 —F22F41 —F32F41 —F42F41 +F11r42 +F21r42 +F31F42 +F41r42
211 22 213 2 4 211 22 213 2 4
6’X3 _F13F41 _F23F41 _r33r41 _F43F41 +F11F43 +F21F43 +F31F43 +F41F43
21 22 23 2 4 211 212 213 24
o =Dy =1l =T T =TTy + Ty + 15T + 15T, + T T,
alﬂ422 1—~21—~1 rz rz F2F3 rz F4 rzrl rz rz rz F3 rz F4
_8X3_13 il =g, =Ll vl + il g+l s+l 0,
_ e -T’r, -T;, -T.r, -T. T+, + T, + o), + LT
ax4 14% 42 244 42 341 42 44+ 42 124 44 221 44 324 44 021 44
21 22 213 2 14 21 22 213 2 4
6X4 —F14F43 - 1H24r43 —F34F43 - 1H44r43 + 1H13r44 + 1H23F44 + 1H33F44 + 1H43r44
31 32 313 314 311 32 313 314
8X2 _r12r11 _rzzrn _r32r11 —F42F11 +r11r12 +F21F12 +F31F12 +F41F12
31 32 33 314 31 312 313 314
6X3 _r13F11 _F23F11 _r33r11 _F43F11 +r11F13 +r21F13 +r31r13 +F41F13
alﬂ131 r3r1 F3 rz F3 F3 F3 F4 F3F1 F3F2 F3F3 F3 F4
= 4 14t toatir T t3atnn T g n ol tlb, +lal, +1,1,
alﬂ132 F3 r! F3 rz F3 F3 F3 F4 F3 1-1 F3 rz F3 F3 F3 F4
= 6X3 R RS P S PRt T RS WES BV 2 NP SERa YR SER b S S Raak DUP S
o -r)r.,-r,r;-r;r; -r,rt+rr, +or; +r, +.r
6X4 14412 241 12 34412 441 12 121 14 2114 321 14 0114
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o, _any

R1334 - 6X3 6X4 - 1H134r113 - 1H234r123 - 1H334r133 - 1H434r1‘; + 1H133r114 + 1H233F124 + 1H333F134 + rjsr;:t
38F2328F2313132 33 314 31 312 313 314
R212 = axl _ax_z_rlzrm _FZZFZI _r32r21 —F42F21 +F11r22 +F21r22 +F31F22 +F41r22
38F2338F2313132 313 314 371 32 313 314
R213 = == 3 _r13r21 _F23F21 _F33F21 _F43F21 +F11r23 +F21F23 +F31F23 +F41F23
ox ox
38F2346F2313132 33 314 31 312 313 34
R214 = y_ 6X4 _F14r21 —F24F21 —F34F21 —F44F21 +F11F24 +F21r24 +F31F24 +F41r24
361"23’38F232 31l 32 3713 314 31, 32 313 3 4
R223 = y_ aX3 _F13F22 = 1H23F22 = 1H33F22 = 1H43F22 + r12r23 + 1H22r23 + 1H32r23 + 1H42r23
3ar;4arz32 3l 32 313 314 3l 732 33 314
R224 = 8x2 - ax4 _F14F22 _F24F22 _F34F22 _F44F22 +F12F24 + 1—‘221—‘24 +F32F24 +F42F24
38F2346F233 31 32 313 314 3l 32 33 314
R = I - ox* =Tl =1 =Ty = Tyl + TR, + T, + 1510, + T,
or;, or;
R;z :_312_ 321 _F132F311 _r232F321 _rjzr; +F131r312 +r231r322 +rjlr;2
Ox Ox
or;, or;
Rgn = 313 = 331 _r133r311 —F233F321 _F433F;1 +rl3lr313 +F231F323 +r431F34:«3
1) 1)
or;, or;
R314 :_314_ %41 _F134F311 _r234r321 —1“341“341 +F131r314 +r231r324 +Fjlr3t
Ox Ox
or;, ar;
R§23 = 323 = 332 —F133F312 —F233F322 _rj3r342 + 1H132r313 + 1H232r323 + rjzrfs
ox ox
or;, or;
R224 = 324 - 342 _F134r312 —F234F322 —F434F342 + 1—‘1321—‘314 +F232F324 +F432F3i
Ox Ox
or;, or.
R§34 = _334_ 343 —F134F313 —F234F323 _rj4r343 + 1H133r314 + 1H233r324 + 1H433r344
Ox Ox
38F4328F4313132 33 34 31 312 313 314
R412 = y_ 6X2 _F12r41 —F22F41 —F32F41 —F42F41 +F11r42 +F21r42 +F31F42 +F41r42
38F4338F4313132 313 3 14 371 32 313 314
R413 = == 3 _r13r41 _F23F41 _F33F41 _F43F41 +F11r43 +F21F43 +F31F43 +F41F43
ox ox
38F4346F4313132 33 314 31 312 313 34
R414 = axl _ax_4_rl4r41 —F24F41 —F34F41 —F44F41 +F11F44 +F21r44 +F31F44 +F41r44
3arjsar432 31l 32 3713 314 31, 32 313 3 4
R423 = y_ aX3 _F13F42 = 1H23F42 = 1H33F42 = 1H43F42 + 1H12r43 + 1H22r43 + 1H32r43 + 1H42r43
361“3461“32 3l 32 313 314 3l 732 33 314
R424 = 8x2 - ax4 _F14F42 _F24F42 _F34F42 _F44F42 +F12F44 + 1—‘221—‘44 +F32F44 +F42F44
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3
R434 = ox°
R _or;
112 aX1
4 arli
13 — %!
R4 = arli
114 aXl
4
R123 - axz
. _or
124 ox 2
R4 — arli
134 aX3
R _ory,
212 ox!
o _ar
213 x|
R4 = al—‘244
214 ox.!
oo
223 ox 2
RY = alH244
224 ox 2
R4 — al—‘244
234 ox°
oo
312 ox!
o
313 P
s _ 00y
R314 = ox!
s _ 00y
R323 = ox2
we o
324 ax 2

_on, o

_ 81“1‘; _ aré

_ ory,

Gl ory,

ar, ory,

ay, or;,

iy

31 32 313 3 4 31 32 33 314
6X4 - 1H14F43 - 1H24r43 - 1H34r43 - 1H44r43 + 1H13r44 + 1H23F44 + 1H33F44 + 1H43r44

or!
= axlzl - Fé 1H111 - 1H242 1H121 - 1H342 1H131 - sz 1H141 + 1H141 rllz + 1H241 rlzz + 1H341 1H132 + r:l 1H142
oy
ox’

or!
= 8X141 = Flirfl = 1H244 1H121 = 1H344r131 = Fj4 1H141 + 1H141 1H114 + 1H241 rli + 1H341 1H134 + r:l F;:t

411 42 43 414 41 412 413 414
_r13F11 _F23F11 _r33r11 _F43F11 +r11F13 +r21F13 +r31r13 +F41F13

411 42 413 4 4 41 42 43 4 4
6X3 —F13F12 —F23F12 _r33r12 —F43F12 +F12F13 +r22F13 +r32r13 +r42F13

41 42 43 4 4 41 42 413 414
F14F12 _F24F12 _F34F12 _r44r12 + 1—‘12F14 + 1—‘221—‘14 +r32r14 +F42F14

ox*
ar‘l‘; 1—\41—!1 r4 FZ 1—\41—\3 1—\4 1—\4 l—*41—*1 r4r2 1—\41—!3 1—\41—\4
_8X4_14 i3 gy =L by =1 by + L, +1 0+, + 1,50,
41 42 43 4 4 41 42 413 44
6X2 _F12r21 _FZZFZI _r32r21 —F42F21 +F11r22 +F21r22 +F31F22 +F41r22
_ —T0, —Ti0, -l —TA) + 00, + 0 T2 + T, + T T
6’x3 13+ 21 23121 33121 431 21 1+t 23 211 23 311 23 41+ 23
41 42 43 44 41 42 413 44
6X4 - 1H14r21 —F24F21 - 1H34F21 —F44F21 + 1H11r24 + 1H21F24 + 1H31r24 + 1H41F24
81ﬂ242 F4F1 F4F2 F4F3 F4F4 1-41-1 F4F2 F4F3 1-41-4
_8X3_13 n Tl =l =gl Flply +1 s+l +1,1,
_ -T'r, -, -Ti0) -y +T° T, + T, + T, + T
ax4 14+ 22 244 22 341 22 44+ 22 124 24 221 24 324 24 02124
41 42 413 4 4 41 42 43 414
6X4 - 1H14F23 - 1H24r23 - 1H34r23 - 1H44r23 + 1H13r24 + 1H23F24 + 1H33F24 + 1H43r24
41 42 413 4 4 41 42 413 414
8X2 _F12F31 —F22F31 —F32F31 —F42F31 +F11r32 +F21r32 +F31F32 +F41F32
_ —T0, -T2 -l - + T, + 0 TS + TS, + T, T
6X3 13+ 31 234 31 334 31 43131 11433 21433 314 33 411 33
alH341 F4F1 1-41-2 1-41-3 F4F4 F4F1 F4F2 1-41-3 F4F4
_8X4_14 g1 —hoal gy =gy =y s, 10 1505, + 1,15,
41 42 413 414 41 42 43 4 4
6X3 = 1H13r32 = 1H23r32 = 1H33r32 = 1H43r32 + 1H12F33 + 1H22F33 + 1H32r33 + 1H42r33
Oy —Ti0y, — Ty, — Ty — Ty + T, + T Doy + T, + T,
8x4 14+ 32 24+ 32 34+ 32 441 32 12+ 34 227 34 327 34 0134
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4
R412 -

4

6X3
o,
ox!
_ary,
= -

_ T

-~ ox!

o

==
_ Ty

ox’
_ar,
==

or;
R§34 =—3%_

oy,
6X 4

_

ox*

o

ax 3

oy,
ox*
oy,
ax 3

o

ox*

o

6X4

- rlir‘;} - 1H244r323 - F;ttr333 - rf4r;3 + rlt 1H314 + 1H243 1H324 + Ffs 1H334 + 1-221-344
- 1"{;1“;1 - 1H242F421 - szrjl + 1H141 Fiz + 1H241F422 + Fjlrjz

= 1—‘1431—:1 = 1—‘243F421 = F;31—‘431 + F14111%3 + F241F423 + F;111133

= rliril = 1H244F421 = F;tlrjl + 1H141 Fi4 + 1H241F424 + 1H341rj4

= F143 Fiz = 1sz13 1H422 = r;_?) 1H432 + Fé ris + 1H242 1H423 + sz 1H433

- rliriz = 1—‘2441—‘422 = F;;sz + Fliri4 + F242F424 + 1—?2 1—‘434

411 42 413 4101 412 413
— Dl =1l = Tyl + Tl + T, + 510,

Podalismy 96 niezerowych sktadowych mieszanego tensora Grossmanna, 96 pozostatych
niezerowych sktadowych rézni si¢ tylko znakiem.
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e Niezalezne skladowe kowariantnego tensora krzywizny Riemanna-Christoffela

Tensor R 5, posiada w przestrzeni czterowymiarowej 256 sktadowych spetniajacych po-

nizsze zaleznosci:

Rinn=Riun =Ry =Ry =R =Ry =Ry =Ry =Ry;5 =Ry, =Ryy55 =
=Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry, =
=R =Ry =R =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =R =Ry =
=Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry5 =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry, =
=Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =
=Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =
=Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry, =
=Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =
=Ry =Rip =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =
= R4333 = R1244 = R1344 = R1444 = R2144 = R2344 = R2444 = R3144 = R3244 = R3444 = R4144 =
= R4244 = R4344 =0

1221 — _R2112 = R2121
231 =Ry =Ry =Ryyp =—Ryp =Ry, =Ry,
a1 =Ry =Ry =Ry =—Ryp =—Ry, =Ry

1212
1213

1214

1223 1232 = "Ry =Ry 3 =Ry =—Ryy =Ry, 3221
1 =Ry =Ry =Ry =Ry =-R
-R -R

1224

=R
s =Ry
=R

1234 a3 = Ry =Ry 3 =Ry = 3421 = 4312 4321

331 =Ry =Ry

1341 — _R3114 = R3141 = R1413 = _R1431 = _R4113 = R4131

1313

1314

1323 1332 = _R3123 = R3132 = R2313 = _R2331 = _R3213 = R3231

1324 1342 = _R3124 = R3142 = R2413 = _R2431 = _R4213 = R4231

1414 a1 =Ry =Ry

1423 1432 = _R4123 = R4132 = R2314 = _R2341 = _R3214 = R3241

1424 a2 = Rypg =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry,

1434 1443 — _R4134 = R4143 = R3414 = _R3441 = _R4314 = _R4341

2323 1332 = Ry =Ry

2324 342 = ~Rimy =Ry =Ry =Ry = =Ry =Ry,

2334 2343 = ~Riapy = Rypus =Ry = =Ry = =Ry =Ryg

2424 2442 = R4224 = R4242

=

2434 a3 = ~Riypsy =Ry =Ry = =Ry = —Rypy =Ry,

AR A AR RX AR A RI AR AR AR AR AR AIRT

=-R
=-R
=-R
=-R
=-R
=-R
=-R
=-R
=-R
=-R
1334 = "Ryzs = =Ryp3 = Ry =Ry = =Ry = =Ry = Ry
=-R
=-R
=-R
=-R
=-R
=-R
=-R
=-R
=-R
=-R

3434 sa93 = ~Ryzzs = Ryzys

R1234 +R1423 +R1342 =0 Tlub R1234 +R1423 _R1324 =0

Wsrdd 144 niezerowych sktadowych tylko 20 jest niezaleznych.
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e Niezerowe niezalezne skladowe kowariantnego tensora krzywizny R .., wyrazone

przez skladowe mieszanego tensora krzywizny R,

df

Rapr :gaoRc

Buv

Ry, =8, Ry, +8,R5, + g13R312 +g14R312
R 5 =2,Rop +g12R§13 +g13R;13 +g14R313
1214 = g11R1214 +g12R§14 +g13R;4 +g14R314
1223 = g11R1223 +g12R§23 +g13R;23 +g14R;23
1224 = g11R1224 + g12R§24 + g13R324 + g14R;24
1234 = g11R1234 +g12R§34 +g13R;34 +g14R;34
113 = 81 R3 +g12R§13 +g13R§13 +g14R§13
1314 = g11R1314 +g12R§14 +g13R§14 +g14R§14
B8 L +g12R§23 +g13R§23 +g14R§23
1324 = g“R1324 +g12R§24 + g13R§24 + g14R§24
1334 = g“R1334 +g12R§34 + g13R§34 + gl4R§34
1414 = gllRLM + g12R42114 + g13R§114 + g14R314
123 = B R s +g12R42123 +g13R43123 +g14R323
1424 = g11R1124 +g12R42124 +g13Rz3124 +g14R324
1434 = g11R1134 +g12R42134 +g13Rz3134 +g14R334
2323 = gleézs +g22R§23 +g23R§23 +gz4R§23
2324 = g21R1324 +g22R§24 + g23R§24 +gz4R§24
2334 = g21R1334 +g22R§34 + g23R§34 +gz4R§34
2124 = &R 24 +g22R42124 +g23R43124 +g24R324
234 = € R a4 +g22R42134 +g23R43134 +g24R334
3434 = g31R1134 +g32Ri34 +g33Rz3134 + g34R334

=

1o ettt e o2

Wsrod 21 sktadowych tensora R 5, wymienionych powyzej tylko 20 jest niezaleznych, po-

niewaz R1234 +R1423 _R1324 = O .
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e Skladowe kowariantnego tensora Ricciego R,, wyrazone przez skladowe mieszanego

tensora Grossmanna R,

df
Konstruujgc tensor Ricciego R z=R;, , wykorzystalismy tylko 64 z 256 skladowych

Buv >

tensora Grossmanna Ry, .

df
1 2 3 4
Ry +R, +Ry; +R), =R,
1 2 3 g O
Ry + Ry + RS+ Ry =Ry,
1 2 3 g
R + Ry, + R+ R5, =Ry,
1 2 3 g @
Ry +Rip +R;; + Ry =Ry,

1 2 3 s aw 2 3 4
Ri +Ry, +RY,; + R, =R, =R, =R, +R, +R;; + Ry,
1 2 3 —— a 2 3 4
R +Ry, + Ry + R, =Ry =Ry =Ry +R3, +R5; +R5,

df df
1 2 3 4 _ T pl 2 3 4
Riy+Rip +R; + R =R, =R, =Ry + Ry, + Ry + Ry,

df df
1 2 3 4 . Tl 2 3 4

Ry + Ry + R + R =Ry =Ry, =Ry, + R, + Ry, +R,
1 2 3 s & a 2 3 4

R241 + R242 +R243 +R244 :R24 = R42 :R421 +R422 +R423 +R424

df df
1 2 3 4 _ T pl 2 3 4
Ry #R3, +R5 + Ry, =Ry =R ;=R + R, + R + Ry,

UWAGA
Sze$¢ ostatnich rdwnan nie pozwala zmniejszy¢ liczby niezaleznych sktadowych w tensorze

a [ . . 2 3 4 3 4 4 co .
R;,, o dalszych szes¢, poniewaz sktadowe Rj,,, R3j5, Ry, Ry, Ry, Ry, pojawily sig

juz we wcezesniej rozpatrywanych warunkach. Ostatecznie liczba réznych od zera niezalez-

nych sktadowych w tensorze Ry, wynosi 86.

v

df
. . -
Konstruujgc tensor Ricciego R ;=R

puv » Wykorzystujemy rowniez 64 sktadowe tensora

o
Buv *

df
1 2 3 4 _p*
Ry +Ry, +Ry;, +R =Ry,

Grossmanna R

df
1 2 3 4 p
R, + Ry +Ry, +Ry, =Ry,
1 2 3 s Y
Ry + Ry + R + Ry =Ry,
1 2 3 g Y.
Ry, + R R + Ry =Ry,

1 2 3 4 d * * df 1 2 3 4
R112 +R122 +R132 +R142 :RIZ = R21 :Rzn +R221 +R231 +R241
df df
1 2 3 4 * ® 1 2 3 4
Ry + R # R + R =R 3 =R, =Ry, +R5, +R3;, +R3y,
df df
1 2 3 4 _p* _p* _pl 2 3 4
Ry, +Ry, +Ry +R =Ry =R, =R, +R, +Ry; + Ry,
df df
1 2 3 4 _p* _p* _pl 2 3 4
Ry + Ry +RY; + Ry =Ry =R5, =Ry, +R3, +R5;, +Ryy,
df df
1 2 3 4 o *® 1 2 3 4
Ry, + Ry + Ry + Ry =Ry, =R, =Ry, +Ry, + R, + Ry,

df df
1 2 3 4 _p* _p* _pl 2 3 4
R314 +R324 +R334 +R344 _R34 - R43 _R413 +R423 +R433 +R443
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e Skladowe kowariantnego tensora Ricciego R,, wyrazone przez skladowe kowariant-
nego tensora Riemanna-Christoffela R

Konstruujgc tensor Ricciego Ry, = g™ R wykorzystaliSmy dwadzie$cia z dwudziestu

apuy >

niezaleznych sktadowych tensora R

afuv *
R, = R,=R, =
2 23 2% a1 2 23
=+g R, , +28"R, 5 +2g" R, , + =+g R, +87R, 1 +27R, 45
33 34 44 31 32 33
+g Ry +287Ry 1, +8 Ry +8 Ry +8 Ry +87Ry
41 ) 43
+8 Ryyu+8 Ry +8 Ry
Ry =
=+g'"R,,, +2g"R.,. +2g"R,,, + R,,=R,, =
=g Riypp 728 KRy 748 Koy, n=Ryp=
33 34 44 et 12 14
+8 Ry +2¢8 Ry + 2R =+g Ry +28 Ry +8 Rppy +
31 3 34
+8 Ry +8 Ry +8 Ry +
Ry =

41 ) 44
11 12 14 +8 Ry +8 Rypsy +8 Ry,
=+g Ry +2g87°Rp5, +22 'Ry, +

+ g22R2332 + 2g24R2334 + g44R4334 R,, =R, =

o 12 13
=+g8 Ry +2 Ry +8 Ry
R, =

31 3 33
. - . +8 Ry +8 Ry +87Ryy,
=+g Ry +28 Ry +2¢ 'R 4

41 ) 83
’ ’s 3 +8 Ry +8 Ry +8 Ry
T8 Ry +2€87 R + 87 Ry

R, =R, =

R,=R, = 1 12 13
=+g Ry +28 Ry +8 Rz

21 23 2
=8 "Ry +87 R,y +8 Ry + 2R 2p Bp
5 . . T8 Ry T8 Ry +8 Kyyys
+8 Ry +8 Ry +28 Ry + “R oR sR
al “ “ T8 Ky T8 Ry +8 Kysys
+8 R,y +8 Ry +8 Ry
Ri;=Ry =
21 » 2
=+g Ry +87Ry 5 +8 Ry +
31 3 34
+8 Ry +287Ry 5 +28 Ry +

41 £ 44
+8 Ry5 +8 Ry +8 Ry
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e Skladowe kontrawariantne tensora metrycznego i jego wyznacznik dla metryKki stac-
jonarnej o zerowych skladowych przestrzenno-czasowych

Ponizej podana zostata jawna posta¢ niezerowych sktadowych kontrawariantnego tensora
metrycznego 1 jego wyznacznik dla metryki stacjonarnej o zerowych sktadowych przestrzen-
no-czasowych, czyli metryki typu:

0
(ds) = g,pdx“dx" + g, dx*dx*, % =0, % =0, (o,p=123).

Przyktadem takiej metryki jest metryka Schwarzschilda:

a B -1
(dsf =15, +¥H _r_sj —1} dx*dx’ +[844 —rij dx*dx*, (o,p=12.3).
T T

r

g = g (€880 — £18n8u)
” =g 7( 888w — £1:818u)
6 =g (88080 — 208084)
g =8y

2% = (2,880 — 802us)
8" = g7 28080 — 218ng4)
6 =g (28080 — 218n8u)

g= gn( 2833844 — £23823844 )"" glz( 213823844 — 81283384 )"' g13( 12823844 — g13g22g44)
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NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

e Jawna posta¢ symboli Christoffela pierwszego rodzaju dla metryki stacjonarnej o ze-
rowych skladowych przestrzenno-czasowych

8g 0g,, 0g . . o . .

Y v =B Ogolna posta¢ symboli Christoffela pierwszego rodzaju
Ponizej podana zostata jawna posta¢ niezerowych symboli Christoffela pierwszego ro-

dzaju dla metryki stacjonarnej o zerowych sktadowych przestrzenno-czasowych, czyli metry-

ki typu:

agaﬁ

4

0
=0, %:o, (0B =1,2.3).

Przykladem takiej metryki jest metryka Schwarzschilda:

a B -1
(@s) {a—ﬁ ) 1} o [, o, 0.p-129)
T T T

(ds) = g pdx“dx’ + g, dx*dx*,

[1]=1%u o
1
2 0x [12]:[21]:E§
[1 1]zag_1z_lag11
x' 2 x> [12]:[21]:18&12
2 0x

[1 1] 8g13 1 081,
ox' 2 o [lz] [21] (6&3 L 985 _aglz]
[22]:%_1% ox*  ox'  ox’

ox* 2 ox' [13] :[31] :l%
22] _ 108y 2 0
[2 ] 2 &’ [13] [31] (agn agzz _agn]
] fen 108 B @ O
ox* 2 ox’ 3] _[1]_ 1 0gss
[33]_8g31_1% [3]_[3]_26;13
S ox] 2 ox! 14]  [a1 _l@i
[13] = %2 1285 =5
ox’ 26 [23] [32] 08, 6g31_6g23
[333] :lai? ox’ axz ox'
2 0x 10g
o, SRENL
: 2 ox' 1 0g
im | B
. 2 ox* 1 0g
[44]:_1% [24]:[4212587424
3 2 %’
[34]:[443] :%%
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NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

e Jawna posta¢ symboli Christoffela drugiego rodzaju dla metryki stacjonarnej o zero-
wych skladowych przestrzenno-czasowych

4
I, =g [“av] = Z g™ [‘;V] Ogolna posta¢ symboli Christoffela drugiego rodzaju
a=1

Ponizej podana zostata jawna posta¢ niezerowych symboli Christoffela pierwszego rodza-
ju dla metryki stacjonarnej o zerowych sktadowych przestrzenno-czasowych, czyli metryki

typu:

d 2 dud[} d4d4 agaﬁ_ ag44_ _

(S) _guBX X" +g,0ax dXx , y—o, W—O, (G,B—1,2,3).
Przykladem takiej metryki jest metryka Schwarzschilda:

a B -1
(@ {a—ﬁ ) 1} o [, o, 0.p-129)
T T T

r=g[ e[ ]+ 2] =gl e[ e[
o=t =g [ e[ 2Jeet[] || Ta=m =gl e e
m=ry=g[oeg? o lee] || Taemh=g i le et ]e e ]
e R o T R I - P R
m=r =g [ et e ] || TeTe=g [l [l ]
r=g'f ] g ] g B=g'[ e[l e ])]
r=g"[4 ]+ [ e ] S M P
r2=g[ ]+ e[ ]+ 2] Fev— b

er =gl o] | | TeTetly]

r-rz =g e g oleg?e] | | ThTa=gls]

F222:g21[21 2]+g22[222]+g23[232]
1-223 :F322 — gzl[z1 3]+g22 [223]+g23 [233]
el bl

1-424:g21 414]+g22[424]+g23[434]
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NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

e Jawna posta¢ kowariannego tensora krzywizny Ricciego dla metryki stacjonarnej
o zerowych skladowych przestrzenno-czasowych

61":; 61“:‘V B ra b ra ) ) o
RHV = o - o +l“wl“ﬁv —le“ﬁa Ogolna posta¢ sktadowych tensora Ricciego
X X

Ponizej podana zostata jawna posta¢ niezerowych sktadowych tensora Ricciego dla met-
ryki stacjonarnej o zerowych sktadowych przestrzenno-czasowych, czyli metryki typu:

agal?) —0 0g 44
ox* Tt
Przyktadem takiej metryki jest metryka Schwarzschilda:

a B -1
(ds) = SQB+¥K _r_sj —1} dx*dx’ +[844—rinx4dx4, (o,p=12.3).
T T

(ds)’ = g pdx“dx + g, dx*dx*, =0, (o,p=123).

r

— ar122 + 61"133 + arli _ arlzl _ alH131

R
Toax! oox! oox! ox? ox’

12 212 32 13 313 414

+ rlzrn + r12r12 + 2F12F13 + 1H13r11 + 1H13r13 + 1H14r14 +
112 212 312 113 213 313 1 4 214 314

- 1—‘111—‘12 _rnrzz _Fnrzs - 1—‘111—‘13 _Fnrzs - 1—‘111—‘33 - 1—‘11F14 - 1—‘111—‘24 - 1—‘111—‘34

1 3 4 1 3
= arlz + arB + ar24 - arzz - arzz + r112r112 + Flzzrzlz + 2F132F213 + 1H223F232 + F233F233 + 1H244r244 +

R
2 axr oox? oxr ox' ox’

1 -1 21 311 1 3 213 313 1 4 24 34
- Fzzrn - 1—‘22F12 - F22F13 - FZZFIS - Fzzrzs - F221—‘33 - 1—‘221—‘14 - F221—‘24 - 1—‘22F34

— 6F113 + aFZZS + ar;4 _ a1—1313 _ al—‘323
33 aXB 8X3 8X3 axl 6X2

11 211 3l 22 32 44

+ F13F13 + 2F13F23 + F13F33 + F23F23 + 1ﬂ231ﬂ33 + F34F34 +
11 21 31 12 22 32 1 4 24 34

- 1H33F11 - 1H33r12 - 1H33r13 - 1H33r12 - 1H33r22 - F33F23 - 1H33r14 - 1H33r24 - F33F34

or,, or; or;,
44:_6)(1 _8X2 _8X3

411 42 413
+ F14F44 + F24F44 + F34F44 +

1 -1 2 -1 3 -1 1 2 22 32 42 13 213 33
- 1H44r11 - F44F12 - 1H44r13 - 1H44F12 - 1H44F22 - 1H44r23 - 1H44F24 - 1H44F13 - 1H44F23 - 1H44r33

R g 00, ony on o, or,
12

211 311 213 313 414
= 21 aXZ axz aXZ axl 6X3 +FIIF22 + F11F23 +F13r22 —+ F13r23 + F14r24 +

211 113 213 313 114 214 314
- r12r12 - 1H12r13 - 1H12r23 - 1H12r33 - r12r14 - F12F24 - 1H12r34

orl. or: ort or. or:
Ris =R = 6x131 ’ 8)(132 ’ ax134 - 8x113 - GXI;

3l 12 212 312 1 4 214 314
- 1—‘13F13 - F13r12 - F13r22 - FISFZS - 1—‘13F14 - 1—‘13F24 - F131—‘34

211 311 212 312 414
+ 1_‘111_‘23 + 1_‘111_‘33 + 1_‘121_‘23 + 1_‘121_‘33 + 1_‘141_‘34 +

or. or: or: or. orz
Ry =R = 6x132 ’ 6x232 ’ 6x234 - 6x213 - OXZ;

1 1 21 3l 312 1 4 2 4 314
- 1—‘23F11 - 1—‘231—‘12 - F231—‘13 - Fzsrzs - F23F14 - 1—‘231—‘24 - F23F34

11 311 12 32 4 14
+ 1_‘121_‘13 + 1_‘121_‘33 + 1_‘221_‘13 + 1_‘221_‘33 + 1_‘241_‘34 +
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NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

e Jawna posta¢ symboli Christoffela pierwszego rodzaju dla metryki diagonalnej
[H V]:l agva +ag0tll _aguv
*7 20 oxM *

Ponizej podana zostata jawna posta¢ niezerowych symboli Christoffela pierwszego rodza-

ox¥  ox

ju dla metryki diagonalnej, czyli metryki typu:

ds’ = g, dx"dx*, (a=12,3,4).

[1-
11-
[11-
g
s
4
(4]
s
[1-
11-
-
[1]-

] =
=

]=—=

lagn

2 ox!

_ 10,
2 0x*°

_10g,
2 0x°

_lagn

2 ox*
lagzz
2 ox'

lagzz
2 ox’
_lagzz
2 ox’
1 0g,,
2 ox*
_10gs
2 ox'

_10gs
2 0x*

lag33

2 ox’

_1ogy
2 ox*

_ 108
2 ox!

[]=
[1]=
]-
-1

[112] = [211] :% gilzl

_10g4,
2 ox*

_lag44
2 ox°

2] <[] -1 %2
)=l -12
HEORES
) =[] -1
] =[] -1
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[1]-11-
11141
£]-L41-
[£]-F41-
1L
[£1-L41-

] Ogo6lna posta¢ symboli Christoffela pierwszego rodzaju

l 08,
2 ox’
l 0833
2 0x*
l 08
2 ox*
l 0844
2 ox’
l 083
2 ox’
l 08 44
2 ox’



NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

e Jawna posta¢ symboli Christoffela drugiego rodzaju dla metryki diagonalnej

4
ry =g* [“QV] = z g™ [ﬁ‘x"] Ogolna posta¢ symboli Christoffela drugiego rodzaju

a=1

Ponizej podana zostata jawna posta¢ niezerowych symboli Christoffela drugiego rodzaju

dla metryki diagonalnej, czyli metryki typu:

ds’ = g, dx"dx*, (w=12,3,4).

1 Og
=gl 1] = 1
1n=2 [1] 2g,, %!

1 og
r rl _g [1 2] 11
1251 1 g 0 2

1 oOg
rt—r! :gll[l 3] __1 o8,
137131 1 2g,, 0 3

1—‘114:1—‘411:g“[114]: L o8,

2g,, o'
1 oOg
L —oltf2 2] = »
»n=8 [1 ] 2g,, %!
m=e'[] =5 -
2g,, ox
1 Og
! oogttft 4] = 44
u=g [ ] 2g,. ox!
1 og
r2=g2[t1] = g
n=8 [ ] 2g22 x>
Flzzzrzzl = 22[1 2] - agzz

r;,=g” [222] = L%

2g,, O’
1 og
2 =T2 :gzz[z 3] __ L o8y
23 =13 2 2e, x>
1 Og
[2 =2 :gzz[z 4] __ L 08y
u=lgp 2 2e,, ox’
1 og
2 =023 = 0833
13=8 [ ] 2g22 x>
el %
2g,, OX

1 0
r=g” [1 1] =T 28 8%(131
33

=3 = 33[1 3] _ ag33
3=l =

1 6g
N —a;z

r233 :r332 = 33 [2 3] - ag33

I;=g” [333] = L%

2g,; Ox’
1 oOg
0,=T,=¢g" [334] = 0 (’5;43
33
1 Og
3 —oBf44] o1 OBu
4=8 [3 ] 2g33 %’
1 e
IR Ll og
11 g [ ] 2g44 ax
= = g“[] - s
844

1-242:g44[2 2] — 1 5g22

4

2g44 ox*
1 og
F;4:F:2 :g44[244] :Eﬁ
1 og
] ] 3
13=8 [4] 2¢., ax*

1 Og

F344 :F:3 = g44 [344] = 2e., 6X434
1 Og
=gt 4] = 44
u=g [4] 2¢., ax®
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NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

e Jawna posta¢ kowariannego tensora krzywizny Ricciego dla metryki diagonalnej

ore or. o
W=7 x —a—*; + l“fml"g‘V - Ffvl"g; Ogdlna posta¢ sktadowych tensora Ricciego
X X

Ponizej podana zostata jawna posta¢ niezerowych sktadowych tensora Ricciego dla metryki
diagonalnej, czyli metryki typu:

ds’ = g, dx"dx*, (a=12,3,4).

_or, on on, ory or ar
ox'  ox' ox! ox ox ox!
+ 1—‘1121—‘121 + 1—‘1221—‘122 + 1—‘1131—‘131 + 1—‘1331—‘133 + 1—‘1141—‘141 + Flirli +

112 2712 32 412 113 2713 313 413 14 24 34 414
- rllrlz - r11r22 - 1H11r23 - 1H11r24 - FIIFB - 1H11r23 - 1H11r33 - 1H11F34 - 1H11r14 - 1H11F24 - 1H11F34 - 1H11r44

Rll

_on,  on, o, oh, on, ahy
x> ox? ox? ox! ox ox'
+ 1—‘1121—‘112 + 1—‘1221—‘212 + 1—‘2231—‘232 + 1—‘2331—‘233 + 1—‘2241—‘242 + 1—‘2441—‘244 +

1l 2l 3l 4l 3 23 313 413 1 4 24 3 4 414
- 1szrn - r22r12 - 1H22r13 - 1H22r14 - rzzru - rzzrzs - 1H22r33 - 1H22F34 - 1H22r14 - 1H22r24 - 1H22r34 - 1H22F44

R22

R, = arf}_,) . ar% . ar%1 ~ ar;f ~ ar% ~ ar;} N
ox” ox° 0x° O0x 0x° 0x
+ FIISFIIS + 1—‘1331—‘313 + 1—‘2231—‘223 + 1—‘2331—‘323 + 1—‘3341—‘343 + F;lr;l +

Il P2l 3l pal 12 22 32 42 4 24 314 44
- 1H33F11 - 1H33r12 - 1H33r13 - 1H33r14 - 1H33r12 - 1H33r22 - 1H33r23 - 1H33r24 - 1H33r14 - 1H33r24 - 1H33r34 - 1H33r44

_ alH114 alH224 alH334 _ 8l"i4 _ alH424 _ alH434

- 4 + 4 + 4 1 2 3 +
Ox Ox Ox Ox Ox Ox

+ 1ﬂ1141—‘114 + Fliri4 + 1ﬂ2241—‘224 + 1—‘24411124 + 1—‘3341—‘334 + F;lrj4 +

1l 2l 3l a2 212 312 412 3 23 313 413
- 1H44r11 - 1H44r12 - 1H44r13 - 1H44r14 - 1H44r12 - 1H44r22 - 1H44F23 - 1H44r24 - 1H44F13 - 1H44r23 - 1H44r33 - 1H44F34

R44
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NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

e Jawna posta¢ kowariannego tensora krzywizny Ricciego dla metryki diagonalnej
(skladowe mieszane)

ory, ory or, o
R, =R, = 6X121 + 8X123 + aXI; - 8X132 +
+ 0D, + T3 + T, +

21 1 -3 213 1 4 214
- F12r12 - FIZFIS - F12r23 - 1—‘12F14 - 1—‘12F24

alH111 n arlzz n arlil _ on; n
ox>  ox° ox® ox!
+ T + L0, + T, +

3l 12 312 14 34
- 1H13F13 - 1H13r12 - 1H13r23 - 1H13r14 - 1H13r34

R13 = R31 =

1 2 3 1
= 81“141 N 81“1j N 81“lj 3 81“114 N
Ox Ox Ox Ox
+ T, + Tl + TR, +

411 1 -2 412 13 413
- 1—‘14F14 - 1—‘14F12 - 1—‘14F24 - 1—‘14F13 - 1—‘14F34

R,=R

o, n 6F222 n alH244 _ alH223 n
3 3 3 2

0x [5).4 0x 0x

+ 1—‘1121—‘113 + 1—‘2321—‘323 + 1—‘2441—‘3411 +

21 3l 32 24 34
- 1H23r12 - 1H23r13 - 1H23F23 - 1H23r24 - F23F34

R23 = R32 =

or, o, oIy, oI,
Ry =R, = axlj + 6X242 + (3X243 - 8X224 +
+ lH112r114 + 1Hz42r424 + 1Hz33F334 +

21 411 412 23 413
- 1—‘24F12 - 1—‘241—‘14 - F241—‘24 - 1—‘24F23 - F24F34

or., or: orl or’
R. =R, =—1B 4223 7733 234
Wt oaxt o oaxt X’
+ 1—11131—‘114 + 1—12231—‘224 + 1—‘3431—1434 +

31 41 32 412 43
- 1H34r13 - 1H34r14 - 1H34F23 - 1H34r24 - F34F34
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NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

e Jawna postaé¢ symboli Christoffela pierwszego rodzaju dla stacjonarnej metryki dia-
gonalnej

[uv]zl(ﬁgw L OB OBy
“ 2

Ogoblna posta¢ symboli Christoffela pierwszego rodzaju
" ox' ox” j g p Y p g i

Ponizej podana zostata jawna posta¢ niezerowych symboli Christoffela pierwszego rodza-
ju dla stacjonarnej metryki diagonalnej, czyli metryki typu:

ds’ = g dx*dx*, %i—“f =0, (a=1,234).

-t | -]

2 ox! 2 ox’
[lzl] :_%% [122] :[221] :%aagTzlz
[131] :_%% [113] :[311] :%%
-t || B-B-A
SRLARRERYNLY
[232] :_%aagTz; [223] :[322] :%%
[313] =—%% [233] :[332] :%%
[323] :—%% [244] :[442] :%%
[333] :%% [344] :[443] :%%
SESLY
4143
143
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NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

e Jawna postaé¢ symboli Christoffela drugiego rodzaju dla stacjonarnej metryki diago-
nalnej

4
ry =g [“qv] = z g™ [*;V] Ogolna posta¢ symboli Christoffela drugiego rodzaju

a=1
Ponizej podana zostala jawna posta¢ niezerowych symboli Christoffela drugiego rodzaju

dla stacjonarnej metryki diagonalnej, czyli metryki typu:

d? =g dxedx®, o _0. (a=1234).

ox*

1 1 oOg 1 oz,
bl bl
8 g g33 £33 X’
1 1 1 og
I,=T, = [l 2] = 5’X2 r,=ry, :—[133] = %8 8X313
& 3
1 1 og 1 1 og
I, =T, :_[113] == 1“32:—[232] = 0
2g,, Ox 233 2g; Ox
FIZZ:L[ZIZ] :_Lai? 158 =y :L[233] _ 1 8g323
gll 2gll 8X 2g33 aX
! 1 og 1 1 og
Ty :_[31 3] = 1 I, :_[333] = 3
gll 2g11 aX g33 2g33 aX
1 1 Og 1 1 o
FEM :—[414] :__2 5»):14 F434 [4 4] _ 2 - 44
& & 2. g, OX
1_,121_ 1 [1 1] ___° 081, r;:;:l—‘il 1 [1 4] = 8g414
gxn 2g22 ox’ g, Ox
1 1 o 1 1 ogy,
ra=r3 =] - 2g o || mer= ] — s
2 84

1 1 og
T, :_[222] = 3
g» 2g,, Ox

F223:F§2— 1 [2 3]_ 1 agzz

g» ox’
1 1 og
I :_[323] =—2—§3f
g» g»
2 — 1 [4 4] ag44
4= =
g2 2gzz ox’

1 1 og
I,=ly= —[344] =g§4§*
44
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NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

e Jawna posta¢ kowariantnego tensora krzywizny Ricciego dla stacjonarnej metryki

diagonalnej

Mo W e pra . ) o
WS o + 1,5, — g, Ogolna posta¢ skladowych tensora Ricciego
X X

Ponizej podana zostata jawna posta¢ niezerowych sktadowych tensora Ricciego dla stac-
jonarnej metryki diagonalnej, czyli metryki typu:

d? =g dxedx®, Poe_0. (a=1234).

ox* ’

ot er oy _ori e

R
11 aXI axl axl aXZ 6X3

112 2712 13 33 414
+ 1_‘121_‘11 + 1_‘121_‘12 + 1_‘131_‘11 + 1_‘131_‘13 + 1_‘141_‘14 +

112 212 312 113 213 313 114 214 314
- FIIFIZ _Fnrzz _FIIFZS _F11F13 _FIIFZS _F11F33 - 1—‘111—‘14 _F11F24 _F11F34

orl ori or: or. or:
R22 — 221 + 223 + 224 _ 212 _ 232 +
ox OX ox ox ox

111 211 213 313 4 14
+ 1—‘121—‘12 + 1—‘121—‘22 + 1—‘231—‘22 + 1—‘231—‘23 + 1—‘241—‘24 +

1 -1 2 -1 311 13 213 33 1 14 2 4 3 4
- 1szrn - r22r12 - 1H22r13 - F22F13 - 1H22F23 - 1H22r33 - 1H22r14 - 1H22F24 - 1H22r34

or., or: ord or. ora
R33 — 133 + 233 + 334 _ 313 _ 323 +
ox OX OX Ox ox

11 311 212 312 414
+ FISFIS + 1—‘131—‘33 + 1—‘231—‘23 + 1—‘231—‘33 + 1—‘341—‘34 +

11 21 371 12 22 32 1 4 24 314
- 1H33F11 - 1H33r12 - 1H33r13 - 1H33r12 - 1H33r22 - 1H33r23 - 1H33r14 - 1H33r24 - 1H33r34

or,, o, ar,
44:_6)(1 _8X2_8X3

411 212 42 313 413
+ 1H14r44 + 1H24r24 + 1H24r44 + 1H34r34 + 1H34F44 +

1 -1 21 311 1 2 212 32 1 3 23 313
- 1—‘441—‘11 - 1—‘441—‘12 - 1—‘441—‘13 - 1—‘441—‘12 - 1—‘441—‘22 - 1—‘441—‘23 - 1—‘441—‘13 - 1—‘441—‘23 - 1—‘441—‘33
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NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

e Jawna posta¢ kowariantnego tensora krzywizny Ricciego dla stacjonarnej metryki

diagonalnej (skladowe mieszane)

ory, ory or, o
R, =R, = 6X121 + (9X123 + GXI; - aX132 +
+ 0D, + T3 + T, +

21 1 -3 213 1 4 214
- F12r12 - FIZFIS - 1—‘12F23 - 1—‘12F14 - 1—‘12F24

alH111 n arlzz n arlft _ on; n
ox>  ox° ox® ox!
+ T + L0, + T, +

3l 12 312 14 34
- 1H13F13 - 1H13r12 - 1H13r23 - 1H13r14 - 1H13r34

R13 = R31 =

- arllz + 81—‘222 + 81—‘244 _ alﬂ223 +
32 3 3 3 2
ox*  o0x° 0x° 0x
+ 1H112r113 + 1H232r323 + 1“2441"3‘2 +

211 3l 32 214 314
- 1—‘23F12 - 1—‘231—‘13 - F23F23 - 1—‘231—‘24 - 1—‘23F34

R, =R
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NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

e Symbole Christoffela drugiego rodzaju i skladowe tensora Ricciego odpowiadajace
rozwiazaniu osiowo-symetrycznemu Weyla

Wspotrzedne cylindryczne
x'=z, x*=p, xX’=¢, x'=ict

Skladowe tensora metrycznego

v

_ _ v _ a2V _H
g:=¢, Ep=©C, g53=¢C (X)’ g4 =¢

Symbole Christoffela drugiego rodzaju

mp=g"[3?]= %g“zi? = ;;XV“ ri=g"[}’] =- %gn%:%( 2F oo V(f;
o] e ﬂ o] L 2%:; 12
ry;=g” [323] = —%gzz % =-x’e e +%(x2) e e ;{“2

0 1 0 1
1“424:g22[424]:_%gzz%:_ae—ue—v%’ F133:F331=g33[13]:l 308y _ lop

2g ox'  20ox
0

F233=F3‘7’2= 33[2 3]__ 33 g33 :X_lz_%%, rlizrfl :g44[14]:l 44 8@%{414 _;su
og 1 du

F244 rjz g44[2 4] 44 aX424 _Ey

Skladowe tensora Ricciego
R = or) . ory . ory, ~ ory, .
o oax! oax! ax?

12 212 373 414 12 212 13 213 114 214
+r12r11 +F12F12 +F13F13 +r14r14 _FIIFIZ _rnrzz —F11F13 _F11F23 _r11r14 _r11F24

arzll + 81ﬂ233 + alH244 . 8F212 +
ox*  ox* ox*  ox'
+ r112r112 + 1H122 lez + 1H233 1H233 + 1H244r244 - rzlz rlll - 1-222 1-112 - lez 1H133 - Fzzz 1H233 - lez Fli - 1-222 1H244

R, =

or,, or:
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NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

e Jawna postaé¢ niezerowych skladowych niezaleznych mieszanego tensora krzywizny
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NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

e Jawna postaé¢ niezerowych skladowych niezaleznych mieszanego tensora krzywizny
odpowiadajacych prostemu modelowi rozszerzajacej si¢ czasoprzestrzeni
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DODATEK

W nawiasach kwadratowych podano numery stron.

e Oryginalne wyniki

W przedstawionym tutaj podreczniku Czytelnik zajmujacy si¢ zawodowo ogdlng teorig
wzglednos$ci zapewne z latwoscig znajdzie nie opublikowane wczes$niej wyniki mojego
autorstwa. Sg nimi:
1. Interpretacja czwartej (czasowej) sktadowej tensora pedu-energii cieczy nielepkiej [59, 76].
2. Zmodyfikowane réwnania Maxwella w postaci trojwymiarowej [67].
3. Czterowymiarowe rownania ruchu czastki prébnej [48-50, 77].
4. Rownania ruchu swobodnej czastki probnej w polu grawitacyjnym wirujacej planety [98-
104].
5. Pierwsza predko$¢ kosmiczna dla orbity kotlowej w przypadku wirujacej planety [33, 103].
6. Prosty model rozszerzajacej si¢ czasoprzestrzeni [135-140].

Ad. 1. Kwadrat czwartej (czasowej) sktadowej gestosci objetosciowej pedu opatrzony zna-
kiem minus i1 podzielony przez podwojong gestos¢ jest rowny gestosci objetosciowej energii
catkowitej. Przy czym, tak jak wykazaliSmy we wczesniej opublikowanym tomie poswigco-
nym Szczegblnej Teorii Wzglednosci, energia spoczynkowa, kinetyczna i catkowita czastki
powinny by¢ inaczej zdefiniowane™ ™.

Ad. 2. Ze zmodytfikowanych rownan Maxwella wynika, ze fale grawitacyjne majg wptyw na
zjawiska elektromagnetyczne. Mozliwa jest zatem bardzo prosta metoda detekcji pol grawita-
cyjnych o zmieniajgcej si¢ warto$ci wyznacznika tensora metrycznego.

Ad. 3. Podano interpretacj¢ fizyczng réwnan ruchu czastki probne;.

Ad. 4. Zaproponowano nowg metode analizy ruchu swobodnej czastki probnej w polu grawi-
tacyjnym wirujacej planety.

Ad. 5. Uzyskany wynik jest zgodny z analogicznym rozwigzaniem w ramach teorii grawitacji
Newtona®.

Ad. 6. Analizowany model wszech$wiata umozliwia nowg interpretacj¢ prawa Hubble’a.

e Propozycje nowych nazw

Proponuje, aby mieszany tensor krzywizny czwartego rzgdu nazywac tensorem krzywizny
Grossmanna. Pojecie tensora mieszanego jako pierwszy wprowadzit Marcell Grossmann®
(1878-1936) przy okazji rozwazan dotyczacych krzywizny czasoprzestrzeni.

Proponuj¢ rowniez, aby tensor energii-pedu (pedu-energii) nazywac tensorem gestosci
energii, poniewaz skladowe tego tensora majg wymiar gestosci objetosciowej energii.

D Zbigniew Osiak: Szczegolna teoria wzglednosci. Self Publishig (2012), ISBN: 978-83-272-3464-3

? Zbigniew Osiak: Energy in special relativity. Self Publishig (2011), ISBN: 978-83-272-3448-3

3 Zbigniew Osiak: Energia w szczegélnej teorii wzglednosci. Self Publishig (2012), ISBN: 978-83-272-3465-0
? Zbigniew Osiak: Pierwsza predkos¢ kosmiczna a sita Coriolisa. Delta 4, 371 (2005) 10-11.

> A. Einstein, M. Grossmann: Entwurf einer verallgemeinerten Relativititstheorie und einer Theorie der
Gravitation. Zeitschrift fiir Mathematik und Physik 62, 3 (1913) 225-261.

Zarys uogolnionej teorii wzglednosci i teorii grawitacyi.
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Naleze do pokolenia fizykow, dla ktorych idolami
byli Albert Einstein, Lew Dawidowicz Landau
| Richard P. Feynman. Einstein zniewolit mnie
potegg swej intuicji. Landaua podziwiam za
rzetelnosc, precyzje | prostote wywodow oraz
iInstynktowne wyczuwanie istoty zagadnienia.
Feynman urzekt mnie lekkoscig narracji
| subtelnym poczuciem humoru.
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