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WSTEP

Fizycy to poeci nauki tworzgcy jej awangarde.

Ogolna Teoria Wzglednosci przeznaczona jest dla studentéw wszystkich uczelni, na ktorych
wyktadana jest fizyka. Moze by¢ przydatna dla nauczycieli fizyki w szkotach srednich. Mam
nadzieje, ze zostanie wykorzystana rowniez przez zawodowych relatywistow.

Ogolna Teoria Wzglednosci jest druga czescig tryptyku, pozostate dwie to:
* Szczegolna Teoria Wzglednosci
 Tworcy Teorii Wzglednosci

Szczegotowe informacje bibliograficzne, biograficzne oraz ikonograficzne znajduja sig
w trzeciej czesci tryptyku.

Naleze do pokolenia fizykéw, dla ktérych idolami byli Albert Einstein, Lew Dawidowicz
Landau i Richard P. Feynman. Einstein zniewolit mnie potega swej intuicji. Landaua podzi-
wiam za rzetelnos¢, precyzje, elegancje i prostote wywodow, oraz instynktowne wyczuwanie
istoty zagadnienia. Feynman urzekt mnie lekkoscia narracji i subtelnym poczuciem humoru.
Praca nad tryptykiem zajeta mi szes¢ lat.

Zbigniew Osiak

Wroctaw, wrzesien 2004
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POLE GRAWITACYJNE
TEORIA NEWTONA

1 ROWNANIA POLA GRAWITACYJINEGO

e Wektor natezenia pola grawitacyjnego

Pole grawitacyjne to przestrzen, w ktorej na spoczywajace i poruszajace si¢ ciata dziataja
sity proporcjonalne do mas tych ciat.

Natezeniem pola grawitacyjnego E w danym punkcie nazywamy stosunek sity F, dziata-
jacej ze strony pola na umieszczone w tym punkcie odpowiednio mate ciato, do masy m tego
ciala.

E-—
m

Natezenie pola grawitacyjnego jest wektorem. Jednostka natezenia jest niuton na kilogram.
IN
[E]=—.
1kg
Znajomos¢ wektordw natezenia w kazdym punkcie pola grawitacyjnego pozwala na obliczenie
sity dziatajacej na znajdujace sie w polu ciato 0 masie m.

F=mE

Stacjonarnym (statym) polem grawitacyjnym nazywamy takie pole grawitacyjne, ktérego
wektory natezen sg state w czasie. Jednorodnym polem grawitacyjnym nazywamy takie pole
grawitacyjne, ktorego wektory natezen sa state co do wartosci, kierunku i zwrotu w kazdym
punkcie pola.

e Prawo Gaussa w postaci calkowej (globalnej)

Strumien wektora natezenia pola grawitacyjnego przez powierzchni¢ zamknieta jest
proporcjonalny do sumy mas ciat otoczonych przez te powierzchnig.

D, =:EfE-dS=—4nGj£jpdV=—4nGZi:mi — —47GM

®, = ffE-ds
S

®_. = strumien wektora natezenia pola grawitacyjnego przez powierzchnig zamknigta S

Strumien wektora przez dany element powierzchni zamknigtej jest ujemny, gdy wektor ma
rozna od zera sktadows, skierowang do wnetrza powierzchni Gaussa, prostopadta do dane-
go elementu powierzchni.

G =6,672-10"'Nm°kg™* = stata grawitacyjna
p = ge¢stosc objetosciowa masy
M = catkowita masa ciat znajdujacych sie w obszarze V
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e Prawo Gaussa w postaci rozniczkowej (lokalnej)

Prawo Gaussa
ffE-ds=—4nG|[[ pdv
S \Y

Twierdzenie Gaussa
j':fE-dszmdivEdv
S \Y

ji divEdV:—4nGJ._\UpdV

divE = —4nGp

e Potencjalnos¢ stacjonarnego (stalego) pola wektora E

Stacjonarne pole wektora natezenia E jest polem bezwirowym lub potencjalnym, czyli po-
lem w ktérym praca, wykonywana przez sity pola przy przesuwaniu czastki o masie m wzdtuz
krzywej zamknietej, jest rowna zeru. Tak wiec praca wykonywana przez sity pola przy przesu-
waniu czastki z jednego punktu do drugiego zalezy tylko od potozenia tych punktéw, a nie
zalezy od toru po ktérym przesuwana byla czastka. Stacjonarne pole wektora natezenia mozna
opisa¢ skalarem zwanym potencjatem grawitacyjnym.

Rdznica potencjatow grawitacyjnych miedzy punktami A i B jest rowna stosunkowi pracy
W, .5, ktora wykonuja sity pola grawitacyjnego przy przemieszczaniu czastki z punktu A
do punktu B, do masy m tej czastki.

w
Pa — (Pszﬂ [(P]

u
m 1kg

Potencjatem grawitacyjnym ¢, w danym punkcie A pola grawitacyjnego nazywamy sto-

sunek pracy, jakg musza wykonac¢ sity pola przy przemieszczaniu czastki z danego punktu
A do punktu B w ktérym z zatozenia potencjat jest rowny zeru, do masy m tej czastki.

UWAGA

Najczesciej przyjmuje si¢ ¢ =0 w nieskonczonosci. Fizyczny sens ma jedynie rdznica poten-

cjatow.

W, 5= m((PA _(PB)
B

W, g = [F-dI
A

F=mE
Twierdzenie Stokesa

fE-dl =ﬂrotE~dS
| S

fF-di=0
|
Dla stacjonarnego pola grawitacyjnego cyrku-
ifE'dI =0 lacja wektora E wzdtuz dowolnej drogi zamk-
rlotE: 0 nietej oraz rotacja wektora E w kazdym punk-
cie sa rowne zeru.

e Zwigzek miedzy natezeniem a potencjalem

a—E:O, rotE=0
ot

rotgradp=0

E=-grado
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e RoOwnanie Poissona i Laplace’a

E=—gado Ap = 4nGp Rownanie Poissona
divE = —-4nGp
dfvo‘A =odivA+Agado |\ yustej przestrzeni poza obszarem zrodiowej masy prawa
div grad = V9 =A@ strona rownania Poissona jest rowna zeru.
o> o o°
A= Ve + Y + s
X z :
= Rdéwnanie Laplace’
A = operator Laplace’a, Ap=0 owhanie Laplace-a
laplasjan

e Prawo Newtona
Dla powierzchni Gaussa bedacej sfera o promieniu r, w srodku ktorej znajduje sie punkto-
wa masa M, mamy:

S=4mur’ g-CM

{JE-dS =—E4nr? re : :

s Kazde dwa punktowe ciata 0 masach M i m
ﬁE~dS=—4nGM zpajd_ujqc_e Sie w od_leg_ioéci r od si«_abie przy-
S Fo GMm clagaja sle wzajemnie sita o wartosci F wprost
F—=mE I propo_rcjonalnej _do iloqzynu ich mas oraz od-
E =|E| F=|F| wrotnie proporcjonalnej do kwadratu odlegtos-

' ci miedzy nimi.

e Zapis prawa Newtona w postaci wektorowej

G mlm 2 rlZ
-
r.12 r.12

F12 =

m,, m, = masy przyciagajacych si¢ punktowych ciat

r,, = promien wodzacy poprowadzony z punktu 1 do punktu 2

r,, = odlegtos¢ migdzy punktami 1i 2

Mp=rh—-n, Ih=h-rL, IH[="T

r,, r, = promienie wodzace poprowadzone z poczatku uktadu wspotrzednych odpowied-

nio do punku 1i2
F, = silaz jaka ciato 0o masie m, przyciaga ciato o masie m,

n

12 = _le
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2 ROWNANIA RUCHU PUNKTU MATERIALNEGO W ZEWNETRZNYM POLU

GRAWITACYJNYM

d?r d?x
I::minerF1 Fu = rninerTzu
F=mg,avE, FH:mgmvEM
oE
—=0: E=-gado,
ot gade.  E
X, =X, X,=Y, X;=2Z
r=Xi+yj+zK =X, +X,€, + X,;€;
minerzmgrav

W dowolnym polu grawitacyjnym:
d?r B d2Xp
dt?

dt?

-E, =0

W stacjonarnym polu grawitacyjnym:
d’r d’x, o
—+grade =0, P =
g e dt?  ox,

3 POLE GRAWITACYJNE PUNKTOWEJ MASY

e Natezenie pola grawitacyjnego w odlegtosci r od punktowego zrédia o masie M

E-, E=L
m m
GMm F__GMm£

2’ r’ r

M = masa punktowego zrddta

F=

e Praca sil pola grawitacyjnego przy przemieszczaniu czastki o masie m w polu punk-

towego zrodla o masie M z punktu A do punktu B wzdtuz linii sit

WA—)B = GM m.(i_ij

e Ta

W, s = [Fdr
F-dr =- GI\fmdr
r
jr’zdr:—r’l ry

r, = odlegtos¢ punktu A od zrodtowej masy M
= odlegtos¢ punktu B od zrodtowej masy M

e Potencjal pola grawitacyjnego w odlegtosci r od punktowego zrdédla o masie M

Pa =

_GM

Fa

Pp— Qg = :;B

=0, ¢z=0

W, , =GM m(i—iJ
e Ta

Potencjat pola grawitacyjnego dla dowolnego rozktadu

mas:

Y
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4 POLE GRAWITACYJNE UKEADU PUNKTOW MATERIALNYCH,
ZASADA SUPERPOZYCJI

e Zasada superpozycji natezen

Wektor natezenia E pola grawitacyjnego, wytworzonego przez uktad punktow material-
nych o masach M;, rowny jest sumie wektoréw nat¢zen E; pochodzacych od poszczegol-
nych punktow.

N N
E=>E :—GZ&;-E
i1 T

r, = promien wodzacy zaczepiony w i-tym punkcie materialnym o masie M,

e Zasada superpozycji potencjatow

Potencjal ¢ pola grawitacyjnego, wytworzonego przez uktad punktéw materialnych o ma-
sach M;, rdwny jest sumie potencjatow ¢, pochodzacych od poszczegolnych punktow.

N N M.
(P:Z(Pi =—G r_l
i=1

i=1 i

5 ROZWINIECIE MULTIPOLOWE POTENCJALU POLA GRAWITACYJINEGO
UKELADU PUNKTOW MATERIALNYCH

e Rozwiniecie multipolowe potencjatu
Potencjat uktadu punktéw materialnych w duzej odlegtosci od tych punktéw mozna przed-
stawi¢ w postaci szeregu
GK, GK, GK, GK,
~R* R’ R® R'

P=Qy+P +Q, + P +...=

zwanym rozwinigciem multipolowym.

Punkt, w ktorym znajduje si¢ masa M;

(i i Z) @

X, ¥, 2)

Punkt, w ktérym wyznaczahy potencjat

Srodek uktadu wspotrzednych
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%: o nZ:;RFP (cosa,)
P (cosa,) = wielomian Legendre’a stopnia n

P,(cosa)=1, P, (cosa)=cosa, P,(cosa)=1(3cos?a—1)

0= s TM S RIP, (5.

0 :_SZMi = czton monopolowy

0 :_%ZMiRi cosa; = czion dipolowy

K, = Z M. = catkowita masa uktadu

Ky =Y MR, cosa,, K, =%‘ZMin(BCoszai ~1)

e Czlon dipolowy w rozwinieciu potencjatu

G) MR, cosq,
¢, == I R?2
R.-R
cosal, = ——
R.R

o)

Srodkiem masy uktadu punktéw materialnych nazywamy punkt, ktérego promien wodza-
cy Ry dany jest rownaniem
df Z M' R'

R —
Z M,
Jezeli poczatek uktadu wspdtrzednych umlesuc w srodku masy uktadu punktéw material-
nych bedacych zrédiem pola grawitacyjnego, to czton dipolowy w rozwinieciu potencjatu sta-
je sie rowny zeru, poniewaz wtedy suma momentow mas jest rowna zeru Z MR, =0.
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e Czton kwadrupolowy w rozwinieciu potencjatu

@2:—%‘1-ZM R2(3cos? a; —1)
R? _x“xvéw
(3cos® a; —1)=x'x! T R
coszai:%&z LT T R? N B [ RN
X, =X, X,=Y, X;=12
L=X Xy =Y, Xy=2
G 1 C [ 3XX,
0, ——FE-ZZZMXHXV[ L _Squ
poovo i
d,, :ZMIXLX‘V = tensor momentu kwadrupolowego uktadu punktéw materialnych
G 1 3X, X,
(PZ__E'E'ZZCIHV R2 _Suv
[T
3X X . 3X X
xLx'V[ = —SHV]——(SXLX'V —Rféw{ e —Swj
G 1 , 3X, X,
D, _E'E'ZZZMi(sxux Rlsu\’{ 2 _SHVJ
poovoi
D,. :ZMi(sx X! R,Sw) = tensor momentu kwadrupolowego
0, —_C 1ZZD(&JV5J
= , _
R 6 <5 " R?

e Tensor momentu kwadrupolowego
Symetryczny tensor drugiego rzedu

:ZMixLx‘V

jest jedna z dwu postaci tensora momentu kwadrupolowego uktadu punktéw materialnych be-

dacych zrodtem pola grawitacyjnego, tworzy go dziewig¢é sktadowych w tym szes¢ niezalez-
nych.

:ZMiXiZ’ dyy:ZMiyiz’ dzz:zl\/lizi2
= ZMXY, ZM, 2z, d,=d, =Y Myz
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3%, X,
D, ?—SW

= > M, (3x, x| -R?s,,)

jest inng postacia tensora momentu kwadrupolowego uktadu punktéw materialnych beda-

cych zrodtem pola grawitacyjnego. A oto jego sktadowe:

:ZMi(gxf —R?)ziZMi(ZX? ~y?-77)

2_X2_Zz)

-RI)=2M,2

Tensor D,, ma 5 niezaleznych sktado-
wych poniewaz jest tensorem symet-
rycznym

= > M, (3y;
—ZI“M (322 -R?)= ZM (227 - x? —y?)
Z3|v|
:ZBMixizi
D,,=D, :Z_I:3Miyizi
Rf:xf+yfl+zi2

e Zwigzek tensora momentu kwadrupolowego z tensorem momentu bezwladnosci
Tensor momentu bezwtadnosci uktadu punktow materialnych wzgledem poczatku uktadu

D,=D

18 vi

a suma jego sktadowych diagonalnych
jest rowna zeru

D.+D,,+D, =0

wspotrzednych z definicji dany jest przez

SRS )., RS

bF] = e

i i
s =15, :_ZMixzxav
i

:ZMi [(X2)2 +<Xis)2]’ 22 :ZMi [(Xl)
_—ZMixilx‘Z, ZMXX3,

_I3l

lub
:Zi:Mi(Yi2 +Zi2)’

Ly = Ty :_zMiXiyi ,

:ZMi(xf+zf), =ZMi(Xi2+yi2)’

I __le iZis Iyzzlzy:_Z:'vliini'

Mamy tez I, +1,,+ 15, =2M, [ ] ZZM R?, co ulatwia znalezienie

poszukiwanej relacji.
_3Ip,v + (Ill + I22 + |33)8uv

O
I

+ I22 + |33)8uv
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6 ENERGIA POTENCJALNA UKEADU PUNKTOW MATERIALNYCH W ZEW-
NETRZNYM POLU GRAWITACYJNYM

e Energia potencjalna punktowej masy w zewnetrznym polu grawitacyjnym

Energia potencjalna W, wzajemnego oddziatywania punktowej masy M z zewnetrznymi
nieruchomymi masami wytwarzajacymi pole grawitacyjne w danym punkcie tego pola nazy-
wamy prace, jaka wykonuja sity pola przy przemieszczaniu masy M z danego punktu do nie-
skonczonosci (lub do punktu, w ktérym z zatozenia energia potencjalna jest rowna zeru).

Wo =W, .
WAaoo:M((PA_(poc) W, = Mo
Pa =0
¢, =0

] ¢ = potencjal pola zewngtrznego w punkcie zajgtym przez mase M

Site dziatajaca ze strony pola na mase M mozna wyrazié¢ przez jej energi¢ potencjalna.

F=ME
E=—gad¢o F=—gradW,
W, =Meo

e Energia potencjalna ukltadu punktow materialnych w zewnetrznym polu grawitacyj-
nym

Wp :ZMi(P(Ri)

o(R,) = potencjat zewnetrznego pola grawitacyjnego w punkcie zajmowanym przez
mas¢ M,
R, :(xil,xiz,x;) = promien wodzacy i-tego punktu materialnego

Jezeli w obszarze, w ktérym znajduje si¢ uktad punktéw materialnych pole zewnetrzne
niewiele si¢ zmienia, to energi¢ potencjalna tego uktadu mozna rozwingé w szereg Taylora.

W, = ZMi(P(XiuXiz’X;)

(P(XLXZ,X;)=«p(o,o,o)+zx;{w} .
A Xk .

62@(x1,x2,x3) N
OX .OX, .

+izzxgxi{
2 K A

n 1 n n 2
W, = 0(000) Mi{a“’(x—”) ) MiXLX{M} .
i 0

aX;L o i=1
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WP :(P(0,0,0) n Mi + N {acp(xg—xz’)%)} iMiXi}»-i_
i=1 A=l Xy, o i=L
R e LTy
= M.
+2;;i:1 IXKXX[ OX .0X, }o—k
dobuxax)] _ g (000)
OX, 0 e
ZM.XIK =l
i=1
A1 OX;, o il Ml

W, =¢(0,00)>’ M, —E(0,00) u%iid]{(’ﬁ—'xﬂx)} +

i=1

9(0,0,0)= wartos¢ potencjatu zewngtrznego pola grawitacyjnego w poczatku uktadu
wspotrzednych

E(0,0,0)= wektor natezenia zewnetrznego pola grawitacyjnego w poczatku uktadu wspot-
rzgdnych

E, = sktadowe wektora natgzenia pola grawitacyjnego w poczatku uktadu wspotrzednych
E,:E =E,, E,=E,, E;=E,

n i 3 n X
p=> MR =) > M;xe,
i=1

A=l i=l
pu = wektor momentu masy (momentu statycznego)
n, = sktadowe wektora momentu masy
Hooo Mg =Hy, By =Hy, By =H,
d, = tensor momentu kwadrupolowego
8@(X1,X2,X3)}

[}

3 = wartosci pierwszych pochodnych potencjatu zewnetrznego pola gra-
Xk

witacyjnego w poczatku uktadu wspoétrzednych
az(P(le X2 Xs)
| OX 0%,

cyjnego w poczatku uktadu wspoétrzednych

} = wartosci drugich pochodnych potencjatu zewngtrznego pola grawita-

UWAGA

Jezeli poczatek uktadu wspotrzednych umiesci¢ w srodku masy uktadu punktéw materialnych,
to w wyrazeniu na energi¢ potencjalng zniknie czton dipolowy —E(0,0,0)-u=0, poniewaz

wtedy moment masy jest rowny zeru p=0.
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Przedstawimy w innej postaci czton kwadrupolowy w réwnaniu na energie potencjalng od-
dziatywania uktadu punktéw materialnych z zewngtrznym polem grawitacyjnym.

OX,.0X,

RiZSKk aZ(P(X17X2’X3) =0
OX .OX, o

Z M; (3XLXix - RiZSKk) =D,

OX,.0X;, OX,.0X,

DTN L SRR S 3 M L SR
kA 0 — = .

OX .OX, OX .OX,

_ %ZZ&Z Mi{3x‘Kx{—62@(xl’ XZ’XS)} - Rf&,{x[—ﬁzq’(xv ard Xs)} } -

Zbierzmy uzyskane wyniki.

n 2
Wp :(p(O,O,O)ZMI —E(0,0,0).u_‘_%iid]{x{a (p(xlaX21X3):| n
i=1 .

w, =(p(0,0,0)zn:Mi —E(0,010).p+%iz3:DK{az(p(Xl,Xz,XS)} N

i=L k=1 A=l OX OX,

7 ENERGIA POTENCJALNA WZAJEMNYCH ODDZIALYWAN MIEDZY PUNK-
TAMI MATERIALNYMI

e Energia potencjalna wzajemnego oddzialywania dwdch punktéw materialnych
Energia potencjalna W, wzajemnego oddziatywania uktadu dwoch punktow materialnych

m, i m, znajdujacych si¢ w odlegtosci r,, od siebie jest rowna pracy, jaka wykonuja sity gra-
witacyjne przy rozsuwaniu tych mas na odlegtos¢ nieskonczenie wielka.

B()

25



POLE GRAWITACYJINE — TEORIA NEWTONA

Wp = WA%B

Wy g =m
Gm,

Pa=—

rlZ

¢g=0

2((PA_(PB)

e Energi¢ potencjalng W, wzajemnego oddziatywania uktadu dwoch punktowych mas m,
I m, przedstawimy w innej postaci.

Gm.m
W, =——12
r12
Gm,
0, ==
r.12
Gm
¢, =—
r.21
rlZ er

®,
Oy

Wp :%(mlq)l +m2(P2)

Ogolnie:

1 n
= EZ m, ¢y
k=L

@, = potencjat pola pochodzacy od masy m, w punkcie zajmowanym przez mase m,
potencjat pola pochodzacy od masy m, w punkcie zajmowanym przez mas¢ m,
potencjat pola pochodzacy od wszystkich mas précz masy m, w punkcie zajmowa-
nym przez mas¢ m,

e Energia potencjalna wzajemnego oddziatywania dowolnego ukladu punktéw materia-

Inych
1 1
=5 Z my @y W, = _E
k=1 it Ny
_Gz
i=1 rk|
N = N
PRZYKLAD

Energia potencjalna wzajemnego oddziatywania trzech punktowych mas m,, m,, m,.

m,m,

m,m
+

m,m m,m

P 2

W =—16(m1m2 n

r12

rlS

m,m
2771, T2 s TS 2}
M1 23 F31 3

m,m

W, = _G£m1m2 -

m,m
38 4, 2 SJ
23
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e Energia potencjalna ciaglego rozkladu mas

Wzér W, :%ka(pk dostosujemy do przypadku ciggtego rozktadu masy w danej obje-

k=1

s e dm
tosci z gestoscia objetosciows p = d_V .

m=[[fpav

wp:%wp(pdv

D ¢ = potencjat pola grawitacyjnego wszystkich mas w elemencie objetosci dV

8 ENERGIA POLA GRAWITACYJINEGO

e Wzor W, :%Iy pedV sprowadzimy do postaci W, :—é _U;[ E®dV, ktora posiada
ciekawg interpretacje fizyczna.
Wp:%.[[[p(pdv [[[fanGpe+E?|av=0
\% \Y
Twierdzenie Greena 4G [[ ppdv =—[[| E’dV
IH [(pVZ(p +(Vo)’ ]dV:ﬁ oVeo-dS v v
\% N
Vo=gradp=-E
VZ([) = 4TCGp 1 1
ﬁ(pV(p-dS=O bo @(e)=0 Wp:EI{Ip(PdVZ_gTE_GI{IEZ av
S
Energia W=W, = —#ﬂ/j E? dV jest energia pola grawitacyjnego zlokalizowana
W przestrzeni z gestoscia objetosciowa w z chj_v\\// = —% EZ.
7T
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9 ROWNANIE TORU W CENTRALNYM POLU GRAWITACYJNYM

Rownanie toru w centralnym polu grawitacyjnym znajdziemy metoda redukcji zagadnie-
nia dwoch ciat do zagadnienia jednego ciata, wykorzystujac zasady zachowania momentu

pedu i energii mechanicznej.

m,

y =r1sing
Yy = IcosQ

<V

d’r,  Gmm, r d’r, d’r,  Gmm,r Gmm,r

m =
b dt? > r dt*  dt? rm, r r’m, r
2
m d’r, __Gm1m2£ m,m, dz(rz _rl) Gmm, r
2 2 2 = — —
dt e m,+m,  dt? 2o
df
r=r,—r
¢ m,m, d’r _ Gmm, r | Roéwnanie opisujace ruch punktu
“m+m e = 2 drugiego wzglgedem punktu pierwszego.
1 2

masa zredukowana uktadu dwéch punktow
promien wodzacy 0 poczatku w punkcie pierwszym i o koncu w punkcie drugim

IE

dr  Gmm,r d’r  Gmm, rxr
=22 Fxp— =—— 2277 _

e rror e oo

rxr=0 d’r d(rxpf) . . d(rxpf)
Fxur=0 o

df
rxur =L = const

Ze wzgledu na stato$¢ wektora momentu pedu L, ktory jest prostopadty do ptaszczyzny
orbity, ruch ciata drugiego wzgledem ciata pierwszego (jako ruch ptaski) wygodnie bedzie
opisywac¢ w biegunowym uktadzie wspotrzednych r, ¢ o poczatku w srodku ciata pierwszego.

v, =vsin (r,v) L= rxpf |=|rxpv|=rpvsin Z(r,v)=ruv, =ruv, = pr’ = const
v, =V,
V, =Tp L = ur?p = const
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wo v’
2 r

L = ur®¢p = const
VE=Vi+V,

dar .
V,=—=F

dt

V =r—=rq
oY

Lfdr) _(diY
r*{do do

_Gmm,

= const

dv. Gmm,r

T 2y
dv. . Gmm,r
V.H_:_r.—_
dt r r

dfp? _i(Gmlmzj
dt{ 2 dt r
4w omm,) g
dt\ 2 r

2 df
%_mzwzconst
r

Wk (ﬂjﬂrz(d_@)z _Gmm,
2|\ dt dt r

2 2
dry, rz(d_(pj _2W  2Gmm,
dt dt u ur

Ostatnie réwnanie dzielimy stronami przez

)

i dostajemy
1(dr) 1 2Wp 2Gmm,u
| — [ + ,
r‘ldep) r* P L?r
2
do _ ZV\ZIHJrZGlemZHG—GZ.
do L L

Réwnanie to rozniczkujemy obustronnie wzgledem o

doldp) ~dol L° L
do d’c 2Gmm,u do ZGd—G
do do® L? do do
a nastepnie dzielimy obustronnie przez

do
2_1

do
otrzymujac
d’c  Gmm,u

2= 2 -0

do L

2
d (dcj d (ZWquZGmlmzuG_GzJ'

2

e
G==+—C0SQ
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2WL?
G*m’miu

[0} L? L?
1 1 e 1+ecoso
C=—=—+—C0SQ =
rp p p
L2
_Gmlmzu

Rownanie toru ostatecznie przyjmuje postac

P aphelium
r=——
1+ecoso \

L2

perihelium

/

Gmm,pu
2WL?
G’m’mip
— mlmZ

m, +m,

ognisko
e=_|1+

— >
ognisko X

Ciato o masie m, porusza si¢ po stozkowej, w ktorej ognisku znajduje si¢ ciato o0 masie m, .
Poczatek uktadu wspotrzgdnych umiescilismy w srodku ciata o masie m,.

Finax Fiie kierownica
P A
C S
a

Rownanie biegunowe stozkowej 4o P b P o= 2r T
I’=—p 1-e?’ 1-¢? ’ Fivin & Tinex

1+ecoso
Dla elipsy: N
a=1(r . +r) a = wielka p6tos

b = mata pdtos
A 2
b=avl-e ¢ = potowa odlegtosci miedzy ogniskami
C=4(Fyx —Tiin) e = mimosrod
L Pl S p = potparametr

=1 +r.  « I'wn = Minimalny promien

b2 lex = Maksymalny promien
p=—=0+¢)r, =(@-e)r, =all-e?)

a

0 e =0 koto
=0 = r=r, =——=a(l-e) e <1 elipsa
l+e e =1 parabola
o=n = r=r_=—"P —alre) e > 1 hiperbola
™ 1-e -




POLE GRAWITACYJINE — TEORIA NEWTONA

10 PRAWA KEPLERA

e Pierwsze prawo Keplera
Punkt materialny o masie m, porusza si¢ po stozkowej, w ktorej ognisku znajduje si¢

punkt materialny o masie m, .

UWAGA
W oryginalnym sformutowaniu prawa Keplera dotycza ruchu planet dookota Stonca po orbi-

tach eliptycznych, m, oznacza wtedy mase planety, a m, mase Stonca.

e Drugie prawo Keplera
Predkos¢ polowa punktu materialnego o masie m, w ruchu wzgledem punktu materialne-

go 0 masie m, jest stata.

L =rxpur =const irxr=L=c0nst
L = ur’¢ = const 2K

= . L
W =const ur2p = — =const
1rxt =predkos¢polowa 2u

N[~

e Trzecie prawo Keplera
Kwadrat okresu obiegu orbity eliptycznej jest proporcjonalny do szescianu wielkiej pot-

osi.
T?~a°
poleelipsy = mab T=2mabt
poleelipsyzL-T 2
21 ab = P 3 3
a:_p2 (1-e)2 ab- | b2 L
1-e W Gm,m, Gmm, p
he_ P : 2
1-e 8
— Gmm,
Gmm,u
2WL? 3
=1 222 T=2n a T ~a’
G2m’m2u G(m,+m,)
__mm,
H m, +m,
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1].PREDKOSCIKOSNHCZNE

e Pierwsza predkosé kosmiczna w przypadku orbity kotowej
Pierwsza predkoscia kosmiczna v, nazywamy predkos¢, jaka nalezy nada¢ czastce o ma-

sie m, aby poruszata si¢ ruchem jednostajnym po okregu o promieniu r>R w polu
punktowego zrodta lub jednorodnej kuli 0 masie M i promieniu R . Pierwsza predkosé kos-
miczna jest prostopadta do promienia wodzacego czastki zaczepionego w centrum zrodta.

= _ GMm I:graw = Fdoér
graw — 2
r
v’ _ [GM
I:doér = T L r

e Druga predkos¢ kosmiczna (predkosé ucieczki) w przypadku orbity liniowej

Druga predkoscia kosmiczna v, nazywamy predkos¢, jaka nalezy nada¢ czastce o masie
m, aby z odlegtosci r >R od punktowego zrédta lub jednorodnej kuli o0 masie M i promie-
niu R przemiescita si¢ do nieskonczonosci. Druga predkosé kosmiczna jest rownolegta do
promienia wodzacego czastki zaczepionego w centrum zrodta.

~ GMm W, =W,

mv2 2GM
W :T” Vi sy T

e Predkosci na dowolnych orbitach

__ b
r_1+ec05(p e=\/1+4 E, sin2<(r,v{ E, —J
-E -E
Lz p p
p:
GMmu vsin <(r,v)= \/G—M(H%j(uecow)
2WL '
e= " eavEmin
. ) M Orbita kotowa: e =0
_rpv§|n<(r,v) B 1 sin<(rv)=1, v= G_M(1+EJ
_w’_GMm “E, 2’ T B
%/2 ' Orbita eliptyczna: e <1
W
E,=—
<2 Ev 1, vsin<(r,v):\/% 1+ J1+ecoso)
E _ GMm -E, r M
P Orbita paraboliczna: e=1
Mm E. , GM m
= =1, wvsin<(r,v)= |—/|1+— [1+cos
" M+m “E, ( )‘Jr L e0se)
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e Pierwsza predkosé kosmiczna dla orbity kotowej w przypadku wirujacej planety

W przypadku wirujacej planety sita dosrodkowa, utrzymujaca satelite krazacego po orbi-
cie kotowej w ptaszczyznie rownikowej, jest suma sity grawitacyjnej oraz sit bezwiadnosci —
odsrodkowej i Coriolisa.

Fo=F; +F+F
2

Fo=— V" - sita dosrodkowa

;
GMm

I,2

= sita grawitacyjna

Fo=—
F, =mo’r = odsrodkowa sita bezwtadnosci
F. =+2mVjo = sita Coriolisa

F. =2m(vx o)

TP+ 20 +oiT- 320, v=1i>0

1vz—ZmVJrcozr—G'vl =0, v=-V<0
r r?

Wsrdd czterech rozwigzan powyzszych rownan bedacych trojmianami kwadratowymi wzgle-
dem |v|, tylko dwa rozwiazania sa fizyczne.

vy|=-or+ ¥ Vv, =+v,|>0
|v2|:+mr+1/¥, V, =—|v,|<0
PRZYKLAD

Przyktadowe obliczenia wykonamy dla satelity krazacego tuz nad powierzchnig Ziemi.

., rad 5 rad
O=2m o o0 or=4672M~05.100 M 1/G—M ~79.10°1
r=6,4-10°m S S r S

M =6-10%kg v =+7,4~103?

4 m
G=6,67-10"—— v, =-84.10°1"
kg-s S

Predkos¢ v, nalezy nadac¢ rakiecie wystrzelonej w kierunku wschodnim, sita Coriolisa skiero-

wana jest wtedy radialnie od centrum zrodta pola. Predkos¢ v, nalezy nada¢ rakiecie wy-
strzelonej w kierunku zachodnim, sita Coriolisa skierowana jest wtedy radialnie ku centrum
zrddta pola.
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12 SWOBODNY SPADEK | GRAWITACYJNE ZAPADANIE

e Czastka swobodnie spadajaca ze skonczonej odlegltosci na powierzchnie znajdujaca
si¢ w odleglosci r od centrum zrodta pola grawitacyjnego
Zrodtem pola grawitacyjnego jest jednorodna kula o masie M i promieniu R . Ruch czas-

tki 0 masie m swobodnie spadajacej ze skonczonej odlegtosci r, na powierzchnig znajdujaca
si¢ w odlegtoscir, r, >r >R, od centrum zrddta pola opisuje rownanie

d’r  GM

ar - 7

z nastepujacymi warunkami poczatkowymi

dr d’r GM

2

Rozwiazanie tego rownania jest takie samo jak rozwiazanie rownania

2 dr
lm[ﬁj =GM 1.1 lub ﬂ:_ 2GM 11 , t=0, r=r,, —=0.
2 \dt ron dt rn dt

s\ =T o\ T
I " dr=—yr r,—r —roarctgwfri—l
s\ T r
t
I 2GM dt=t 2GM
0 rO r0

r
Jrl f 1)+ r,arctg,/-> -1

t= r
2GM
r0

e Grawitacyjne zapadanie
Grawitacyjnym zapadaniem nazywamy zjawisko ciggtego (nieustajgcego) kurczenia sie
ciala, o odpowiedniej masie i w odpowiednich warunkach, pod wptywem sit grawitacyjnych.
Jako przykiad rozpatrzmy sferycznie symetryczng jednorodnag kulg pytu bezcisnieniowego
sktadajacego sie z identycznych czastek, kazda o masie m, poruszajacych sie radialnie. Jezeli
poming¢ procesy inne niz oddziatywania grawitacyjne, to mozna przyja¢ w ostatnim réwna-

niu, ze r jest promieniem wodzacym czastki znajdujacej sie¢ na powierzchni kuli utworzonej
z zapadajacego si¢ pytu. Promien ten osiggnie graniczng wartos¢ rdbwng zeru po czasie

I’-0
2GM

_ 1
t—ETErO

|:| r, = poczatkowy promien kuli pytu
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1 3 SILY PLYWOWE

e Sily plywowe

Sity ptywowe powstaja w wyniku niejednorodnosci pola grawitacyjnego. Najbardziej
spektakularnym przyktadem zjawisk wywotanych przez nie sa przyptywy i odptywy, stano-
wigce makroskopowe przemieszczenia duzych mas wody gtownie pod wptywem wypadko-
wej sit grawitacyjnych Ziemi i Ksig¢zyca oraz sity odsrodkowej wynikajacej z ruchu wirowe-
go Ziemi.
o Sily plywowe rozciggajace

Dwie punktowe czastki kazda o masie m spadaja swobodnie wzdtuz promienia wodzace-
go zaczepionego w $rodku Ziemi o masie M i promieniu R . W chwili poczatkowej pierwsza
czastka znajdowata si¢ w odlegtosci r a druga r+dr od centrum. Obliczymy réznicg sit gra-
witacyjnych dziatajacych na te czastki ze strony Ziemi.

AF=F, —F,
GMm GMm
F=—n" F=—l
! r2 * (r+dry
AF_GMm_GMm _  2drGMm dr’GMm
- r2 2 2 2
(r+ar) r3(1+2dr+dr2J r4£1+2dr+dr2J
ror ror
dr<<r
= ZOMT
r
R -F _2dr
F r

e Sily plywowe sciskajace

Dwie punktowe czastki kazda o masie m spadajg swobodnie wzdtuz réznych promieni
wodzacych zaczepionych w srodku Ziemi o masie M. Niech o bedzie katem zawartym mie-
dzy tymi promieniami. W chwili poczatkowej obie czastki znajdowaty si¢ w odlegtosci r od
centrum. Obliczymy roznice rzutdw na prosta tgczacg obie czastki sit grawitacyjnych dziata-
jacych na te czastki ze strony Ziemi.

AF=F -F,
GMm Fl Fz
F =-F,, F =—5—sinja
r
AF = ZGIZ/Imsin%oc
r
a
2
h-F =2sinla
R Centrum
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OGOLNA ZASADA
WZGLEDNOSCI

1 PODSTAWOWE POSTULATY OGOLNEJ TEORII WZGLEDNOSCI

e Podstawowe postulaty szczegolnej teorii wzglednosci

Szczegdlna Teoria Wzglednosci (STW) faworyzowata uktady inercjalne, ignorowata ist-
nienie pola grawitacyjnego, przyjmujac a priori, ze czasoprzestrzen jest ptaska. STW zostata
zbudowana na bazie dwdch postulatow.

POSTULAT | (Zasada niezmienniczosci wartosci predkosci swiatla w prozni)
Wartos¢ predkosci swiatta w prozni jest taka sama we wszystkich inercjalnych uktadach od-
niesienia.

POSTULAT Il (Szczeg6lna zasada wzglednosci)
Ogolne postacie praw fizyki powinny by¢ niezalezne od wyboru inercjalnego uktadu odnie-
sienia.

e Podstawowe postulaty ogolnej teorii wzglednosci
Ogolna Teoria Wzglednosci (OTW), jako uogdlnienie STW, moze by¢ sformutowana
W oparciu 0 nastepujace podstawowe zatozenia.

POSTULAT I (Zasada niezmienniczosci maksymalnej wartosci predkosci)
Maksymalna wartos¢ predkosci rozchodzenia sie sygnatow jest taka sama we wszystkich
uktadach odniesienia.

POSTULAT Il (Ogdlna zasada wzglednosci)
Ogolne postacie praw fizyki powinny by¢ niezalezne od wyboru uktadu odniesienia.

POSTULAT Il (Roéwnania metryki)
Czasoprzestrzen jest czterowymiarowa zdeformowana przestrzenia z metryka zalezng od roz-
ktadu gestosci energii wszelakiej postaci (w tym energii rOwnowaznej masie) oraz cisnienia.

POSTULAT IV (Zasada rownowaznosci)
Natezenie jednorodnego pola grawitacyjnego jest rownowazne statemu przyspieszeniu (ze
znakiem minus) odpowiedniego uktadu odniesienia.

Zasada rownowaznosci wynika z rdwnosci masy grawitacyjnej i inercyjnej, wielokrotnie pot-

wierdzonej doswiadczalnie. O prawdziwosci trzech pozostatych postulatow mozna wnosi¢ na
razie jedynie na podstawie weryfikacji wnioskow wysnutych z OTW.

36



OGOLNA ZASADA WZGLEDNOSCI

Maksymalna wartos¢ predkosci rozchodzenia sie sygnatdw jest rowna wartosci predkosci
Swiatta w prozni w uktadach inercjalnych.

Zasada niezmienniczosci maksymalnej wartosci predkosci rozchodzenia si¢ sygnatow narzu-
ca ograniczenia na sktadowe tensora metrycznego czasoprzestrzeni oraz grupe transformaciji

wspbtrzednych. Kwadratowa forma rozniczkowa czasoprzestrzeni ds® = g, dx*dx", dla
ds® =0, stanowi definicje wartosci predkosci rozchodzenia sie §wiatta w prozni.

Zasada rownowaznosci daje mozliwos¢ skonstruowania uktadu lokalnie inercjalnego. Ukta-
dem takim moze by¢ mate laboratorium swobodnie spadajace w polu grawitacyjnym.

Ogolna zasada wzglednosci stwierdza, ze definicje wielkosci fizycznych oraz prawa (réwna-
nia) fizyki mozna tak sformutowac, aby ich ogolne postacie byty niezalezne od wyboru ukia-
du odniesienia. Kazde rdwnanie zapisane pierwotnie w postaci tensorowej w inercjalnym uk-
fadzie ortonormalnym w ptaskiej czterowymiarowej czasoprzestrzeni (po kosmetycznych
przerobkach) obowiazuje rowniez:

1. w dowolnym uktadzie nieinercjalnym w ptaskiej czasoprzestrzeni,

2. w dowolnym uktadzie w zakrzywionej czasoprzestrzeni.

Z 0g0lnej zasady wzglednosci wynikaja miedzy innymi rGwnania ruchu czastki prébnej o ma-
sie m

F = (sgn ds?)c? dx" o, A

m 9 ds? " ds ds )’

gdzie F* oznacza skladowe sity wypadkowej, z pominigciem sit ,,grawitacyjnych” i ,bez-
wiadnosciowych”.

Sktadowe tensora metrycznego czasoprzestrzeni s rozwigzaniami réwnan pola (réwnan met-
ryki) Einsteina
R,,—2g,R=-10T

HV_Z pv TR

Deformacja czasoprzestrzeni przejawia si¢ w ruchu czastek i fotonow. Poruszaja si¢ one tak,
jak gdyby rézniczki wspotrzednych dx', dx*, dx®, dx* miaty przeskalowane wartosci
VILOX', 05,0X%, {G50X7, {g,,dx",

a przeskalowane cosinusy katow migdzy nimi wynosity

O,

V9.0,

Poréwnywanie miedzy sobg w roznych punktach zdeformowanej czasoprzestrzeni nieprzes-
kalowanych wartosci rézniczek wspoétrzednych i cosinuséw katdéw nie ma fizycznego sensu.

cosb,, =
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e Struktura tensora metrycznego

Ignorujac wptyw rozktadu gestosci energii na metryke czasoprzestrzeni, moglismy w ra-
mach Szczegblnej Teorii Wzglednosci postugiwaé si¢ uktadem ortonormalnym z metryka
diagonalng typu (1,111). O ukladzie odniesienia zaktadalismy dodatkowo, ze jest inercjalny,
czyli jednostajny ruch czastki lub jej spoczynek wzgledem tego uktadu byt skutkiem braku
dziatania na nig niezrownowazonej sity. Aby wyjasni¢ statos¢ wartosci predkosci $wiatta
wzgledem dowolnego uktadu inercjalnego, zmuszeni bylismy przyja¢ transformacje Lorentza
jako jedyne dopuszczalne transformacje miedzy uktadami inercjalnymi.

Uwzglednienie wptywu rozktadu gestosci energii na metryke czasoprzestrzeni powoduje,
ze tensor metryczny jest sumg dwdch sktadnikow.

0 G
guv :guv +guv :ep .ev

gfw = eﬁ -2 = sktadnik opisujacy ptaska czasoprzestrzen w uktadzie wyjsciowym
gfv = sktadnik opisujacy deformacje czasoprzestrzeni w uktadzie wyjsciowym

Wspotrzedne uktadu wyjsciowego poddamy kolejno dwdm transformacjom. Pierwsza
transformacja bedzie zwigzana ze statyczng zmiang wyjsciowego uktadu, a druga z ruchem
tego nowego uktadu.

ds? = (gfw +gﬁv)dx“dxv

n
dX}l — aX, dxlu
ox'"*
dx” = ox dx'?
ox'P
ox" ox"’
2 _ 0 G ra B _ N o B
ds® = (gw +gw)ax,a 8)(_'de dx'? = gaﬁdx dx
dX'a — 8X errK
aX”K
B
dx’? =8L,mdx“
OX

) OX" ox" X ox'P
HV/aXru aXrB 8X’”< aXM

dSZ — (gﬁv +g dXﬂKdXM — g::xdxrmdxnx

ox* ox"
ox'* ox'?

Oop = (gfw + gfw) = tensor metryczny czasoprzestrzeni wzgledem uktadu

primowanego

)X ox" ox' ox'”
mox'e ox' ox"s ox"
uktadu podwadjnie primowanego

gl = (g ﬁ +9 = tensor metryczny czasoprzestrzeni wzgledem

ox" ox’

o o = czynnik matematyczny zwigzany ze statyczng zmiang uktadu wyjsciowego
X' OX

ox'* ox'? o _ _

= o = czynnik kinematyczny zwigzany z ruchem uktadu primowanego
X
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2 CZASOPRZESTRZEN

e Plaska czasoprzestrzen Minkowskiego, uklady inercjalne

Pojecie uktadu inercjalnego jest scisle zwigzane z ptaska czasoprzestrzenig. Z definicji,
w uktadzie inercjalnym czastka pozostaje w spoczynku lub porusza si¢ ruchem jednostajnym
prostoliniowym wtedy i tylko wtedy, gdy suma dziatajacych na nig sit zewnetrznych jest row-
na zeru. Wszechobecnos¢ pola grawitacyjnego sprawia, ze jedynym sensownym modelem uk-
fadu lokalnie inercjalnego, w ktorym mozna przetestowac zasade¢ bezwladnosci jest uktad
swobodnie spadajacy w jednorodnym polu grawitacyjnym. Swobodnie spadajacym uktadem
mogtaby by¢ kabina statku kosmicznego krazacego po orbicie wokot Ziemi.

Wyjsciowym uktadem wspotrzednych niech bedzie inercjalny uktad ortonormalny:
O,el,ez,e3,e4}. Potozenie zdarzenia (x1 =x, x*=y, x*=z, x* :ict) wyznacza koniec

promienia wodzacego R, zaczepionego w poczatku uktadu wspotrzednych. Kwadrat réznicz-
ki odlegtosci czasoprzestrzennej dwdch zdarzen, zwany tez kwadratem przedziatu czaso-
przestrzennego, kwadratem elementu liniowego, podstawowa formg metryczng, a takze roz-
niczkowg forma kwadratowsa czasoprzestrzeni, zadamy w postaci

1000
@10 1 0 0
1001 0]

0 001

gdzie g,, jest tensorem metrycznym. lloczyny skalarne wektoréw bazowych wyjsciowego

df
uktadu wspotrzednych sa sktadowymi tensora metrycznego e, -e, =g,

Czterowymiarowa przestrzen zdarzen nazywana jest czasoprzestrzenig Minkowskiego.

dSZ = guvdX”dXV ’ gu\, gp,v = gvp. !

Szereg kolejnych poje¢ zwigzemy z rdzniczka promienia wodzacego
dR = dx“e,, .
Kwadrat r6zniczki promienia wodzacego
[@R) =dR-dR = (dx"e, )- (dx"e, )= e, -e, )dx*dx" =g, dx"dx" = ds?
okresla kwadrat r6zniczki odlegtosci czasoprzestrzennej dwoch zdarzen.
Pierwsza i druga rézniczka promienia wodzacego
dR =dx%,, d’R=dx%,
sa podstawg do zdefiniowania poje¢ odpowiednio predkosci i przyspieszenia czastki:

df
V= ./sgnds® CZ—R
S

d’R
ds?

aif(sgn ds?)c?

Ruch jednostajny prostoliniowy uktadu wzglgdem ortonormalnego uktadu inercjalnego
nie zmienia metryki (wartosci sktadowych tensora metrycznego). Transformacje Lorentza nie
zmieniaja metryki czasoprzestrzeni.
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e Plaska czasoprzestrzen Minkowskiego, uklady nieinercjalne

Przejscie do nieinercjalnego uktadu odniesienia opisywane jest nieosobliwymi transfor-
macjami wspotrzednych
le — er(xl 1 X2, X3, X4), Xp. — XH<X’1, Xr21Xr3, Xr4).
W nowym uktadzie wspotrzednych {O’,e; €, .65 ,€) } wyznaczymy kwadrat r6zniczki odleg-
tosci czasoprzestrzennej.

d 2 d pd v ax” axv d /(xd B d 12
SIS xHax® = ——dx"“dx"" =ds
gHV guv axlcx aX!B
, ox* ox" o , o
Oop = g“vé‘xﬁ PV = tensor metryczny w nieinercjalnym uktadzie odniesienia

ds'? =g, dx"“dx"
Skiadowe tensora metrycznego g, zaleza od wspétrzednych x™,x'2,x"%,x"*.

Ruch przyspieszony uktadu wzgledem inercjalnego uktadu ortonormalnego zmienia met-
ryke czasoprzestrzeni. Z matematycznego punktu widzenia uklad nieinercjalny wprowadza
wspotrzedne krzywoliniowe i uktady lokalne.

R&zniczki wspotrzednych krzywoliniowych dx™, dx'", w przyblizeniu réwne roznicz-
kom wspotrzednych prostoliniowych w uktadzie lokalnym {P,eg e, ,e;5,e) } wykorzysta-
my do okreslenia rozniczki promienia wodzacego
dR'=dx™ €|
I jej kwadratu
d 'Z(E(dl’:\é’)z_dﬁ' dﬁ!_d At d Al _( ’ !)d rp.d o At d !]J.d A%

s = =dR'-dR'=dx"e, -dx"e, =€ -e, Jdx"dx" =g dx™"dx"".
Z postaci tensora metrycznego
ox" ox’
MY ox' ox'P
wynika, ze zwigzane z uktadem nieinercjalnym uktady lokalne nie sa w og6lnosci uktadami
ortonormalnymi. Oznacza to pojawienie si¢ réznych od zera symboli Christoffela pierwszego

i drugiego rodzaju.
W oparciu o rézniczke promienia wodzacego podamy definicje predkosci czastki.

_df R’ dx’™
V' =4/sgn ds’ coclj% =,/sgn ds'? cwe;

Z druga rozniczka promienia wodzacego

!

! !
g(x[i:ep .ev =g

’

d°R' =d(dR" )=dx" €] +% dxdx” = (dx* + T2dx"dx" e,

zwigzemy definicje przyspieszenia swobodnej czastki spowodowanego dziataniem sity wy-
padkowej.

~

!
o

dZXux dx/p dX/v
ds’” "' ds' ds’

Ao if(sgn dS'2)02 ?:SF\: =(sgn ds’z)c{ +T°

!

Fizyczna interpretacja przyspieszenia ay, zostanie przedstawiona w paragrafie ,,ROwnania
ruchu czastki w ogolnej teorii wzglednosci”.
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e Zakrzywiona czasoprzestrzen Riemanna, uklady lokalne

Przestrzenig Riemanna nazywamy przestrzen n-wymiarows taka, ze w kazdym jej punk-
cie jest zadany kowariantny tensor metryczny bedacy symetrycznym tensorem drugiego rzg-
du. Przy pomocy tensora metrycznego okreslany jest kwadrat rézniczki odlegtosci dwoch sa-
siednich punktéw

ds® =g, dx"dx" .

Tensor metryczny okresla w kazdym punkcie przestrzeni Riemanna lokalny uktad wspot-
rzednych. Kazdy uktad lokalny mozna zortogonalizowaé. Czyli tensor metryczny w kazdym
punkcie mozna sprowadzi¢ do postaci diagonalnej.

Jezeli czterowymiarowa przestrzen Riemanna jest zakrzywiona, to nie istnieje transfor-
macja przeprowadzajaca tensory metryczne we wszystkich punktach w tensor

o O +— O
O O O
= O O O

Czasoprzestrzen jest czterowymiarowg w ogolnosci zakrzywiong przestrzeniag Riemanna
zZ urojong wspotrzedng czasowa X, =ict .
ds® =g, dx"dx" = g, dx*dx" +g,,dx*dx* + g dx dx’ +g,,dx dx* +
+20,,0x dx? + 2g,,dx dx® + 2g,,dx*dx® +
+2g,,dx dx* +2g,,dx*dx* + 2g,,dx*dx*

real real real 4

. . . 4 - -4
014=1914 s 054=1955, 03,=103 , X =ICt=IX;y,, Xg =Ct

ds? =g, dx"dx" = g;,dx'dx* +g,,dx*dx* +g,dx°dx® +g,,dx dx* +
+2g,,0x dx? + 29, ,dx dx® + 2g,,dx*dx® +

+2ig 2 dx dx* + 2ig 5 dx dx* + 2ig = dx*dx*

ds? =g, dx"dx" =g, dx'dx" +g,,dx’dx* +g,,dx°dx’ +
+20,,0x dx? + 29, dx dx® + 29,,,0x°dx® +

- 2075 d i, 205 dx ity — 2057 B0y ~g,0xEy O

real real
3

3 3
ds? =g, dx*dx” =" > g, dxdx" — 2> gy dx*dxy, —0,0X,dX;

real real
a=1 p=1 a=1
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e Czas wlasny w ogolnej teorii wzglednosci
Czasem wiasnym (fizycznym, prawdziwym) nazywamy przeskalowang rézniczke czasu,
uplywajacego migdzy dwoma zdarzeniami zachodzacymi w tym samym miejscu o ustalo-

nych wspotrzednych przestrzennych w danym uktadzie, zmierzonego zegarem znajdujacym
sie¢ w tym miejscu.

ds® =g, dx"dx"
dx' =dx*=dx*=0
ds® =g,,dx*dx*
x* =ict
ds* =-g,,cdt’
w0 =] QuefSIN e

g
dr:/‘gM‘dt = czas wiasny
ds® = —(sgn g44)cz‘ g44‘ dt® = —(sgn g44)c2dr2 ds=.-sgng,, cdr

e Odleglos¢ przestrzenna w ogolnej teorii wzglednosci

Wyznaczymy rozniczke odlegtosci przestrzennej miedzy dwoma punktami w pewnym
szczegOlnym przypadku. Z punktu pierwszego zostato wystane swiatto, po odbiciu sie od
zwierciadta w punkcie drugim powrdécito do punktu pierwszego.

3 3 3
ds? =>"> g,,dx“dx” + > g, dx*dx* +g,,dx"dx’

a=1 =1 a=1
ds* =0
3 3 3 )
22 Gapdxdx” + (Zgde"‘jdX“ +0,(dx*)" =0
a=1 =1 a=1
3 3
—4ac= 422( 9049p4 — gaBgM)andXB
a=1 p=1

dx;,, = rozniczka wspdirzednej czasowej zwigzana z przelotem $wiatta z 1 do 2

~b+JA 1 2 . 33 .
de—)Z = - = _Zga4dx + ZZ( oc4g[34 OL[3944)dx dX[3

2a 41| o4 a1 p1
dx;»—dx;
dxf_>2 dx” —»>-dx dxg_)l

dx; , = rozniczka wspotrzednej czasowej zwigzana z przelotem $wiatta z 2 do 1

3 3
2—’1 |:Zg°t4dx +\/ZZ( 904954 — aBg44)andXB:|
44 a=1 a=1 =1

2 3.3
dx* = dxf»z + dxgal = g_ \/ZZ( Yoa9ps — aBgM)dX&dXB
44 -1

a=1
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9, a=1 =1 44

219, &g
i~ i, - 2V JZZ[ 0y ——g““g‘“jdx“dxﬁ
4

— 3 3
dX4 — deﬁz +dx421%1 _ 2\/_1 \/zz( gaB _ ga4gﬁ4jdxadxﬁ
‘ 944‘\/Sgn Qag VoL Gaa

‘g44‘ dX4 _ C ‘944‘ dt —dl
-1 2

dl = rozniczka odlegtosci przestrzennej miedzy punktami 1 i 2

_ 1 33 ga4g[34 o B
di= D Gup- dx“dx
VSINQyy | o=1p=t Yas

3 3 df 1 ga g . 1 grejlgrezl
di? = v dxidx?, oy =— | g ——P = g+ —F
21; ' "song, " g,

e Jakie warunki musi spelnia¢ tensor metryczny aby mogt okresla¢ metryke realnej
(fizycznej) czasoprzestrzeni?

gw(sgn ds?)<0, (u,v=1234)

Y1, >0

Yii Y12 >0
Yoo You

Y11 Y12 Y13
Yor Yoz Va3 >0
Ya1 Y32 Va3
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3 ZAPISYWANIE ROWNAN W POSTACI OGOLNIE KOWARIANTNEJ

e Zasady zapisywania rownan w postaci ogolnie kowariantnej

Jednym z celdw jakie stawia OTW jest uwolnienie rownan fizyki od zaleznosci ich posta-
ci od wyboru uktadu wspdtrzednych. Do zrealizowania postawionego zadania idealnie nadaje
sie rachunek tensorowy. OTW udziela odpowiedzi na pytanie jak dostosowa¢ réwnania zapi-
sane pierwotnie w postaci tensorowej w inercjalnym uktadzie ortonormalnym w ptaskiej czte-
rowymiarowej czasoprzestrzeni Minkowskiego do dowolnego uktadu w zakrzywionej czaso-
przestrzeni Riemanna lub do dowolnego nieinercjalnego uktadu w ptaskiej czasoprzestrzeni

Minkowskiego.

Zapisujac rdwnania w postaci ogolnie kowariantnej, bedziemy wykorzystywali odwzoro-

wania:

A%

8”\’ ¢ 3 gHV:eu.e
Spv < ’ gpv:eu.ev

3 «— 0! =e"-e,

dA* SA"  dA* dx”?
( 7 = +F:BAm —
ds 3s ds ds
dA oA dA dx”
H ( 7 H = H +FQBAOL —
ds 3s ds " ds
d?A* S2A*  § SAY
ds2 8% 8 &
2 2
d°A, - 0°A, :ESAH
ds? d8s®> &S 8s
OA" . SAY . . OA" e
P =A5, ««—— ot =V, A" =Al = P +IT5A
oA, 0A, oA, .
aX}” :AM» E ; SXX :VkAu :Au:x = 8X7“ +FMAK
O°A" S2AH § OA"
- —= —=V .V, A" =AL,
OX"“0OX OX “OX OxX" X -
0°A S82A § OA
H N u_ | _
axrax* | ox"dx*  ox" ox* = ViV = A
. oTeP )
divT™ = — :T"gB «— divT™ :T;‘gB
aTOLB ofy __ 1Ba
divT™ =a—B=T§ﬁ o divT*™ = T.‘;B = %
X ’ ' g
. o, .
divT,, = o =Tpp < dVT,, =T 44
H . B o . . o
divT, = P =Tgy <«— divT] =Tg,

olyaT**)

oxP
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Podstawowa forma metryczna

ds® =g, dx"dx"

gp.v = 61_1\}

Podstawowa forma metryczna w zakrzywionej czasoprzestrzeni
Riemanna lub w ptaskiej czasoprzestrzeni Minkowskiego w uk-
tadzie nieinercjalnym

ds? = 5, dx*dx"

o5 (o (o o (o'}

Podstawowa forma metryczna w ptaskiej
czasoprzestrzeni Minkowskiego w inercjal-
nym uktadzie ortonormalnym

x* =ict

i=-1
i(dx“] o
ol dt

-

v' =ic

dx* =icdt

v =+41-v?c?
dr=ydt

(o' +{ax"f o+ (ax°f ~ca?

o [ (%))

ds? 2 _c?)=—c2dt?(L-v?c?)

ds:\/—_cdwl—v c? =icdtvl—vc™

dx*=yds

ds=y'dx* = viydt =vidr dt =y v-*ds

dr=vds

lloczyn skalarny dwéch wektoréw

_ AMa " lloczyn skalarny dwéch wektorow w zakrzywionej czasoprzes-
A=A =Ace 4 e S ;
" K trzeni Riemanna lub w ptaskiej czasoprzestrzeni Minkowskiego
B=B'e, =B.¢’ w uktadzie nieinercjalnym
guv = ep, : ev
gHV:eH.eV A.B:gHVAMBV :gHVAuBV
gpv = gHV = Suv = 6“"
A-B=3 A"B'=35"AB, IIo_cgyn skalarny dwc’)gh V\{ektoréw_w pta-
o g skiej czasoprzestrzeni Minkowskiego w
A-B=A"B" =A.B, inercjalnym uktadzie ortonormalnym
e Dlugos¢ wektora

Diugos¢ wektora w zakrzywionej czaso-

Al=A=VA-A= \/QWA‘HAV = \/QHVAHAV przestrzeni Riemanna lub w plaskiej cza-

soprzestrzeni Minkowskiego w uktadzie

=gt =8, = nieinercjalnym

Diugos¢ wektora w ptaskiej czasoprzes-

|A| =A=JA-A= \/AaAa = \/Achoc trzeni Minkowskiego w inercjalnym uk-

tadzie ortonormalnym
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Czteropredkosé

_df dx*
V" =,/sgnds® ¢
ds

Jsonds? =v-1=i, Vv*=ic

Relatywistyczne czterowymiarowe réwnanie
definicyjne predkosci w zakrzywionej czaso-
przestrzeni Riemanna lub w ptaskiej czaso-
przestrzeni Minkowskiego w uktadzie nie-
inercjalnym

Relatywistyczne czterowymiarowe rownanie
definicyjne predkosci w inercjalnym uktadzie
ortonormalnym w ptaskiej czasoprzestrzeni

~ , ax*
vVt =v

ds

Minkowskiego
ds = vdr g
-, ax* o -
Vu = dT = 'Y dt VH =
dt

dx*
dt

dx*

vt =yt
dt !

Czteroprzyspieszenie

oy

df Y
= 2
ar .=+/sgnds° c =

tyiu

~ dv _ ax?
k.. =+/sgn ds® c[d—+rgﬁv“ i
S S

Relatywistyczne czterowymiarowe rownanie
definicyjne przyspieszenia w zakrzywionej
czasoprzestrzeni Riemanna lub w ptaskiej cza-
soprzestrzeni Minkowskiego w uktadzie nie-
inercjalnym

dv*

\/7 d2xH
=./sgn ds® ¢ ,
s 9 ds?

V(x

=./sgnds? ¢ ax”
—VsY ds

d?x*

ak ., = (sgn dsz)cz[ i +T

. dx* dx®
“P ds ds

r,=0, ysonds’=+-1=i, v'=ic, ap,=a,,=2a"

d?x*
ar =(v*f
( ) dSZ
5H=V4£ VAﬁ =V4ﬁ
ds ds ds
ds = vidt

D)
=

d [dx“]_ d’x*  dv

B E dt dr? dt

Relatywistyczne czterowymiarowe roOwnanie
definicyjne przyspieszenia w inercjalnym
uktadzie ortonormalnym w ptaskiej czaso-
przestrzeni Minkowskiego

= = dr=y7dt

d?x*
dt?

L, OxEdy
"4t dt

- d( dx*
a_M = v — = 2
¥t LY dt } Y
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e RoOwnanie bilansu wielkosci skalarnej

v (av")=5

Relatywistyczne czterowymiarowe réwnanie
bilansu wielkosci skalarnej w zakrzywionej
czasoprzestrzeni Riemanna lub w ptaskiej cza-
soprzestrzeni Minkowskiego w uktadzie nie-
inercjalnym

a = spoczynkowa gestos¢ objetosciowa
bilansowanej wielkosci skalarnej
6 = czion zrodiowy

0 ~ ~
)= - dx*
aXK( gav ) Vg5 V' = /sgn ds’ e
- dx* dx* 1 d.a
=1, I’ =0, Vv'= =y, V= . y=[p-vc?|2, G=y——
g ap Y dt Y dt Y [ T Y dt
0 (~K) - Relatywistyczne czterowymiarowe réwnanie
oxs av)=o bilansu wielkosci skalarnej w inercjalnym uk-
fadzie ortonormalnym w ptaskiej czasoprze-
- 5 strzeni Minkowskiego
(avK)K =0
- dx*  _ _
y=1, Vvi=v"= : Gzczgﬁ
dt dt
0 (aVK)—c Nierelatywistyczne czterowymiarowe rowna-
ox* B nie bilansu wielkosci skalarnej w inercjalnym
uktadzie ortonormalnym w ptaskiej czaso-
. przestrzeni Minkowskiego
@) =o

=av*, (a=123)

divd = Z_oc’

a=1

=oc-—div]

Nierelatywistyczne trojwymiarowe réwnanie
bilansu wielkosci skalarnej w inercjalnym uk-
fadzie ortonormalnym

J :ZglJ“ea

a=1
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4 ROWNANIA RUCHU CZASTKI W OGOLNEJ TEORII WZGLEDNOSCI

Niech x" =x" (s) bedzie parametrycznym roéwnaniem opisujacym ruch czastki w cztero-

wymiarowej fizycznej czasoprzestrzeni Riemanna. Ponizej przypomnimy definicje predkosci
| przyspieszenia czastki.

e Czterowymiarowa predkos¢

o o

O dx® . dx
V* =/sgn ds® ¢ et ds’<0, g,,20, (x=1234)

e Czterowymiarowe przyspieszenie

d’x” dx* dx")  ,(d’x* dx* dx"
ds? " ds ds | ds> " ds ds

as . = (sgn dsz)c{ +T¢ +T J ds*<0, g, >0

TWIERDZENIE
Swobodna czastka porusza si¢ po geodezyjnej wtedy i tylko wtedy, gdy czterowektor jej

przyspieszenia a,., jest rowny zeru.

DOWOD

) _ _ d?x“ dx* dx”
Zauwazmy, ze rOwnanie geodetyki ma posta¢ —+ F:‘V =
ds ds ds

e Czterowymiarowe réwnania ruchu czastki prébnej

Sktadowe przyspieszenia czastki prébnej o0 masie m w danym punkcie

1. zakrzywionej czasoprzestrzeni Riemanna lub

2. ptaskiej czasoprzestrzeni Minkowskiego wzgledem uktadu nieinercjalnego
opisywane sg réwnaniami

F df d?x*® dx* dx"
— =3* = (sgnds?)c? +T , ds’=g dx"dx' <0, >0
m force ( g ) ( dSz uv dS dS ] guv gp,v

F* = sktadowe sity wypadkowej, z pominigciem sit ,,grawitacyjnych” i ,,bezwtadnos-
ciowych”
g, = tensor metryczny zakrzywionej czasoprzestrzeni (sktadowe tego tensora sa roz-

wiagzaniami rownan pola) lub tensor metryczny nieinercjalnego ukiadu odniesienia
w ptaskiej przestrzeni Minkowskiego
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Postulowane réwnania ruchu czastki probnej o masie m
- = (sgn ds?)c (dzxa oo & div]

m ds> "' ds ds
posiadaja interpretacje podang ponizej.

" Suma sktadowych (odpowiadajacych

dx* dx” AT \ , NI

wskaznikowi o) przyspieszen grawitacyjnego
I bezwladnosciowego czastki

a’g;xrav&iner == (Sgn dS ) zrﬁv ds dS

e Sktadowa (odpowiadajaca wskaznikowi o)
ae, =a% =(sgn ds?)c? o catkowitego przyspieszenia czastki

+I przyspieszenia zwigzanego z dziataniem

_ [ X dx* dx” Sktadowa (odpowiadajaca wskaznikowi o)
e, = (500 d8°)e7| — o+ T, ———
S s @S sity wypadkowej na czastke

—_ o
afo rce atotal ag rav&iner

W przypadku metryki stacjonarnej o zerowych sktadowych przestrzenno-czasowych, czyli
metryki typu

ds? =g, dx"dx’ +g,dx‘dx*, (a.p=1,2,3),
rownania ruchu mozna zapisa¢ réwniez w postaciach:

F_:YG_ngndsd TV, (kv =1,2,3,9)
m V_gM dt

EK 2 dV |
_ 2 Sgn dS Sgn ds dYG 1" Y V”V (K’M1V = 1’2,3,4)
m '° T e dt e
—0Ou — 044

IEK «ySgnds® dyg T

m - YG a + V g d HVYGVHV (K3M1V = 1329374)
T J44

Przy czym, wykorzystalismy nastepujace relacje:
A

dx
= ds’c—, (A=1,2,3.4
\/sgn ds’ ¢ s ( )

0, dx* dx? 1
ds=c —g44\/1—g—BEWC—2 dt, (G,B:1,2,3)
44
_ zdxk / 2
VARSTRVOS vxzﬂ—, (r=1,2,3,4), v“:&dsic
_g44 dt _g44
1 1 g, dx* dx?
YG = o B = 2 ’ V2 ’ (aaﬁ:17253)
L 9o XX 1 \/1_\/ g, dt dt
g, dt dt c? c?

- dv* 2 gv* 2 gv*
a* =./sgn ds’ cd— =Ye &dsw a* :&dsﬁ, (L=1,2,3,9)
S —044 — 044
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e Czterowymiarowe rownania ruchu czastki prébnej [ciag dalszy]

, . Relatywistyczne czterowymiarowe réwnania
~ dox* dx® dx ruchu w zakrzywionej czasoprzestrzeni Rie-
2 2
F* :(sgn ds )mc [ 5 " ]

Lo ds ds manna lub w plaskiej czasoprzestrzeni Min-
kowskiego w uktadzie nieinercjalnym

_ , d2x* Relatywistyczne czterowymiarowe réwnania
F = m(v“) ruchu w inercjalnym uktadzie ortonormalnym

ds’ w plaskiej czasoprzestrzeni Minkowskiego
d>x* av  _ - - dx* )
(V4)2 . - (N L Pr=mvt, UM =yv, vE = CVi=ic
ds ds dt
F* =ma*
~ dv* dlmv* dp*
F* = mV4 — V4 ( ) _ V4 p
S ds ds

ds = v*dr

=, A d(mv*) _ dp*
dt dt dt

dr=vydt

e Swobodny ruch czastki probnej
W przypadku, gdy F* =0 (tzn. gdy na czastk¢ dziatajg jedynie sity ,,grawitacyjne”
i ,,bezwtadnosciowe”), rownania ruchu redukuja sie do
dx* dx* dx”
+I, ——
ds?  “P ds ds
Wynika z nich, ze w zakrzywionej czasoprzestrzeni swobodna czastka 0 masie m porusza si¢
po linii geodezyjne;.
Jezeli ponadto wszystkie I}, =0, to

d*x* dx*
3" =(v*f =0 lub V"=
(v') ds? "t

Oznacza to, ze przy braku sit ,,grawitacyjnych” i ,,bezwtadnosciowych” (inercjalny uktad
w plaskiej czasoprzestrzeni) lub w przypadku, gdy sity te si¢ rownowaza (swobodnie spadaja-

cy uktad w polu grawitacyjnym) swobodna czastka 0 masie m porusza si¢ ruchem jednostaj-
nym prostoliniowym lub pozostaje w spoczynku.

=const.
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5 NIEINERCJALNE UKLADY ODNIESIENIA

e Tensor metryczny w nieinercjalnym ukladzie odniesienia
Szczegdlna teoria wzglednosci bazowata na niezmienniczosci kwadratu przedziatu czaso-

przestrzennego As’ =g, AX"AX" wzgledem transformacji Lorentza, przy czym g,,=3,, byt
tensorem metrycznym w ortonormalnym inercjalnym uktadzie odniesienia w ptaskiej cztero-
wymiarowej czasoprzestrzeni Minkowskiego.

Przejscie do nieinercjalnego uktadu odniesienia opisywane jest nieosobliwymi transfor-
macjami wspotrzednych
X =x (%20 xY), xE =X (X X7, X% X,

dlatego tez
ox" ox’
dx* = dx'®, dx’=——dx”.
ox'* ox'®
W nowym uktadzie wspoétrzednych
ox* ox’

ro "B _ 12
o e g axdx™ =ds
oX'* OX

ox* ox"’
mYox'e ox'P
ds'? =g, dx"*dx" .

Skiadowe tensora metrycznego g, zaleza od wspolrzednych x™,x'2,x",x"*. Wszystkie

ds? =g, dx"dx" =g

9,5 =0 = tensor metryczny w nieinercjalnym uktadzie odniesienia

sktadowe tensora krzywizny R:,,, odpowiadajacego tej metryce, sg rowne zeru.

W obecnosci realnego pola grawitacyjnego sktadowe symetrycznego tensora metrycznego
zalezg od rozktadu gestosci energii. Co najmniej jedna sktadowa tensora krzywizny R:,, jest
wtedy rézna od zera. W takim przypadku tensora metrycznego nie mozna sprowadzi¢ w catej
czasoprzestrzeni do postaci g, =39,

e Uklad ze stalym przyspieszeniem

2 A2
K X X

Inercjalny uktad ortonormalny > a V<<
el \/

>
X!

w

X X13

W chwili poczatkowej osie obu uktadow pokrywaty sie, uktad K’ rozpoczat ruch postgpowy
jednostajnie przyspieszony bez predkosci poczatkowej z przyspieszeniem a rownolegtym do
osi 0X'. Zatozymy, ze predkosé wzgledna uktadow K’ i K jest duzo mniejsza niz predkosé
Swiatta w prozni.

Wiadomo, ze w przypadku nierelatywistycznym swobodna czastka posiada w ptaskiej
czasoprzestrzeni wzglgdem uktadu nieinercjalnego przyspieszenie skierowane przeciwnie do
przyspieszenia tego uktadu.
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o5 (o (o - o (o'}

x' =x"+iat"? = dx' =dx" +at'dt’ =
= x" +1ai%c? (x’4)2 =dx™ +ax"*i?c ?dx"*
X? =x"? dx? =dx’?
x* =x" dx® =dx"®
x*=x" dx* =dx"*

V<<c, x*=ict, x“=ict’, V=at'

ds? = (ax* | +2ax"4i 2 2 + (ax? o+ (e f + |1+ a%i-tc (e f | (ax* F = s
ds® =ds'* ~ —c*dt® ~ —c?dt’?

011 =92 =03 =1

01, =0, =ax"‘i*c? =—ivc™

g,, =1+a’i 4c“‘( ) =1-Vc™

Pozostate sktadowe tensora metrycznego g/, sa rowne zeru.

9" = 01192053044 — 91491492,035 =1

g’ll (g) 97,9350 =1— Vi 9'22 (g')ilgilgésgzmzl_vzc_z
g

133

9" =0 99 vt g 9)791,0%,9% =1
g™ (g ) 01495,05; =1VC -
[ ]! 894: _ai2c? = —ac2
ox'
[iﬁ] ’= l% — azx'4i—4c—4 — ia2c_3t,

2 ox'*

=g 4] + 9% ] =ai2c? = —ac”?
rg =gl ]+l =0

Wszystkie sktadowe tensora krzywizny Ry odpowiadajace metryce g, sa rowne zeru.

Wykorzystujac przedstawione powyzej relacje, mozna otrzyma¢ rownania ruchu w rozpa-
trywanym uktadzie nieinercjalnym.

2,11 14 14
~1 _ 2 d " dX dX dX(A dX/4
F mc d 12 +F44 ds’ ds’ ~1 d2 11
S s GS ds’ ds’ Erom &% g
, , d2X12 dZ 14 O dt’z
F'2=—m ——
C s ds’? E,z d?x’?
E’?) mCZ dZXIS ~ dtrZ
= — 2 2,13
ds = d°x
2,14 F ~ m 12
14 2 d X dt
F mc - T4
ds F* =0
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e Uklad obracajacy sie

x° Uktad K' porusza sie¢ wzgledem uktadu K
4 jednostajnym ruchem obrotowym z pred-
X X koscia katowa  skierowana wzdtuz osi
0X®. W chwili poczatkowej analogiczne

osie obu uktadéw pokrywaty sie.
x"* = x* cos ot + X sin wt

ot x'? = —x' sin wt + x? cos wt
L) > xl Xr3 — X3
x3, x® t'=t

ds? = (ax" f +(ax? f +(dx?f +(dx*

x* = x"* cosot’ —x'? sinwt’ = x"* cos(i ¢ ox’* )— x? sin(i *c wx* )
x? =X sinot’ +x? cosot’ = x"*sin(i ¢ ox’* )+ x'? cos(i ¢ fwx* )
X X!3
X XI4
ox* ox* ox'
dx' = G dx'1+a ,2 dx'2+0+6 —dx'*
X X X
20X a0 x*
dx =3 —dx +8 — dx +O+a — dx
X X X
dx® =dx"
dx* =dx"*
1 1
R OX A
o = cos(i “ctox*), o = —sin(i ¢ "ox")
X
ox' Ly . .
PO e toxsin(i e tox )—ic ox'? cos(i ¢ tox ' )
X
2 2
e _=sin(i “ctwx*), o = cos(i *¢ ox"*)
X't
ox? Ly . . L
porial e ox cos(i e tox’* )—i e tox 2 sin(i e tox " )
X

2 .1 2 .1 2 PO
ds? = (ax™ ) —ictox 2dx dx"* + (dx'2 f +i e ox dx2dx* + (dx' ' —ic tox 2dx “dx"™ +

+i™c ox dx *dx"? +[1+(i‘1c‘1cox'l) +(itctox? ) ](dx"‘)2 =(ds')?

A oto niezerowe sktadowe kowariantne tensora metrycznego i jego wyznacznik.

011=02 =05 =1

O =04 =—1 e ox"?

9hs =i =1 C X"

Ui :1—m2c‘2[<x'1)2 +(x’2)2]

g’ = 9119'229'339214 - 9119'249,249;,3 - 9149149,229;,3 =1
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W dalszych rachunkach potrzebne beda nam nastepujace kontrawariantne sktadowe tensora
metrycznego oraz symbole Christoffela pierwszego i drugiego rodzaju.
r11_

gt=g’ (g'zzg;sgim—9’249’249’33)=1—C’20>2(X'2)2

22 1)?
g'“=q (9119,339]44 914914933) o (X, )
144 117
0'"'=0""01105%05; =
14_ra1_ -1
g"'=g""=-g" 914922933—I cox'?
24142 -1
9""'=0""=-9""01,0%5,0% =1~ cox™
1 ’
[414] = ¢ 202", [44] = ¢ 202x"2, [12] ’ [124] - it o, [144] o 2wix
24 24 22x2 [+
[1 ] [4 ] —C oX [4]
i 2

=0, I=-i'c®o™X'x? T[i=—i'cle, I}=c?0’X-c o'x*(x?)
’2 12 sl 2 -3 3,11 72 12 2 2,12 4 4 11V 2
[7=0, I/=i"c'o, I;=i'c’0’x"x I,; =Cc"o"X Cm(x)x

| juz jestesmy gotowi by zaproponowa¢ réwnania ruchu w obracajacym si¢ uktadzie.

- 2,11 11l 14 12 14 14 14
E - mile (d X , dx' dx ot dx’® dx 1ﬂ,ldx dx j

—_— +
2 "ods' ds’ “ds’ ds'  * ds' ds’
r1 14 12 14 14 14
2 _ mi2c? 1,5 dx’ dx +2F2,§dx dx +F§f dx’* dx
ds' ds’ ds’ ds’ ds’ ds’
B _ , d2x
ds'?
F'* = mic? d°x ;4
ds’
=ict’
dSIZ ~ iZCZdtVZ — _CZdt!Z
d?x"*  ic d3t’ d?t’
= =0, bo —=0

dSIZ - iZCZ dt!Z -

- dZXfl - dxrl - 5 dX!Z
Frl_ m( 20 203x" X2 e i 2(1)4X'1(X'2) %20 PG

- d2X12 ~ dX(Z ~ 9 dX/l
F? :m( —— +2C 0’ XXF = w C 204 (" f X% + 20 i —w’Xx"?
d

dzie obracajacym sie ze stalg predkoscia katowa .

Zaniedbane zostaty cztony mate w stosunku do c°.

dt’? dt

) Rownanie ruchu w postaci trojwymiarowej w ukta-
, dr _dr’ »
Fram| —-2—xo0-o°r
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e Uklad drgajacy
Uktad K’ porusza si¢ wzglgdem uktadu K ruchem drgajacym harmonicznym prostym.

ds? = (ax" f +(ax? f +(dx? f +(dx*

X' =x"+Asinot’ = dx' =dx"" + Awcoswt’-dt’ =
X" + Asin(i ¢ tox"*) = dx"* +i e Awcos(i e tox')-dx'!
x* =x" dx* =dx'?
X3 — XIS dX3 — dXI3
X4 — XI4 dX4 — dX/4

V<<c, x*=ict, x“=ict’, V=at=at

ds® = (dx'l )2 + 2i_1C_1chos(i _1C_1Q)X’4). dxdx’* + (dx'2)2 N

+(ax? ) +fi-c?A%0? cos?(ic x| (dx"* ) =ds™

A oto niezerowe sktadowe kowariantne tensora metrycznego i jego wyznacznik.

g11 = 9'22 = 9’33 =1
9.,=0,= i‘lc‘leacos(i ‘lc‘lo)x"‘)
g,, =1-c?A’w’ cos’ (i ’lc’lwx"‘)

9" =01105,05:9% — 91491495055 =1

W dalszych rachunkach potrzebne beda nam nastepujace kontrawariantne sktadowe tensora
metrycznego oraz symbole Christoffela pierwszego i drugiego rodzaju.

=11

g™ = 970,504 = 0l =1- ¢ ?A%? cos?(i e ox'¢)
9'22 =g’ (911933944 _9149149!33): 94s — 0914914 =1
0% =g (0},9,.9% —g;4914g;2)= Qb —0igis =1

144 =1
g

- g 911922933
g9

141 __ =17
[44]’ a914

M=g't=—g 01495,053 = =01, =1~ ClA@COS( C_lﬂ)XM)
1

=C’Aw? sin(i ‘lc‘lo)x"‘)

[44]':169_24

. “ _ e 3 A% sin(i e tox" eos(i e tox'?)
2 OX

it =g™4¢] + g™ [4] = c2Aw? sinfitctox")
R;j _ 9141[414] ’+g,44[444] _ 0

| juz jestesmy gotowi by zaproponowa¢ rownania ruchu w drgajacym uktadzie.
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ds’>  * ds' ds’
2 2

, d°x’
dSrZ

2,13

der

214
2

ds

E/l _ mizcz( 2Xrl +F’1 dxr4 dxr4j
F'? =mi’c

F’® =mi®c’

F* =mi’c

12

x4 =ict’
dSIZ ~ iZCZdtVZ — _CZdt!Z
er4 dX!4 N
ds’ ds’
d’x"* ic d*t’ d’t’
2 2.2 '2:0’ bo 720
ds i‘c” dt dt
a=-Aw’sin(ot’) = przyspieszenie, jakie posiada uktad K’ wzgledem uktadu K

- 2,1 2,11
Ft = m{ ddt)’(z ~ Amzsin(mt’)} = m{d Al a}

dt'?
~, d?x’2
- = dt’2
[SE mdzx’3
dt’?
F*~0
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6 TENSOR PEDU-ENERGII CIECZY NIELEPKIEJ

e Relatywistyczne rownanie bilansu masy hydrodynamicznej w inercjalnym ukladzie
ortonormalnym w plaskiej czasoprzestrzeni Minkowskiego

op

JB
% =o—divl lub —=06-) —— Nierelatywistyczne rownanie bilansu masy
ot ot oxP

3
B=1
p = gestosc objetosciowa masy

dt
J = tréjwymiarowy strumien masy

zrédto masy

3 3 3 d B
J=> e, =>pvle, =pv, v=> vle, v = F=pv', (=123)
p=1 p=1 p=1 dt

3 ﬁpVB op
P _5=0
ﬁz_;axﬁ T °
3 p
ZapV dlicp) 0

J=pv*, (a=1,234)

s opvP opv?
—B+ 7 (5:0
5o OX OX
4 opv*® 4 0J*
P 520 Wb Y -s=0
a=1 aXa ot:laxOt

p—>p = (pc‘2 + p) = spoczynkowa gestos¢ objetosciowa masy hydrodynamicznej
p = cisnienie

_Gip ~_ d;p”
°" Tt Tt
Ve V=, (0=1,2,3,4)
3 * *= -~ dxa
J* 5 1% =p'W* =p V", V=", v“=E, (0=1,2,3,4)

Je= sktadowe czterowektora strumienia masy hydrodynamicznej

r=h-vie ]

o

4 8p*yv s 4 aja_~
Z P =c lub zax‘*_c

a=1
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¢ RoOwnania bilansu gestosci objetosciowej pedu-energii cieczy nielepkiej w inercjalnym
ukladzie ortonormalnym w plaskiej czasoprzestrzeni Minkowskiego

= ,dv , dv : : ) :
f=p P Relatywistyczne czterowymiarowe réwnania ruchu
T

p'=pc?+p = spoczynkowa gestosé objetosciowa masy hydrodynamicznej
p = spoczynkowa gestos¢ objetosciowa masy
p = cisnienie

V=(\7 V2V ,V“) =(yv1,yv RAARY; ) 24:\7 = 24: v'e, = czterowektor predkosci
A=1 A=1
vV, =yic, v,=ic

- 4
fl,fz,f3,f4) = > f’e, = czterowektor gestosci objgtosciowej sity

—h!
I
—_—

~. . d'yVOt dx*®
=Py V= (@=1,2,3,4)
M :iv“ or :
dt ~  ox"
= &L ot
=207 ox"
k=1
i oYV WQZ“: Wz
k=1 aXK k=1 aXK
4 op Y~
Z pyK =0 RoOwnanie bilansu masy
k=1 ax

M = p"y?v*V* = tensor gestosci objetosciowej pedu-energii

iap*YZVaVK ~ Fa
=~ ox -

i OM Gestos¢ objetosciowa sity jest dywergencja
2 T =f¢ tensora gestosci objetosciowej pedu-energii.
k=1

- 680.1(
fo_ 2P (@=1,2,3,4)
ox"

T* =p™y*v*Vv* +8*p = tensor pedu-energii

oI _ _ Rownania bilansu gestosci objetosciowej
>  (a=1,2,3,4) ilar tosci ob;
o ox< pedu-energii cieczy nielepkiej

Trzy pierwsze rownania bilansuja gestos¢ pedu, a czwarte — gestos¢ energii catkowitej.
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Dalej wykazemy, ze ponizsze rownania
4 0T 4 8( p*yZV“VK) 8™ p
=0, T™=pY*v*v*+3"p Ilub + =0, (¢=1,2,3,4
~ ox* P P ; oxX" KZ; ox" ( )
sg rownaniami bilansu gestosci objetosciowej pedu i catkowitej energii cieczy nielepkiej.
Trzy pierwsze rownania bilansuja sktadowe przestrzenne gestosci objetosciowej pedu.

i a( p*yzvuvx) - ap | (M :1’2’3)

k=1 aXK aXH
x* =ict, v'=ic, 8_p4 0
OX
oorv) 3 o) o (w=1273)
ot ~ X~ ox*’ o
. Réwnania bilansu sktadowych
n 3 u
ya(p Ad ): u@_za(p vVt ) apu przestrzennych gestosci obje-
ot o 3 OX tosciowej pedu p“yv*

Czwarte rownanie bilansuje gestos¢ objgtosciows energii.
4 a( p*y2V4VK) )
k=1 aXK -

x*=ict, v*=ic

_ 23: a(P*YZiCVA) Rownanie bilansu czwartej sktadowej
~  ox gestosci objetosciowej pedu p*yic

ic 2t
v py&t

Kwadrat czwartej sktadowej gestosci objetosciowej pedu opatrzony znakiem minus i podzielo-
ny przez podwojona gestosc jest rowny gestosci objetosciowej energii catkowitej.

_ (p;YF:S)Z = %p*yzcz =g

Dlatego tez rdwnanie bilansu czwartej sktadowej gestosci objetosciowej pedu p*“yic moze byé

utozsamiane z rownaniem bilansu gestosci objetosciowej energii catkowitej €.

UWAGA

W tomie poswieconym Szczegolnej Teorii Wzglednosci wykazalismy, ze energia spoczynko-
wa, kinetyczna i catkowita czastki powinny byc¢ inaczej zdefiniowane.

Odpowiednie wyrazenia dla gestosci objetosciowych tych wielkoscie, , €, , € podane sa ponizej.

1., 1., 1.,
= g, =— \Y eE=— C
2 k ZPY 2PY
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e Tensor pedu-energii cieczy nielepkiej w dowolnym ukladzie wspotrzednych

Czterowymiarowy tensor pedu-energii okreslony w inercjalnym ukfadzie ortonormalnym

w czterowymiarowej ptaskiej czasoprzestrzeni Minkowskiego

T =y2(pc? +p)vivY +8"p = (pc? +p) VY +8"p

przedstawimy w zakrzywionej czasoprzestrzeni Riemanna lub w ptaskiej czasoprzestrzeni
Minkowskiego w uktadzie nieinercjalnym, czyli w postaci niezaleznej od wyboru uktadu od-

niesienia.

Posta¢ kontrawariantna tensora pedu-energii

T =(pc? +p) V0" +g"p

Posta¢ kowariantna tensora pedu-energii

guangTuv = (pC*Z + p)guagﬁvvuvv +guagﬁvguvp
gpangTHV = Ta[i
9,.V" =V,
gﬁvvv = VB
g”agBVgHV :gaB

T, = (pc’2 +p)VaV +0,5P

Posta¢ mieszana tensora pedu-energii

0., T =(pc? +p)g., V¥ +g.,9"'p

0. 7" =T
9. V' =V,
9,9" =9

T* =(pc? +p)VV, +gp

Wykorzystanie czterowymiarowego tensora pgdu-energii w czterowymiarowej teorii gra-
witacji jest mozliwe w przypadku cieczy nielepkiej, gdy

Z“: o(pc?+pf ~ og*~

=0, f*=- , (a=1,2,3,4),
=1 oX"* ox*
gdyz tylko wtedy
4 4 4
ZT?VV =0, ZTaB;B =0, ZT;l:u =0, (H:L 2,3, 4)-
v=l B=1 u=1
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7 TENSOR PEDU-ENERGII PYEU BEZCISNIENIOWEGO

e Pyl bezcisnieniowy

Pytem bezcisnieniowym nazywamy zbior nie oddziatujacych wzajemnie czastek spoczy-
wajacych wzgledem siebie. Dla prostoty bedziemy rozpatrywali tylko pyty skiadajace sie
z czastek o identycznych masach.
e RoOwnanie bilansu masy pylu bezcisnieniowego w inercjalnym ukladzie ortonormal-
nym w plaskiej czasoprzestrzeni Minkowskiego

P o dvd b P -3 Nierelatywistyczne rownanie bil
— =o-div ub —=06-) — ierelatywistyczne réwnanie bilansu mas
ot ot = ox” YWY Y
p = spoczynkowa gestos¢ objetosciowa masy
o = zrédto masy = czton zrodiowy
J = tréjwymiarowy strumien masy
3 3 3 dx?
J=>1%, =>pvPe, =pv, v=> Ve, V =0 P =pvP
B=1 B=1 p=1
3 0 VP
z (pﬁ ) + P _ c=0
51 OX ot

o\pv* 49" : . ;
(P ) —6=0 b YT —6=0 I\lllerelat_yw!styczne czterowymiarowe
~ ox" rownanie bilansu masy

p = spoczynkowa gestos¢ objetosciowa masy pytu
1
’y = [l— V2C72 ]_E
c=0
dx*®

J“—)ja:ypV“:pV“, V=", V“:dt, (a:1,2,3,4)

J* = sktadowe czterowektora strumienia masy

4 ¢ 93"
Zai“ (ypv“): 0 lub Zax“ =0 Relatywistyczne rownanie bilansu masy

a=1

a=1
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e RoOwnania bilansu gestosci objetosciowej pedu-energii pylu bezcisnieniowego w iner-
cjalnym ukladzie ortonormalnym w plaskiej czasoprzestrzeni Minkowskiego

f= pd—\T/ = py(jj—\: Relatywistyczne czterowymiarowe rownania ruchu

p = spoczynkowa gestos¢ objetosciowa masy pytu

dr=y'dt

y:[l_vzc—z]‘%
4 4

V= (002,00 = (e i ovt) = Y e, = Y e,
A=l A=l

v = czterowektor predkosci czastki pytu
Vi=yic, v'=ic, x'=ict
_dx®

“=——, (0=1,2,3,4
V= (o )

~ ~ o~~~ 4 -
f=(FL72,75,14) = Dfe,
A=l

f = czterowektor gestosci objetosciowej sity

~ dyv® _dx®

f=py——, V'=—, (a=123,4
P o )
dt 4 ox*

~ 4 8YVOL
=S O

k=1
4 a 2V(xVK 4 a K -
) SELLAMENYE 2L L
k=1 6XK k=1 aXK

4 9pW*~

> P _0  Réwnanie bilansu masy

k=1 axK
df _— —~ - - - - -
T =y?pVv*V* = pV*V* = tensor gestosci objetosciowej pedu-energii

Z“: O py*vov" _Fu Gestos¢ objetosciowa sity jest dywergencja

= ox" tensora gestosci objetosciowej pedu-energii.

f*=0
L oT™" . _ Y .
> Fo 0, (2=1,2,3,4) | Roéwnania bilansu gestosci objetosciowej pedu-energii
k=1 X

Trzy pierwsze rownania bilansuja gestos¢ pedu, a czwarte — gestosé energii.
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e Tensor pedu-energii pylu bezcisnieniowego w dowolnym ukladzie wspotrzednych

Czterowymiarowy tensor pedu-energii pytu bezcisnieniowego okreslony w inercjalnym
uktadzie ortonormalnym w czterowymiarowej ptaskiej czasoprzestrzeni Minkowskiego posia-
da identyczna posta¢ w zakrzywionej czasoprzestrzeni Riemanna lub ptaskiej czasoprzes-
trzeni Minkowskiego w uktadzie nieinercjalnym, jezeli

_df dx*
V" =/sgnds® ¢ .
ds

Posta¢ kontrawariantna tensora pedu-energii pylu bezcisnieniowego

T = Vv

Posta¢ kowariantna tensora pedu-energii pytu bezcisnieniowego

gpungTuV = pgp.agﬁvv“vv
gwgﬁvT*lV = Taﬁ
9.V =V,

7V

ngV =

<!

B

T(xﬁ =pV,Vp

Posta¢ mieszana tensora pedu-energii pylu bezcisnieniowego
O, T =pg, V'V"
9o T =To

~, ~
g,V =V,

B AVHYT
TG —pV VG

Slad tensora T

T =pV'V,
Sy ZICdX” chi:__ zdx“ dxH _ 2 de“ dx, _
" ds ds ds ds Y ds ds
T =—pc?

Wykorzystanie czterowymiarowego tensora pedu-energii w czterowymiarowej teorii gra-
witacji jest mozliwe w przypadku pytu bezcisnieniowego, gdy
4 OpV* ~ )
> = =0, f*=0, («x=1,2,3,4), gdyztylkowtedy
X

k=1

Z:T;“VV:O, gTaB:BZO’ 24;,1'(?;“:0, (w=1,2,34).
= - =
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8 ROWNANIA MAXWELLA W OGOLNEJ TEORII WZGLEDNOSCI

Czterowektor gestosci pradu

df

JH=pV* ds® =g,dx“dx” <0

_ f dx*
V" =./sgnds’c i
Félﬁ =0, Oup = SaB
ds? =3,,dx“dx" <0

ds = icdt = icy 'dt

dx* B
dr

dx*
dt

T4 =pW* =p pY

Tensory pola elektromagnetycznego

df

va = C(CDV;H - (Du;v )

o,
TR oxt
oD

@, = SE-TIO,

-,

Relatywistyczne czterowymiarowe réwnanie
definicyjne gestosci pradu w zakrzywionej
czasoprzestrzeni Riemanna lub ptaskiej cza-
soprzestrzeni Minkowskiego w uktadzie nie-
inercjalnym

p = spoczynkowa gestos¢ objetosciowa tadunku

Relatywistyczne czterowymiarowe réwnanie
definicyjne gestosci pradu w inercjalnym uk-
fadzie ortonormalnym w ptaskiej czasoprze-
strzeni Minkowskiego

Relatywistyczne czterowymiarowe réwnanie
definicyjne tensora pola elektromagnetyczne-
go w zakrzywionej czasoprzestrzeni Rieman-
na lub plaskiej czasoprzestrzeni Minkow-
skiego w uktadzie nieinercjalnym

o, oD
Fuv = C( oxH B 8X5 J = C(q)v,u _(DuYV)

FlZ
E
E
E

I:24 = _F42—)_E13 = E31

_F21 — E34 = _E43

-

s=—F—-Ey,=E,

4= —Fy—E,n=-E;

[N

s=—F,—E,=-E,

N

F34 = _F43—)E12 = _E21

lub relacje

_ 1 poBuy
EmB =5€ Fw

Relatywistyczne czterowymiarowe réwnanie
definicyjne tensora pola elektromagnetyczne-
go w inercjalnym ukladzie ortonormalnym
w ptaskiej czasoprzestrzeni Minkowskiego

Ze sktadowych tensora F,, mozna skonstruowac tensor E gz, wykorzystujac odwzorowanie
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e Jednorodne réwnania Maxwella

roth—a—B
ot
divB=0
3 3
E=)E%,, B=) B,
a=1 a=1
4 OE"Y
> =0 lub E%'=0
v=1 aXV '
0 iE® iE® —cB?
—iE® 0 -—iE' —cB?
EM = . EM=
iE? jE! 0 -—cB®
cB* cB? cB® 0
E'=0
1 aleE)
Jg o o
8(\/§E”V):O
ox”
EHVS\/EEHV
OE* _
=0 Ilub E"'=0
axv )

Jednorodne réwnania Maxwella w postaci troj-
wymiarowej w inercjalnym uktadzie ortonor-
malnym

Jednorodne réwnania Maxwella w postaci ten-
sorowej w inercjalnym uktadzie ortonormal-
nym w plaskiej czasoprzestrzeni Minkowskie-
go

_E™

Jednorodne réwnania Maxwella w zakrzywio-
nej czasoprzestrzeni Riemanna lub plaskiej
czasoprzestrzeni Minkowskiego w uktadzie
nieinercjalnym

Ze sktadowych tensora E*Y mozna skonstruowa¢ tensor F*P | wykorzystujac odwzorowanie

ElZ — _E21 _F34 — F43
E13 — _E3l _F24 — F42

El4 — _E41 _F23 — F32

E23 — _E32 —>Fl4 —
E24 — _E42 F13 —

E34 — _E43 _F12 — F21

_F4l
_F3l

lub relacje

FP=1le, E"",
0 cB® —cB* —iE*

cp_| B 0BT i’
cB> -cB* 0 —iE’|
iE'  iE* iE® 0

Fof = —FPe
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¢ Niejednorodne réwnania Maxwella

oD Niejednorodne rownania Maxwella w postaci

rotH = j+— trojwymiarowej w inercjalnym uktadzie orto-
i ot normalnym
divD=p

3 3 3

H=>H%,, D=)D%,, j=) j%,

o=1 o=1 o=1
. oy Niejednorodne réwnania Maxwella w postaci
> —J% lub  HMY = gH tensorowej w inercjalnym uktadzie ortonormal-
= ox" v nym w plaskiej czasoprzestrzeni Minkowskie-

go

\]l=jl, \]2:j2, \]3=j3, J4=iCp

0 H® —H®* —icD!
-H* 0 H' -icD?

H"Y = ) ) s H*Y = —H™
H*> —H 0 —icD

icD' icD? icD? 0

Niejednorodne rownania Maxwella w zakrzy-
HY =" wionej czasoprzestrzeni Riemanna lub ptaskiej
czasoprzestrzeni Minkowskiego w uktadzie nie-
inercjalnym

1 alaH)

ox"

6(\/_HMV) \/_Ju

QI

L,

oH""  _ — _
=J* b HM =3
aXV )
v . 4 of H H af _ v
Z tensora H*' mozna skonstruowa¢ tensor D*", wykorzystujac relacj¢ D*" =ze , H"".
H — _H21 D34 D43 Hl3 H3l D24 D42 Hl4 — _H4l D23 — _D32
H H32 D14 D41 H24 H42 Dl3 D31 H34 — _H D12 D21

0 icD®* —icD? —-H'

—icD® 0 icD*  —H? . .

D =] 2 c N1 ., D P=-D'
icD —icD 0 -H
H* H? H?3 0
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Zmodyfikowane rownania Maxwella w postaci trojwymiarowej
Aby przyjrze¢ sig, jakie tresci fizyczne zawierajag zmodyfikowane rownania Maxwella,

zapiszemy je w postaci trojwymiarowej.

rot(ygE)=-2 (JgB) rot(\/aH):\/aH%(\/ED)
div(ygB) =0 div(ygD) = g p

rot(pa)= @ rota+(grad ¢)xa
div(pa)=gdiva+a-grad ¢

1
grad /g =——grad g
P2h

a\/§_1a_g
ot 2,g ot

rotE = —@—Ea—g—i(grad g)xE rotH :j+@+26—g—i(grad g)xH

ot 2gét 29 ot 290t 29
divD:p—iD-gradg
29

. 1
divB =——B-(grad
VB =— (grad g)

Przypominamy: g jest wyznacznikiem tensora metrycznego.

Ze zmodyfikowanych réwnan Maxwella wynika, ze mozliwa jest bardzo prosta metoda de-
tekcji pol grawitacyjnych o zmieniajacej sic wartosci wyznacznika tensora metrycznego ».

D Zbigniew Osiak: Teoria Wzglednosci — Fale Grawitacyjne. Self Publishig (2014), ISBN: 978-83-272-4269-3
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9 TENSOR PEDU-ENERGII POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO W PROZNI

e Tensor pedu-energii pola elektromagnetycznego w prozni w inercjalnym ukladzie or-
tonormalnym w plaskiej czasoprzestrzeni Minkowskiego

W prozni w inercjalnym uktadzie ortonormalnym w ptaskiej czasoprzestrzeni Minkowskiego
czterowektor gestosci sity T jest czterowymiarowa dywergencja tensora pedu-energii T, :

~

~ aT,
f=divT,, lub f = a“ , (W=1234),
X

n

\%
4

HV ZT(XOL -V

?:(E’szalﬂ):(f’ﬂ)’ f=pE+jxB, f4 ic™j-E.
W przypadku pola elektromagnetycznego w prozni bez tadunkéw i pradéw

-0, (u=1234).

A%

T =eF F ++ SogvaKxFKw

(TR

fu =0 oraz

e Tensor pedu-energii pola elektromagnetycznego w prézni w dowolnym ukladzie
wspotrzednych

T.=¢F F +ig,9, F,F* Kowariantna posta¢ tensora pedu-energii pola
wyoTon okt elektromagnetycznego w prozni

A~ VP _ 7B
gH g Tuv_T
gudgVBF FV :FGFVB
9’99, =g*"

T =g FUF™ +1¢,g°F  F* Kontrawariantna postac tensora pedu-energii pola
elektromagnetycznego w prozni

9, T =T)

ayB _ B
gWFy F* = FWFY
9,,9% =g} =8}

TP =g F, FVB +ig 5P F¥ Mieszana posta¢ tensora p@(}!q-gnergll pola
470"Vl elektromagnetycznego w prozni

Wykorzystanie czterowymiarowego tensora pedu-energii w czterowymiarowej teorii gra-

witacji jest mozliwe tylko w przypadku pola elektromagnetycznego w prozni bez tadunkdéw
I pradow, gdyz tylko wtedy

ST, =0, in}f =0, iTﬁB =0 p=1234
v=1 p=1 B=1

e Slad tensora pedu- energii pola elektromagnetycznego w prozni

ing—goii FP+e ZZF F =
=1

Bl y=1 k=1 A=1

68



POLE GRAWITACYJNE
TEORIA EINSTEINA

1 ROWNANIA OGOLNEJ TEORII WZGLEDNOSCI

e Podstawowe (gtéwne) idee i postulaty

OTW w sformutowaniu jakosciowym bywa wywodzona z czterech zasad. Postuluje sig,
by kazde prawo fizyki miato jednakowa posta¢ we wszystkich uktadach odniesienia. Postulat
ten nazywany jest 0ogolna zasada wzglednosci. W oparciu 0 rowno$¢ masy bezwiadnej i gra-
witacyjnej formutuje si¢ zasade rownowaznosci, stwierdzajaca, ze natezenie jednorodnego
pola grawitacyjnego jest rownowazne statemu przyspieszeniu (ze znakiem minus) odpowied-
niego uktadu odniesienia. Zaktada si¢ statos¢ maksymalnej wartosci predkosci rozchodzenia
si¢ sygnatow wzgledem dowolnego uktadu odniesienia. Przyjmuje si¢, ze masa i energia po-
woduja deformacje czasoprzestrzeni.

Prezentowane dalej sformutowanie OTW oprzemy o dwa nastepujace postulaty.

POSTULAT I (Rdwnania pola, rownania metryki)
Czasoprzestrzen jest czterowymiarowa przestrzenig zdarzen z metryka
ds? =g, dx"dx"
zalezng od rozktadu gestosci energii. Sktadowe tensora metrycznego czasoprzestrzeni Sg roz-
wigzaniami réwnan pola Einsteina
1 8nG
R g R=—T"ZT

HV_E pv A

POSTULAT Il (Réwnania ruchu)
Réwnania ruchu czastki probnej o masie m maja postac

Fe d*x* dx* dx"
H:(sgn dsz)cz( +I¢ }

ds> " ds ds
gdzie F* oznacza skladowe sity wypadkowej z pominieciem sit ,,grawitacyjnych” i ,bez-
wiadnosciowych”.

OTW zajmuje sie badaniem zjawisk przebiegajacych w czterowymiarowej czasoprzes-
trzeni z tensorem metrycznym zaleznym od rozktadu gestosci energii. OTW jest wiec przede
wszystkim teorig ttumaczaca grawitacje jako wynik zakrzywienia czasoprzestrzeni. Swobod-
ne czastki probne poruszaja si¢ po torach, ktorym odpowiadaja w czasoprzestrzeni linie geo-
dezyjne. OTW zmusza do rewizji miedzy innymi takich pojec jak sity grawitacyjne i uktady
inercjalne.

UWAGA
Ptaska czasoprzestrzen w wyniku ruchu uktadu odniesienia nie stanie si¢ zakrzywiona. Do-
wolnie skomplikowanej metryce wskutek ruchu uktadu w czasoprzestrzeni bez pola grawita-

cynego zawsze odpowiada tensor krzywizny R, ze wszystkimi sktadowymi réwnymi zeru.
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e Tensor pedu-energii
Tensor pedu-energii zawiera informacje o zrodtach pola grawitacyjnego, opisuje rozktad
gestosci energii wszelakiej postaci (w tym cisnienia).

m  Tensor pedu-energii cieczy nielepkiej

T =(pc2 +p)V¥" +g*p
L :(pc’2 +p)VaVB +0 P
T* =(pc? +p)77, +gip

m  Tensor pedu-energii pylu bezcisnieniowego

T = p U7
T(xB =pV,Vp
[T T
TS =pVviv,

Tensor pedu-energii pola elektromagnetycznego w prozni

KA
T.= ?,OFMFVy +%8ogvaKxF
T =g, F'FP +1e,g%F F
TP =¢,F, FP +1g 80F F%

4“0V kA

e Tensor krzywizny Einsteina
Tensor krzywizny Einsteina zdefiniowany jako
df df df
G =R" -1§*R, G™=R™-ig*R, G, =R, -1g,,R,
zostat skonstruowany z tensora krzywizny Ricciego
df
Ry, =Ry, lub Ry =gR

Buv afuv?
ktory powstat przez kontrakcje tensora Grossmanna
of ar;i’ al—‘[;):l o (2 o c
Buv X" _aX—V _rcvrﬁu + rcurﬁv '
Drugim sktadnikiem tensora Einsteina jest skalar krzywizny
df
R=0""R,,.
Tensor Einsteina zostat tak zbudowany, by znikata jego dywergencja
— Mo _
Gi.=0, G}=0, G, =0.
Tensor Einsteina jest tensorem symetrycznym.
G, =G, G* =G", G,, =G,,.
Posiada w przestrzeni czterowymiarowej dziesi¢¢ niezaleznych sktadowych.

KOMENTARZ
Ze wzgledu na wymiar sktadowych tensora pedu-energi, powinien nazywac sie on tensorem
gestosci energii.
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¢ RoOwnania pola grawitacyjnego (Réwnania metryki czasoprzestrzeni)
Rownania pola grawitacyjnego, postulowane przez Einsteina, przedstawimy w trzech pos-
taciach: kowariantnej, kontrawariantnej i mieszanej.

Rownania pola w postaci kowariantnej

R,,—39, ,R=—xT,

[TAY

2
818 _por310 S
c kg-m

Rownania pola w postaci kontrawariantnej

g"g"(R,,—1g,R)=—

g"'g"R,, =R

9"9™g,,=9"
o~ BV _ TOp

g“ g T].LV_T

kg"g™'T,,

R —1g*R =—xT"

Rownania pola w postaci mieszanej
gcw(Ruv _%guvR): _Kg(wTuv

g‘WRuv = Rj
9%'g,, =96,
g"VTuV :Tj

R —18°R = —KT¢

u 2

W dalszym ciggu podamy inng posta¢ rownan pola grawitacyjnego bez skalara krzywizny

W jawnej postaci.

R“V Zg”VR__KT“V iigaB(RaB_%gaﬁR)z_KiigaBTaB
af 4 4 p a=1 p=1 a=1 p=1

R= 9"Rp 4 4 44
e > > (0"R 0, ~ 10,,0R)= k). > 0T,

o a=1 =1 a=1 =1
Zl;gaﬁgﬁ_"' 4 BA ; . 4 4 ; " 4 4 ;
=yE “R 1R @ aby
R_%4R=_R ;;g aof 2 ;;ga[}g K;;g of

N
T= “°T
;;g ob R=Kiig°‘ﬁTaB, R=«xT
L df a=1 B=1
Tpv :Tpv -3 guVT
. _81G R,, =—kT +3g,R=—«T +1g,xT=—«(T, ~1g,T)
o

R, =—«(T,-%9,T) | lub | R, =T

* . - , - - , - - . -3 - ., -
Sktadowe tensora T, maja wymiar gestosci objetosciowej energii Jm™ (wymiar cisnienia).
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e Skalar krzywizny

g 4 4
R=2.2.9"Ry; =
a1 pl
=g"R,,+9"R,, +g"R;+g" R, + R=9¢"R,;+0”R,, +g¥R,;+9"R,, +
+ 921R Tt gzzR 2t 923R23 + 924R 2t + 2glan + 2gl3R13 + 2914R14 +
+931R31+932R32+933R33+g34R34+ +2923R23+2924R24+2934R34
+g41R41+g42R42+943R43+g44R44:
gaB:chx
Ros =R
df af af aof c Ppo B
R=9aBRaB R=9"R_;=9"0,R; =0,R; =R}
RaB:gacRg 4
_ B
g°fg =& R=> R}
-1
df o op ap c BTo B
T=¢"'T,, T=0"T,=0"0,Ty =8,Ty =T
TaB :gacTBG 4
o _ B
g“g,, = 5" T—;Tﬁ

R=«T ,
T=3T 1= .
p=1 ’ R=KZT§
B:
iTﬁzBp—pc2 RZK(3p—pC2) '
B=1

W przypadku, gdy zrédtem pola grawitacyjnego jest pole elektromagnetyczne w prézni bez
tadunkow i pradow:

R=«xT

4 T=0
T=>T}

pB=1
4
37} =0 ©20
p=1
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e Zasada zachowania pedu i energii w postaci mieszanej
Tensor T! nie uwzglednia pedu i energii pola grawitacyjnego, i dlatego lokalne prawo za-
chowania tych wielkosci przyjmuje postac

oo 2T g

ow Jogooax

g=detg,, #0

\/_ mu_\/l_a(\a/—;ru) \/_T“

Vo), =Te(a), +Vomz, = Vo,
(re), =) ()

\/ET(;‘ =~(jj = gestos¢ mieszanego tensora pedu energii

i)
ngu—zlu—rx T=0
X

Ostatnie réwnanie mozna przedstawi¢ w innej formie.

('T';‘+fw“)” =0

fm“ = \/5 t! = gestos¢ pseudotensora pedu energii pola grawitacyjnego, opisujacego
rozktad pedu i energii pola grawitacyjnego
T = \/6 " = gestosc tensora pedu energii zrodet pola grawitacyjnego

e Zasada zachowania pedu i energii w postaci kontrawariantnej
Zasade zachowania pedu i energii przedstawimy teraz w postaci kontrawariantnej.
T =0
o;p

Tctl :ngT)\H
(gou?»T}LH );u :O
T}\“guﬁ\;p +gw7»-r;i\1“ :0

gm}gp = O
gw?»T;i:u =0

g=detg,, #0

)\H _ - - - = 7
T:* =0 Dywergencja kontrawariantnego tensora pedu energii jest rowna zeru.

w_ 1 oaT)
o

+I T =0

73



POLE GRAWITACYJINE — TEORIA EINSTEINA

1 alJgT™)
Jg o oxt

\/aTﬁl ( ™ ) \/_Txu
(ITM) =7 (Jg), +oT2 = JoT"
(ar) W—) (fgT)-0

i

Mo ATKU _
-I-;Fl - +FKHT H_O’ g_detgoo

\/§T"u :'T'Au = gestos¢ kontrawariantnego tensora pedu energii

Powyzsze rdwnania tez sa zapisywane inaczej.

(f“‘ +—Em)’p =0

~, df
t :\/Et“* = gestos¢ pseudotensora pedu energii pola grawitacyjnego

~_ df
™ =\/§TAu = gestos¢ tensora pedu energii zrodet pola grawitacyjnego

e Zasada zachowania pedu i energii w postaci kowariantnej
Prawa zachowania pedu i energii wyrazimy réwniez w postaci kowariantnej.

To,=To, =0
TV =9"'T,
(ngm );H =0
T,90"+9°" T, =0
g, =0
9°'T,,.. =0

detg*™ =0

o =0 Dywergencja kowariantnego tensora pedu energii jest rbwna zeru.

Uwzgledniajac definicje dywergencji kowariantnego tensora, mamy tez

df 8T o o
w:u_axp FMTW FuuTm =0
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¢ Rodwnania pola grawitacyjnego a zasady zachowania pedu i energii
Rozpatrzmy kontrawariantny tensor pedu-energii materii w postaci stosowanej w hydro-
dynamice relatywistycznej dla cieczy nielepkiej
T+ =(pc? +p)VV" +pg.
Z réwnan pola grawitacyjnego
G" = —xT""

wynika, ze znikanie dywergencji tensora krzywizny Einsteina
ierj =0, (u=1,234)
ivr:plikuje znikanie dywergencji tensora pedu-energii materii
iw =0, (u=1,234).

=}

Jest to, jak pokazemy, rownowazne ze spetnieniem zasad zachowania pedu i energii materii.

Zasada zachowania pedu reprezentowana jest przez trzy pierwsze rownania
4

DT =0, (x=123),
p=1
a zasada zachowania energii przez jedno réwnanie

ST =0,
c=1

Ponizej zajmiemy sie réwnaniem bilansu gestosci objetosciowej pedu.
To"=0, (@=1,23), (B=1,234)

T =(pc? +p )V +pg*®

[(pc‘2 +p)\7“‘vB + pg°“3];B =0

g(x[i — S(XB
0
[ ];s—>[ ],B Zﬁ[ ]
< a —2 SasB of
p=1
x* =ict
vis qu H
V=7 o =", (u:l,2,3,4)
(pc’2 + p)V“ = przestrzenne sktadowe gestosci objetosciowej pedu
P =pc’+p
3.5 om0 Rdownania bilansu gestosci objetosciowej
Za - (P*YZV“VK)JF P +a(p*Y2V“)= 0 pedu cieczy nielepkiej
w2 X X (00=1,2,3)
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3 Réwnania bilansu sktado-
a * 20,00 K ap 8 * o * o

ZaxK (P YVvv )+_ax°‘ +YE(P W )+ p Vv A =0 wych przestrzennych czte-

r=l rowektora gestosci objeto-

sciowej pedu (o =1,2,3)

I[T*"=pv*Vv* +8“p = nierelatywistyczny tensor pedu
pv* = skladowe wektora gestosci objetosciowej pedu nierelatywistycznego

3 8 oK
Q( pv“): - — Nierelatywistyczne réwnanie bilansu gestosci objetosciowej pedu
ot OX

k=1

Zajmiemy si¢ teraz rdwnaniem bilansu gestosci objetosciowej energii.

T =0, (0=1,2,34)
T40': p*’\“/4VG +g40'p

[p*vn,vc +g40-p:|;0' -0

946—)840
0 op
. = , —=0
o] -2l @
u
V”:yd(;(t =w*, (u=1,2,34), x‘=ict, v'=ic

0 * 25 : 0 * 28 M
— ic)J=->) — icv
o/. . . 5.0 (. .. Réwnanie bilansu sk_iadowej czasowej
Y a(P yic)=—p Y'C%—Zy(p Yiiev*) czterowektora gestosci pedu jest utozsa-
M= miane z réwnaniem bilansu gestosci ob-
jetosciowej energii catkowitej [zobacz
y—>1 uwagi na stronie 59].

% = _Zﬁ_iﬁ( pVB) Nierelatywistyczne rownanie bilansu masy (gestosci)
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e Rodwnania ruchu w plaskiej czasoprzestrzeni

Wskutek przyspieszonego ruchu badanego uktadu wzgledem inercjalnego uktadu odnie-
sienia w ptaskiej czasoprzestrzeni Minkowskiego bez pola grawitacyjnego zmienia si¢ jej me-
tryka. Po wyznaczeniu tensora metrycznego w uktadzie nieinercjalnym mozemy zapisac row-
nania ruchu

o d*x* _ dx* dx"
_=a°‘:(sgndsz)cz( * e & XJ, ds® =g, dx"dx".

m ds’  "ds ds
| F* = sktadowe sity wypadkowej, z pominieciem sit bezwtadnosciowych
iner OX . OXP . . N
Ouv =90p ax—'”fa—'”e’ = tensor metryczny w nieinercjalnym uktadzie odniesienia
X
Xine = WspOtrzedne czastki wzglgdem inercjalnego uktadu odniesienia
g‘;‘;’ = tensor metryczny w inercjalnym uktadzie odniesienia

Oznacza to, ze swobodny ruch punktu materialnego w uktadzie nieinercjalnym w ptaskiej
czasoprzestrzeni Minkowskiego bez pola grawitacyjnego, na ktory dziataja tylko sity bez-
wiadnosci, jest opisywany rownaniami

d®x* ., dx* dx”
—+ v

ds* " ds ds

=0, ds’=g,dx"dx".

UWAGA
Ptaska czasoprzestrzen w wyniku ruchu uktadu odniesienia nie stanie si¢ zakrzywiona. Do-
wolnie skomplikowanej metryce wskutek ruchu uktadu w czasoprzestrzeni bez pola grawita-

cyjnego zawsze odpowiada tensor krzywizny R?, ze wszystkimi sktadowymi rownymi zeru.

e Rownania ruchu w zakrzywionej czasoprzestrzeni
Przyspieszenie relatywistyczne czastki w danym punkcie zakrzywionej czasoprzestrzeni
rowniez opisywane jest rownaniami

= df d?x® dx* dx"
— =3%=(sgn ds?)c? +T° — |, ds?’=g dx“dx".
m ( g ) [ ds® " ds ds] Guv

F* = sktadowe sity wypadkowej, z pominigciem sit ,,grawitacyjnych” i ,,bezwtadnoscio-
wych”

g,, = tensor metryczny zakrzywionej czasoprzestrzeni, sktadowe tego tensora sa rozwig-
zaniami réwnan pola

Oznacza to, ze swobodny ruch czastki w zakrzywionej czasoprzestrzeni, na ktorg dziataja
tylko sity ,,bezwtadnosci” i ,,grawitacyjne”, jest opisywany réwnaniami
d’x* . dx* dx"
I
ds ds ds
Sa to réwnania rozniczkowe linii geodezyjnej (geodetyki). Swobodne czastki poruszaja sie po
torach, ktorym w zakrzywionej czasoprzestrzeni odpowiadaja linie geodezyjne.

=0, ds*=g,dx"dx".

UWAGA
Co najmniej jedna sktadowa tensora krzywizny R, , odpowiadajacego tensorowi metryczne-

mu g,, zakrzywionej czasoprzestrzeni, jest rozna od zera.
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2 PRZYBLIZONE ROZWIAZANIE DE SITTERA-EINSTEINA

e Tensor krzywizny stabego pola grawitacyjnego

:iigwdx“dx"

a=1l o=1

gao‘ :6a0 +Y(xc’ YQG

:yw(xl,xz,xs,x“)

9 Y912 G913 Ou
g, — 920 O22 Y23 Gos|_
Os:1 U2 O3 Oa4
941 942 943 Yua
1 0 0O Yii Y2 Yz Via
_ 0100 N Yoo Va2 Y2z Yoa
0 010 Yar Y32 T3z 7Yaa
0 001 Yar Va2 Yaz Vas
Zalozenia upraszczajace:
Vo] <<1, ay—“v" <<1 ﬂ‘“‘v <
OX OX*"ox

aYVG

RRICH
[c]_z[axv +

oxM

4
- So -5 T

.
oX°

ox*

6’}’\,5 _ ayl-lv
OX

[”V] L [ag“" + agvc _ agw}
ox’ ox" ox°
l—tlxv — Zg(xc[iv]
ore, are,
RHV = Z( ax 6):1 ]
4 4
+ 22 {Tr - T
4 82
O=
;‘ OX*ox*
3 82
A=
2o
4 8Yp ) 4
—EY =0 =0
Z;, por Z;,v
1& %,
HV:E a otai((x :%A’YHV

Stacjonarna metryka:y,, = yw(xl X2, x3),
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ayuv

ox*

[uot]:i ayua_'_aYua_aYH“ =£8Yaa
“120 ox* ox* ox* 2 ox"
[HV]ZE aYHOL + 6Yvot _ aYHV
420 ox¥ ox* ox*
_li a YHV li azyﬁla _ 82yl—l‘1 _ azyva
255 ox*ox* 247\ oxMox?  oxVox*  oxMox“
4 2 62 2
— Z 8 YQG _ YHG _ a YVG :O
|\ oxMox’  oxVox*  oxMox“
_1 L0 _
2 2 oxraxe 2

=0
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¢ ROwnania stacjonarnego stabego pola grawitacyjnego

R, =-«T, Zalozenia upraszczajace
' . Stabe pole:
—l C a ’Yl‘lv 62
2 oo OX*ox” |Yac| <<1, G <<, T Vao | g
ox” ox"ox”

T v=T,=30,,
T, =7°PV,V, Stacjonarna metryka:
T:iig“BT Yoo = Vi, X2, %°) I

o=l p=L oP Y SR tooxt
v, =IC . .

Stacjonarny rozktad masy (gestosci):

e = St Yo = (xl x? x3) 6_p =0
g44 :644+Y44 pP=p\X ,X, ) o

44 44 _ ,}
gpvg44 ~ 6pv?4 - Spv — (1_ VZC—Z) -1
0,9 =8,0 =1 V,=V,=V,=0, v,=IC
5, =0"" T,, =—C’p, pozostate sktadowe sg réwne zeru

3 52%
Ay = A
Tuv ;axaaxa =£i Gzyw _ Y
2 &= ox*ox* Y
Sktadowe tensora T,
maja wymiar gestosci o g
objetosciowej energii T= ;;g Top =
Jm~® (wymiar cisnie-
nia). T =T, -1g,T=
Guvr Vv SHV sq liczba- - TH __guvg44T44 ~ Tu 2 8uvT = Tuv +%C295uv
mi bez miana.
2

T:4 Tu 2944T To— 2944944T44 %T :—%Cp

p 00 O
« 0 0 O
T, = Leg? P
M2 10 0 p O
0 00 -p
Ay, =—2kT,
Rozwigzaniami tych rdwnan sa
c® ¢ pdV c? ¢ pdV
Yaa =~ _[_1 Vi1 =VY22 =V33 = Y44 = I_’
pozostate v, sa rowne zeru. W odlegtosci r > r, poza obszaren zrodtowej masy M = J. pdV
_ _ o K C? M
Vi1 = Y22 = V33 Yaq dn 1
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Tylko jedno z tych réwnan

Ay, =x c’p

ma postac¢ rownania Poissona

Ap=4nGp.

(PZ—GJ‘pd—V (P:%CZVM

STEG

2¢ 2G (pdV
Yaa =" = __zj‘_

Stacjonarne stabe pole grawitacyjne jest skutkiem wptywu stacjonarnego rozktadu masy na
metryke czasoprzestrzeni.

(ds)’ =g, dx"dx"
gpv = Spv + ’va
Y11 =Y220=Y33= Vs

_ 2G pdV
y44__c_2 T
1-vy, O 0 0 | [1-2c% 0 0 0
| 0 1-v, 0 0 B 0 1-2¢%p 0 0
S 0 1-v, 0 | | o 0  1-2c% 0
0 0 0 1+vy,] 0 0 0 1+2c%p
- Y44)[(dx) (ax?f o+ (0xf [+ (e v, (0

(H jpdvj[ (@ + (@ f + (o |+ (1__ ;pdvj o ]
(1 ;Pde (@ F + (0 + (@x F ]+ (1__jpdvj i
(ds) :(1+2c—zq,)[(dxl) 4 (ax2f + (P ] 0202 (axe

Potencjat grawitacyjnyjest tensorem o niezerowych sktadowych diagonalnych.
df
P11 :%CZYM C Yas = (911 ): -
df
2 1
Py =3CY, = C Y4a=73C (922_1)=_(P
df (‘ppv Z%CZ’YHV Z%Cz(gpv_suv)
2 2
P33 =3CY33 = C Yaa =7C (933_1):_@
df
Pys :%CZYM = +%CZY44 =3 C2(911 _1) =+0

-¢ 0 0 O . 0 0 0 0, -1 0 0 0
0. - 0 -9 0 O _ 1 0 vy, 0 O _ 1 0 g9,-1 O 0

0 0 -9 O 0 0 vy, O 0 0 0,-1 O

0 0 0 o 0O 0 0 vy, 0 0 0 94 —1

W teorii grawitacji Newtona wykorzystuje sie tylko sktadowa o,, =4c?y,,=1c (944—1).
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¢ RoOwnania ruchu w przypadku stabego stacjonarnego pola grawitacyjnego
Zatozymy za Einsteinem, ze ruch swobodnego punktu materialnego jest opisywany réwna-

niami

d’x*  _, dx* dx”
2 + ap

ds ds ds

ds® =g, dx"dx".

Sa to rownania rézniczkowe linii geodezyjnej (geodetyki).

d?x* dx* dx®

2 +Fotlﬁ -
ds ds ds
ds® =g, dx"dx"
gpv = 8;,1.\/ +va
‘yw <<1

x* =ict

de =

v<<c

dx* dx*

T <<= =1

dx dx

dx? dx*

dx*|  dx*

dx? dx*

dx* dx*

-]

[aﬁ]_ g éwau _ Map
ox* axB ox*

8Y4u

ox*

v

~0

—=2,073-10 43
c kg-m
W teorii Newtona:
P=0Qyy = %C2Y44
d’x* _ op
a2 ox*

_8nG _ s?

d52 = (Suv +'Yuv)dxl1dxv ~ dX(“)Z _
= dx* (1 vic?)~ dx®
ds® ~ dx
ds ~ dx*
2un @ b
d X2 +F:B dX4 dx4 =
dx® dx* dx
dZX}/L u dX4 dX4

dx@? *dx* dx* =0
d’x*
o >+1,,=0

ox*  oxP ox*

' ~ [8\(% 6Y4u _ aYM]
2

4 ox*  ox*  ox*

6Y4: ~ O
OX

N M

=

d*x* ~ a(%’YM) lub d’x" z_@(%CZyM)
dx@?  ox* dt? ox*

rt ~8 uB] [aB] 1(8\% aYau ayaﬁj

d’x* _ 0o _

i ot ?i‘:f =C’I’}, = natezenie pola grawi-
tacyjnego, przyspleszenle grawitacyjne
©=¢,, =1c%,, =1c*(g,,—1) = potencjat pola grawita-
cyjnego

1w

e dt?
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e Woplyw potencjalu grawitacyjnego na odleglosé przestrzenng dwaéch zdarzen
W uktadzie wspoétrzednych kartezjanskich w obszarze bez pola grawitacyjnego:

(dso)2 = (dxl)2 +(dx2)2 +(dx3)2 +(dx4)2,

w obecnosci pola grawitacyjnego:

(ds)? :(1+ 2?:/') [(dxl)2 +(dx2)2 +(dx3)2]+( ZGZMJ(dx“)Z, (p:—G—M.

cr r
Poréwnujac przyrosty wspétrzednych przestrzennych bez pola i w polu, otrzymamy

(oxt f + ax2 )+ ax°) < (1+ 2;?”) [ + 02 + ax°Y ]
Jl+a=l+la, bo (1+iaf =1+a+la’=1+a, a-=
Joxt ¥ oo +ox < [ f“fj Jaxtf + @) + @y

Oznaczmy przez dL, i dL fizyczne (prawdziwe) odlegtosci przestrzenne dwoch zdarzen od-
powiednio bez pola i w polu:

dL, = (0§ + (ax? f + (o)
o= e 2 o T+ o) = [1- 22, ﬁd[ M,

dL, < dL

2GM

c’r

Potencjat grawitacyjny ¢ ma wptyw na fizyczng odlegtos¢ przestrzenng dwdch zdarzen zacho-

dzacych w polu grawitacyjnym. W silniejszym polu grawitacyjnym fizyczna odlegtos¢ przes-

trzenna staje sie wieksza.

e Woplyw potencjalu grawitacyjnego na odstep czasu miedzy dwoma zdarzeniami
Poréwnujac przyrosty wspétrzednych czasowych bez pola i w polu, otrzymamy

(dx4)2:_czdtz<(1_26Mj(dx) ( ZﬁMjczdtz, o-—M

cr cr r
dt? >(1— ZGdet
cr

Jl-a=l-la bo (1-iaf =1-a+ia’=1-a, a = 2CM

cr
dt>‘/1 ZGIv'dt—( GIVIJdt
cr cr

Oznaczmy przez dt, i dt fizyczne (prawdziwe) odstepy czasu migdzy dwoma zdarzeniami od-
powiednio bez pola i w polu:

dr, =dt, dr=_[1- 2GMdt_(l——jdt d—1/1+2(pdt—1/1 |(P dt
c’r

dr, >drt

Potencjat grawitacyjny ¢ ma wplyw na fizyczny odstep czasu miedzy dwoma zdarzeniami za-
chodzacymi w polu grawitacyjnym. W silniejszym polu grawitacyjnym fizyczny odstep czasu
miedzy dwoma zdarzeniami staje si¢ mniejszy.
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e Przesuniecie linii spektralnych w polu grawitacyjnym
Zbadamy wptyw potencjatu pola grawitacyjnego na czestotliwos$¢ swiatta. Niech punkty
emisji i obserwacji swiatta (fotonu) beda réznymi punktami w czasoprzestrzeni.

Ven _ AT
Vob drem
2 2| @,
Aty = |1+ o0 gt = \[1— | 0 it
C C
2 2| Qgp
= 14+ ZPem g — 1 | L it
Cc C

2‘ (Pob ‘ (Pob ‘ ‘
Vem B 2 (pob (Pem
= c = ((Pem (Pob )
Vob 2 (pem (Pem
1- o 1- o
| ode T, dt,, = rozniczka czasu fizycznego (prawdziwego) odpowiednio w punkcie emisji

i W punkcie obserwacji
dt = nie przeskalowana rézniczka czasu
Venr Voo = Czestotliwos¢ swiatta odpowiednio w punkcie emisji i w punkcie obserwacji

em !
Qun» @, = Ppotencjat pola grawitacyjnego odpowiednio w punkcie emisji i w punkcie
obserwacji swiatta (fotonu)
GM
r

Czestotliwos¢ swiatta wedrujacego w czasoprzetrzeni jest tym wieksza, im wigksza jest
bezwzglgdna wartos¢ potencjatu grawitacyjnego. Swiatto oddalajace si¢ od emitera, wcho-
dzac w obszar stabszego pola zmniejsza swoja czestotliwosé, a wchodzac w obszar silniej-
szego pola zwigksza swoja czestotliwosc.

Miara przesunigcia grawitacyjnego linii spektralnych jest wielkos¢

aif vy —v v 1 1 GM GM
Z — em ob —_eéem _1 ~ _ - = _ -+ _
G Vob Vob CZ ( (Pem (Pob ) C2 ((Pob (Pem) CZ( r r+ Lj
zszi% 1L;gdy L<<r,to zG=i$
1+ ¢
r

L = odlegtos¢ migdzy punktami emisji i obserwacji

g = przyspieszenie grawitacyjne w odlegtosci r od centrum

+ plus, gdy punkt emisji byt blizej centrum niz punkt obserwacji
minus, gdy punkt emisji byt dalej od centrum niz punkt obserwacji

Ostatnig relacje potwierdzili doswiadczalnie Pound i Rebka w 1960, wykorzystujac zjawi-
ska Mossbauera i Dopplera. Emiterem promieniowania gamma (hv =14,4keV) byt *'Co,

a absorberem *’Fe. Emiter i absorber byly umieszczane na przemian, raz pierwszy na dole,
a drugi na gorze i odwrotnie. Grawitacyjne przesunigcie byto niwelowane przesunigciem
dopplerowskim.
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3 DOKLADNE ROZWIAZANIE SCHWARZSCHILDA

e Prozniowe (zewnetrzne) rozwiazanie Schwarzschilda
Do opisu ptaskiej przestrzeni Minkowskiego uzywa si¢ miedzy innymi ortogonalnego uk-
tadu wspétrzednych sferycznych.

z X =rsindcose | xt=r 1 0 0 o
y =rsin0sing x2 =0 0 r2 0 0
oV iZC;riC:tSe xizp | |0 0 risin® 0
> x* =ict 0 0 0 1
¢ y
X ds? = dr? +r2d®? + r? sin® 6de? + d(ict }

Czwartej osi nie zaznaczono ds” =d(x" J + (< J (e J + (< f sin (e f + (o )

Stacjonarne sferycznie symetryczne pole grawitacyjne, ktérego zrodtem jest masa roz-
mieszczona wokaét srodka uktadu wspétrzednych z zachowaniem sferycznej symetrii, jest
skutkiem zmiany metryki czasoprzestrzeni. Postulujemy, ze w odpowiednio duzej odlegtosci
od zrodta metryka pustej czasoprzestrzeni bedzie miata postac:

ds® =e"dr? +r?de® +r?sin? 6de? +e"d(ict }
ds? =e”(dx* ) +(x ' (dx? )’ + (x* f sin? x2(dx® J +e" (dx* f

ds® =g, dx“dx”

A

& 0 0 0 =t
oo 0 o 0, = ('] =12
““ 10 0 r’sin®’6 0 0 = (x* ) sin?x? =r?sin 0
0 O 0 e’ g —g¥
44 —
Pozostate g,, sarowne zeru.
_ a+B A af _
9%_( l)gA gl=e”
22 1Y)2 -2
. g =(x' )" =1
(_1) =1 ) =0 Z(gaa) g33=(xl)—25in_2 XZ :r_zsin_ge
AOLOL — g(gll(l)
g44 :e—v
9 =0119,,933944

Pozostate g** sa réwne zeru.
Zatozenie stacjonarnosci i sferycznej symetrii implikuje odpowiednio

og*P
ox*

agmB _
ox*

r=a(x)=nr), v=v(x')=v(r).

=0, g“ﬁzg“"(xl,xz,xe’) oraz

0, g =gaﬁ(xl,x2,x3),
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11 11] 1 116911 1 87\'
ot 2axt

0 10
F212=911[212]= 911(& 92,

ox: 2 oxt J

0 18
l—gs g11[33] gll( Q31 1 0035

I,=9

1 llagzz efk 1

1 11 a933

=—e*x'sin? x?
ox® 28x

Fi4 :gll[4l4]= 911(% ; 5@()}(44] 1 11 8g44 l 1 ﬁ

rlzzzrzzl:gzz 122]:%922 5922 Xl)

F323=922[323]: 922(8932 1 a933] 1 22 8933 —sin x2 cos X2

ox® 2 ox?
F133: Fgl =933[l;]=%933 29313 _ (Xl)

13-, =g°[7 ]2 ¢ B2

v =ctgx®
X

oxt 2ox
Pozostate I';; sa rowne zeru.

rli r:l g44 14] 1 44&]44_}&

arlzz n arlss i arlt

R11 = ox 1 axl 5‘X1 + Flzzrlzz + F133F133 + Flirli - Fll 1F122 - Fll 1F133 - Fll 1F1i1
1 9 +1(avj2_1 oL ov 1 o
Ho2oxtoxt  4loxt)  4oxt oxt xtoxt
ors, or;
22~ 8X223 aXzz + FS F rzlzrlzz - rzlzrlll a 1ﬂ2121ﬂ133 -I 2121—‘14;
1 1
R,, =-1+e™ 1——x18—}”1+—xlﬁ1
oxX: 2 oX
ors, or?

R33 =——3_ 33 r§3r133 + F33F233 r;srlll 1-3131-122 r;3rli1

ox*
. 1 1 .
R, =sin®x’| —1+e™"|1- x1ﬂ+—x1 v =R,,sin’x*
2 oxt 2 oxt
arj4 T ) DY ) D B R B
X 4414 44+11 4412 4413

V{l o>v 1 0n ov 1(&)2 1&}
Ru=€"">—-———+>| = | +

R44 =

20ox'oxt 4 oxt oxt 4l oxt xt ox*

Pozostate sktadowe tensora R, sa rdwne zeru.
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Réwnania pola grawitacyjnego w pustej przestrzeni po za obszarem zrddiowej masy, ze
wzgleduna T, =0, redukuja sigdo R, =0.

1 0% 1(ovY 16n ov 1 or
Ru=0 & S+ 7| ~ ot aul i A 0
20x0ox 4\ ox 40X OX° X OX
R..=0
2 = —1+e“( _}X15_7»1+3X1ﬂ1j:0
R;;=0 2 ox° 2 oX
1 8 1onov 1(ovY 1 ov
R44_0 L A A~ o ~1 A1 +— ~1 —1—120
2 ox'oxt 4 oxtoxt 4\ ox X OX

Odejmujac stronami od trzeciego réwnania pierwsze rownanie, otrzymujemy

1av+1ax 0 - ﬂl+a_7vl:0 — v=-A+b, b=const.
xtoxt xtoxt OX~ OX

Podstawiajac ten wynik do drugiego réwnania, mamy

1M\
—l+e‘”(l xt 6%) 0 < oxe -

a
-1 = e’=1+—, e =——, a=const,
aX OX X 1+T

_ _ a
o' — b _ b xzeb(lJr_l),
X

zat A a
b=0 = e =e"=1+—.
X

Po uwzglednieniu powyzszej relacji, kwadrat elementu liniowego przyjmuje posta¢

ds’ :(H%T(dxl)z A FloT o Fsnt o o102 Jox.

a
944 _1‘*‘7
Oue =1+ 74 ¢ = potencjat grawitacyjny .
) 2GM M = masa rozmieszczona symetrycznie wokot
?=2C"7a S srodka  ukladu wspotrzednych wewnatrz sfery
__GM 0 promieniu r,
r
XS =r>>r,

Ostatecznie podstawowa rozniczkowa forma kwadratowa pustej (swobodnej) czasoprzestrzeni
Schwarzschilda dana jest przez

ds’ (1— i?xhl/lj (axt F + (0t f(ax? f + (x* F sin? x2(dx® f +(1—@j(dx“)z

cX
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e RoOwnanie orbity
Poszukamy geodetyki lezacej w hiperplaszczyznie x*=0=1in (dx*=0, (dxz)2 =0)
z metryka

ds” (1_ 2‘3“1”]'1(dx1 Pt Pl +(1 Zf“fJ(dx4)2.

C°X C°X
1 87»
Flll_ Fﬁt— F:l 25X
X2 = %TE r212 :rsls =—e X!
sinx?=1} = 1“j4=le‘2”a—kl
2 OX
vV==A
rlzzzrzzlzrlaazrslz
Pozostate I';; =0.
A2, L, okt dx! dx L fdX 2+r1 dx® 2+r1 dx’ 2_0
ds2  “* ds ds ds2 ' ds ¥ ds “lds )
x? = 0=0
dx? = 2,,3 1 qy3
—:O _dX2 + Flssdidiz
ds ds ds ds
d*x? 0 d’x* ., dx'dx’
2 2 T 14 =0
ds ds ds ds
At 1 an (dxtY ) 1 ax dx*
—+——| — —eM N = | 42 —O
ds 20x | ds ds 2 ds
2,3 2,3 3
dX2+2dX dx® 0 = (Xl)zdx 21dX dx® 0 = i(xl)ZdizO
ds x' ds ds ds® ds ds ds ds
2 2,4 4
dt_adidd o ad adddd o d ol
ds ox  ds ds ds oxt ds ds ds ds
d|/ ,pdx® > dx
-~ —~Z 1=0 A
o0 = ber
4
i _xdi =0 e’xdi B
ds ds ds
A, B = state zwigzane z dang geodetyka
1 -\
x:x( ) dlatego d—x:a—%ldi oraz de =" 67; ax’
ds ox ds ds ox - ds
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n
Obliczymy kwadrat skalarny wektora d;( stycznego do geodetyki.
S
N 2GM Gy =€
e'=e"=1-—— 1P
c°X 92, =(X )
X =3m Oas = (xl)2 sin®x* = (xl)2
2,2 v ~
sin“x“ =1 g, =e" =e”
d—XZ:O dx* dx* dx* dx® 4\
. Rt R R F R
i’ B 52 s s s S
. 2 1 2
ds (Xl) (dxj _ _A?1Det_ B e
dx* N ds (xl)
ds =Ae Ostatnie réwnanie dzielimy stronami przez
2
x'=r e dx® ) .
X —— | =B“, otrzymujac
et 1 2GM ( ) ( ds j ymuja
c’r N2 )
or ! (d—J __ A D 1
G:F (X1)4 dX3 BZ 82 (Xl)z
X =0 A(dr)_(dt)__A’ D _26MD1_1 26M1
1(drj2_[d§j2 r*\ do do B2 B> c¢B>r r* ¢ r
rlde) \do do)'__A* D 2GMD__, 26M
E:_G';/'RZ do B2 B? (’B? c2
P ¢ B Réwnanie to rézniczkujemy obustronnie wzgledem ¢
3GM
o= d (dcjz d[ A’ D 2GMD , 2GM 3J
C 0] Tl TRz TRt gz ©°C t— =2 ©
Dla Stonca dp\dp) de\ B* B B c
o~ 4,44.10°m do d’c 2GMDdoc do 6GM ,dc
— = ——20——+——-6"—
do do c°B° do dp ¢ do

a nastepnie dzielimy obustronnie przez

2d—0, otrzymujac
do

d%c GM D 3GM

(0] c” B c

2

j—f =~ _o+aoc’ Réwnanie orbity
¢ p

e Obrdét orbity
Zauwazmy, ze otrzymane roéwnanie orbity w stacjonarnym centralnie symetrycznym polu

grawitacyjnym rézni sie od analogicznego réwnania w teorii Newtona cztonem a.c®. Poszu-
kamy rozwiazania tego rownania w postaci ¢ =c,+o,, gdzie o,=p(l+ecose) jest rozwia-
zaniem newtonowskim, a o, poprawka wynikajaca z ogolnej teorii wzglednosci odpowie-
dzialng za obrot orbity.
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ds, —1—0 = © —1+Ecos
do> p T
dZG 2
— =——0+00 = O0=0,+0;
do” p
2 d? d? d? 1 d? 1 1
d c:: (GO—:GI) — 620 —+ (521 =__GO+—(521 =——G+a62 =——GO_Gl +a(60+01)2
do do do do p do p p
d’c
] L =—c, +afc,+0, )
¢
—d261+c 298 osg+| 0o? + 2% 6, + 2% cos - Jroc—ezcos2 + 2
d(p2 1 pz ¢ 1 0 1 0 ¢-0; 5 ) p2
Czton 2aep*cos¢ odpowiada za obrét orbity, dajac do o, nieokresowy wkiad.

2
d°o,

d(p2

208 oe .
+Gl=?COS(P = 01:?([33"1([)

1l e oe . 1l e o .
G:GO+G]‘=_+ECOS(P+F(PSIn(p:B+B COS(p-f‘B(PSln(P

€oS @ — A@Sin ¢ ~ cos(p + Ag)
o

Ap=——0¢
p

1l e [ o )_l e K ocj }
G~—+—C0Sf p——¢ |=—+—cos||1-— |o
P p p PP p

Obliczmy kat &g , 0 ktdry obraca si¢ orbita w jej ptaszczyznie w czasie jednego obiegu.

1 +ECOS|:(1—2)([)+ 27:} _1 +ECOSH1—2J(@+ 21+ &p)}
p p p p p p

(1—3Jq>+ 2 = (1—%j(<p+ 21+ 5¢)

p
2
&PZZTEOL 1 lzZna(:ng:Zn(g_F%J
p 1-oap p P PP
3GM D muc® c? c?
o=— - = = =
c B2 L* GM(l+e)r,, GM(l-e)r,,
-, S-S o 367 M 36 M 36 M
p ¢ B P L p ¢* L ¢® (@+e)r, ¢ (-e)r,,
Mm 2
p= , L=prie
M-+m 5o~ 6 M __61G M
p=(L+ €)1y =(1-€)1r, ¢ e, ¢ -on.
p=(1-e?)a
Max — Vi 6nG M
e= ~ :
Nax + Tin &P c? (1—62)8
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e Zakrzywienie toru promieni swietlnych w polu grawitacyjnym
Réwnanie orbity dla promienia swietlnego (m=0), ze wzgledu na
znikanie cztonu 1/p, redukuje si¢ do

d’c ) 1 3GM 3 2GM
2=—G+OLG, o =—, o= =—
do r c
Rdwnanie to rozwigzemy metoda kolejnych przyblizen.

2 4 s s = 2
2 c r

f
Pierwsze przyblizenie —
2 R X
d 020 =-c, = GO:m lub r, :i, o<l
do R CoS @ 2 2
Rozwigzaniem jest rOwnanie prostej we wspotrzednych biegunowych.
R jest odlegtoscia prostej od bieguna. P rosta
Drugie przyblizenie
d’c )
— =—0+006" = O0=0;+0;
do
2 d2 d2 dZ dZ
d czs: (o 42—01): 020 + 621 =—0,+ 621 =—c+ac’ =—(o,+0,)+a(o, +0,)
de de do®  do
d’c, 2 _ o 42 » _0cos’ ¢ [2acose 2
d—2+61_a(60+61) = 00} +20.040, +00] = ——5—+| —_— 0, +00]
¢
—d201+c _acoste = 0, =— +—sin?
de> ' R? 1T5R? Tar? Y
3R?
cosp o o . 200
=—-=0,+0, = + + sin lub r=
CTyTOTT TR TRz TRz P 3R 1
1+| ———>-C0S® |COSQ
2a 2
Asymptoty krzywej opisanej powyzszym rownaniem otrzymamy podstawiajac c=0.
cosp=—— L sin2g
3R 3R %A(p
(p:E+1A(p |
2 2 .
" Zrodto pola
sin“p=1 ; ;
grawitacyjnego .
i _ T
oS E+1A(p __ 20 0 masie M ¢ =T +540
2 2 3R \
sin 1Aq):z—OL ‘/—\
2 3R ®
1 20
2 3R N——"
Ag
o do_ 4CM
3R ¢°R
Promien $wietlny porusza 1
sie po krzywej, ktorej 240
asymptoty tworza kat A¢. R
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e Metryka Schwarzschilda jako metryka zakrzywionej czasoprzestrzeni

Przestrzen n-wymiarowg nazywamy zakrzywiong, jezeli nie istnieje ortonormalny uktad
wspotrzednych wzglgdem ktdrego rézniczka odlegtosci ds migedzy kazdymi dwoma blisko po-
tozonymi punktami spetnia zaleznos¢

(ds)’ = Z(dx“)2 :
n=l

Innymi stowy, przestrzen jest plaska wtedy i tylko wtedy, gdy tensor metryczny g,,

w kazdym punkcie tej przestrzeni mozna przeksztatci¢ w tensor
1 000

o O O
o O -
o O
= O O

przy pomocy ciagtej transformacji wspoétrzednych.
Przestrzen jest ptaska wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie sktadowe mieszanego tensora
krzywizny Grossmanna sa rowne zeru
R, =0.
Miarg krzywizny przestrzeni zdarzen (czasoprzestrzeni) jest przyrost wspoétrzednej kon-
trawariantnej wektora zwigzany z przesunigciem rownolegtym wzdtuz zamknigtego konturu.

Przestrzen jest zakrzywiona, jezeli co najmniej jedna sktadowa tensora krzywizny R:,,
jest rozna od zera.

Aby znalez¢ rézne od zera sktadowe mieszanego tensora krzywizny, odpowiadajacego
metryce Schwarzschilda

-1
o ot ooy 228

potrzebne beda sktadowe kowariantnego tensora metrycznego i jego wyznacznik, sktadowe
kontrawariantnego tensora metrycznego i ostatecznie symbole Christoffela drugiego rodzaju
i ich pochodne.

]

I ) r
grr:gll:(l_fj , gee:gzzzl’21 gw=g33=r25m29, 0,40 2944:1_TS
0=01192,953944 = r*sin’o

-1
g“=91‘1=1—r75, 9% =0p=r", 9¥=gu=r"sin?0, g““=92§=( ——j

1 ,,0 1 7o 1 ,,0 r
e I L SRt e

or 2 r r 2 or r
F;s=—%911%=—(1—%j~rsin26, FL:—%gll%:_%(l_rTSjrr_sz
F122=F221=%922% % F323=—%922%=—sin6cose
Fézfi—%g”%_%, F;3:F332:%933%=Ct96
nt:r:l%g“%:g(l_%y%
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1 _ 1 1 1
oy, _ rs(2r r2s , oLy, -1, %z_ginze, aL_ 2(1——jrsm 0coso
o 2(r—ry)’r? or or 00 r
1 2 2 3
s :rsr*3—§r2r*4, %:—%, —ar33:sin29—cosze, %:—%
or 2 or r 00 or r
ory, __ _ —(1+ctg2 9) Yy, __ I‘S(ZI’ - rs)
o0  sin’® oo 2(r—rg)r?

Dysponujac odpowiednimi ,,potproduktami”, mozemy wyznaczy¢ rozne od zera sktadowe
mieszanego tensora krzywizny
ory, ol

o _ [3\’ o o o 7o
Rsuv_ o 6XV -, + T, -

or, ir,
Rl — 22 _1—\1 rZ +l—~ll—\l —_—s
212 ar 22+ 21 11" 22 2 r

1r,

ors. .
O LA N DS ) —E—Ssm2 0
r

313 T

or; 2 GM
RJA‘llA 8:4 F44F41+F11F44 = I’ r r2r4 r%[l—TJ:E(l—T] r2

al—1122

-1

1 r I
R? T2t +rar2==-|1-=| =
112 — 12 1l 21412 — 2 r r‘3
, Oy

323

-1
1 r I
R42124=F122Fi4:_§(1_78j r_s3

T, + T = sin2 0

o’ 1, tr
R} . =—B_rri+riri=-{1-5| =
113 — ar sl tlgls= 2 r 3
or? r
Rgzs = 8_923 —F133F212 + 1—‘3‘321—‘233 =—=
-1
1 r I
RS, =TI, =—>|1-5| =
434 131 44 2 r [
ot I )’
Rf14 3? 1—‘141—‘11 + l—‘411—‘14 r4 (1_?Sj

| P
R334 = _Fltr313 = %_ssmz 0
r

Czasoprzestrzen Schwarzschilda jest zakrzywiona, poniewaz powyzsze sktadowe miesza-
nego tensora krzywizny sg rézne od zera.

UWAGA

Ze wzgledu na pozorne osobliwosci na biegunach sferycznego uktadu wspotrzednych nalezy
zatozy¢,ze 60 | 0=m.

r=rg = Ria=0, Ri,=-Ri,= R313 R234_°O RfM:oo

Przy r dazacym do nieskonczonosci wszystkie rozne od zera sktadowe daza do zera.
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Promien Schwarzschilda i czarne dziury

o5 =125 (o o o s 1258 Yo'}
x'=r, x*=0, xX’=¢, x'=ict
-1
ds® = (1— ZGZMJ dr? +r?do’ +rsin” 0 d¢’ —cz(l— ZGQ_det2
cr cr

metryka Schwarzschilda staje si¢ osobliwa (nieokreslona), ds® = +oo.

Dlar=0ir=—;
C
Promieniem Schwarzschilda nazywany jest promien

_2GM @:1,5-10-27%

i
¢t c g

Czarna dziura jest obiekt o promieniu mniejszym od promienia Schwarzschilda, czyli

obszar ograniczony powierzchnig, nazywang horyzontem zdarzen, z ktérej predkos¢ ucieczki
jest rowna maksymalnej wartosci predkosci rozchodzenia sie sygnatow c. Zeby Ziemia byta

czarng dziurg musiataby mie¢ promien rowny okoto 9 mm.

M r I s
p
Proton 1,67-107%"kg 2,47-10'm
Ziemia 6-10*'kg 6,4-10°m 9.10°m 15-107°
Stonce 2-10%%kg 7-10°m 3-10°m 43.10°
Czarna dziura >1

Minimalna §rednia gestos¢ czarnej dziury

[ J
LM 3M % 1
Vv Prn =4 7r? " 32160 M2
V:gnrs3 . 5
3c kg
L _073.100 %9
ry = Zfz'\" 321G’ m’

mase posiada 5-10° Stonc.
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e Radialne przyspieszenie grawitacyjne swobodnego spadku odpowiadajace metryce
Schwarzschilda

-1
dsz=(1—rj dr? +r*d6* +r?sin® 0 de? +( j(dx) r>r
r

0=const, d6=0, ¢=const, dep=0

oot oo | — | 55

Radialne przyspieszenie grawitacyjne swobodnego spadku odpowiadajace metryce
Schwarzschilda wyznaczymy z réwnania ruchu.

dr
ds

dr dr
ds ds

1,069, 1(, Yo, )" ) GM
L=t 1S |Z|1-5]| =—|1-51] .
1739 2( r) r rj ( rj c?r?

dx* dx*
+T = =47, =
11 44 dS dS

. GM LY (dr)? £ dx? ) GM _ GM
a’ = (sgn dsz)r—zl[l—?sj (Ej +[1—?5)(EJ ] (sgn ds?) =~ 7=

2
W przypadku matych predkosci %(%) <<1, gdy odlegtos¢ od centrum masy zrodiowej
C

: : - N ¢
jest duzo wieksza od promienia Schwarzschilda = <<1,
r

d’r 1 d°r 1 dAdr 1 d%r

= -+ - —_—,

ds® c’A dt*> 2c*A? dt dt ¢’ dt?

Oy (drj I S
Op=—=1--5

g44 dt . gll r

Radialne przyspieszenie grawitacyjne przyjmuje wtedy postac¢ identyczng jak w teorii New-
tona.

gdzie A=g,|1
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e Fizyczna (przeskalowana) skladowa radialna przyspieszenia grawitacyjnego swobod-
nego spadku

2GM
a'=a'e, r>rp=——, ds®<0
C
er:Vgrr er’ er :1
r r A
a‘ :a grr el’
r r ’
a‘ :a grr
. GM
a T T2
r
. GM .
a =- rz O, €
a’'=a'e

2GM
r>r ==
. GM 1
a=-—7"
r 1t
"

e Wartos¢ radialnego przyspieszenia grawitacyjnego swobodnego spadku

r — GM — T &M
aj=,a-a =\/|:_ I,.2 grr :| = I,_2 grr
]
r. 2GM
9, = _? ) r>rg= C2
1 GM 1
a|=—7

r 1_LS

r
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o \Wspoltrzedne Kruskala-Szekeresa
Aby pozbyc¢ sie osobliwosci w metryce Schwarzschilda

-1
ds? :(1_%j dr? +r%d0” +r?sin” de’ —[ 1—%] d(ct)’,

Kruskal ¥ i niezaleznie Szekeres ? zaproponowali zamiang wspotrzednych r, 0, ¢, ct na
wspotrzedne u, v, 6, ¢.

2 2
2GM arf o r 2 r ct af(r r ). oct
r>rg=—3—, u=| —-1| ep| —|cosh_—, v= —-1| exp| — |sinh—
c Iy 2rg 2rg Iy 2rg 21

1 2
2GM df r? r). ct of r2 r ct
r<rg=——, u=|1-—| exp| — [sihh—, v=|1-—| exp| — |cosh—
c I 21 21 Iy 21 21

S

N[

We wspotrzednych Kruskala-Szekeresa metryka Schwarzschilda przyjmuje postac:

3
ds® = Aiexp(— Lj(du2 - dv2)+ r’de? + r?sin® 0 do?
r rs

UWAGA
r nie jest zmienna, a jedynie parametrem okreslonym w uwiktanej postaci przez

r>r,, u?—v? =(L—1Jexp(L]
I’.S r.S

r<rg, v’—u? :(l—LJexp( LJ
fs fs

Linie statego r sa hiperbolami o asymptotach
v=u i v=-u.
W szczegdlnosci
r=0, v’-u®=1.
Mamy tez
r=rg, u=v=0.

Dla radialnie poruszajacych si¢ fotonéw: ds* =0, d6=0, dp=0, mamy:

2
dv* —du® =0, dv =1, ﬂ:ﬂ albo d—V:—l.
du du du
Na diagramie v od u oznacza to, ze radialnie poruszajace si¢ fotony sag reprezentowane przez

linie proste nachylone pod katami 45" albo 135°.

Y M. D. Kruskal: Maximal Extension of Schwarzschild Metric. Physical Review 119, 5
(September 1, 1960) 1743-1745.

2) Gy. Szekeres: On the singularities of a Riemannian manifold. Publicationes Mathematicae.
Institutum Mathematicum Universitatis Debreceniensis 7 (1960) 285-301.
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e Rozwigzanie Schwarzschilda a przyblizone rozwigzanie de Sittera-Einsteina

Przyblizone rozwigzanie de Sittra-Einsteina, badane w poprzednim rozdziale, oparte byto
na ortonormalnym uktadzie wyjsciowym. Dyskutowane w tym rozdziale rozwiazanie Schwar-
zschilda bazowato na sferycznym uktadzie wyjsciowym. Ponizej porbwnamy oba te rozwia-
zania.

2GM
2

-1
dszz(l—rij dr? +r2d8* +r’sin’ 0 do’ J{ jdx“d forg =
r

2 2 2 2

X"+ .
r— ,X2+y2+22, e:arcthy’ (p:arctg¥, SmZOZX :;y

-1
. I r r . : :
Przyjmujac przyblizenie r>>r,, ( 1- i] ~1+->, otrzymujemy przyblizone rozwia-
r r

zanie Einsteina, pochodzace z 1915.

X z°
dszz(_—+1de (y—zi J +(—2ri+1szz+(1—rijdx4dx“+
r r2r r

xysdxdy X dxdz+2yzsdydz
r

Zaktadajac dodatkowo, ze
2xyrs  2xyGM
r3

2)<23rS _ 2x22G3M o, 2y§g _ 2yzGM
cr r c’r’

<<1,

<<1,
c’r? r

dostajemy rownanie przypominajace przyblizone rozwigzanie de Sittera-Einsteina.

2 2 2
dsz:(1+X—2ri]dx2+[l+y—2rijdyz+[l+ sz +( jdx“dx
r2r r2r r?r r

Slad tensora metrycznego, odpowiadajacego powyzszej formie metrycznej, wynosi cztery,
a jego dywergencja w przyblizeniu jest rowna zeru.

S (.S AN L P PR 4 v
;'Yaa_( r2 + r2 + r2 1) r _O’ ;gaa _;(Saa_'_’},aa) _4 ~ axv
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e Swobodny spadek na wirujaca planete

®AZ Uktad nieprimowany obraca sie
wraz z planeta wzglgdem uktadu pri-
mowanego ze statg predkoscig kato-
wa o skierowang wzdtuz osi Z.
Mamy wigc ¢=¢ —wt'. Pozostate
wspotrzedne w obu uktadach sg
identyczne.

(er_ Is N 2 2 r\2 12 ain2 0y 2 f's 14 \2 _ZGM
S =[1-2| (dr)+r?(do’Y +r2sin? 0/(de' )P +] 1-5 |(dx* f, 1, ==

r r Cc
r=r dr'=dr

0=0 do’' =do

p=0' —i'cox" do’ =de+i'cwdx"

x*=x" dx'* =dx*

-1
ds? = (1—r—sj dr? +r2d6? +r?sin® 6de® + 2i*cwr?sin® 0 dp dx” +
r

+ [1—r—5 —cw’r?sin? (9j(dx“)2
r

Na podstawie formy metrycznej mozemy wyznaczy¢ sktadowe kowariantnego tensora
metrycznego i jego wyznacznik oraz sktadowe kontawariantnego tensora metrycznego.
r -1
9r =011 :(1_?Sj v Gop =020 = re, Qo =933 = r“sin®0
9 =Ya = i'cor’sin®0, O, =943 = i'c'or’sin’o

e :
0,0 =04 =1-=—C"0’r’sin’6
r

g= 911922( U33944 — 934934): r‘sin® 033944 — 934934 = r*sin’ 9(1_ Is ril)

| -2 33 O44

- 035944 — 934934

g34 _ g43 _ CEY — —ilclm[l—r—s)l g44 — 933 — (1_r_le
035944 — 934934 r 035944 — 934934 r

2 2 2 2402 2 2 qin2
ds? = —c’dt’g,, 1_% %(ﬂj +f_(d_9j +r sin G(d_(pj _Zmr2 sin“0de
C 1944 dt Q44 dt O44 dt CQyy dt
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Symbole Christoffela pierwszego rodzaju:

R PR - (51 ;ag;s:%.mm
SR YRERCAEOR .
[ﬂ=—%%=—rsinze 2] =[2)- ;gg—r sin 6.cos 0
7] =- 18933— —r?sin@cos REAE 1ag“=%wrzsinecose
PIEUAIETIEG | R S -

2 or 2r c? 289

[44]—_16944—i'002r28in6c036 [24] [42] 16944 1
C
[12] [21] 109, _ [314]:[413]:_%%:_%“9”29
2 or
5] = [21]= s _ rginz g ] [47]- -5 2 = orsinocoso

[:2] = [31]:%%:%@@# 0

—-o’r’sin@cosO
el

Symbole Christoffela drugiego rodzaju (przyblizone wartosci podano dla r >>r;):

-1 =)
1 r I I 1 GM 1 GM
rlll =gll[1ll]=_§(1_T5j .r_szz_( __SJ R —

I, = g“[zlz]z —(1—r—sj- r~-—r

r
1“;3:9”[313]:_( —r?} rsin®0~ —rsin’0

r
1";4:1"}3:9“[314]:—( ——S)%mrsm 6~—% wrsin® 6

r r . .
rl, =gll[4l4]=[1-?)(_%.r—52+ci2~cozrsm2 e} z—ciz Grlz\/l Jrciz-oozrsm2 0

1H122 = rzzl = 922[122]:%

12 =g?[*?] =—sin6cos o
1 .

I =T2= 922[324]= ——-®sin0coso
ic

I, = 922[44]_— w’sinBcosO
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Qs —Gaa"
gss+gs4'9: T e _ 1
IC 035944 — 934934 r’sin®o
()]
—03st 033
943+g44'—=—|C:0

ic 933944_934934
F133 :F331 _ g33[133]+934[143]: rsin? 6-(933 +934 %} _ %

1
1 r r r>>rg o
2 =13 3314, 434[14 o J1-=.5s. (15 ~ —
14 an=9 [ ] 9 [ ] icr r c2>>02r? jCr

F233 _ F§2 _ 933[233]+ga4[243]= r2 Sinecose_(gaa +934 9) _ ctg6
IC

ic
rh=rs =93]+ g*[]=0
1 GM( rj‘l = 1 GM

1-5 =
r z2 y?

Ff4=1"21 _ 943[134]+ g44[1 4 : :

Lh=T5 = 943[2;]+g44[243]: 0

F244 :Ffz = 943 234]"' 944[244]: 0

3 =12, =g%[% ]+ g34[244]:%-(ol’2 sin ecose-(g33 +9* %j -1 wctgo

Trojwymiarowe réwnania ruchu swobodnej czastki:

dr: 1_ldrdr , 06 do _r do do r d(de ld_x“d_x4
ds? " ds ds 2 dsds dsds  *ds ds “ds ds
ﬂ_ _op2 dr drdo 2d(pd(p 2d_(pdx B , dx* dx*
ds? 24sds  *ds ds “ds ds " ds ds
2 4
d”e __21“133%(1_@_21“134Edi_zr;@d_(p_zr;@di
ds? ds ds ds ds ds ds ds ds
d 1d d? 1 d?
—r——, —ax———— gdy r>>r., ’r? <<c?, VP
ds icdi’ ds? c2 a9V s @
d r €,

d? e
\/e» aiz Ve g +dt(zpvg"""g—\/L
rr 06 [00]
\/gTrzl, \/gTe:r, \/9go =rSINO

<<C

2

2
d_zr_ Uy =—— in%0+ 20 rsin20 99 4 9090 | Gip2gd0 do
dt r dt  dt dt dt dt

— 1/ =’ rsmecose+2mrsmecosed——zd—@+rsmecosedq) do
dt dt dt dt dt dt
do dr do do do
=-2 Sln9——2 r cosd— — 2sin 6———2rcos —
dt2 Ve =7E0 @ dt dt dt dt dt
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Przyspieszenie swobodnie spadajacej czastki na wirujaca planete w przypadku stabo za-

krzywionej czasoprzestrzeni dla m

atych predkosci zapiszemy w postaci wektorowej umozli-

wiajacej fizyczna interpretacj¢ poszczegolnych cztonow.

R e n €y A e,
a=a; +ay,+a. +a; e = , €y= , €, =
0, Vo Qo
ag = przyspieszenie grawitacyjne
a, = przyspieszenie odsrodkowe
a. = przyspieszenie Coriolisa
ag = przyspieszenie balistyzne
ag =— GlzvI ’ Ar
r
a, = ®’rsin®0-&, +o’rsin0cos0- &,
ac =2vxw=ag -8 +a;.-& +al -8,
0=0" & +0" & +n’-&
v=v'-& +V° -8 +V° -8
o =mcosh, o’ =—wsind, ®°=0
V' :ﬂ, vl = r@, Ve =rsined—(P
dt dt
at = 2( V'’ —v°0®) = 20rsin? ec;—(tp

r

(
(

2l vPo' —V'o

QD
0o

al =2(vo’ -vlo

a. = 2wrsin’ ei-?ér + 2wrsin GCOSOZ—(tPée —(stin eg - 2mrcose@j~é

? ) =20rsin ecosed—(p
dt

r

) =—2msin eﬂ—Zcorcosed—6
dt t

P

a. =2wsinO Vv’ -8 +2mcos0 v -&, —Za)(sinevr +c0s0 v‘))-é(P

a .
— +rSi

n2 ed_(pd_(p
dt

dt dt

a —(rd—e
B dt

ag = %(veve FVOV? )-8, + %(— 2v'V°
UWAGA

Ze wzgledu na pozorne osobliwosc
zatozy¢,ze 60 1 0=m.

j-é,+

+

(— ZQE +rsinBcosH
dt dt
(— 2sin 9ﬂ

dt dt

dode) ;.
dt dt

de d(pj R
-
P

+VOVPCtgo)- 8, + 1(— 2V'v? — Vv ctgo ). &,
r

do

2rcoso

dt dt

i na biegunach sferycznego uktadu wspoétrzednych nalezy
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Przyspieszenie swobodnie spadajacej czastki na wirujaca planete w przypadku stabo za-
krzywionej czasoprzestrzeni dla matych predkosci zapiszemy ponownie w postaci wektoro-
wej.

A e
a=a, +a,+a, er:Tr,
grr \/ge \j

a, = GM d(p+r@@ rsinzed_(pd_q') 'ér
r’ dt dt dt dt
a, [0) rsmecose+Zmrsmecosed——zgd—ejtrsmecosed—d—(pj €,
dt  dt dt dt dt
a (stmed—+2mrcose@+23|ned—d—+2r ose@d—(p) -8
v dt dt d dt d ?

Niezerowy wypadkowy moment obrotowy m(r xa) dziatajacy na czastke testowa o masie
m powoduje precesje jej momentu orbitalego.

m(rxa)=mrx(a, +a,+a,)
m(r xa)=mrxa, + mrxa, +mrxa,

r=re,
a, =aé,, a = d(P de a6 — +rsin ed—(pd—(P
r’ dt d dt dt dt
a, =a,6,, a,=0rsin0cosO+2wrsin ecosed——zg@ﬂsm ecosed(p de
dt  dtdt dt dt
a,=age,, a =—(stineg+Zmrcos‘.e@Jr23in9gd—(p+2rcosed—ed—®)
e ? dt dt dt dt dt

m(r xa)=mré, xa,é +mré xa,é,+mré, xag,
m(rxa)=mra, (8 x8, )+ mra, (8 x8&,)+mra, (6, x&,)

m(r xa) =+mra,§, —mra g,

Niezerowy wypadkowy moment obrotowy mozna przedstawi¢ w postaci sumy momen-
tow odpowiadajacych odpowiednio przyspieszeniom a, oraz a,

a, = ( 2(]|—@+r3|n9cos€)d(P d@j (ZSlned—d—(p 2rcos6Ole d(pj e
dt dt dt dt dt dt dt d ?

~

a,= (wzrsin 0c0s0 + 2wrsin ecose?j—ﬂ-ée —(stin e% + Zmrcosegj-e(p .

Tylko drugi z tych momentéw obrotowych zalezy od wartosci predkosci katowej ® wirowa-
nia planety.
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PRZYKLADY

Pierwsza predkos¢ kosmiczna dla orbity kolowej w plaszczyznie rownikowej

Z zatozenia
r =const, vr:g— 0
dt

=0, 0=1im, v:rgzo, v“’:rsined—_rd—(P

dt dt
Mamy wigc

a, =0 lub a;+a,+a.+a,=0
v GM vl
—2+602r+203‘v¢‘+—:0 oraz ——2+(,02|'—2(,0‘V(P‘+—:O,
r r r

Wsrdd czterech rozwigzan powyzszych rownan bedacych trojmianami kwadratowymi wzgle-
dem |v?®|, tylko dwa rozwigzania sg fizyczne.

Pl=4v? =— G_M i o - _y® — G_M
VP =4V = —or + i [VE=-V!=+or+
r r

w=2n dfga ~73.10° rzd or=4672M~05.10°M GrM 79.100 M

S S S
_ 106
r=64-10"m V0 =174100 0 v =vre
M =6-10%*kg s ?
3 m
G:6,67.10‘“—km . v;=-84.10°=, vi=vie,
g-s

Predkos¢ v! nalezy nadac rakiecie wystrzelonej w kierunku wschodnim, przyspieszenie
Coriolisa a¢, = 2m(v;P xm) skierowane jest wtedy radialnie od centrum zrodta pola. Predkosc¢
v; nalezy nada¢ rakiecie wystrzelonej w kierunku zachodnim, przyspieszenie Coriolisa

ac, = 2m(v‘2P xm) skierowane jest wtedy radialnie ku centrum zrdédta pola. Okres obiegu orbi-
ty w kierunku wschodnim jest wiekszy niz w kierunku zachodnim.

Ogdlna posta¢ w zmiennych (t, r, 6, ¢) rownan ruchu swobodnej czastki prébnej
w polu grawitacyjnym wirujacej planety

Aby przedstawi¢ w ogolnej postaci w zmiennych (t, r, 6, ¢@) réwnania ruchu swobodnej
czastki prébnej w polu grawitacyjnym wirujacej planety, potrzebne beda nastepujace relacje

ds? = —c*Adt?,
ds=icvJAdt,
d 1 d
ds  icVA dt’

&) ()
ds cAldt) '

d’ 1 d? 1 dAd

E__CZAW_FZCZAZEE’
A=g, 1 gn(er s (dej +rzsin26(d_(pj2 20r’sin’0de
* Q44 dt Q44 dt Q44 dt C2944 dt
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2 -2 2 2
d_zr: 1-5s —GIZVI 1-[1-5 %(g} +m2rsin26+2mrsin26d—(p+r(d—ej +
dt r r r) c°dt dt dt

2
+1sin’0 [d—(pj }Jrid—Aﬂ

dt 2A dt dt
2 2
d—?:mzsinecose+stinecos(ad—(P—gg@+sinecose(d—(PJ id—Ad—e
dt dt r dt dt dt 2A dt dt
2 -1
do_ 20dr , 000 2drde o 0d0de )T dr 1 dAde
dt r dt dt r dt dt dt dt r r-dt 2A dt dt

Réwnania te opisuja efekty spowodowane przyspieszeniami — grawitacyjnym, odsrodkowym,
Coriolisa, de Sittera oraz Lensego-Thirringa. Swobodna czastka probna w polu grawitacyj-
nym wirujacej planety porusza si¢ po rozecie eliptycznej, orbitalny moment pedu (prostopad-
ty do ptaszczyzny orbity) ulega precesji, a okres obiegu orbity zalezy od kierunku ruchu
czastki. Pierwsze zjawisko wyjasnit Albert Einstein w 1915. Drugi i trzeci efekt opisali —
Willem de Sitter w 1916 oraz Joseph Lense i Hans Thirring w 1918.

Dla r>>rg oraz v;,vg, V., @°r’ <<c® réwnania ruchu swobodnej czastki probnej redukuja
sie do

2 2 2
d_zr =— GIZVI +°rsin’ + 2o rsinzed—(P + r(d—e} +rsin’0 (d—@)
dt r dt \dt dt

) 2
d—? = »°sind coso + 2w sind cosed—(P - Zﬁ@ +5ind cosO (d—q’

dt r dt dt dt

2
d_(zp __2odr_, . ctgeﬁ _2drde 20tg(9@d—(P
dt r dt dt rdtdt dt dt

Rdwnania te stanowia uproszczony opis efektow spowodowanych przyspieszeniami — grawi-
tacyjnym, odsrodkowym, Coriolisa oraz balistycznym.

Kiedy planeta nie wiruje, rownania ruchu staja si¢ jeszcze prostsze.

2 2 2
gr__GM, r(d—e} +1sin20 [d—(pj
dt dt

dt? r?

2 2
d—?:—gﬂ@JrsinO cose(d—(pj
dt r dt dt dt

2
dip_ 2drdp o d0de
dt r dt dt dt dt

Z rownan tych wynika, ze swobodna czastka prébna porusza sie po orbicie eliptycznej
(w szczegolnosci kotowej), orbitalny moment pedu (prostopadty do ptaszczyzny orbity) jest
staty, a okres obiegu orbity nie zalezy od kierunku ruchu czastki.
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4 ROZWIAZANIE WEYLA

e Metryka Weyla

W 1917 Weyl badat statyczne osiowo symetryczne rozwigzanie prézniowych réwnan
pola. Zrodtem takich pot jest nieruchoma masa, rozmieszczona z zachowaniem osiowej
symetrii. Poszukiwane rozwigzanie prozniowych réwnan pola w uktadzie wspoétrzednych cy-
lindrycznych (walcowych)

x'=z,

ma postac

x*=p, X’=¢, x'=ict

2V
gnzeV’ gzzzev’ g33:e“(x), 944:eH

Odpowiada mu rézniczkowa forma kwadratowa

ds? =e"(dz)? +e"(dp)? +e*p?(de)? +e(dx*f,

ds® = e”(dxl)2 +ev(dx2)2 +e‘”(x2)2(dx3)2 +e“(dx4)2.
Ponadto zaktadamy, ze

op Op _0Ov
ox®  ox* ox®  ox?

Podstawiajac sktadowe tensora metrycznego do prézniowych réwnan pola, (symbole Christo-

ffela drugiego rodzaju i sktadowe tensora Ricciego, odpowiadajace temu rozwigzaniu, za-
miescilismy w Niezbedniku) otrzymujemy

ov

p=p(xx%), v=v(x',x%),

2
i = axalzavxl " axiz(;z +X_12%+(§7},1L} =0

2
= s et o ko
~2") "e'eRy, = 8)?12;(1 6x622;<2 x_lzsxLzl =0
—2(x2)72e“eVR33:2e”eVR44: ajzail axa;;(z X—i%:o.

Powyzsze rdwnania zapiszemy w innej formie

o’u o*
oxtoxt  ox*ox?
o%v o%v

1 0v

2
on
ox*

2
on
ox?

+ +— =
oxtoxt  oxPox?  x? ox?

2

X2

OX?

{

ox*

OX?

o)

T

Zauwazmy, ze pierwsze z nich jest rownaniem Laplace'a we wspoétrzednych cylindrycznych.
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5 ROZWIAZANIE KERRA

e Metryka Kerra

W 1963 roku Kerr ? zaproponowat stacjonarne osiowo symetryczne rozwiazanie préznio-
wych rownan pola grawitacyjnego, ktérego zrodtem jest wirujaca masa. Metryka Kerra zapi-
sywana jest zwykle w postaci podanej w 1967 przez Boyera i Lindquista 2.

r’ +a*cos’0 a’rr,sin’0
r’—rr,+a’ r’ +a’cos’0

a2
2arrsin®o d(p-d(Ct)—(l— rrg ]d(ct)z

ds® = dr? +(r? + a’cos?0)do’ +( r’+a’+ jsinze do’ +

2 +a2cos% r’ +a’cos®0
2GM
_ moment pedu ukiadu wzgledem osi z [a] “m
catkowita masa uktadu - ¢

Is

Dla a =0 metryka Kerra redukuje sie do metryki Schwarzschilda
-1
ds? = ( 1—5] dr? +r?de? +r?sin? 0 de? —( 1—rij d(ct)’.
r r

Dla duzych wartosci r metryka Kerra przyjmuje graniczng postac¢

a1
ds? = ( 1- %) dr? +r?do? + r’sin®0 do? — Za%sinze ded(ct)- ( 1—%] d(ct ).

Metryka Kerra przedstawiana jest rowniez jako
a’rr,sin’0
2

P
. 2
2R gy )11 e
p p

gdzie

2
dszz%dr2+p2d62+( r’+a’+ Jsinzﬁd(p2+

_2GM

¢z '

2 .2 2 2 2 2
p-=r-+a°cos°0, A=r"-rrg+a, I

_ moment pedu uktadu wzgledem osi z

catkowita masa uktadu - ¢
r=xt, G:XZ, (p=X3, ct=x".

U R. P. Kerr: Gravitational field of a spinning mass as an example of algebraically special
metrics. Physical Review Letters 11, 5 (1963) 237-238.

2’ R. H. Boyer and R. W. Lindquist: Maximal Analytic Extension of the Kerr Metric. Journal
of Mathematical Physics 8, 2 (1967) 265-281.
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6 FALE GRAWITACYJINE

¢ Rdwnania niestacjonarnego stabego pola grawitacyjnego w prézni sa rownaniami fa-
lowymi
Réwnania niestacjonarnego stabego pola grawitacyjnego w prézni
%y &%, 10%,, 1
_ =+ pv o nv wv _ = — —
- Zaxaax zaxﬁaxﬁ Cz atz _ZDYHV_O’ guv_suv_'_yu\” ‘yuv
maja posta¢ réwnania falowego

<<1

L s, o7 o 3 g2 2
Z va Z Yuv iz ’szv :D'Y . :0 D—Z a 1 8_2
S ox*ox* fsFoxPoxP ¢ ot " < oxPoxP  c? at

Fale grawitacyjne polegaja na rozchodzeniu si¢ z predkoscia swiatta w pustej przestrzeni
zmian sktadowych tensora metrycznego. Zrédiem fal grawitacyjnych jest niestacjonarne pole
grawitacyjne. Jak pokazemy dalej, fale grawitacyjne sa falami poprzecznymi.

Skfadowe tensora krzywizny Ricciego niestacjonarnego stabego pola grawitacyjnego
w prozni [poréwnaj ze strong 78] (przemnozone przez dwa) stanowig lewe strony réwnan

falowych, jezeli
GZYQQ _ azyua _ aZYVa —

oxtox¥  ox'ox* ox*ox“
lub

azyua + az’yvoc :0
oX'ox*  OX"ox* ’

gdzie

’Y:w = YHV _%Suv’ycc = yuv 2 pvzycc )
Warunek ten jest spetniony, gdy

&YL-V _ aYHV _18 aYGG

= =0
A )

lub
4 6Y 4 4
Y =0 i D Ve =const lubw szczegdlnosci >y . =0.
w1 OX o1 o1
4 82 52 82
Z &Y _ Z,YGG — = Yaa _ yua _ Yva —
~oxY ox'ox¥ ox'ox® ox"ox*

Uwzgledniajac, z&6 g, =0,,+7,,, ‘YHV
a9,

z ox' Zg“"_

v=l

<<1, ostatnie zgdanie mozna zapisa¢ w postaci

Jezeli sktadowe dlagonalne tensora metrycznego sa w przyblizeniu rowne jednosci a pozos-
tate sktadowe sg w przyblizeniu zerami, jego dywergencja znika, a slad jest rowny wymiarowi
czasoprzestrzeni, to sktadowe tensora krzywizny Ricciego niestacjonarnego stabego pola
grawitacyjnego w prézni (przemnozone przez dwa) stanowia lewe strony réwnan falowych.
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e Cechowanie TT
W matym obszarze czasoprzestrzeni fale grawitacyjne mozna traktowac jako fale ptaskie.
Rozwigzanie rownania falowego dla fali ptaskiej ma posta¢

Voo = VIE(E).

f(&) = dowolna funkcja argumentu & dwukrotnie rozniczkowalna wzgledem czasu
i wspotrzednych przestrzennych

E=n.x+ny+n,z—ct=n'x" +n’x* +n°x* +n*x* =n°x*

n*=i

x* =ict

ny+n;+n; =1

n:(n n,,n ) = wersor kierunku rozchodzenia sig fali

x1thy1tiz

A=(nn*)
(n'f +(n2f +(n*f +(n*f =0

Przez odpowiednie cechowanie (wybor uktadu odniesienia) mozna liczbe niezaleznych
niezerowych sktadowych tensora vy,, zredukowaé¢ do dwaoch.

N _ O () =y OF(E) _  moc OF(€) OF _ mue OF(€)

%

Ak L n
X' ox' x' M T axy M e
oy
ox"
ywn"zO

Fala z zatozenia porusza sic w kierunku osi z. N = (0,0, n3, n“)
3 4
Y™ +7y,n" =0

Vs =0 czyll v, =7V =Y3,=74 =0
R&6znymi od zera sktadowymi tensora v,, Sa
Y110 Yoo | Y12 =Ya1-

4
ZYQQ =0 czyli 7y, +7Vy+Ya+74,=0

a=1

Niezaleznymi r6znymi od zera sktadowymi tensora vy,, sa
df i df

Y11= Y22 =Ve P Y2 = Y21 = Vs

Przeprowadzone cechowanie

K _ 0 =0 4 =0
axv — M YH4 — Y ZYG& -
a=1
nazywane jest cechowaniem TT (Transverse — Traceless) czyli poprzecznosciowo — bezslado-
wym. Pozwala ono tensorowi metrycznemu g,, nadac posta¢

1000 [y, y. 00] [14y, y. 00
* 0 010 0 0O 0O 0 0 10
0 0 01 0 0O 0O 0 0 01
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e Fale grawitacyjne sg falami poprzecznymi
W nieobecnosci fal grawitacyjnych kwadrat rézniczki odlegtosci migdzy dwoma sasiedni-
mi czastkami prébnymi wynosi
diZ =dx® +dy* +dz°.
W obecnosci fal grawitacyjnych
3 3
diZ =33 gTdxedx? = (L1+7, )dx? +(1—v, )dy? +dz? + 2y dx dy,
a=1 B=1

di2 =dI? +y, (dx? —dy? )+ 2y,dx dy .

Réwnania falowe w przypadku fal ptaskich biegnacych wzdtuz osi z przybierajg posta¢
2 2 2 2
9v. 10 o oray 9% 1OV
0z© c ot 0z© c ot
Ich harmonicznymi rozwigzaniami sg
y, =y™cosk(z—ct)=y™cosp oraz y,=y™cosk(z—ct)=y™coso,

gdzie
:E:E, A=cT, (p:k(z—ct):ﬁz—ﬁt.
cT A A T

Sktadowe vy, i y, opisuja dwie niezalezne polaryzacje fal grawitacyjnych przesunigte
wzgledem siebie w przypadku fal harmonicznych o kat = w ptaszczyznie x, y.

PRZYKLAD

Zbadamy jak oddziatujg z falami grawitacyjnymi czastki probne Y
poczatkowo rozmieszczone w réwnych odstepach na okregu w
paszczyznie (x, y) w odlegtosci z=2A(n+1) od srodka. '

v, =y™cosp, 7v,=0, di?=dl?+y,(dx*—dy?)

8
2 2 2 2 2 2 2 2 ) -
diZ, =di?(1+y,), diZ =di2(1-y,), diZ,=di?, di,=dl’ \2\5/4/

t=0, 7y, =0, di=d?, d=d?, d=d?, dP? =d
t=1T, v, =y™, di%=d?(1+y™), diZ, =d2(1-y™), diZ=di?, di%,=dl
t=1T, v,=0, di=d?, diZ=d?, d=d?, d?=d
t=3T, 7y, =—y™, diZ=di2(1-y™), diZ =d2(1+y™), diZ,=di?, di,=dl’

v, =0, vy, =y™cosp, dI’=dl+2y dxdy
diZ =diZ, diZ,=di?, diZ =di2(1+y,), di}=d?(1-7,)

t=0, v, =0, dii=dP?, dZ=d?, di%=d, dP?=d
t=1T, y, =y™, di=d2, diZ=d, dZ=d?(1+y™), diZ=di2(1-y™)
t=1T, y,=0, di=di2, dZ=d, d2=d?, d =dP?
t=3T, y,=—™, dii=d?, diZ=d?, diZ,=diZ(1-y™), diZ, =di>(1+y™)
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A _ AY t_3_T AY
B T4
W /8/ DAL
= = = ; e = ;
4 2 4 2 4
PG pARYp
x: Yx_o YX:O
Ay Ay 3T Y
4
DR
= S ; = > ;
2
=0 v.=0 v.=0

Sktadowe y, i y, opisuja dwie niezalezne polaryzacje harmonicznej fali grawitacyjnej prze-
sunigte wzgledem siebie o kat ©/4 w ptaszczyznie x, y.

e Rownania niestacjonarnego stabego pola poruszajacych sie ciat
Réwnania niestacjonarnego pola grawitacyjnego poruszajacych si¢ ciat
g R__8TCGT R:gaﬁRaB
¢’

pv

lub
RHV:—8TE4G T:\/, T:V:THV_%gPVT’ T:g“BTaﬁ, R:ﬁT’
C C
w przypadku stabych pol
%y oy
=38, +7V,u <<1, Erl<<1 B 1<<l, —E=0, =0,
Fuaw = O T u ‘ T ox* Ox’ox" ox" Yoo
mozna przedstawic jako
, 87cG ,
=200, =20y, =20 === T, Zaxaax Vi =Yiv =20V -
Ogodlne rozwigzania niejednorodnych réwnan falowych
167G ..
Oy, = _c—“T““
maja postac
x y, X, t—R )
v (X\y.Z,t)= m dV, (zy.zt—R%) = argument.

R’ = odlegtos¢ od elementu objetosci dV do punktu obserwacji (x’, Y, z'), w ktorym
wyznaczamy v,
(x,y,2) = wsp6trzedne elementu objetosci dV

!

R fpe
— = opoznienie
c
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UWAGA
Nalezy podkresli¢, ze czas t zwigzany jest z aktem pomiaru sktadowej y,, w punkcie obser-

!

wacji. Natomiast czas (t —Ej mierzony jest w punkcie, w ktérym znajduje si¢ element dV .
c

Roéznica ta wynika z faktu, ze informacje o zmianie w rozktadzie zrodtowych mas docieraja

do punktu obserwacji z op6znieniem R , poniewaz fale grawitacyjne rozchodza si¢ z pred-
c

koscig o stalej wartosci c.

(X, ¥, 2)

(X', yr’ Zr)

= poczatek uktadu wspotrzednych umieszczony dla wygody w srodku zrodtowych mas
) = wspotrzedne elementu objetosci dV
) = wspoOtrzedne punktu obserwacji
promieﬁ wodzacy poprowadzony ze $rodka uktadu wspoétrzgdnych do elementu dV
= promien wodzacy poprowadzony z elementu dV do punktu obserwacji

R = promien wodzacy poprowadzony ze srodka uktadu wspoétrzednych do punktu obser-
wacji

1 “.

!

0
(x
(x
R -

R'=R-r

Aby uprosci¢ rozwigzanie réwnania falowego nalezatoby przyja¢, ze R'=R. Zbadamy
przy jakich zatozeniach jest mozliwe takie przyblizenie.

2 2
R’:\/RZ—ZR-r+r2:R\/1—2R r+r—zR(1—R .t ]zR(l—%]zR

R* R? R* 2R?
Przy duzych odlegtosciach punktu obserwacji od zrédtowych mas w stosunku do ich wza-
jemnych odlegtosci w mianowniku wyrazenia podcatkowego mozna przyjaé¢ przyblizenie
R"=R. Poniewaz element objetosci dV nie zalezy od R, to mozna R wynies¢ przed catke.

Argument w liczniku wyrazenia podcatkowego (x,y,z,t— R%) przy tym samym rzedzie
przyblizenia i dodatkowym zatozeniu, ze zrédtowe masy poruszaja si¢ z predkosciami duzo
mniejszymi od predkosci swiatta, mozna zastapi¢ argumentem (x, y,z,t— %)

Uwzgledniajac powyzsze uwagi, otrzymujemy przyblizone rozwiazania opdznione nieje-
dnorodnych rownan falowych.

X,y,z,t—FR )dV (x,y,z,t—%) = argument

Yo XLy, 2, t)=

pv
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Celem ponizszych rachunkow bedzie wyrazenie catek objgtosciowych ze sktadowych T,
(a,p=12,3) przez sktadowa T;,.

8T;Y__a'|'m*4
oT; ox' ox*
—=0 = .  (apy=123)
X or,,  oT,,
ox” ox*
Moy oo _Tas o0
ox” ox*

* * B B * B
aTM.Xﬁ_awa CoxE o dTX T
ox” Xt ooxt P op

o, o, Ot oxh ot xP
_—.X — —_ — —

aX4 aX4 aX4 a4 a)(4

oT: xP aT, xP
wy™ _ ad
ox” ox*

aTx

M=

oT;,

dv - ”]T*BdV:—a% [l Tiaxtav.

(o,By=123)

[/ 2 av o
\Y%

I\I/ T;de = %%

ox”

[T (Tex® + Tyx®)av,  (o.p=123)

*

o XX = X
ﬂ-x“xﬁ — aT:yX“XB _ : aXaXB — aT:vXaXB _T: X —T: X
ox” ox” TooxY ox’ a B
Oy cacp TP ox*xP aTx*xP
_W.X X" = _8X4 44 ox’ == o’
T’ x* B oT" x* B
—g))((yx ~To XP =Tpx = —g;(4x
oT, X*xP . . o )
J]J'TdV—J.H(TAaXB +T4Bx°‘)dV=_7”J. T44XaXBdV, ((x,B,'yzl,Z,S)
Vv Vv v
oT, x*xP
jjj 2 —dv=0
m To X0+ Tox )dV=§mTj4x°‘xﬁdV, (a,p=123)
\
v =3 5o JI XXV, (a,p=123)
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.U T dV— 2 8X48 J.H T, x“x"dV, (o,p=123)

T44:_V pC _5944 , Y=l
x* =ict
= gestos¢ spoczynkowa zrodtowych mas

o= im m( bl s

Oasl
~0
2c?

24Ratz.m (xy.zt=5)x"x"dV, (a,p=123)

Aby spetni¢ wymogi przyjetego cechowania TT

Yist V2ot Va3 +Yaa =00 Y14 =724 =734 =744 =0,
nalezy tensor momentu kwadrupolowego zrédtowych mas

d,=[[[ px"x"dV
\

zastapi¢ jego wersja bezsladowg
:m' p(3xx - BopX'X Jdv .
\%

Yap( XY Z' 1) =

o (e -a 00V | (wpy-123)
UWAGA

W rachunkach przeprowadzonych w tym paragrafie przyjelismy nastepujace zatozenia.
gp.V = Buv +yuv7

oy 0%y
<<1, |—H<< B 1 <<1,
‘ T ox* ox*ox
O, % o'

* =0, =0 lub —t=0 =4 lub —/—=0,
ox° Yoo ox° ng X
v<<c, yz(l—vzc’z)% ~1,

R’ ~R, R>>r.
Srodek uktadu wspoétrzednych znajduje sie w srodku zrodtowych mas.
o, or, ,. 409, , oI T, oT
= 2 T 29uv =0, =0, Yoy —
ox" ox' ox"’ ox”’ ox"’ ox"’
oT, X" xP
Iﬂ L av -0 —5c—av=0.
QusT
2¢>

Yia =Y24 =Y34 =Y4s=0.
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e Emisja fal grawitacyjnych

Przypomnijmy: fale grawitacyjne sa zaburzeniami czasoprzestrzeni w postaci zmian skia-
dowych tensora metrycznego, rozchodzacymi si¢ w prézni z predkoscia swiatta.

Moc energii wysytanej w formie fal grawitacyjnych przez poruszajace si¢ ciata, bedace
emiterami, dana jest wzorem

3 3 ( A3 2 3
[fz—D“j S __61018.10%

dt 45 o W0/ 45¢ m?kg

Bezsladowy tensor momentu kwadrupolowego uktadu punktéw materialnych:

D =>"M, (3xi°‘x§3 — RfSaB) R; = promien wodzacy i-tego punktu materialnego

Bezsladowy tensor momentu kwadrupolowego ciggtego rozktadu mas:
df
DeP =.[|.J‘ p ( 3x“xP — SQBnyy)dV, p = gestose, ( o,B= 1,2,3)
- v

Informacje o tensorze momentu kwadrupolowego uktadu punktéw materialnych znajduja
sie W czesci ,,Pole grawitacyjne — teoria Newtona” w rozdziale ,,Rozwiniecie multipolowe po-
tencjatu pola grawitacyjnego uktadu punktéw materialnych” w paragrafie ,, Tensor momentu
kwadrupolowego”.

:Zi:Mi(ZXi2 _Yi2 _Ziz)

DY = ZMi(ny —x2-7?)

2 2 2
= Z Mi(ZZi —Xi 7Y ) Bezsladowy tensor momentu kwadrupolowego uktadu punk-

toéw materialnych
DY =D" = Y 3Mx,y, Y

M; = masa i-tego punktu materialnego
D* =D* = ¥ 3M 7, D '
DYZ — Dzy — Z3Miyizi

D+ DY +D* =0

Tensorowi momentu kwadrupolowego ciagtego rozktadu mas poswigcony jest nastgpny
rozdziat.

D* _1. M(2a2 —b? _cz) Bezsladowy tensor momentu kwadrupolowego
5 jednorodnej elipsoidy
1
D” ==-M(2b* —a*-c? -
5 (20 -2 -c?) :|M = masa elipsoidy
a, b, ¢ = osi elipsoid
Dzzzé-M(Zcz—bz—az) PO1EY

Wszystkie sktadowe tensora momentu

ny:DyX:DXZ:DZX:DyZ:DzyZO - ;
kwadrupolowego kuli sa rowne zeru.

D* +D* +D” =0

Y L. Landau, E. Lifszic: Teoria pola. PWN, W-wa 1958. [Strona 353]
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PRZYKLAD

Moc fal grawitacyjnych emitowanych przez uktad dwoch mas my i m, wirujacych wokot ich
wspolnego srodka masy, odlegtych odpowiednio o ry i r; od niego. Obliczenia zostang podane
w uktadzie srodka masy.

2 YA
RPN

a=1p=1

X, =T, COS ot

y, =I, sinmt

X, =—T, COS wt

Y, =—T, sincot

D* =m,(2x% —y2)+m,(2x% -y2)

o -m {2yt )i (252 )
D% — m(X +yl) mZ(X2+y§)
ny=DyX:3le1—|—3m2 2

—mcor +moor

(harf

1
mr, =m,r, = mr>+m,r’ :E(mlrl +m2r2)(r1 +r2)

dE 8 G* (m,m,f

G_4. (mlmz)3
dt 5 ¢ (rl+r2)4(mlr1+mzl’2) :

C (rl +, )3( m, 17 + mzrzz)

(SN[ N

W przypadku, gdy

m =m,=m,
L=r,=r,
l=r +r1, =2r,

otrzymujemy

_UE_8 G ot
dt 5 ¢
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7 TENSOR MOMENTU KWADRUPOLOWEGO

e Tensor momentu kwadrupolowego ciagtego rozkladu mas

A= [[[ XXV, (a,p=123)

Tensor momentu kwadrupolowego ciagtego rozktadu mas jest symetrycznym tensorem
drugiego rzedu posiadajgcym szes¢ niezaleznych sktadowych.
e Bezsladowy tensor momentu kwadrupolowego ciagtego rozkladu mas

Doy =[] p(3x*X ~8,x'x )V, (a,By=123)
\Y

Bezsladowy tensor momentu kwadrupolowego ciagtego rozktadu mas jest symetrycznym
tensorem drugiego rz¢du o znikajacym sladzie, posiadajgcym pie¢ niezaleznych sktadowych.
e Elipsoida

Elipsoida obrotowa modeluje wiele bryt od kota poczynajac poprzez dysk, kule, cygaro,
a na walcu konczac. Elipsoida trojosiowa jest powierzchniag dang rownaniem kanonicznym.

X2 2 Z2

a—2+§+c—2=1 H a, b, ¢ = pobtosie elipsoidy
a=b=c sfera
a=b>c elipsoida obrotowa sptaszczona
a=b<c elipsoida obrotowa wydtuzona
Objetos¢ elipsoidy wynosi

V= 4. nabc
3

Kontur rzutu na ptaszczyzne X, y przekroju elipsoidy ptaszczyzng prostopadta do osi z jest
elipsa

+ =1 z =const

0 pétosiach

2 2
/ z . / z
al-— i b 1-—
c c

2
|RZ|:nab(1—(Z:—2j

I polu powierzchni
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Tensor momentu kwadrupolowego ciaglego rozkladu mas rozmieszczonych ze stalg
gestoscia objetosciowag w obszarze elipsoidy w ukladzie wspoélrzednych, ktéry stanowia

osie elipsoidy
o= [ty || [ay = [otboabov || [ = [ oberiav
\Y Vv \Y
3M 3M 3M
plx.y.2)= Anabc plx.y.2)= Arabc plx.y.2)= Amabc
x? y? 72
[ dydz= nbc[l— —2J [[ dxdz = nac(l— —2J [[ dxdy = nab[l— —2]
Ry a Ry b R, c
Ta _—X3—+a_ +b _—y3—+b_2 +c _—23—+C_
J.xzdx__? } ==at jbyzdy__?__b _§b3 _J‘zzdz—_g_C ==c?
+a __X5_+a _2 +b —y5—+b s _—25—+c_
:[lx“dx = _?_,a = gas _J;y“dy - _?_4} - ng _Iz“dz = _?_76 ==t
U U U
3M 3M
= g ]g x*dwdydz= | d = ﬂ j [[yiaydz= | =" j [ 22dxdydz =
= amabe :[dele;[ dydz= 4nabc '[yZdYJ‘J. dxdz = = b jzzdz_[[ dxdy =
3M ° 2 2 M 2
= dmabe ™" _J;XZ{l_ :—2de ~ 4mabc nacj y ( )blz de = dmabe ;[22(1_ 2_2}”

2z =1MCZ
5

XX

Rx = rzut na ptaszczyzne vy, z przekroju elipsoidy ptaszczyzng prostopadia do osi X

_[ I dydz= pole rzutu na ptaszczyzne Yy, z przekroju elipsoidy ptaszczyzna prostopadta do
RX

0si X

Ry = rzut na ptaszczyzne x, z przekroju elipsoidy ptaszczyzna prostopadta do osi y

I I dxdz = pole rzutu na ptaszczyzne X, z przekroju elipsoidy ptaszczyzna prostopadta do
Ry

osi y

R; = rzut na ptaszczyzne X,y przekroju elipsoidy ptaszczyzna prostopadta do osi z

I I dxdy = pole rzutu na ptaszczyzne X,y przekroju elipsoidy ptaszczyzna prostopadta do
R

osi z
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D, = m p(x,y,z)( 2x% —y? —zz)dV

\%

3M
p(x,y,2)=

4rabce

m 2x° —y? —z )dxdydz—

XX

4nabc

4mabce

_ 3M i +a ) X2 +b , y2 +c , 22 )
~ 4mahc _znbcja X (1‘a—zjdx—na0£y 1-+ 5 [dy - mab j 2’| 1- 55 iz | =

_ M 2Ix2dxjj dydz— _[yzdyﬂ dxdz — fzzdzjj dxdy] =
-a Ry -b R, —-C R,

_ M i-rca?’bc—i-nab"‘c—i-nabca}
4mabc | 15 15 15
D,, :é-M(ZaZ _b?—c?)

D,, = m p(x,y,z)( 2y? — x? —zz)dV

3M
(X Y.z ) 4mabc

m 2y? —x* ~z )dxdydz_

T 4nabc

_ M 2_[y2dy” dxdz — Ixzdxﬂ dydz— Jszzdzj'_[ dxdyj =
-b Ry -a R, -c R,

4mabce

3I\/| B +b , yg +a ) X2 +C ) ZZ
= Zabe _Znacjby (1_b_2 dy—nch;x 1—a—2 dx—nabfcz 1—C—2 dz | =
- M ﬁ.nab%—i-na%c—i-nabcﬂ

4mabc | 15 15 15

D :%-M(sz—az —c?)

yy
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D, = m p(x,y,z)( 272 —y? —xz) dv

\%

3M
plx.y.2)= Amabc
U
ey )
Vv

< +b +a
= 4i2/t|)c Z—IcZZdZ'rUZ dxdy — _bezdyg dxdz _-'[XZdX'r['[ dydz] =

y

_ 3M i +C , Z2 +b , yZ +a , X2 )
~ 4nabc _Znab[z (1_C—2jd2—nacjby 1—b—2 dy—nbc-[lx l_a_2 dx |=

_ M E-nabc3 —i-nab3c—i-na3bc}
4mabc | 15 15 15
D,, =%~M(2c2—b2—a2)

Zbierzmy uzyskane wyniki.

dxx=1-|v|a2, dyy=1.|v|b2, dzz=5|\/|c2

5 5 5

_1 2 _Rm2_ A2 _1 2 a2 2 _1 2 |2 a2
Dxx—g'M 2a°—b°—c”), Dyy_g-M 2b° —a“ —c“), Dzz—g'M 2c°—-b° -a
Dw+D,,+D, =0

Sktadowe niediagonalne obu tensordw sa wszystkie rowne zeru.

W przypadku elipsoidy obrotowej

a=>nb,

D, =éM(a2 —cz),
Dyy:éM(a2 —cz),
D, =§M(c2 —az),

1
_EDZZ :Dxx :Dyy’

tensor momentu kwadrupolowego D, posiada tylko jedng sktadowa niezalezng D,, . Skiado-

wa D,, bywa utozsamiana z tensorem momentu kwadrupolowego, co prowadzi do nieporo-
zumien.
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8 MODEL WSZECHSWIATA EINSTEINA: ,,MATERIA BEZ RUCHU”

e Trojwymiarowa hipersfera zanurzona w czterowymiarowej plaskiej przestrzeni Eu-
klidesowej jako trojwymiarowa przestrzen o stalej krzywiznie Riemanna

W czterowymiarowej ptaskiej przestrzeni Euklidesowej (nie majacej nic wspdlnego z cza-
soprzestrzenig) o metryce

do?® =(dz* | +(dz? ] +(dz® ) +(dz*f
rozpatrzmy tréjwymiarowsa hipersfere
a’ =(zl)2 +(22)2 +(23)2 +(z4)2.
Wyznaczajac na podstawie powyzszego réwnania rozniczke wspotrzednej z*, otrzymujemy
dla podstawowej formy metrycznej wyrazenie
do® = ( Bug +%} dz¢dz =y,dz°dz" (a,B,x=1,2,3),
27"
Vop = o5 MPraaprers (a,B,k=1,2,3).
Nastepnie obliczamy trojwymiarowe symbole Christoffela drugiego rodzaju, ich pochodne
oraz sktadowe tréjwymiarowego tensora Ricciego.

8 r ay B
Fzﬁ aBZ 2°72°7 _ (OL,B,K,XZLZ’S)
(az—z“z“)
O g (a -2z )5 8, +28,,2°2"
+
0z" (az )
0z"z* oz°
(az_ZKZK)Z[ZaZZ"'ZﬁZXZ]—z“zﬁz}”a(aZ_zsz)Z
oz* oA 7¥
_l’_
(aZ—ZKZK)A
ar’, e
“ " oxP ox LT -, (aBkr=1,2,3)

W punkcie o wspoétrzednych  z' =z° =z° =0, z'=a:

or* o .0 20 2
(9.)) 5,00 (1) =0 (j b () 2w ASuh
0

oz* a a a
W dowolnym punkcie tréjwymiarowej hipersfery:
29,
R, = _a_zﬁ, (a,p=123).

Na koniec wyznaczmy krzywizng Riemanna badanej hiperpowierzchni
= R aB = R uB = i .
(1-N)g,, -29, a’
Trojwymiarowa hipersfera o promieniu a zanurzona w czterowymiarowej ptaskiej przestrze-
ni Euklidesowej jest trojwymiarowa przestrzenia o stalej krzywiznie Riemanna K =a™
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o Metryka modelu Wszechswiata Einsteina

W modelu tym trojwymiarowa przestrzen jest jednorodna, izotropowa, skonczona, ale nie
ograniczona i o statej krzywiznie. Predkosci ciat bedacych zrodtem pola sa mate w stosunku
do predkosci $wiatta.

x“xP
ds? =( 8,5 +ﬁJ dx“dx® +dx*dx*, (o,B,k=123)
a? —x"x

ds? =g, dx"dx" (pv=1234) x*=ict, ds*<0

x“xP

Oup =84p + (o,B,x=123)

a? —x"x*
01479417924 =942, =934 =043 =0, U4 =1
e Skladowe tensora Ricciego

2
Raﬁ :_a_zgq[w (O(!B:]-’ 2, 3)

R14 :R41:R24:R42 :R34 :R43:R44:0

e Skalar krzywizny

R=-g"g e (a,p=123)

CPO
e Skladowe tensora Einsteina

1
Raﬁ_%gqﬁRzggaﬁf (a’1B:11 213)

3
Ri—79.R= ?
e Tensor pedu energii
T;:v = guagvﬁpvavﬁ + guvp

A

- dx
V" =./sgn ds’ Cr SO ds® =—1
S

T(;B :gcx[}p (alB:]" 21 3)
T 2( q 2)dX4 dX4 )
= c?(sgnds?)— —— +g,,p=—pc? +
a2 = 944944P g ds ds 9.0 Y p

e Rownaniapola: R, -39, R=-«T,.
1 , .
27 9ap = kPO, (a,f=12,3) ROGwnania przestrzenno-przestrzenne

3 . .
== —K(— pc’ + p) Réwnanie czasowo-czasowe
a

Z powyzszych réwnan wynika, ze

2
_pe |2

2 Kpc’

p:

Promien krzywizny wszechswiata a jest skonczony.
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¢ Rdwnania pola z czltonem kosmologicznym
Identyczne rozwigzanie mozna otrzymaé¢ wprowadzajac do rownan pola tzw. czion kos-
mologiczny zamiast ujemnego ci$nienia w tensorze pegdu-energii. Rownaniom pola
— ro_ ViEviE

R.—32 gHVR T, = —nggvﬁpv“v —kpg,,

nadamy za Einsteinem inng postac¢
TOTB _

R, —39, R+xpg,, =-xg,,9,pVV’ =—xT

lub

-39,,R-9,A=—T

nv [TRY

Ag,, = czton kosmologiczny
A = stata kosmologiczna

Uzyskane wyniki mozna zapisa¢ uzywajac zamiast ujemnego cisnienia statej kosmologicznej
A=—xp=>0,

A= %KpCZ ,

A=a>

e Warunki wynikajace z réwnan bilansu pedu i energii, jakie musi spetniaé¢ czton kos-

mologiczny jako dodatkowy czion w réwnaniach pola
Wyznaczymy dywergencje obu stron réwnan pola z cztonem kosmologicznym

(R —19,,R-0,.A) =(—KT
(R,.~30,.R), ~(g,,A), =
WR), =

gw,v =0

T, =0
9,,A, =0

detg,, #0

e Metryka Einsteina we wspotrzednych sferycznych

x*xP
ds? (6 +—de°‘dx‘3+dx4dx“ (o,B,c=12,3)
a —X'X

x' =rsin@cosp, Xx*=rsinBsing, x®=rcosd, x*'=x*

-1
ds® = [1—2—2} dr® + rz(de2 +sin? 9d(p2)+ d( x“)2
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9 MODEL WSZECHSWIATA DE SITTERA:”RUCH BEZ MATERII”

e Rozwigzanie de Sittera
W 1917 roku de Sitter podat ¥ rozwiazanie réwnan pola grawitacyjnego

R, —Ag,, =—«T + %ngT ,

opisujace wszechswiat bez materii, traktowany jako czasoprzestrzen o statej ujemnej krzywiz-
nie Riemanna.

TLV ::0 ! (LL,V ::1421314);

x*xY 4 - )
gw=—5w—m, (mv,a=1234), | x*=ict, ds*>0 |,

gdzie (a) jest czterowymiarowym statym promieniem krzywizny.

Rozwigzanie to oznacza, ze

3

AN=——, =0.
' P
Reprezentuje ono zakrzywiong czasoprzestrzen bez materii, i moze by¢ traktowane jako gra-
niczny przypadek bardziej realistycznych modeli wszechswiata. Ruch bez materii, to nazwa
ktora przylgneta do modelu wszechswiata de Sittera.

Nastepnie przedstawit 2 metryke modelu z poprzedniej pracy w innym uktadzie wspéirzed-

nych.
ds? = —dr? —a? sinz(éj(dez +sin?0dg? )+ cosz(éjczdt2

Po dokonaniu transformacji wspotrzednych

e
r'=asin| — |,
a

przyjmuje ona posta¢ spotykang we wspotczesnej literaturze
-1
rr2 rr2
ds® = _(l_a_Z) dr'? —r'2(de? +sin® 0 dg? )+ [1_a_2jC2dt2 .

Analogicznymi wyrazeniami dla metryki wszechswiata Einsteina sa odpowiednio wzory

ds® =—dr? —a? sinZ(LJ(de2 +sin’ 0 d(p2)+ c’dt?,
a
r!2 -1
ds? = _[1_a_2J dr'? —r'2(de’ +sin® 0 de? )+ c’dt?
UWAGA
Jezeli wyznacznik tensora metrycznego, ktérego sktadowe sa rozwigzaniami rownan pola, jest

dla pewnych wartosci wspotrzednych réwny zeru, to wtedy badane rozwigzania nie spetniaja
réwnan pola.

Y W. de Sitter: Over de relativiteit der traagheid: Beschouwingen naar aanleiding van Einstein's laatste hypo-
these. Verslag [van de gewone vergaderingen der wis-en natuurkundige afdeeling] der Koninklijke Akademie
van Wetenschappen [te Amsterdam] 25, 9 (31 Maart 1917) 1268-1276.

O wzglednosci inercji: uwagi dotyczgce ostatnich hipotez Einsteina.

2)W. de Sitter: Over de kromming der ruimte. Verslag [van de gewone vergaderingen der wiosen natuurkundige
afdeeling] der Koninklijke Akademie van Wetenschappen [te Amsterdam] 26, 2 (30 Juni 1917) 222-236.

O krzywiznie przestrzeni.
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10 MODEL WSZECHSWIATA FRIEDMANA

e Podstawowe zalozenia

Wedtug prawa Hubble’a obserwator zwigzany z Ziemig postrzega pozorng ucieczke gala-
ktyk z predkoscia radialng o wartosci wprost proporcjonalnej do ich odlegtosci. Fakt ten moz-
na interpretowac jako rozszerzanie si¢ przestrzeni dla wszystkich obserwatoréw spoczywaja-
cych wzgledem otaczajacej ich materii jednorodnie rozmieszczonej w skali wszechswiata.

e Podstawowa forma metryczna Friedmana-Lemaitre’a-Robertsona-Walkera w ukla-
dzie kartezjanskim

ds® =B*L* [(dx1 )2 +(dx2)2 +(dx3)2] +(dx4)2

x*=ict, L=L(t) = bezwymiarowy czasowy czynnik skali

1 1 1 .
le . L2r2 = ) (2 :1+%kr2 ) r? :(X1)2+(X2)2+(X3)2, k:a—2
+ZL273.2 1+Z¥

sgn k =sgn iz =-1,0, +1, a® = kwadrat nieprzeskalowanego promienia krzywizny
a

przestrzeni

e Skladowe kowariantnego tensora metrycznego F-L-R-W
B*L? 0 0 0

0 B2 0 O
L= . g.. =diag (B’L?, B’L?, B’L?,1
J 0 0o B2 o ° ] )
0 0 0 1

0:1=02» =033 = B*L’® » G4 =1

Pozostate sktadowe kowariantnego tensora metrycznego sa rowne zeru.
0 =09110,,953944 = B°L

e Skladowe kontrawariantnego tensora metrycznego F-L-R-W

B2L™ 0 0 0
0 B2L™ 0 0
” = . g” =diag(B?L?,B?L?B?%L?%1
g 0 0 B2L? 0 g g( )
0 0 0 1

goccx:g;lo“ g112922 2933 :B—ZL—Z’ g44:1
Pozostate sktadowe kontrawariantnego tensora metrycznego sa rowne zeru.

e Skladowe mieszanego tensora metrycznego F-L-R-W
1 000

, 9. =diag(1,1,1,1)

O O -
o - O

0
0
1

MO O O

1 3 4
0.=0,=0;=0, =1
Pozostate sktadowe mieszanego tensora metrycznego sa rowne zeru.
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e Symbole Christoffela pierwszego rodzaju: [“{j]: %[

[111] :1 091,

2 ox*
-5
T
[122] :[221] :%%

X
OEECS
[121] =_%%
-2
2=
[112] _ [211] =%29121

X
SESRL

[)--35¢
135
500

) =[) -1 %
) [e] - L%

®m+®w_®wJ

ox"  ox*
BT
)15
2133
REOEEL
]2
QESELY

e Symbole Christoffela drugiego rodzaju: I'7, =g™ [“QV]

ri=g"[.}]=A,
r,=g"[2?]=-A,
s =g[*]=-A,
r3=rz =g“?]=A,

1—‘133 :F331 = 933 [133 ] =A

r2=g”[}]=-A,
rz=g%%?]=A,
r=g%[}']=-A,
rh=r}=g"[;?]=A,

F233 :FB?Z = 933[233]: A,

125

m=0[4]=-A,
r,=g"[32]=-A,
s =g"[]=A,
rL=r} =g"[\’]=A,

r223 :rszz = 922[223]: A,

F141:(~:]44[141]:_A4
F242 :g44[242]: A,

1—‘343 2944 [343 ] =-A,

1—‘114 :Fil = 911[114]: Ag
r224 =F422 = 922[224]: As

F334 =F433 = 933 [334 ] =As
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Ty || SR e,
1+1k[ XM +(x?2) +(x3 ] X
oA, .
a%?: 1Kx'B?, ;(—%:0 Pi-0. (i-123)
2
L=L(x*) oA, . 0L _,[oL
| _ -B’L———+B? —
1kx'B, (i=1273) ox* ox*ox* ox*
5'— oA .
A, =B’ Lg axiszo, (I=1,2;3)
oy L 4, OL 2
A, =B?L?A, =L — oA, . oL el
ox* =L PN o d
OX OX"0OX OX

(i,j=12,3)

» Skladowe tensora Ricciego: R, = ———

R11 = arlzz

+ al—‘133

_ arlzl

_ ar131 _ 8F14l

o, oL oo
GX v ax o ru (xrﬁv - ru vrBoc

ox!

ox*

OX?

ox®  ox*

112 212 312 412 113 213 313 41-3
- 1—‘11F12 - Fnrzz - rnrzs - F111—‘24 - F111—‘13 - F11F23 - F11F33 - 1—‘11F34

Rzz = aFle

ors
+ 23

oy,

oy, ar;;

Ox?

Ox?

ox*

ox?

11 2 1 31 41 113 213 313 413
- F22F11 - F22F12 - F22F13 - F22F14 - F221—113 - 1—‘221—‘23 - Fzzrss - 1—‘221—‘34

ory,

Ol

oy, Oy

R.. —
¥ X8

N ory,
ox3

ox*

ox?  ox*

- 1ﬂe%arlll - F323F112 - Tfsrfa - F;3F114 - Fgarlzz - F323F222 - Fssarz - 1ﬂ343r224

23

ory,  or,, o,
R 44 = lef 8X244 8X3: + 1ﬂ114r114 + 1ﬂ2241ﬂ224 +I 334F 334
oy, ory oI
R,=R, = axlzl + axlzs " ox Fa T, + T = T, — 05 — TS
ory, ory arlg . ) 1 lpe2 2
Ris =Ry = PVE + PV - F11F33 +F12F23 F13F13 Ll - F13F23
ory, or} or ar114 2 3 a2 13
Ry =Ry = ax’ + o’ + o’ F12F24 Jrlﬂ131ﬁ34 LI, — I
ory, oy, o,
Ry =Ry, = axzal + 8X232 - 23 Fllzrll3 +F232F323 F23F112 FZSFllS F23F223
o, Oy g O, | arq o 1 3
R,,=R,, = o + o’ + X' ox’ + 00 + Tyl = Dol = Tyl
ory, oy, oy, o,
R;,=R,;= 8)(11 + 8X342 + 8X343 > + Tl + Dol —Tglis — Tl oy
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o Skladowe tensora Ricciego (dalszy ciag)

A
R11:22A11+(Z:22+88X§’+2Aj
X X
=g Ay A
X X X X
A
R33:6A11+8A22+26 33+6A
OX OX OX OX
oA, OA
RlS:RM:ZK;—aXf—AlAS:O
OA, OA
R23=R32=28732—8X23—A2A3=0
OA, OA
RM:RM:Ban—aXf:O
OA, OA
R24:R42:38X42_8X25:0
OA, OA
R. =R,.=3-3_2775 _
34 43 aX4 axg
OA

Ry =37 +3AA,

+AA, + AA +A A
LHAA FAA HAA

: +A A +HAA, +AA,

2
oL
R11=R22 =R33=Bz —2k+2[y} +L

o’L
ox*ox*?

R, =3L"

o%L
ox*ox*

Pozostate sktadowe tensora Ricciego sa rowne zeru.

e Skalar krzywizny

R :g“VRuv

R= glan +g22R22 + 933R33 + 944R44

R=B2L?(Ry+Ry +Ry )+ Ry,

2
R =-6L"k+ 6[{;—5] +6L"
X

0°L
ox*ox*
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e Skladowe tensora Einsteina

2
k 1| oL 2 0L ..
Ry 30,k ~g;A =B L_L_[a_J TLacae Mo (1129

Ry _%QMR _gi4A:O’ (i :1'2’3)

2
3k 3 (L
R44_%944R_944A=L_2_L_2[8X_4J -A

e Tensor pedu-energii dla pylu i promieniowania

Rozktad gestosci energii pytu i promieniowania we wszechswiecie opiszemy tensorem
pedu-energii dla cieczy nielepkiej.

T = ( pc? +p)V“VV +g"'p, p= cisnienie promieniowania

V* =,/sgn ds® cd()j( , sgnds®=-1
S

~n = ~v _ = ~v _ =
gpav _Vou ngV _VB7 gcwv _Vc
Vi=v?=v®=0, dx'=ds

T =diag( B?L2p, B2L%p, B*L?p, ~ c%p)
T.. =diag( B?L2p, B?L?p, B2L?p, —c?p)
T: =diag(p, p, p, ~¢?p)

e RoOwnania pola

Ry~ 20,R-0,A=—KT,, k=81Gc*=2073-10"s%kg'm™

2
k 1(aéL 2 %L ¢’k 1 (oL 28°L )
Cr ) TLaded M7 EEla) Trae TP
2
3k 3(aL ¢’k 1(aLY
L—L—[a—J A Tl F) e

Odejmujac stronami ostatnie dwa réwnania, otrzymujemy

1%L
L ot?

—%CZA-F%KCZ(%F)CZ +p):0
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¢ Rodwnania pola wyrazone przez stala Hubble’a
Rownania pola przestrzenno-przestrzenne i czasowo-czasowe zapiszemy tak, by pojawita
si¢ w nich stata Hubble’a.

¢k 1 (oLY 28 ¢’k 1(aLY
F*F(E) fLag CATTe. ?*F(EJ Ikt
df
ol
L ot

H = wspotczynnik hubble’owskiego rozszerzania si¢ wszechswiata (stata Hubble’a)
oH 1%L [aLj 1 8°L H? 1 0°L T oH

ot E?_F o) Lo L at? ot

oH c’k

2-——+3H* =————-c’kp+C’A Jezeli k=0, p=0, A=0,1t0 H—gl
ot L 3t

2

H2=%KPCA_CL_ZK+%CZA Jezeli k=0, A=0,to H=c*/1xp.

e Rodwnania bilansu pedu i energii
Prawa zachowania opisane sa przez znikanie dywergencji tensora pedu-energii.

o

o aT i o aTu
Ty, = o —TeTe+08 T =0, (B=1,23,4)

Dla B =1 (oraz analogicznie dla =2 i f=3) mamy:

ot ot
=TT AT = S - TTE - TETE - r3Te+ T2y + 15 +15) =0,

oxe

o
Tl;a

op
v 3pA,+3pA=0,

ﬂzo ﬂzo p

=0
ox* Ox? ox®

Powyzsze trzy rdwnania mozna zapisa¢ w zwartej postaci.

grad p=0

Dla =4 mamy:
oTe T
T =TT AT =TTy TR - TRTS +THTL +T%+T3)=0
c2 op

v —3pA, —3c’pA, =0

@4_38_'. p.}.%j =0
ot L ot c
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e Rownania kosmologiczne dla pylu i promieniowania

Rownania pola przestrzenno-przestrzenne (Réwnanie Friedmana)

LZ

1 (8LT 20°L ¢k oH c?k
ot

Eﬁ__?_CZKpJFCZA lub 25+3H2=—F—C2Kp+02/\

Rownania pola czasowo-czasowe (Réwnanie Friedmana)

2 2 2
%(%) =%KpC4—(i_—2k+%CzA lub H2=%KpCA—CL—2k+%C2A

Rownanie na przyspieszenie czynnika skali (Réwnanie oscylatora kosmologicznego)
2

;—IZ‘+ —%C2A+%KC2(%pCZ + p)]L =0

Rownania bilansu pedu dla pylu i promieniowania

grad p=0

Roéwnania bilansu energii dla pylu i promieniowania

@+3(p+%j18_L =0
ot c’ )L ot

¥

Rdwnanie bilansu energii zapiszemy w postaci wygodnej do analizy.

a_p+3[p+£2j1% =
ot c“ /L ot

cisnienie promieniowania
gestos¢ pytu
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Analiza modelu

[}
Wszechswiat wypelniony jest tylko materig: p=0

3
a(LL):O, p=—, A=const>0
ot L
Przypadek: sgn k=0, A=0
1 (oL} ., LY LrAct 3H?
—| =] =H’=1kpc’ lub |=| =2 . lp=p.=
Lz(at) 3P (&j L PP
Lo, %L — 0. L zwigksza si¢ z szybkoscia malejaca do zera.
Przypadek: sgnk=-1, A=0
1 (oL} ., 2 (asz 1kACt ¢ 2
—|—| =H*=1xpc’ + ub | —| =3—"+", |p<p.=
L2 (8’[) 5 Y ‘az‘ 2 ot L ‘az‘ p<p ket
oL c . . , i i ,
L—>w, ——>——. L zwigkszasi¢ z szybkoscig malejaca do statej wartosci
NS
Przypadek: sgn k=+1, A =0
1 (oL |, c’ L) 1rkAct ¢? 3H?
— | — :H :lK C4—— |Ub - :3 T T o > c =
Lz[ﬁtj TR [6’[} L a2’ [P 7P T e
Po pewnym czasie czynnik L przestaje si¢ zwiekszac i zaczyna si¢ zmniejszac.
2

Wszech$wiat wypelniony jest tylko energia zwiazana z promieniowaniem: p=<pc

3 3
8(pL)+%p8L 0
ot ot
4 3 3
G(pL)zzLé(pL)+%pL8L
ot ot ot
4
a(pL =0, p=—, B=const>0
ot L
Przypadek: sgn k=0, A=0
1 (L) ., L)’ ixBc’ 3H?
—| =] =H’=1xpc’ lub |=| =2—"—, =0, =
E(a) 3P (aj R S
L — oo, % — 0. L zwigksza sie z szybkoscig malejaca do zera
Przypadek: sgnk=-1, A=0
1 (LY c’ (8LJ2 1kBe* 2 H2
—|—=| =H*=ixpc'+—— lub |—| =2 +——, lp<p.=
L2 (at) 3 p ‘aZ‘LZ ot L2 ‘aZ‘ p<p KC4
oL c . . , . . ,
L—>w, — —>-—. L zwigkszasi¢z szybkoscig malejaca do statej wartosci.
NS
Przypadek: sgn k=+1, A=0
oL)*  ixBc* ¢? L, 3
I B

1(oL) ., 2
E[aj T at
Po pewnym czasie czynnik L przestaje si¢ zwigkszac i zaczyna si¢ zmniejszac.
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Analiza modelu w przypadku roznej od zera stalej kosmologicznej

Przypadek: sgn k=0
2 2 2
i(%J :H2:1Kpc4—c;_—2k+%CZA, 19 L=%CZA—%KCZ(%pCZ+p)

L2 at E L ot

p=0, p=0, sgnk=0, A=const>0
2 2

1 1
L =exp [(% A)2 ct} —exp[Ht], H=c(2A)z =const
L zwicksza si¢ eksponencjalnie w czasie. H=const oznacza ciagla pozorng ucieczke

czastki pobnej zgodnie z prawem Hubble’a.

UWAGA
Ze wzgledu na p=0 i p=0 rozpatrywany model opisuje wszechswiat de Sittera i powi-

nien by¢ traktowany jako graniczny przypadek bardziej realistycznych modeli.

Przypadek: sgn k =-1

2 2 2
B e ()
p=0, p=0, sgnk=-1, A=const>0

2 5 )
L=\ ot ‘a ‘L L ot

Uktad nie posiada wspolnych rozwigzan.

Przypadek: sgn k =+1

2 2 2
L%(al_) =H2=%Kpc“—¥+%czl\’ %%IZ_:%CZA—%KCZ(%PCZW)

p=0, p=0, sgnk=+1, A=const>0

ot

1 (L) c? 16%L
F5) W [
Uktad nie posiada wspolnych rozwigzan.
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e Prawo Hubble’a

. df 5 dx"
V' =,/sgnds° c—
ds
sgnds® =-1
dx*

ds

v =ic

%" :J.Bde“, (a=12,3)
0

x4 =x*
o . pdBL B
v :|c£§dx , (a=123)
@ Cdx‘*za% dx 0 ( 123)
V:l—:’ — =, = ,
ds ds ¢
dx*
R
ds

dBL _oBLdt oBLIX oBLOX® oBLOX' oBL 19X 1 oL

— 4 + + = : -
ds ot ds ox' ds  ox? ds  ox® ds ot ic ds ic ot
1a

LY
ot . L ot

IBde“ = pozorna predkos¢ ucieczki
0

df
H:%% = stata (parametr) Hubble’a

f(“:jBde“, (a=123)
0

v* =HX* Prawo Hubble’a

a

X wspotrzedne wzgledem uktadu kartezjanskiego sztywno zwigzanego z Ziemig

X* = wspotrzedne przeskalowane

L=L(t) = bezwymiarowy czasowy czynnik skali

UWAGA

Prawo Hubble’a gtoszace, ze galaktyki oddalajg si¢ od nas z pozorng predkoscig wprost pro-
porcjonalng do ich przeskalowanej odlegtosci, jest rownowazne ze stwierdzeniem, ze czynnik
skali wszech$wiata rosnie w czasie eksponencjalnie, poniewaz niezmiennos¢ w czasie statej
(parametru) Hubble’a oznacza, ze

H_of1a)
ot ot\L ot

L =exp Ht
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e Metryka F-L-R-W we wspotrzednych sferycznych

de? — |2 (dx1 )2 +(dx2)2 +(dx3)2

+ ( dx“)z Metr,yka F-L-R-Ww kartezjanskich
wspotrzednych izotropowych

{1+Z{(x1)2 +(x2)2+(x3)2}}2

x' =rsinfcosp, dx' =sind cosp dr + r cosd cosp dO — r sind sing de
x? =rsindsing,  dx* =sinOsingdr + r cosO sing dd + r sind cose do
x® =rcoso, dx® = cos@ dr —r sind do

x* =x* =ict

= (¢ F+ (T +(°F

2 2 2 H] 2
ds? = 129+ (de +S'? bdo )+ ( dx“)2 Metryka F-L-R-W w sferycznych
(1+ k rZ) wspotrzednych izotropowych
4
N r
=
1+ 1

2 4 2
R (1+kr2j L (1+kr2j (1+kr2j
r2 :(1+Zr2j 2, 4 dr? :+sz Ldfz
4 4

ds? =L { ]-di,\z+f2(d92 +sin29d(p2)}+(dx4)2

UWAGA
Wspotrzednymi izotropowymi nazywane sa wspotrzedne, w ktorych przestrzenna czesé met-
ryki jest proporcjonalna do odpowiadajacego jej wyrazenia euklidesowego.
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11 PROSTY MODEL ROZSZERZAJACEJ SIE CZASOPRZESTRZENI

e Podstawowe zalozenia

Podamy interpretacje prawa Hubble’a w oparciu o model rozszerzajacej sie czasoprze-
strzeni. Zaktadamy, ze wzgledem uktadu zwigzanego z Ziemia otaczajaca ja jednorodnie roz-
mieszczona w skali wszechswiata materia pozostaje w spoczynku. Ekspansji ulega czaso-
przestrzen, wskutek czego obserwujemy pozorng ucieczke galaktyk.

e Podstawowa forma metryczna
ds? =2 (abct o+ (e P+ (0 f + (o
x* =ict

L=L(t) = bezwymiarowy czynnik skali

e Skladowe kowariantnego tensora metrycznego

1> 0 0 O
0 L 0 O
- , =diag ( L?, L%, L%, L?
gn O 0 L2 O goo g ( )
0 0 0 L?

0115092 =033 =04 = L®
Pozostate sktadowe kowariantnego tensora metrycznego sa rowne zeru.
9 =01192,933044 = L°

e Skladowe kontrawariantnego tensora metrycznego

9“* =g,

L2 0 0 0

0 L? 0 0
"= ., g™ =diag(L? L7 L2 L7
g o o 2 ol ¢ J )

gll — g22 — g33 — g44 — L—2
Pozostate sktadowe kontrawariantnego tensora metrycznego sa rowne zeru.

e Skladowe mieszanego tensora metrycznego
1000

, g =diag(1211)

O O -
o - O

0
0
1

MO O O

1 3 4
gl =0, = g3 = g4 :l
Pozostate sktadowe mieszanego tensora metrycznego Sa rowne zeru.
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09, N 9., 9

pnv

e Symbole Christoffela pierwszego rodzaju: [“{j]: %[

ox* ox’  ox*

|

[1 1] _ 1dg9y
1T o e
[22] = 1%z
! 2 ox*
[343] __ 1095 e Symbole Christoffela drugiego rodzaju: I'?, =g** [“aV]
2 ox*
14 41 169 1oL 1 oL
[ ] [ ] 2 axll 1H141:g44[l41:|:_Eax_4 1H114:ril = l1[114 :Ey
149 1 4L 1 4L
[224] :[422] 2567242 1H242:(.:]4‘1'[242:|: _Eﬁ)(_A 1H224:r422 = 22[224 :Eﬁx_“
10 1oL 1oL
[334] :[433] :E% 33 g44[3 3]_ Ey r§4=rf3 _ 33[334 :E%
[444] :lﬁg? Ff4:g44[444 :ia_L4
2 OX L ox
- ore ore,
o Skladowe tensora Ricciego: R, =—*——~ 4+ TP I — " Iy
v ox” ox* pa™ pv pve Ba
R arlﬂzl_ +Fl F4 F FZ F Fg 1_, 1_,4
11 14411 — L1t 24 11034 —La1tag
or,
R22 axzz 1ﬂ24lﬂ242 lﬁzzr 114 1ﬁ221ﬂ334 Fzzrfzt
ar“
Ris 33 F§4F;3 F33F114 1—1331—12241, 1—‘331—1:4

_ary or ot

= + A0, + 2T + 0302 -T2 (2 +12 +18
44 a)(4 8XA, aX4 14* 14 24+ 24 34+ 34 44( 14 24 34)

2
1 o°L 1| oL 1 182L 1(oLY
Ru=Ra=Re = G T\ | ~ @ Lar 0l

2
R, -3 0L _3fa) 3 laz_L_i(a_LJz
“T Laxox® 2| ox* c?| Lat? L2\ et

Pozostate sktadowe tensora Ricciego sa rowne zeru.

e Skalar krzywizny: R=¢g"'R,, R= "R, +9”R,, +g*R,, +g*R

6 o°L 6 1 0°L

TP ox'oxt | Lot
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e Skladowe tensora Einsteina

2
1( aL 2 oL 11 1(aL)y 20%L .
R. —1gR=| | &= | -2 %= |5 =—|-=| L] +2 5., (i,j=123
i =29 L{&x“] L ox*ox* | 1 cz{ Lz(atj Latz} i (0] )

Ri; —29u.R=0, (i:1’2’3)
2 2
3| oL 3 (oL
RM‘%QMR:‘F[WJ -t )

e Tensor pedu-energii dla pylu i promieniowania
Rozktad gestosci energii dla pytu i promieniowania we wszechswiecie opiszemy tensorem
pedu-energii dla cieczy nielepkiej.

T = ( pc? +p)V“VV +g"'p, p= cisnienie promieniowania
T,s =(pc? +p) V.V, +9,,0=(Pc? +p)g,. 05 V"V +9,,p
T =( pc?+p)¥*V, +gip=( pc? +p)o,, V4V +gip

a

V* =,/sgnds® ¢ d()j( , sgnds®=-sgng,, =-sgn L’ =-1
S

~v _ = ~v _ =
ngV _VB7 gcwv _Vc

vi=v*=V’=0, ds=,g,dx"*

T* =diag(L?p, L2p, L2p, T*), T* =~ L %pc?
T.. =diag(L’p, L’p, L’p, T,,),  T,=—Lpc’

T: =diag(p,p,p, T¢), Ti=—pc?

e Rdwnania pola

Rus— 0,,R=—KT,, x=8r1Gc™*=2073-10"*s*%g'm"

2
1( oL 2 oL , 1(oL) 20°L  , .,
il Bl IR S b | ——=| & 428 = e
Lz(ax“] Loxioxt P Lz(atj L ot P
2 2
%[S—LJ el w | (%] <o
X

Laczac powyzsze dwa rownania, otrzymujemy

oL =1xl®(p-ic?p) | lub

o°L
aX4aX4 2 _2

= %CZKLS(— P+ %czp)
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e Prawa zachowania
Prawa zachowania pedu i energii wyrazimy przez znikanie dywergencji tensora pedu-
energii.

o

T,
Ty, =—>-TETé+T2TH =0, (a=1,234)

ax Bo " p pa ' p
Dla o =1 (oraz analogicznie dla oo.=2 i a=3) mamy:
3 1
Te = pape e L@ o
“ox” " oxt oxt
2 3
T=ti=Foo Tt
T 0X OX “oox® o oox®

Powyzsze trzy rownania mozna zapisa¢ w zwartej postaci.

gad p=0

Dla o =4 oraz sgnds® =—1, mamy:
oT! at}

Th= o e LTI =2 ST -T2 - T+ TA(r + T4 + T3, )=0,
g 30L_ 3L
—c’ ———p-——5pc’ =0,

ox* Lox* L ox

@4_3%(}3_'_3) :O

ot Lot c

e ROwnania kosmologiczne dla pylu i promieniowania, sgn L> =+1, sgn L =+1

Roéwnanie pola przestrzenno-przestrzenne

2’L 1 (oL)
o ZZ(E} —1c%l’p

Rownanie pola czasowo-czasowe
1 (oL i 1(oLY ., .
L—Z[EJ :%KC Lp IUb F(Ej :H :%ch
Polaczenie obu réwnan pola
2
Zt—I;:%CZKLS(—p+%pc2)
Rownanie bilansu pedu
gadp=0
Rownanie bilansu energii

3 3
ap+3L_laL[p+£2j:O w AeL), p o -0
ot ot c

p = cisnienie promieniowania
p = gestos¢ pytu
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¢ Niezerowe skladowe mieszanego tensora krzywizny

Rl,=R.,=R2,=R%.=R> =R} = ia—L2=3KC2pL2
212 313 121 323 131 232 Lc ot 3

1 0%L (1LY
R%114=R42124=Rz3134=Rf41=R342:R§43:F?_(Eaj :_%KLZ(%DCZ"‘p)

e Analiza modelu
2

Wszechswiat wypelniony jest tylko energia zwiazana z promieniowaniem: p=:pc

pL* =B=const>0
2
(%‘j = %KC4pL4 = %KCAB =const >0

oL

ot?

L=L,+c*/ixBt, t=0

R1212 = R§13 = I:\)1221 = Rgza = Rf31 = Rgsz = %KCZPLZ = %KCZBL_Z

Rie =R =Rl =Ry =R3, =R3,; = _%KCZPLZ = _%KCZBEZ

Los wszechswiata:

Liniowy wzrost w czasie czynnika skali i asymptotyczne zblizanie si¢ do stanu ptaskiej

czasoprzestrzeni.

Wszechswiat wypelniony jest tylko materig: p=0
pLl® =A=const>0

2
L
CiEy Lxc’pl® =1xkc*A=const >0

atz
L _ 1oLy
ot 2L ot

Ostatni wzor jest podobny do relacji a= \2/—; , Taczacej przyspieszenie, predkosc i droge
w ruchu jednostajnie przyspieszonym bez predkosci poczatkowej. W zwigzku z tym
L=L,+i(ixc'A)?, t20

R1212 = RélS = RfZl = Rszs = RfSl = Rgaz = %KCZAL& =4ct”

Ry, =R%,=R%,=R{,,=Rj,=R3,=—1kc’AL' =-2c?t?

Los wszechswiata:
Kwadratowy wzrost w czasie czynnika skali i asymptotyczne zblizanie si¢ do stanu ptas-

Kiej czasoprzestrzeni.
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e Prawo Hubble’a
_df G
V" = /sgnds? c—d

S

sgnds® =-1

d n
V' =ic| L X +x“d—L
ds ds

. . dxtm dx”

vi=ic— =0, —==0, (=12,3)
dx* 1

ds L

dL_oLdt oL1dx® 114

ds otds otic ds icL ot

vi=x i = '—X”iz% = pozorna predkos¢ ucieczki
L ot L ot

df

:é% = stala (parametr) Hubble’a

X" =L x"

v =HX" Prawo Hubble’a

03

X wspotrzedne wzgledem uktadu sztywno zwigzanego z Ziemig

X* = wspotrzedne przeskalowane
L=L(t) = czasowy czynnik skali

UWAGA

Prawo Hubble’a gtoszace, ze galaktyki oddalaja si¢ od nas z pozorng predkoscia wprost pro-
porcjonalng do ich przeskalowanej odlegtosci, jest rownowazne ze stwierdzeniem, ze czynnik

skali wszechswiata rosnie w czasie liniowo, gdy p = %pc2 i kwadratowo, gdy p=0.
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12 MODEL WIRUJACEGO WSZECHSWIATA GODLA

e Rozwiazanie Godla

W 1949 Kurt Godel ¥ znalazt rozwiazanie réwnan pola (z cztonem kosmologicznym réz-
nym od zera)
R, —30,R=—xT +Ag,,,

opisujace model wszechswiata o statym promieniu przestrzennym, w ktérym materia wiruje
wokdt osi przechodzacej przez srodek masy (osia obrotu jest prosta X°). Rozwiazanie zostato
podane w uktadzie wirujagcym wraz z materia.

ds? =—(dx* f +1e” (dx? ] —(ax® f +2e™ dx?dx* + (dx* |

ds’ >0,
x*=ct,
e
R
R= ! :
C\/Kp
R = staty promien przestrzenny wszechswiata,
- 1
2R’
T, =pv,V,,

v=(v',v2v®,v*)=(0,00,c),

v=(v1,v2,v3,v4): (0,cebxl ,O,c).

Rozwiazanie Gddla podalismy jako przyktad ilustrujacy mozliwosci OTW, ktdra dopusz-
cza istnienie roznych wirtualnych modeli wszechswiata. Fakt, ze zyjemy we wszechswiecie
friedmanowskim wydaje si¢ by¢ jedynie dzietem przypadku.

e Metryka Godla we wspotrzednych cylindrycznych
Metryke Godla zapiszemy réwniez we wspotrzednych cylindrycznych
x'=rcos¢p, x>=rsing, x’=x°, x'=x‘.

ds? = —(cosp — 1e?*™sinp)dr? — r2(sin%p — 1 e?™*cos’p)dg? — (dx*f + (dx* f +
+ 2rsing cose (1+ %e“’m"&")drd(p +2e*™%singp drdx* + 2re”***cosq dedx*

Dla ¢ =0 oraz ¢=2n
ds? = —dr? +1r%e® do? —(dX‘°’)2 +(dx“)2 +2re” dedx”.
Po petnym obrocie uktadu wspotrzednych, przy ustalonym r, metryka pozostaje nie zmienio-

na.
Uwzgledniajac, ze
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T:ZR—R oraz R= 1 ,
c C\/Kp

dla okresu obrotu wszechswiata otrzymujemy

To— 2" 15.10°m? s kgi] =

¢’ Jxp P

Czytelnikow zainteresowanych rozwigzaniem Godla odsytamy do jego drugiej pracy kos-
mologicznej opublikowanej w 1952 2.

U Kurt Godel: An Example of a New Type of Cosmological Solutions of Einstein’s Field Equ-
ations of Gravitaion. Reviews of Modern Physics 21, 3 (July, 1949) 447-450.
Przykfad nowego typu kosmologicznych rozwigzas rownas pola grawitacyjnego Einsteina.

2) Kurt Godel: Rotating Universes in General Relativity Theory. Proceedings of the Internatio-
nal Congress of Mathematicians. Edited by L. M. Graves et al.. Cambridge, Mass. 1 (1952)
175-181.

Wirujgce wszechswiaty w ogolnej teorii wzglednosci.
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NIEZBEDNIK
MATEMATYCZNY

1 MACIERZE

e Podstawowe definicje

Macierza A™" :[aw] ™ (u=1..,m;v=1..,n), o wymiarach m na n nazywamy zbior
liczb lub funkcji, zwanych jej elementami, zestawionych w m wierszy i n kolumn. Element a
znajduje si¢ w p-tym wierszu i v -tej kolumnie.
e Wyznacznik macierzy

Wyznacznikiem stopnia n macierzy A™" = [aw]””‘, oznaczanym przez detA:‘ a,,
wamy liczbg¢ lub funkcje utworzona z elementow macierzy A wedtug wzoru

df _n! "
detA=>"(-1)"a, a, --a, .
=1
Sumowanie przeprowadza si¢ po wszystkich n! permutacjach A ,A,,..., A, liczb 1,2,...,n, a k,

jest iloscig inwersji (nieporzadkdw, przestawien) w danej permutacji drugich wskaznikdw.

a a
H = 1,85, —a1,85

, Nazy-

4y 8y

Wyznacznik trzeciego stopnia wygodnie jest oblicza¢ wedtug reguty Sarrusa.
all alZ alS all alZ als all alZ

a‘21 a22 a23 = a‘21 a22 a23’ a'21 a‘22 =

a3l a32 a33 a31 a32 a33 a31 a32

= alla22a33 + a12a23a31 + a13a21asz - a13a22a31 - a11a23a32 - a12a21a33
Przypomnijmy wybrane og6lne wiasnosci wyznacznikow.
TWIERDZENIE

det A™" = Zl“awA“V = Z;awA“V

V= H=!
TWIERDZENIE
da, A =>a AP=5 detA™ 5, =8, =5 =5 = {
v=1 p=1
'l A" = dopemienie algebraiczne elementu a,, wyznacznika det A ™"
A = (1) MY

M*" = minor elementu a , wyznacznika det A, czyli podwyznacznik utworzony z wyz-

| | nacznika det A poprzez skreslenie p-tego wiersza i v -tej kolumny
Na przyktad

lsa=p
O azp

dy; Ay Ay
12 142
A :(_1) Ay Azg Agy-
Ay Ay Ay
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e Dodawanie macierzy

Suma macierzy A=[a, |"™ i B=[b,,]"*" nazywamy macierz C=[c,,|"", C=A+B,
ktorej elementy dane sa wzorem c ,=a  +b, . Dodawanie macierzy jest przemienne,
C=A+B=B+A.

e Mnozenie macierzy

nxq

lloczynem macierzy A=[a, ]"" i B=[b,,]"*" nazywamy macierz C=[c,,|**", C=AB,

n
ktorej elementy dane sa wzorem cw=2a

a=1
jacych sobie elementéw p-tego wiersza macierzy A i v-tej kolumny macierzy B. Mnozenie
macierzy w ogalnosci nie jest przemienne.
TWIERDZENIE
det A™"B™" =det A™" det B™"

woDoy - Element c . jest suma iloczynow odpowiada-

e Macierz transponowana
Macierza transponowang (przestawiong) wzgledem macierzy A™" =[aw]”x” nazywamy

macierz A’ = [alv] :[avp]. Macierz AT powstaje z macierzy A poprzez zamiane miejscami
wierszy i kolumn.

e Macierz symetryczna

Macierz A™" = [aw]"xn nazywamy macierza symetryczna, jezeli Az[aw] =A" =[avu].
TWIERDZENIE
det A =det A"

e Macierz odwrotna
Macierza odwrotng do macierzy kwadratowej A stopnia n nazywamy macierz oznaczang

przez A" lub AR takze stopnia n, spetniajaca nastepujaca wiasnos¢:

AAT=ATA, ] 5, = {1 TR
Oeopzv

A oto niektdre wiasnosci macierzy odwrotnej.

(A7) =A

det A-detA™ =1

(AB)'=A"B™

Operacje transpozycji i odwrocenia sg przemienne.
(AT) = (a)

Jak majac macierz A™" = [aw] ™ znalez¢ macierz odwrotng A" =A% = [affv] "9
TWIERDZENIE
ar = A7

Y det A
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¢ RoOwnanie charakterystyczne, wartosci wlasne i wektory wlasne macierzy

Minorem gtownym stopnia k macierzy kwadratowej A nazywamy podmacierz powstata
z elementow stojacych na przecieciu k wierszy oraz k kolumn o tych samych indeksach. Jako
przyktad podamy wszystkie minory gtéwne drugiego stopnia macierzy A czwartego stopnia.

|:all a12:| |:a11 a13:| |:a11 a14:| |:a22 a'23j| |:a22 a24:| |:a33 a‘34j|
a21 a‘22 a31 a33 a4l a‘44 a32 a33 a42 a44 a43 a44

Réwnaniem charakt ierzy A=[a,|" swnani
ownaniem charakterystycznym macierzy = aw nazywamy rownanie

all 7\’ alZ a13 14
a a,,—A a a
det 2t 22 23 2= I A A LA A+ 1,00 =0

a3l a32 a33 }\’ a34
ay ay, 43 Ayg — A

I, ( 1)"s,, (x=01234)

S, = suma wyznacznikéw wszystkich minorow gtéwnych stopnia k macierzy A

,=5,=1

Na przyktad wspotczynniki I, i 1, sa odpowiednio sladem i wyznacznikiem macierzy A :
l, = —(all +a,, 8, + a44)= ~TrA= —Tr[aw]‘tx4 ,
4x4
, = det A =det [aw] :
Przy okazji odnotujmy, ze
A +h, A +A, =@, +a,, +a5, +a,, :TrA:Tr[aw]M,
hyhy Ay hy =det A=det[a, |*.
Rozwiazania A,, A,, A;, A, rownania charakterystycznego nazywamy wartosciami
- - 4x4
wiasnymi macierzy A = [aw] :
Wektorem wiasnym odpowiadajacym danej wartosci wiasnej A, macierzy A nazywamy
macierz jednokolumnowa X spetniajaca nastgpujace rownanie

all alZ a‘lS al4 Xlot Xla XloL

a21 a22 a23 a24 XZ(X 20 20
= 7\,& , XOL =

a3l a32 a‘33 a34 X30L X3a X301

a‘41 a‘42 a‘43 a‘44 X4(x X4a X4(x

Sktadowe wektora wtasnego X, X,,, Xs,,» X, Odpowiadajacego wartosci wtasnej A, s
rozwigzaniami jednorodnego uktadu réwnan liniowych

(all —A )Xl(x +a-12)(2(1 +a13)(3@ +a14)(4m Ov
a1 Xy, +(azz A )Xza t8y3X5, TauX,, =U,

0
A3y Xy, T a55X5, +(a33 —A )X3cx tag, Xy, = 0,
841X T ypX5, T 843X3, +(a44 _}\"u) =0.
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e Transformacje ortogonalne

DEFINICJA
Transformacje ortogonalne to liniowe transformacje przeksztatcajgce uktad ortonormalny
w inny uktad ortonormalny.

nv

}, (u=1234), e, e, =8

4 _OXy, _ | ox,
Zapaxa' pa axa , A= [apa]_|:axa

o

1]
N

[

M-
O
x‘

X

o uv

- c:[cwk[?“] (4=1234), €€, =5

avitv!? av ’ ]
oX., y

]
UN

A%

4

zaua ow_ pv? AC:[SHV]’ C:Ail

a=.

TWIERDZENIE
Macierz transformacji ortogonalnej (macierz ortogonalna) spetnia nastepujace warunki:

Zaap av p,w IUb Zaua va

czyI| suma kwadratow elementow kazdej kolumny réwna si¢ jednosci, a suma iloczynéw od-
powiednich elementoéw dwaoch réznych kolumn réwna sie zeru lub suma kwadratéw elemen-
tow kazdego wiersza réwna si¢ jednosci, a suma iloczynéw odpowiednich elementéw dwoch
roznych wierszy réwna sie zeru.

TWIERDZENIE
Macierz kwadratowa reprezentuje przeksztatcenie ortogonalne wtedy i tylko wtedy, gdy

AAT=E=[5,] abo ATA=E=[s],
gdzie | jest tzw. macierza jednostkows, ktdrej wszystkie elementy sa rowne jednosci a wszy-
stkie pozostate sa zerami.

DEFINICJA
Macierz kwadratowa nazywa si¢ ortogonalna, gdy

AAT=E=[5,] albo ATA=E=[5].
TWIERDZENIE

Dla macierzy ortogonalnej macierz odwrotna jest rowna macierzy przestawionej (transpono-
wanej).

S CA L T } = } oz [a, )= ([, }']

oX, oX,

DOWOD

1 Cow = avu
Zap‘a w “V’ C=A Cow :alv

—

4 C — AT
Zapa va
= A—l — AT

TWIERDZENIE
Wyznaczniki macierzy ortogonalnych sa rowne +1.
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WNIOSEK
Dla macierzy ortogonalnych

S

[a,.] = FX'} a ] = [a.] :[ZHZH

oX
WNIOSEK
Dla macierzy ortogonalnych
AGX:’%:S L 0X, OX, _5 48XH8><_V:8 5 OX, OXy
Sox, ox, M Hox, 6x oS ox, M Sox ox, M
2, OX! OX, ! ! 2 OX,, OX,
= ox, E ~ 6x 6x ~ 6x ax Oy Sox, ox, Oy

TWIERDZENIE
Macierz odwrotna macierzy ortogonalnej jest ortogonalna.

DOWOD
(A At =(AT A =AA"=E,

TWIERDZENIE
Iloczyn dwdch macierzy ortogonalnych jest macierza ortogonalna.

DEFINICJA
Niepusty zbior G nieosobliwych przeksztatcen liniowych reprezentowanych przez ich macie-
rze stanowi grupe, gdy

1. A(A-B)eG

A,BeG

2. A (A-B)-C=A-(B-C)

A,B,CeG

3. ANV AA'=A"A=E

AsG AleG
4. ANV A-E=E-A=A
AeG EeG
TWIERDZENIE

Liniowe transformacje ortogonalne tworzg grupe. (Wszystkie macierze ortogonalne A™"
tworzg grupe.)

Przyktadami przeksztatcen ortogonalnych sa obroty i inwersje
cose sing 0 O 10 0 O

—sing cosp 0 O 01 0 O
0 0 1 0/ |00 -1 0}
0 0 01 0 0 0 1
WNIOSEK

Kazde przeksztatcenie ortogonalne mozna przedstawi¢ jako iloczyn obrotow i inwersji.
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2 ALGEBRAICZNE FORMY KWADRATOWE

e Forma kwadratowa
Forma kwadratowa nazywamy funkcj¢ n zmiennych X, X,,...,X,, dana wzorem

zzaaﬁ a B’ a =aﬁa’ ((X‘7B=:I'|21"'ln)-

a=1 B=1
Jezeli wspbtczynniki a,, i zmienne X,,X,,...,X, s3 rzeczywiste (zespolone), to forma kwad-
ratowa nazywa sie rzeczywista (zespolong).
e Macierz formy kwadratowej

Macierza formy kwadratowej nazywamy macierz jej wspétczynnikéw A = [aaﬁ] = [am ]

e Rzad formy kwadratowej

Rzedem r formy kwadratowej nazywamy najwiekszy stopien réznych od zera minoréw
gtéwnych jej macierzy.
e Dodatnio okreslone formy kwadratowe

Rzeczywista forma kwadratowa A(x,x) ZZaQB X, nazywa si¢ dodatnio okreslona,
o=1 p=1

jezeli A(x,x)>0 dla dowolnych wartosci rzeczywistych zmiennych x,,X,,...,X, nie row-
nych jednoczesnie zeru.

e Kryteria dla dodatnio okreslonych form kwadratowych
Rzeczywista forma kwadratowa n zmiennych jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wte-

dy, gdy:
1. Mozna ja sprowadzi¢ do postaci D(z,z) Zz

Wyznaczniki wszystkich minoréw glownych jej macierzy sa dodatnie.
Wszystkie wartosci wiasne jej macierzy sa dodatnie.

Jej macierz mozna przedstawi¢ w postaci A=C'C.

Sprowadzanie formy kwadratowej do postaci kanonicznej (diagonalnej)

o~ W

Dowolng rzeczywista forme kwadratowa A ZZaaB Xz Mozna sprowadzi¢ do
a=1 p=1

postaci kanonicznej (diagonalnej) C(y,y)= Zxayi za pomocg przeksztatcenia ortogonalne-

a=1

go 0 wyznaczniku réwnym 1, gdzie A,,A,,..,A, Sa wartosciami wiasnymi macierzy formy
wyjsciowej.
e Sygnatura formy kwadratowej

Sygnaturg formy kwadratowej nazywamy roznice liczby p wspétczynnikéw dodatnich
i liczby q wspotczynnikow ujemnych w postaci kanonicznej tej formy, s=p—q.
e Prawo bezwladnosci formy kwadratowej

W postaci kanonicznej formy kwadratowej liczba p wspétczynnikdéw dodatnich i liczba g
wspotczynnikow ujemnych nie zalezy od wyboru przeksztatcenia ortogonalnego, sprowadza-
jacego dang forme do postaci kanonicznej.

Suma liczby p wspoétczynnikéw dodatnich i liczby q wspétczynnikdéw ujemnych w postaci
kanonicznej formy jest rowna rzedowi formy wyjsciowej r=p+q.
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e Niezmienniki liniowych przeksztalcen ortogonalnych formy kwadratowej
Niezmiennikami liniowych przeksztatcen ortogonalnych formy kwadratowej sa:
Rzad macierzy formy kwadratowe;.

Wyrdznik (wyznacznik) macierzy formy kwadratowej.

Wspotczynniki rownania charakterystycznego macierzy formy kwadratowe;.
Wartosci wiasne macierzy formy kwadratowe;.

RN

TWIERDZENIE
Liniowe przeksztatcenie ortogonalne wspotrzednych

_ox* v Ox”
Coxe P ax?

L _ |y ra V _ JWVy!B [T AT ra VvV _ LV B n
X =bix™,  x¥=byx", dx* =bldx"*, dx"=bydx"”, bf

sprowadza forme kwadratowa —ds® = g, dx"dx"
do postaci diagonalnej ds®* =g_,8" dx'“dx’"

afa

wtedy i tylko wtedy, gdy kolumny macierzy Bz[bf] sg wektorami wilasnymi macierzy

G:[gi].

3 LINIOWE PRZEKSZTALCENIA ORTOGONALNE | ROZNICZKOWE FORMY
KWADRATOWE W TEORII WZGLEDNOSCI

e (Czasoprzestrzen

Czasoprzestrzen jest czterowymiarowa przestrzeniag zdarzen. Do jej opisu beda uzywane
w tej ksigzce uktady wspotrzednych {xl,xz,x3,x4 = ict} z czwartg wspotrzedna urojona.
Poniewaz prezentowane poprzednio definicje, twierdzenia i wnioski byty sformutowane dla
rzeczywistych zmiennych i wspotczynnikdw, nalezy zbada¢ kiedy mozna je stosowaé w przy-
padku urojonych zmiennych i wspotczynnikow.
e Transformacja przeprowadzajaca forme metryczng urojong w rzeczywista

N ! dSi:gﬁvdX“dXV, gﬁvzgju 1000

x? =z oz |01 00

3_ .3 X" =ayz", dx" =aydz* ay, = = , det[az]:i
X’=z v vap v v ox* |0 0 1 0

x4 =iz X =, a0 000 i

df
ds? =gX ataydzdz® =g2,dz“dz", g%, =g a"al
Badana transformacja

1. nie zmienia postaci formy metrycznej, ds’ =ds?,

2. zmienia znak wyznacznika tensora metrycznego, det[ gfw] =— det[ giﬁ],

3. zmienia znak czwartej wartosci wiasnej, X, =—\%, przy czym w postaciach kanonicz-
nych obu form urojonej i rzeczywistej analogiczne cztony sg sobie rowne, w tym
Asdx*dx* = dz*dz* .
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4 PROSTOLINIOWE UKLADY WSPOELRZEDNYCH

e Dualny (sprzezony) uklad wspotrzednych
Rozpatrzmy czterowymiarowsa przestrzen zdarzen, a w niej prostoliniowy uktad wspoét-
rzednych {xl,xz,xe’,x4 :ict} z wektorami bazowym {el,ez,e3,e4}. Rozpatrzmy takze

sprzezone z nimi (dualne do nich) uktad wspoétrzednych {xl,xz,x3,x4} i wektory bazowe

{el,ez,e3,e4}. Z mocy definicji mamy eu.eVi‘eu‘ av Cos(eu,ev)=5: _ {1<f>u=v

Oou#v
Wektory bazy {el ,e2,e3,e4} I bazy dualnej {el ,ez,e3,e“} spetniaja oczywiste zaleznosci:
eP'- — gpvev ,
e, =0,8",

lo"]=[o,.]".
lo,.]=[a"]",

1 =
o Jlol-lae) o= f2h

Pozostaje nam tylko wyznaczenie jawnej postaci macierzy g*" i g,,.

e“ :guvev

dof = e'-e"=g"%,-e"=¢"" = g"" =e"-e" =¢"-e"=g" = ¢g""'=g™
e, e’ =1
e, =0,¢8 )
N dfl = ep..ev :gpve 'ev :gpv = gp\/:eu'ev :ev'ep :gvu = gpv:gvp
e’-e, =

Przypomnijmy jak wyznacza si¢ macierz odwrotna:
J..=6, €,
g” =e’-e"r = g,,09% :(e“ -eGXe°s -eV):(e” -eVXeG -e“):eH 8" =9,
e, e =9,
gucgc\/ — 6: - Avc
\Ye v = g -
gdzie

g=det[gaﬁ] = wyznacznik macierzy utworzonej z elementow g,

A = dopetnienie algebraiczne elementu g, wyznacznika .
Podamy jeszcze wzory dla dtugosci wektoréw bazowych i katdw miedzy nimi:

‘eu‘: Ieu_eu
— ‘eu‘: g,

eH_eIJ:gHH
le,|=1/e, e
B TRT! ]
} = ‘eu‘_ guu’
eu'eu_guu
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‘eu‘z 9", levl=./g*

eu.eV=‘e“e (e“,e“) = cosé(e“,e”):\/gT%—?F,
eu_ev:guv

‘eu‘ \/:’ \/a

e, e, =[e,[e.|cos Zle, e, )} = cos (e, e,

€.-€, =0, \/:\/7

e Algorytm konstrukcji bazy dualnej (sprzezonej)

1. Zadajemy wektory bazowe (baze) {el,ez,es,e4}.
2. Wyznaczamy macierz g,, .

g,, =, -e,=[e,|le,[cos e, e.)
3. Wyznaczamy macierz g"¥

gll ng ng gl4

gl-lV — g"l-l — AVH — AHV ’ g — det ng gZZ 923 924
g g g.’:‘l gSZ 933 934

g41 g42 g43 g44

4. Wyznaczamy dualne wektory bazowe {el,e2 ee’ } wykorzystujac wzory

4
e* = ) g",.
Utatwimy sobie prace postugujac si¢ relacjami

‘eu‘ _ l pu

V

u
cosL e N r
Znajdujemy z nich dtugosci wektordw bazy dualnej oraz katy migdzy nimi.
Istotnym utatwieniem jest rdwniez informacja zawarta w definicji bazy dualnej
e, e =3,,
z ktorej znajdujemy pary wektoréw prostopadtych wzgledem siebie, po jednym z kazdej
)a  bazy.

PRZYKLAD
Konstrukcja bazy dualnej w dwéch wymiarach.

5 e =1, |e,|=1

1/ g, =6 -6 =1
0:,=0,1=6 €= 1 1 1
73 6, =60° — 2 —
e \4e1 *) =‘ elu ez‘cosz(el,e2)=% G [% 1} 9

& g22262-62=1

I
Alw

= N
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Elementy macierzy g"":
g11 (_1)1+1 1 _4

- 3
4

w|

gzz _ (_1)%2 1 :%
%
Wektory bazy dualnej:

e' =g, +g"%, = 36 —%e,,
e’ 292161 +g22e2 =—%e, +36,.
Relacja definicyjna miedzy wektorami bazy i bazy dualnej:
1 —(4 2 4 2 4 2 —
€ -6 —(591 _Eez)'el _361 € _Eez € _5911_3921 =1,
1 _ (4 2 _ 4 2 _ 4 2 —
€ -6 _(561 _562)'e2 =36,6,-36,-6,=301,—302 =0,
2 _ 2 4 __2 4 __2 4 _
€€ —(_Eel +§e2)'e2 =—36 6, +36,6,=—350;,1t30, =1.
Wartosci wektorow bazy dualnej oraz kat zawarty migdzy nimi:

=t e =g =%,
€= e = Jo¥ =2,
12

cosz(el,ez):g—:—% /et e?)=120".

gll g22
Zadany promien wodzacy R:
R=(R!R?)=(2,2)=2e, +2e,.
Wspdtrzedne kowariantne promienia wodzacego:
R, :gllRl +gle\)z =3,
R, :glel +922R2 =3,
R=(R,,R,)=(33)=3¢" +3¢?,

X2 2

= >
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e Transformacje wektoréw bazowych

Rozpatrzmy wszystkie mozliwe transformacje migdzy bazami {e, e, ,e,.e, |, {€*,e%,e° e},
{ef e e, ., |, (et e2ee),

eu:guvev
{e,.e,.e5.8,} = {et,e?e% et [g“v]=[9w]_l
e, =0,8
e, =a,ge
{er 0000} = el e, el ) [b.]=[a.]"
e,=b,e
e =c,e"
{81,62,83,94} = {ell1e!2,e13’e!4} [dw]:[cw]‘l
e'=d e"
uv
Mo
’ ’ ’ ’ © e > 11 12 13 14 -1
fer e e et ) et e e e) [s.]=[r.]
e, =S,8
et =p,.e
{el'eZ'eS’e4} {e'l’elz’els’em} [qw]:[puvr1
e, =0,.e"
e, =m,ge
{er e e’ e} e e, €5 €, ) [n.J=[m,.J"
e"=n g,
e, =a,8

v o_ r ' v__ v__ v o_
e —dwe N {eH -e'=a, e, -e _awév =a,,

=d =a. = [d ]:[a ]T
! . vV_ A . o ’ . o vu uv uv nv
e, -e'=e, -d e*=d e, -e dw}

e, e =1

[zw]z[dW]_l = [c. |=([a. ] " c 1=([a T°)"
[dw][aw]T} [en]=([2.]) (e ]=([2.])

(b, ]=[a.]"
2, J=(le. )" = [bul=le] [b.J=[e.]"

([e.TT) <L
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macje migdzy czterema bazami.

{ea}:{e11627e3'e4}

! ! 1 1 ’
{eq }:{el 85,685,684 }
{e“‘}:{el e?,ed e’

era}:{ell e!Z e/3 e/4}

e’ =r e

ETARY
' o
et =c,®
o _ ~op
e* =g*e,
e’

Bv>v

eﬁzb

(b ]=[en ]

e, =S,.8"
e, =2a,.8,
€, = gqﬁeﬁ
ef =dge"

[d,.]=[a,.]"

et =p e

[TAY
! [0
et =c,®
o av

e” =g”'e,

e, =m,ge
€, =a,.8,
e, =9,.e"
e'=n, g,
et = gweOL
e, =b,.e

o__ af ' T
= e =c,g"bye Bv

— af — afp
Bv-v - rpv _Cpag bﬁv _Cucxg C

' v T
= eH = awgaﬁdﬁve = SHV = apagqﬁdﬁv = ap.otg(XBaBV

av

o av —
= € —Cuag e, = pHV_Cuag

= e, =¢g,0d 6"

n poov

= 0,y =0,.d

poov

" v _
= eu —awgowe = mw—awgav

!
= e"=¢"_ e = nwzg”“bm

av-v
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e Wspolrzedne kontrawariantne i kowariantne
Wspotrzedne kontrawariantne wektora A wzgledem bazy {e1 ,ez,es,e4} dane sg przez

A=A AZ A AY)=Ale, +A%, + A%, +A'e, =A'e, .

Wspotrzgdne kontrawariantne wektora A sg rownolegtymi rzutami tego wektora na odpowied-
nie osie uktadu wspotrzednych {xl X2, x3,x4}.

A=A,

} = A-e" =A% e"=A"% =A" = A" =A-e"

e, -e" =03

Wspotrzedne kontrawariantne wektora A sg prostokatnymi rzutami tego wektora na odpowied-
nie osie dualnego uktadu wspdétrzednych {xl,xz,xg,,x4 .

A-e’"=A"
A-et =A% = Ae*=A.c g = CHV(A-eV): c, A" = A" =c A’

et =c,e
Wspo6trzedne kontrawariantne (Al,AZ,AS,A“) wektora A wzgledem bazy {el ,€,,8,,8 4}
przeksztatcaja sie wedtug takich samych wzoréw jak wektory bazy dualnej {el e?,e’ e’ }

Wspotrzgdne kontrawariantne (xl,xz,x3,x“) punktu P sg wspotrzednymi kontrawariantnymi
promienia wodzacego R , ktérego koniec wyznacza punkt P.
R= (xl : x2,x3,x4): x'e, +x%, +x’e; +x'e, =x"e,

Wspotrzedne kowariantne wektora A wzgledem dualnej bazy {el,ez,e3,e4} dane sa
przez A= (Al,AZ,As,AA)zAlel +Ae° +A’+A e =A e".
Wspotrzedne kowariantne wektora A sa rownolegtymi rzutami tego wektora na odpowiednie
osie dualnego uktadu wspoétrzednych {xl : xz,x3,x4}.
A=Ag"

i n

}:A-eu:Ave“eu:AVSz:Ap = A =A-e

\% _ |V
e -eu_éiH

Wspotrzedne kowariantne wektora A sa prostokatnymi rzutami tego wektora na odpowiednie
osie uktadu wspotrzednych {xl,xz,x3,x“}.
A-e =A,

Ae =A = Ae =Aa.g, =aw(A-eV):aHVAV = AL =a, A,

n

e, =a,8,
Wspdtrzedne kowariantne (Al,Az,As,A4) wektora A wzgledem bazy dualnej {el,ez,e3,e4}
przeksztatcajg sie¢ wedtug takich samych wzorow jak wektory bazy {el ,€,,6,,e, }
Wspotrzedne kowariantne (x1 Xy Xg, X 4) punktu P sg wspotrzednymi kowariantnymi
promienia wodzacego R , ktérego koniec wyznacza punkt P.
R =(X,,X,, X5, X, )= X&' +X,6% +X,8° +x,6* =x_e"

Dla ortonormalnej bazy {el,ez,e3,e4} , €,-e,=9,,=0,,tzn. w przypadku gdy wektory
bazowe sa wzajemnie prostopadie oraz maja jednostkowe dtugosci
e,-e =98, =9
A, =A% e,
nie ma roznicy miedzy wspotrzednymi kontrawariantnymi i kowariantnymi wektora A.

} = A, =A% =AY,
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e lloczyn skalarny dwoch wektorow
W dowolnym uktadzie wspotrzednych iloczyn skalarny dwdch wektorow A i B definio-
wany jest jako

df
A-B=|A||B|cos(A, B)

A=Ale =Ae" A-B :(A“eu)-(BVev): (eH -eV)A“BV =g, A"B’
B=B'¢, =B’ A-B= (Ape“)-(BveV)z (e“ " JA B, =g""A B,
| [aeg e -gag

W ortogonalnym uktadzie wspoétrzednych:

g, 0 0 O gt 0 0 O
10 g, 0 0 w_| 0 g% 0 0 ao _ 1
N T e P
0 0 0 g, o 0 o0 g*

A.B=g,A'B' +9,,A’°B* +0,,A°B* +9,,A'B* =
=g"A,B, +9°°A,B, +g*A,B, +g"A,B,

W ortonormalnym uktadzie wspétrzednych: g, =g""=3,,,

A-B=A'B' +A’B’ +A’B* +AB* =A,B, +A,B, +A,B, +A,B,

e Dlugos¢ wektora
W dowolnym uktadzie wspotrzednych diugosci wektoréw kontrawariantnego i kowariant-
nego dane sa odpowiednio wzorami

AZVA A= JA%, -Ae, = Je, e A"A” = g A*A”

AZVAA = [Ae Al = e eAA, = [g"A A,

Al=VA-A =g, AA" = [gVA A,

W ortogonalnym uktadzie wspotrzednych

|A| = \/gll(’A‘l)Z + gzz(Az)z + 933(A3)2 + g44(A4 =

f
= \/gll(Al )2 + gzz(Az)z + gss(Ag)Z + 944(A4)Z

W ortonormalnym uktadzie wspotrzednych
A=A+ (A7) e (af o (af = la, o+ (8, + (8 + (A,
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e lloczyn skalarny jako niezmiennik dowolnej transformacji liniowej

— Ar elp.
=Y Be"
v=l

ax;
o OX,,

ox'
B! = By
' le:&x

A =

n

6X’K o
1 OX,

et =

ax} ot
o OX,

OX, X
1 OX, OX,
Zax; X,

OXg OX,,

v=1

erv —

eK _ek :gKk

ZZS 6)» KA _

k=1 A=1

a=1 =1

a

K __ K

o

A

aﬁ

> > ABg"=A-B

A'-B' = (ZA; e'“j-(z B! e'V] =
pn=1 v=1
=2 Y A [ e)=

p=l v=1

=22 222 0.A

pu=1l v=1 =1 A=l =1 B=1

DD ABSLS,g

k=1 A=l a=1 B=1

OX,, ox. ox! ox,
. Bax X!, X, X,

o)

A'-B'=A-B

A= Atel
pn=l
B'=>B"¢,
v=1
ox™
At = A
; ox*
Brv — ﬁ BB
= ox”
oX"*
S T ; ox™ x
, ox*
& = ; v
DD ABg,,
a=1 B=1

=AB

TWIERDZENIE
lloczyn skalarny dwoch wektorow kowariantnych jest niez-
miennikiem dowolnej transformacji liniowe;j.

Analogicznie udowadnia si¢ twierdzenie, ze iloczyn skalarny
dwoéch wektorow kontrawariantnych jest rowniez niezmien-
nikiem dowolnej transformacji liniowej.

S AB (e, €, )=

p=l v=1

A'-B'= (ZA’“e’p MZ B"e, j:
p=1 v=1

ox™ ox* ox" ox*

:ZZZZZZAQBB ox* ox’™ ox® ox" (ex'ex):

pu=1l v=1 k=1 A=l a=1 B=1

Zax’“ X ox" ox* _g
ox: oxt T AoaxPaxy P

p=l

=222 2 ARS8, =

k=1 A=L a=1 p=1

D> 85849, =9

k=1 A=1

ZZA“BB g, =A-B

o=1 p=1

eK .ek = gK}\.

A'-B'=A-B
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5 TENSORY

e Wektory kontrawariantne i kowariantne jako tensory pierwszego rzedu

Czterowymiarowym wektorem kontrawariantnym (przeciwzmienniczym) lub
wektorem 0 wspotrzegdnych kontrawariantnych nazywamy zbior czterech wielkosci
(Al,Az,A3,A4), zwanych jego wspotrzednymi wzgledem bazy {el,ez,e3,e4}, ktore przy
zmianie uktadu wspétrzednych

4 /
X = (x,x%,x%,x*), dx'* =

o 2 ox"
, _ Z_ax'“ e,, (n=1234)
v=l

I towarzyszacej im zmianie dualnego uktadu wspoétrzednych
4 !

: OX w0y
X, =f (X, X, X5, %, ), dX! _Zaxt dx,, e“:;ae , (W=1234)

v=l

=1
transformuja si¢ wedtug wzoréw
4 ox™

A= a)>(<v AY, (u=1234),

v=1

czyli tak jak rézniczki wspotrzednych kontrawariantnych lub

4
A'“—ngy Y (1=1234).
v=l

Czterowymiarowym wektorem kowariantnym (wspotzmienniczym) lub wektorem
0 wspotrzednych kowariantnych nazywamy zbi6r czterech wielkosci (Al,AZ,AS,A4),

zwanych jego wspoétrzednymi wzgledem dualnej bazy {el,ez,e3,e4}, ktore przy zmianie
uktadu wspétrzednych

m
N :f“(xl,xz,x3,x4), dx ™ :ZAZZX
X

v=1

—Z v ev, (u=1234)
| towarzyszacej im zmianie dualnego uktadu Wspo%rZG;dnych
4
- Z v, (u=1234)

!

Xy =

f(X, X, %35,%,), dX] =

v=1
transformuja si¢ wedtug wzoréw
4 ox"

A = A, (n=1234
f éax'“ oo (B )
lub
o
A;_Z a LA, (n=1234),
vlaX

czyli tak jak rézniczki wspoétrzednych kowariantnych.

UWAGA

Wektory o wspoétrzednych kontrawariantnych nazywane sa wektorami kontrawariantnymi,
a wektory o wspotrzednych kowariantnych wektorami kowariantnymi. Nalezy podkresli¢, ze
wektor kontrawariantny i kowariantny jest jednym i tym samym obiektem niezaleznie od
uktadu wspotrzednych.

A=(Al,AZ,As,A4)=(Al,AZ,As,A4)=(A'l,A'Z,A'3,A'4)=(Ai,A'Z,A's,AQ):A'
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e Tensory kontrawariantne, kowariantne i mieszane drugiego rzedu
Czterowymiarowym tensorem kontrawariantnym (przeciwzmienniczym) drugiego
rzedu nazywamy zbior 16 wielkosci, zwanych jego sktadowymi (wspotrzednymi) wzgledem
bazy el,ez,es,e4}, zestawianych w postaci macierzy
-I-ll T12 T13 Tl4
T21 -I-22 -|-23 -|-24
-|-31 T32 T33 T34 !
-I-41 T42 -|-43 T44
ktore przy zmianie uktadu wspotrzednych

4 Xru 4 o

X' :fH(x11x2,x3’x4)’ dx’® :Z(va dx", eL :Zﬁx’” e, (u=1,2,3,4)
v=1 a=1

| towarzyszacej im zmianie dualnego uktadu wspétrzednych

£ 0X| 4, O
X, =, (X, X, X5, %,), dx'p=zax“ dx,, e’“=za—f‘e°‘, (n=1234)
X
m

v=1 v v=1

transformuja sie wedtug wzoréw

ox'™ ox'Y
THY = ZZ X a))((_BT(XB (M,V :1,2,3,4),

a1ﬁ1

czyli tak jak |Ioczyny odpowiednich rozniczek wspotrzednych kontrawariantnych lub

ruv a ax o
T Zzaﬁ OXBTB (wv=1234).

a=1 p=1
Czterowymlarowym tensorem kowariantnym (wspétzmienniczym) drugiego rzedu
nazywamy zbior 16 wielkosci, zwanych jego sktadowymi (wspdtrzednymi) wzgledem dualnej
bazy {el,ez,e?’,e“}, zestawianych w postaci macierzy
Tll T12 T13 T14
— T21 T22 T23 T24
. T31 T32 T33 T34
T4l T42 T43 T44

ktore przy zmianie uktadu wspotrzednych
4 X'H 4 o

X" =frxt, x%,x3x*Y), dx™ = dx", e/ = e, (un=1234
( ) ;axv . ;ax'u o (1=1234)
i towarzyszacej im zmianie dualnego uktadu Wspélr2qdnych
4 ox!
X, =, (X, X, X5, %,), dx,“_zaT
v=1

transformuja si¢ wedtug wzoréw
ox* oxP
_ ZZ@X’“ o T, (Lv=1234) lub

a=1 p=1

n=1234)

4 4

(n,v=1234),

- 8x Top:
a=1p 1
czyli tak jak |Ioczyny odpowiednich rozniczek wspotrzednych kowariantnych.
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Czterowymiarowym tensorem mieszanym drugiego rzedu nazywamy zbior 16 wielkosci,
zwanych jego skladowymi (wspotrzednymi) wzgledem bazy {el,ez,e3,e4}, zestawianych
W postaci macierzy

ktore przy zmianie uktadu wspotrzgdnych
4 ox'" 4 0X“*

X" =frxh x%,x3,x*), dx™ = dx”, e/ = e,, (n=1234
( ) ; axv K ;axlp o (l’l )
I towarzyszacej im zmianie dualnego uktadu Wspéere;dnych

—Z e’, (n=1234)

X, =f (X, X, X5, %, ), dX, =

v=1
transformuja si¢ wedtug wzoréw
ox'™ oxP

" = ZZ T, (wv=1234) lub

oo ox® ox"

4 4 ox'™ ox'
T = Y T“ ,v=1234) lub
y ;BZ;, X ox, (kv=1234) lu
4 4 8X axﬁ
T = T, (w,v=212,34) lub
a_lﬁlax PR (=1 ) lu
Ty S Xy X T, (Lv=1234).

51 OX, OXg
a=1 p=1
Tensory druglego rzedu kowariantne i kontrawariantne nazywamy symetrycznymi, jezeli
odpowiednio A, ,=A I A"=A™ oraz antysymetrycznymi (skosnosymetrycznymi), jezeli
odpowiednio A =-A, i A" =-A". Wszystkie sktadowe diagonalne tensora antysymetry-

Cznego Sa réwne zeru.
Czterowymiarowym tensorem g-krotnie kontrawariantnym i d-krotnie kowariantnym

™ 1“2 2 V“ " nazywamy zbior 49 wielkosci, zwanych jego sktadowymi (wsp6trzednymi) wzgle-

dem bazy {el,ez,es,e4}, ktore przy zmianie uktadu wspétrzednych

4 X!].l. 4 XOL

X' :f“(Xl,XZ'X3,X4), dx ' =Z poe dx", ’u :Zﬁx’” e, (p:l,Z,3,4)
v=1 a=1

| towarzyszacej im zmianie dualnego uktadu Wspé%ch;dnych

4
—Z e’, (n=1234)

!

=T (X0 X, X, X, ), dX =

X

v=1
transformujq sie wed%ug Wzorow

— ox'M . aXng 4 4 axﬁl aXBd T0l10¢2 “ 1ub
V1Vz Vd _Z Z oy Z Z vy rvg  BiB2By

aX OX % B,=1 Bd:]_ax OoX
40X, OX|

7 001503+ Ly

) N BiBoBs-- By *
] ax 8xH bl B 16x OXg,

IH1H2H3
V1V2V3

Liczbe (d+9) nazywamy rzedem tensora.
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e Delta Kroneckera jako tensor
Delta Kroneckera bywa zapisywana jako

1000

W v w_ | lep=v 0100
8, =98, =0, =06"= = _
O puzv 0010

0 001

TWIERDZENIE

Delta Kroneckera jest tensorem mieszanym drugiego rzedu wzgledem dowolnych transfor-
macji.

DOWOD

4 ox™
dx'* = dx“
; ox*

m a=1 =1 a=1 a=1

4 & ox™ oxP 4 ox"™ ox“ 4 ox'™ ox*
841 — B — r
a :| _[ v ZZ ox®* ox' 01 Z ox* ox'Y 01 Z Ox*® axrv V

Z“:ax’“ X _ g

= ox* ox™ 7

TWIERDZENIE
Delta Kroneckera jest tensorem drugiego rz¢du réwnoczesnie dwukrotnie kontrawariantnym,
dwukrotnie kowariantnym lub mieszanym tylko wzgledem transformacji ortogonalnych,

ox'™ ox" 4 ox"™ ox" ox'* ax”
Sluv a 6 — uv’
;‘;‘ ox* axB ;‘ oX* Ox* Z < OX* OX“
4. 4 ox* oxP 4. 4 OX* OxX“ 4 OX* OX“
8’ = —8 = —8 — = 8' v
pv ;le 8X'“ axrv op (IZ—;BZ—]; axlu axrv aa ;axru axrv [
4 & oxM axB L ox™ ox* L ox'™ ox*
Sm — — _Sm’
v (XZ_;; axoc GX'V Ot ; 6X!v CL Z—l 8X axrv v
ox*“ ax” ox“* ox" 4 ox* ox"
8!V 80. — _SVV’
Z_;; ox'" aXB B ;axm OX*“ o ;axm ox© p
gdyz tylko wtedy odpowiednio
4 ox"™ ox" 4 Ox* ox“® 4 ox" ox“ 4 ox* 5‘x’“
e DY =5, Do oed Yooooed
= ox“ ox“* ~ox'" ox" = ox“ ax’V ~ ox'" ox“
UWAGA

Wielu autorow udowadniajac, ze delta Kroneckera jest tensorem mieszanym drugiego rzedu
wzgledem dowolnych transformacji popetnia prosty btad rachunkowy:

ox'™ oxP ox'" ox* ox'*
of = &P = o) = =98,
ox* ox" ox* ox" ox”
Tymczasem poprawne rachunki wygladaja jak naste;puje
ox'™ oxP ox'™ 8x°‘ ox'" ox*
Sfu _ ﬁ =&+,
zz ox* ox" e zax 8x’“ Zax ox"™

a=1 p=1 a=1
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6 TENSOR METRYCZNY

e Kowariantny tensor metryczny
Niech bedzie dany uktad wspotrzednych z baza e, ,e,,e;,e,. Symetryczny tensor drugiego

rzedu
df

g, =€, =|e, | cos /e, e, ),

eV

gll 912 g13 glA

g21 922 g23 924
g\/: 1 gV:e .eV:eV.e :gV
" 10s 932 Ys O S e

041 922 943 Ous
nazywamy Kowariantnym tensorem metrycznym. Skladowe tensora metrycznego g, sa
w ogolnosci dwukrotnie rézniczkowalnymi funkcjami wspdtrzednych (x1 X2 %3 x? )
e Kontrawariantny tensor metryczny

Niech bedzie dany dualny uklad wspdtrzednych z baza e',e®e®,e*. Symetryczny tensor
kontrawariantny drugiego rzedu

df
g™ =e"-e” =|e|-|e*[cos £[e" e”),

11 12 13 14

g9
9

uv _
9 = a

22 23

gl«l":eu.ev :eV _eu :gVH

Q Q «
Q «Q «

32 33

41 41 41 41

g - 9 9 g
nazywamy kontrawariantnym tensorem metrycznym.

4
Pokazemy, ze macierz g*" jest macierza odwrotng do macierzy g, ZQWQ‘” SO
=1

g
g*"=g"=e"e"+ = g0,0"= (e” -ea)(e“ -eV): (eu -ev)(ea -e‘)‘):eH 8" =96,
e, e =9,

Przypomnijmy jak wyznaczy¢ elementy macierzy g"*, znajac elementy macierzy g, .

g”“gav - 8; ov vo A"
vou v :> g = g =
9,.A" =05, 9

g = wyznacznik macierzy utworzonej ze sktadowych kowariantnego tensora metrycznego
gll ng ng gl4

— ng 922 923 924 ?50
g.’a‘l g32 g33 934
G941 Y42 Yu3 Yu

A" = dopetnienie algebraiczne elementu g,, wyznacznika g

g=det[g,.]=|g,,
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e Wilasnosci tensorow metrycznych
Przypomnijmy wybrane ogolne wiasnosci wyznacznikdow.

TWIERDZENIE
4 4
g=2> 0, A" =2 g, A"
v=1 pn=l

TWIERDZENIE

lea=p
A = AP =gsb, & =
XIS W R T P

Przy ich pomocy udowodnimy Kilka praktycznych witasnosci tensorow metrycznych.

TWIERDZENIE

99" =9, 9™ =90,9" =9,9" =8,
DOWOD

AVU.

g

4
D 0, A" =08
a=1

g(lV =gV(X — 4 1 4 1
= 2.0,.9" =>-20,A"=-08; =3,
=1 ga:l g

TWIERDZENIE

ZngVg”V

p=1 v=1

DOWOD

1 4 4 1 4 4
Zzguvguv Zzguv ——ngti =26ﬁ =4
=l v-1 8 v 9= =

TWIERDZENIE

4 4
Zzgpvguagvﬁ = ga[}

p=l v=1

DOWOD

4 4
> 319"9,,0, = ZZ AYG Ty = (ZQWA“VJZQVB =gy ngﬁ ZSVQVB up

n=l v=1 p=l v=1

Z rozwiniecia wyznacznika i definicji sktadowych kontrawariantnych tensora metrycznego
otrzymamy wzér na pochodna z logarytmu wyznacznika tensora metrycznego.

4 ag
= AHV _—= A}J.V = nv
g ;guv a . %
g olng _aing g Ay _ v By
g ox*” o9 dg,, ox* ox“
alﬂ:l’ g >0 alng 8'\/_ 1 8g pv aguv
9 9 X" \/_ X gox” ox“
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e Podstawowa forma metryczna (Kwadrat elementu liniowego)
Rozpatrzmy czterowymiarowg przestrzen zdarzen. Niech bedzie dany uktad wspoétrzed-

nych {O,el,ez,e3,e4 . Czwarta wspoétrzedna zdarzenia (xl,xz,x3,x4), czyli x* =ict, jest
liczbg urojong. Okreslmy kwadrat rézniczki odlegtosci miedzy dwoma blisko potozonymi
punktami (xl,xz,xs,x“) i (xl +dx', x? +dx?,x® +dx?,x* +dx4) 0 promieniach wodzacych

R i R+dR jako
(dsf =(@Rf =dR-dR
dR:de“eM

pn=1
4
dR =) dx'e,
v=1
4 4

=> > dx*dx’e, -e,

p=l v=1

0, =€, -, =e,|le.]cos e, .e,)

4 4

(ds)” =>"> g, dx"dx"

p=1 v=1

Pokazemy, ze kwadrat rozniczki odlegtosci miedzy dwoma blisko potozonymi punktami,
zwany tez podstawowa formg metryczng, rézniczkowa forma kwadratowa lub kwadratem ele-

mentu liniowego, jest inwariantem: (ds)* = (ds')’.

:iiguvdxudxv
p=l v=1
4 oxH
dx* = dx’®
X ;8 — dx
4 Ox"
d vo_ B
X BZ:;‘@X'B

4 4 4 4 4 4 4 4
(dS)Z N Zzgpvzax’“ dX!aZaX’ﬁ dX’B - ZZZZ ox'® aXIB gHVdX'adX’B

4 4 ox"* oxV

g&ﬁ ZZ ox'® 6X’B gHV

p=l v=1

(ds)’ Zél"il:gmﬁdx'“dx'B
ds'y’ :iig dx'“dx’?

@f-@sf
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Okreslmy ponownie kwadrat rézniczki odlegtosci miedzy dwoma blisko potozonymi
punktami (xl,xz,xg,x4) i (xl +dx,, X, +dx,, X, +dx;, X, +dx4) 0 promieniach wodzacych
R i R+dR jako

(dsf =(@Rf =dR-dR
dR = de e

pn=1

df
W _ Al aY _|ak
g =e -e —‘e e

e*.e)

= iig‘”dxudxv

p=l v=1

Pokazemy, ze obie definicje kwadratu rozniczki odlegtosci miedzy dwoma blisko potozo-

4 4 4 4
nymi punktami sa rownowazne: (ds)® =>">"g*dx,dx, = > > g dx“dx" .
p=l v=1 a=1l B=1
4 4

=>" > g"dx,dx,

p=l v=1
4

dx, = > g,,dx"

a=1

4
dx, = > g,.dx"
p=1

4 4 4
@ -3 3] S50, o

p=l v=1
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PRZYKLAD

X' =x"+x"? cos £(e],€e})
x* =x"?sin (¢}, €})

oxt ox? Y’
gil:(ﬁ] 911+(m] 92 =1

, oxt oxt ox* Ox? .
01, = X ox'2 05, t+ X" ox'? g,, =COS L(eliez)
, oxt oxt ox* ox?
0, = X' oxt O, t X' ox™t 92

oxt Y’ ox? Y’
9’22 :(Wj gll+(mJ 02, =1

=cos /(g],&})

a=/Z(e"e?) . 1 cos (e}, €)
Jop = cos Z(e},e}) 1
dRrZ — dxrz \dR , ,
A (ds)? = (dxJ* +(dx'2 ) +dx"dx"2 cos (e €} )
>
e  dR"=dx" X'
PRZYKLAD
Y X=rCoso
y=rsing

(ds)’ = (ax)* +(dy)
dx =cosdr—rsingede
dy =sin@dr+rcos¢de

(ds)* = (dr)’* +r*(dey
(ds)* =g, (dr) +g,,(de)

4 10
% g““{o J

<V
(@]

<V
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e Liniowe przeksztatcenie ortogonalne wspotrzednych sprowadzajace podstawows for-
me metryczna do postaci diagonalnej

TWIERDZENIE
Liniowe przeksztatcenie ortogonalne wspotrzednych

Xt =b X x"=b,x? dx*=b dx'*, dx*=b,dx"

sprowadza podstawowsa forme metryczna

ds® =g, dx"dx"

do postaci diagonalnej

ds=A_dx"*dx"*

wtedy i tylko wtedy, gdy kolumny macierzy B:[bm] sg wektorami wilasnymi macierzy
G:[g“].

Powyzsze twierdzenie narzuca algorytm poszukiwania badanego przeksztatcenia.

1. Znajdujemy wartosci wiasne macierzy G =[9Kx] jako pierwiastki jej rownania charakterys-
tycznego
9 —A 912 Q13 014

det = LA+ L+ L + L +1, =0

04 Q42 043 944_}‘

I =(-1""s,, (x=01234)
S, = suma wyznacznikéw wszystkich minorow gtéwnych stopnia k macierzy G
l,=S, =1

W szczegdlnosci

|,=detG = det[gaﬁ],

I, :_(911 +02 + 033 +g44): -TrG = _Tr[gaﬁ]'
Przy okazji odnotujmy, ze

b+ g 40+ =Tr g0, A2y 2y 1y =dlet] g, ]

2. Sktadowe wektora wiasnego ( b,.b,,.,bs,,b,, ) odpowiadajacego wartosci wiasnej A,

O 912 Y15 Ui || Dy b,
Uo1 U2 25 Uos || Dy _ b,,

gSl 932 g33 934 b3a ’ b3a

g4l g42 g43 g44 b4oc b4oc
Sg rozwigzaniami jednorodnego uktadu réwnan liniowych

(911 _}\‘a)bl(x +01,05, +091305, +0;40,, =0,
9210y, +(922 _ka)bZ(x +0,303, +9,40,, =0,
U31P10 + 93205, +(933 _}\‘ot)bS(x +04,0,, =0,
U41P1o + 95020 + 945D, +(g44 _}\’(x)b4oc =0.
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7 WSPOLRZEDNE KRZYWOLINIOWE

e \Wspolrzedne krzywoliniowe
Mamy dany prostoliniowy uktad wspétrzednych

O,el,ez,es,e4}.
Kazdemu punktowi P o promieniu wodzacym R zostaty przyporzadkowane prostoliniowe
wspbtrzedne kontrawariantne (xl X2 %3, x“)
R=x'e, +x%, +x%, +X%,.

Zmienne x"*,x’?,x"*,x'* nazywamy wspotrzednymi krzywoliniowymi, jezeli s3 one zwig-
zane ze wspotrzednymi prostoliniowymi (xl X2 %3, x“) za pomoca nieliniowego przeksztatce-
nia

X =, (x4, %2, %), (u=1234)
i jezeli istnieje przeksztatcenie odwrotne
X' =g, (X% x%, X% x*),  (v=1234).
Wyznaczniki jakobiandw obu tych transformacji sa wigc rozne od zera
ox'™ of ox’
=det—=- =0, det _ 99,
ox’ ox’ ox™  ox™

Dana wspotrzedna przyjmuje stata wartos¢ na powierzchni tej wspotrzednej. Punkt P znaj-

dujacy si¢ na przecieciu powierzchni x* =const, x'* = const, x'® = const, x'* = const, po-

det

siada wspotrzedne krzywoliniowe (x'l,x’z,x'3,x’4). Linie wzdtuz ktdrych przecinaja sie ta-

Kie powierzchnie sa liniami wspdtrzednych. Wzdtuz linii wspétrzednej zmienia si¢ tylko dana
wspoétrzedna a pozostate sg ustalone. Wsp6trzedne krzywoliniowe dzielimy na ortogonalne
i nieortogonalne. Wszystkie linie wspotrzednych ortogonalnych przecinaja si¢ parami pod ka-
tem prostym. W przypadku wspoétrzednych nieortogonalnych warunek ten nie jest spetniony.

e Lokalne uktady wspotrzednych zwiazane ze wspotrzednymi krzywoliniowymi

Promien wodzacy R zaczepiony w poczatku uktadu {O, e ,e,,e;,e,
R — XveV — gV(Xll,X'Z,X's,XM)eV

jest funkcja wspotrzednych krzywoliniowych (x’l,x’z,x’?’,x"‘).

Pochodne czastkowe

m

oR og, 9,
= —_— eV =e
ox'™t  ox™ 8
sag w kazdym punkcie wektorami liniowo niezaleznymi i stycznymi do odpowiednich linii
wspotrzednych. Wektory te w kazdym punkcie P tworza tzw. lokalny uktad wspotrzednych
{P,e],e),,e,,e,}.
W przypadku wsp6trzednych prostoliniowych

R=x",, X"V=x", R _ R

XM axt ot
uktad lokalny w kazdym punkcie P
{P1e1 =€,,8; =€,,6; =€, 284}
ma taka sama baze jak uktad wyjsciowy
{0e,e,85.0,).
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e Uklady wspotrzednych ze zmienng baza

Wprowadzenie wspdtrzednych krzywoliniowych pozwolito kazdemu punktowi przestrze-
ni przyporzadkowac¢ w ogdlnosci inny lokalny uktad wspotrzednych prostoliniowych z odpo-
wiadajacymi mu wektorami bazowymi. Zatozylismy, ze wektory bazowe zmieniaja si¢ od
punktu do punktu w ciagty sposob. Taki twor nazywamy uktadem wspotrzgdnych o zmiennej
bazie. Zmienna baza zadawana bedzie w postaci tensora metrycznego.
e RoOzniczka promienia wodzacego

Rézniczka promienia wodzacego R punktu P zaczepionego w poczatku uktadu
{0,e,,e,,6,,€,} dana jest przez

R=x"e, dR :a_F\;dxu =dx“eu

R :gv(xrl’X12lxl3'Xl4)eV aX

R _, dR =R gxn = dxve!,
ox* T u ox'™*

R _, dR ~ dx""e;,

ox* " dR =dx"e, =dx"e| ~dx"e|

x* = wspbhrzedne prostoliniowe wzgledem uktadu {0,e,,e,,e,.€, }
x"™" = wspotrzedne krzywoliniowe
x"" = lokalne wspotrzedne prostoliniowe wzgledem uktadu {P,ei,e’z,e;,e;}

Przyrosty wspétrzednych krzywoliniowych dx™ w nieskonczenie matym otoczeniu punktu

P sa w przyblizeniu rowne przyrostom wspotrzgdnych prostoliniowych w uktadzie lokal-
nym w punkcie P.
dR =dx"e, =dx"e, ~dx""e|

e Kwadrat rézniczki promienia wodzacego
(dR Y =dR-dR=(dx" e, )-(dx" e, )=(e, -e, Jax™dx" ~ (e, -e, )dx"dx""

N u

(dR) =g dx™dx" ~ g dx"™dx"", g, =¢€, ‘€

nv 0 v

e Druga rozniczka promienia wodzacego
d?R =d(dR)=d(dx"™ e/, )=d2x™ e/, +dx"* de/, ~d?x"* e/, +dx"* de,

oe'
ro_ n
dep =

v

! !

oe oe
d’R =d?*x™ e, +——dx"dx"" ~ d?x"™ e +a—“ dx"Hdx"

v v
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e Ograniczenia dotyczace operacji wykonywanych na tensorach w ukladzie wspotrzed-
nych o zmiennej bazie

W uktadzie wspoétrzednych krzywoliniowych, czyli w uktadzie o zmiennej bazie maja sens
tylko operacje algebraiczne na tensorach okreslonych w danym punkcie przestrzeni.

PRZYKLAD
lloczyn skalarny
Utworzmy w dowolnym uktadzie wspotrzednych krzywoliniowych iloczyn wektorow

A=A%, i B=B"(e,+de,)

zaczepionych w dwoch roznych punktach przestrzeni o wspotrzednych okreslonych wzgle-
dem odpowiednich uktadow lokalnych

A-B=A%, -B'(e, +deﬁ)=A°‘BB[(ea e, )+ (e, -deﬁ)].
Otrzymane wyrazenie bedzie iloczynem skalarnym wtedy i tylko wtedy, gdy

de; =0.

W krzywoliniowym uktadzie wspotrzednych ma sens tylko iloczyn skalarny dwoch wektorow
zaczepionych w tym samym punkcie bedacym srodkiem lokalnego uktadu.

e Wyznaczanie tensora metrycznego
Niech (xl,xz,xs,x“) beda wspbtrzednymi kartezjanskimi punktu P o promieniu wodza-
cym R, a (x'l,x'z,x’B,x"‘) jego wspotrzednymi krzywoliniowymi i niech
xF=xt(xtx2,x%,x*), n=1234.
Mamy wtedy

n

dx* = ——dx'®, p=1234

ro

OX
Kwadrat odlegtosci migdzy dwoma blisko potozonymi punktami
(x5, %253, x4) T (0t +dxt, X2 +dx?, % +dx®, x* +dx*)
Wynosi
ds’ =dR-dR =e_ -e dx"dx" =e/, -ejdx *dx’?
ox*"

dx" = dx’*
aX!OL

ox”
dx’ =
ox'P

€,-6,=9

dx’?

= tensor metryczny w prostoliniowym uktadzie wyjsciowym

pv

e, €;=0,; = tensor metryczny w uktadzie krzywoliniowym

ox" ox"

dx"*dx’? =g/, ,dx"“dx’?

ox" ox"
4 s —
(Xﬁ_axra aXrB gHV
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PRZYKLAD - Wspolrzedne sferyczne

1
z X=X X
‘ o T
x}=z
i

e, * =jct wex
e, - —] 1 0 0O e,
y Yy €,
/ oo 0L OO y
V 9 =% %=1 0 1 0 V
0 0 01

|ea|= Vgaa
R:ix“ea, R =
a=1

X(X — ’gaa Xd

4
dR =>dx“,, dR*=|e,|dx* = g,,dx"
a=1

e

o

-1
€, €,

(ds)’ =dR-dR =e, e dx"dx" =g, dx"dx"
(ds)? = (ax* f + (ax? J* +(ax® ) +(ax*

cos L[e, e, )=e,|”

eV

X =rsin6cos e

y =rsin0singe
Z=rcos0
ict =ict’
>
Y xt=x
x> =y
x}=z
x* =ict
X"t =r
X!Z :e
X!S :(P

> x"* =ict’

N

x! = x"sinx'?cos x'®
x? =x"sinx'?sinx"®
x? = x" cos x"?

X4 — XI4
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S aa

o=1 p=1

L& XM oxY
Otﬁ ZZaXl(x 6X'B HV

p=l v=1

e p=v
v = 0 u=v
24: 4 ox* oxt ox*

—~ ox'* ox'P s ax'“

oxt Y’ ox? ) ax ax“
0, Out| 1| 922t =7 | Yas T Q44
1= axll 11 axll a
@J’—axlzg+£zg+a Uz + 49
22 ax,z 11 ax;z 22 a 33 44
g'—a—xlzg+aizg+ Oas+
33 ax,3 11 8)(,3 22 a 33

4 —
944 =

axr4
g;, =sin? x'? cos? x'°g,, +sin® x'?sin? x'°g,, +cos® x'?g,;,

2 2 . 2 .
gy, = (x’l) cos” x'? cos® x"°g,, + (x’l) cos? x'?sin? x'°g,, + (x’l) sin® x'?ga,

2 ci H 2 .
9'33 = (X’l) S|n2 X,2 S|n2 Xlsgll —+ (X'l) S|n2 X’2 COSZ X'3922

U2 =0us

011=9,,=053= 944=1
9, =1 10 0 0
gy, = (") =r* , ot 0 0
gy, = (" sin?x? =r?sin? @ o 0 rsine 0
g, =1 o0 0 1
Jg' =r?sin®
g!ll:i':]-

011
11 1 0 0 0
¢ Ty T 0 r? 0 0

922 g’HV:
a1 1 0 0 r?sin?6 0
: gL, r’sin?@ 0 0 0 1
g!44=é=1

Q44

(ds)’ = g;l(dx'l)2 + g’zz(dx’z)2 + g;,s(dx“)2 + gim(dx"‘)2
(ds)® =(dr)® +r?(de)* +r*sin” 6(de)* + (dict )’
(ds)’ =(dr)* +r?(de)* +r?sin’ 6(de)’ —c?(dt)’
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e Wspolrzedne sferyczne w przypadku trojwymiarowym

Wspotrzedne sferyczne punktu P:

e Promien r sfery, na ktorej lezy punkt P, czyli dtugosc¢ jego promienia wodzacego.

o Kat ¢ zawarty miedzy potosia 0X a rzutem promienia wodzacego punktu P na ptaszczyzne
X,Y.

e Kat 0 zawarty miedzy promieniem r a potosia 0Z.

Relacje miedzy wspoétrzednymi sferycznymi i kartezjanskimi punktu P
e X=rcos@sind

y=rsinesin®

Z=rcos0

o r=\xX’+y’+7?

p=arc th
X

Z
O =arccos—
p

Powierzchnie statych wspotrzednych:
e r =const: Sferao promieniu risrodku O w poczatku kartezjanskiego uktadu.
e (@ =const: Potptaszczyzna ktorej brzegiem jest os Z kartezjanskiego uktadu.

e 0 =const: Stozek o wierzchotku w poczatku O i osi pokrywajacej si¢ z osig Z kartezjan-
skiego uktadu.

Linie wspotrzednych:

e Linig wspotrzednej r jest prosta bedaca przecigciem stozka z pétptaszczyzna, ktdrej brze-
giem jest 0$ Z, czyli linia pokrywajaca si¢ z promieniem wodzacym punktu P.

e Linig wspotrzednej ¢ jest okrag bedacy przecieciem stozka ze sferg o promieniu r.

e Linia wspdtrzednej 6 jest okrag bedacy przecieciem sfery o promieniu r z pdtptaszczyzna,
zawierajaca punkt P, ktorej brzegiem jest o$ Z.

Promien wodzacy punktu P:
R =xe, +Ye, +ze, =rcosesinOe, +rsingsinoe, +rcos0e,

Wersory osi wspotrzednych lokalnego ukladu:
e Wersor e, jeststyczny do linii wspotrzednej r i ma zwrot promienia wodzacego punktu P.

e = aa—R = C0s ¢sin Be, +sin esin Oe, +cos Oe,

;
e Wersor e, jest styczny do linii wspotrzednej ¢ i ma zwrot okreslony przez wzrost kata ¢ .

r

e,= Z—E; = —rsin @sin Oe, +rcos esinde, +0
e Wersor e, jest styczny do linii wspotrzednej 6 i ma zwrot okreslony przez wzrost kata 0 .
€ = 2—2 =rCcos pcos be, +rsingcosbe, —rsinde,

e Wersory osi wspoétrzednych sa parami wzajemnie prostopadte:

e,-e,=0 = ele, e-e=0 = ele, e ,e=0 = e|le,
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Ro6zniczka promienia wodzacego
R =xe, +ye, +ze, =rcosesinbe, +rsingsinbe, +rcosde, =re,
OR OR OR

dR=—dx+—dy+—dz=dxe, +dye, +dze,
OX oy 0z

dRz—dI’+—d9+ﬁd(p=drer +doe, +dpe, =dre, +rde,
or 00 op ?

dR:dr(coscpsmee +sin @sin e, +cos Oe )
+d6 (r cos @ cos Oe, +rsin@cos e, —rsin eez)+

+do (— rsin @sin e, +rcos esin eey)

Kwadrat rozniczki promienia wodzacego
dR-dR =dr? +r?d®® +r’sin® 6de’

Oy =1, Gpe=r". 9, =r’sin’e
dR-dR =g, dr? +g,,d6” +g,,,do’

Druga rézniczka promienia wodzacego
d?R=d(dr-e, +d6-e, +dg-e,)=d’r-e, +dr-de, +d’0-e,+d0-de, +d’p-e, +do-de,

de, = %, dr+ ce,
or ae 20

de, = o g4 Bo g+ Lo g
o 0 g

oe oe oe
de, =—2dr+—2do+—"do
° or 0 o

oe,
=0

ar
% _ % —% =cospcosO-e, +sinpcosB-e, —sinB-e, =1 e,
o0 or
oe, oOe,

L =—2 =—sinesin0-e, +cosesin0O- e, =r* ‘€,
op or
oe,
%:—rcoscpsme -e, —rsinsin®- e, —rcoso-e, r-e
%——‘”——rsin cos0-e, +rcospcosO-e, =ctgo-e
do 0 P X ¢ y ¢
oe

8—“’ =—rcosesing-e, —rsinesin6-e, =—rsin®0-e, —sinBCos0-e,
¢

d?R = (d2r —rd0-do —rsin® 0dg-do)e, + (420 + 2rdr-do —sin O cos Ode - do)e, +
+(d?@+2rdr-dep+2ctgeds- do)e,
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e Ortogonalne uklady wspoétrzednych krzywoliniowych
Ortogonalnymi uktadami wspoétrzednych krzywoliniowych nazywamy takie uktady, dla
ktorych:

9,=0""=0,gdy p=v,

2 2
9. =|e[eu]=e.e, =(e,)" g =|er]er|=erer =(er)".
Mamy wigc

_ T _ u
g““_guu' & =0"€, € =08,

le.|=e, =M=ﬁ=giu=(g““);1

\e“\=6”=ﬂ=%=(g““)§=gui’
pp

1 4
9 =01192:935944 \/5 =0Q? =ee,e,e, = 1_[(.3H .
pn=1
Sktadowe kontrawariantne i kowariantne wektora A spetniaja relacje:

=1 =1

4 4
A= leguVAu = guuAH = eueuAu’ Au = ZguVAH = QWA“ = e“e“Au.

v=1

e Fizyczne (prawdziwe) wartosci sktadowych
W uktadach krzywoliniowych na ogot e, =#1. Ze wzgledow praktycznych wygodnie jest

uzywa¢ tzw. prawdziwych wartosci sktadowych A* oraz A, zdefiniowanych ponizej:

4 4 e 4
A=>Ate =>e A" L= Ale,
u=l p=l & =
df 1 _
A'=e A* = Jg A - 1A =gi,A" =(g") A",
gl»‘-}/l
R daf @ e 1 3
e, =+=—==,/9"e, =08, :(g”“) e,
H guu
eu‘zeu =1,
: 1 S i e’ o |
A=Y Ae'=>e Aue—”=ZApe :
p=1 p=1 n=l
~ df 1 > 4
Au:euAu = g””A“ :—(Au :(guu) Au - guuAu’
gpu
’é iﬂ:—e” = g eH:(ng)lzep_g—lzeu
et /guu Hi e
Bl -1
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Dywergencja wzgledem bazy (el,ez,es,e4)
1 ZAH
divA = gZié(—), A= iA“e“
pn=l aXH pn=1

Dywergencja wzgledem bazy (él €,,8, ,é4)
4

divA =g~ Z 2 g oA )=9‘5iaiu(g%9;32\“), A=Y AR,
=l

Gradient wzgle;dem bazy (¢ 6% €’ e“)

4

grad ¢ = Z

:1
Gradient Wzglc;dem bazy (e1 ,ez,es,e4)

grad = Zg ¢

Huau

Gradlent wzgledem bazy (él €,,8, ,64)
9i=9$9$

4
grado = Zgw e, =05

=1
Laplas;an funkcji skalarnej @

a3 0 1 6¢
Vih=q 2 2
=9 ;axu(gwg 8X“J

Rotacja wzgledem bazy (e1 ,ez,es) w przypadku tréjwymiarowym

x” u

3 3 A
rotA=ZZ(e“><eV)—J
=1 vl oX
A_ Av Av_ %Av H_ alpkt _ H _ell_ % v ’%"
=eeA e AT=g AT, e =elele == tog R, e =g
T

ox"
rotA=g%g% a(g§3A3) (gzzAZ) 8, +g——g—— (gnAl) (933A3) 2 +g——g—— (gzzAZ) 6(9151;6‘1) 2
22933 aXZ a 3 33911 8X3 a 1 11922 axl 6X2 3
92303581 U3301r€, 0170038,
rotA = il iz i3
OX OX OX

i~ 1 i~ 2 i~ 3
2 2 2
i gnA 92.A 93:A ]
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PRZYKLAD
W uktadzie wspotrzednych sferycznych

x'=r, x*=0, x*=¢, x'=x*

2

01=0r =1, 0,=0¢=I" 0gy =04 = r’sin®o, U044 =94 =1, g% =r’sin®
e, =e, e,=¢, e=e, e=¢e, A=A" A’=A" A’=A° A‘=A
8, =8, &=8, &=8, &=8, A=A, A=A’ A’=A", A‘=A‘
Dywergencja wektora kontrawariantnego wzgledem bazy (er ,ee,eq,,e4)
1 o(r? A')+ 1 8lsin 9A9)+8A“’ LAY
r2 or sind 0 oo  ox*’
Dywergencja wektora kontrawariantnego wzgledem bazy (“er CNCH ,é4)
1 oPAT), 1 dinoA’) 1 oAc aA
o rsing o0 rsind op  ox* '
Gradient funkgji skalarnej ¢ wzgledem bazy (e',ee,e“’,e“)

A v 000, 00 o OO 4

rad p=—e' +—e’ +—e*+—r-e
gad ¢ or 00 op ox*

Gradient funkcji skalarnej ¢ wzgledem bazy (er,ee,e(p,e‘l)

a 41 0 I 1 09
grad ¢ = gl—e +g9é69e 040 _(Pe +g44a 2

%, 1%, 1 % b,
or rsmeﬁ(pwax

divA = =

A=A'e +A’%, +A’%, +A'e,

N

A=At +A%, +A%, +A%,

divA =

€,

Gradient funkcji skalarnej ¢ wzgledem bazy (e CNCH ,é4)

L 0 - 109y ot 00
rad —e +06 —€ + +9.
grad ¢ = grr ar Jos —- 0 g rn € 92h—7 PV
_ 09, 100 1 8(p a(p
r ee t— (p
or r oo rsin® o ax

Laplasjan funkcji skalarnej ¢

20—t O qigi 9 ) g3 0 00, PR L 00
V=g ar[qng arj g- ae(geeg aej g’ (gwg ] {9449 ax]
¢
X
)

—8,

aq) 200 18_2<|>+ctge@+ 1 0%
o’ xor r2o0 ' 12 20 risin’0 op°
Rotacja wektora kontrawariantnego wzgledem bazy (e I

oA’ A" ~ s
rotA = L 0 (A"’sme)—— e + L -——}-(g(rA‘P)j e, +
rsin@ | 00 op rsind op r (or
[1 a<rAe) 1 aAr]
+|=- —-=. e,

r or r oo
A=A +A%, +A‘Pé(p

V2=
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8 ALGEBRA TENSOROW

e Dodawanie tensorow
Dodawa¢ mozna tensory tego samego typu i rzedu. Suma tensoréw kowariantnych dru-

giego rzedu A, i B, nazywamy tensor kowariantny drugiego rzedu C,,
C.=A,+B,.

DOWOD
,  ox* oxP
nv axrp axlv ap
. . ox* oxP ox* oxP ox* oxP
AHV+B = = (A(xﬁ+BaB)

B ek ax P ax M oax!Y P ax™ oxY
Tensory C i (A(Xﬁ + Baﬁ) sa identyczne.
Suma tensoréw kontrawariantnych drugiego rzedu A*¥ i B*¥ nazywamy tensor kontrawa-
riantny drugiego rzedu C"¥
CH'=A"+B"
Suma tensoréw mieszanych drugiego rzedu A" i B! nazywamy tensor mieszany drugie-
go rzedu C!
Ch=A"+B!.
Sumy tensoréw innych typow i rzeddw definiuje sie analogicznie.

e Mnozenie tensorow

lloczynem tensorow A, , i B, , nazywamy tensor C

0l30y 0Ly 0Ly 030y

0l10Lp0l30l = 0l Olglly *

DOWOD

, B axBl axf’z axﬁ3 aXBA

ag0,0500 axlotl axlcxz axroc3 axrcx4 B1B2B3B4a

, . B aXB1 axﬁz 6XB3 aXB4 B axﬁl GXBZ 8X133 6XB4 B

0ol gty 8X7a1 axl(xz B1B2 aXIOL3 axroc4 BBy aX!a1 axlotz axloc3 6‘X'°“‘ BiBa BBy
Tensor Cp ;5. Jest identyczny z tensorem Ay, B

A oto inne przyktady iloczynéw tensorow.
Ctx3a4 :A B(x3a4

B3Py

L] L]
Qo3 _ A0 QO3
Ca2a4 - Aaz Ba4

e Zwezanie (kontrakcja) tensoréow

Zwezanie (kontrakcja) tensorow jest operacja wykonywang na tensorach mieszanych rze-
du niemniejszego niz dwa polegajaca na przyréwnaniu dwoch wskaznikéw jednego gornego
I jednego dolnego, co prowadzi do obnizenia rzedu zwezanego tensora o dwa. Ponizej zilus-
trowalismy kontrakcje tensora mieszanego czwartego rzedu.

a o=p 3 o _
TBHV Tcxp,v_Tuv
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m B B B
me_ OXT OX® OXT® OXT
VIVIVa T ayon Syt ByVa ByfVs B1B2B3
M=V,
B p B
ny OX™OX™ OXT OXT
ViVovy Ox™ Ox™ ox'V2 ox'v: B1B2B3
ox™ oxM oMy
ox™ ox™ oxM M

- _8[31 aXBZ aXBB qu B aXBZ 8)(B3 B,

Vivavs T oy 6XIV2 axrv3 B1B2B3 _axlvz 6X'V3 BiB2B3
B B

vy — 6X ’ ax ’ By

Vivovy ox"2 ax'v? B1B2B3
Tensory T

V1V \%
B B

, _ OX™* OX™

Vavg ox'v2 ox'V3 B2Bs

. B, . . . . . ' .
, 1 Ty p, formalnie s identyczne z tensorami odpowiednio T, i T, , .

PRZYKLAD

4
Kontrakcja tensora mieszanego drugiego rzedu T! daje slad tego tensora ZT;‘ .
p=l

e Obnizanie i podnoszenie wskaznikow

Obnizanie wskaznikow jest operacjag umozliwiajaca zmiane typu sktadowych tensora za-
wierajacego co najmniej jeden wskaznik gorny poprzez kontrakcje iloczynu kowariantnego ten-
sora metrycznego z danym tensorem.

B —Th —
Vily " VaV3 ViH1VaV3 V1VaV3
DOWOD

oxP ox ™ ox'™ oxP oxPs o oxP oax ox'™ axPr oxPs

Oy

g, T = g = O ooy =
Vily  VaV3 6X7V1 axlul Biay ax(xl axlvz axrvs BaBs3 6er1 axotl axrp1 axlvz 8X'V3 Biay ~ BoBs
oxPr oxP: oxP:

= axrvl 6X/v2 8X1V3 Broy * BaBs
, _ axﬁl 6XBZ aXB3

ViVavy ox™ ox'V2 ox'V? BiB2B3 *

!

. . !
Tensor T, . jestidentyczny z tensorem g, , Ty .

Podnoszenie wskaznikow jest operacja umozliwiajaca zmiane typu sktadowych tensora za-
wierajacego co najmniej jeden wskaznik dolny poprzez kontrakcje iloczynu kontrawariantnego
tensora metrycznego z danym tensorem.

gV1H1 — TV —Th

V1VaV3 V1VaV3 VaV3
DOWOD

i _ aX’Vl aX'Hl B0 OXBI 8)(52 8XB3 T B aX’V1 8XBl ax'lll axﬁz aXB3 BlalT 3
g ViVavy axﬁl axal axrv1 axlv2 8XN3 BiBaBs axlvl axﬁl axocl axlvz ava3 g BiBaBs

7 B B
_OX™ OXT? OX g,
axcxl axlvz axlv3 B1B2B3
” _6‘x'“1 oxP2 oxPs
Y ox axYr ax!Ye PP

Oy

Broy 1 1 oy
Tensor g™ T,  jest identyczny z tensorem Tg7, .
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A oto przyktady operacji zmiany potozenia wskaznikow.
9.0 =T,=T,
g"'T, =T =T"
g, T =To =T
97T, =T =T
gou:f-l-[;F = T(;SGB = TaB
geTE =Tt =T
ol o
9 TkBu =T

v Buv

e Zamiana skladowych kontrawariantnych na kowariantne i vice versa
Poznane wczesniej relacje pozwalajg na zamiane sktadowych kontrawariantnych na ko-
wariantne i vice versa.

4
A =2 9,A
v=1

AN = iguvAv

v=1
gpangTuV = gpo.TBqu = guaT; = T:LGB = Taﬁ
g"'g"T,, =g" T =g"T! = THP =T

W ortogonalnym uktadzie wspotrzednych

g, 0 0 O gt 0 0 O
|0 g, 0 O W |0 g% 0 o0
9Tl g o g. o ¥ Tlo o0 ¢® o
0 0 0 g, o 0 o0 g*

gllzi, 922:i1 g33:i, g44:i
gll 922 933 944

A = gllAl v A= g22A2, A; = 933A3v A, = 944’6‘4

Al :gllA11 A2 2922A21 A3 :g33A3, A4 :g44A4

W ortonormalnym uktadzie wspotrzednych

1000
L o100
9079710 01 0
0001

A=Al A=A’ A=A} A=A

nie ma réznicy miedzy sktadowymi kowariantnymi i kontrawariantnymi wektora.
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e Operacja symetryzowania

Tensor otrzymany wskutek symetryzowania bedziemy oznaczali przez T, , ). Kazda

Oy

sktadowa T , , tworzymy, sumujac m! sktadowych uzyskanych z wyjsciowego tensora
Ty, POPrzez permutacje indeksow o, ot,,..., oLy, -

00 ...

T( _ 1 (T +...+Tum,,.a2(x1)'

Ogelly) T m! Qq0p.. Oy

Tensor T, , ) jest tensorem symetrycznym. Operacja symetryzowania moze by¢ stosowana
tylko do indekséw jednego rodzaju.

PRZYKLAD
i = 3 (s T o T+ T+ T

T ) = % (Moo + T

T(otl‘(xz‘oc3) = % (Ta1a2a3 + T )

Symbol («,/a,la;) 0ZNacza, ze operacja symetryzowowania nie dotyczy indeksu a., .

e Operacja alternowania
Tensor powstaty przez alternowanie oznaczany jest jako T, . ;. Konstruujemy go tak
jak poprzednio, z tg roznica, ze sktadowe o parzystej permutacji indeksow opatrujemy zna-
kiem plus, a sktadowe o nieparzystej permutacji indeksow poprzedzamy znakiem minus.
1
T[%--“m] o E(Taluz...am _T‘Xz“r--“m +)

Tensor T, , | jest tensorem antysymetrycznym.
Dzielenie przez m! nie jest konieczne, ale wygodne.

PRZYKLAD
T[“l“z] = %(T%Otz _Tflzotl)

[o005005] Z%( a0 Vogeges T Vagoges T Vagose, T agme, a3cx2a1)
LI :%(TalaZ% _Totz(xla3)

o fays] = % (Ta1a2a3 T, )

1
T[al‘az‘ae,] = E (Talotzons - Ta3otz(x1 )

Symbol [we,l«;] 0zNacza, ze operacja alternowania nie dotyczy indeksu o, .
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9 ANALIZA TENSOROW

e Symbole Christoffela pierwszego i drugiego rodzaju
Symbole Christoffela pierwszego i drugiego rodzaju oznaczane odpowiednio przez [”QV]
I T7, sa trojsktadnikowymi symbolami niezwykle przydatnymi przy definiowaniu tensora

krzywizny. Symbole Cristoffela pierwszego rodzaju wyrazimy przez pochodne sktadowych
tensora metrycznego, a symbole Christoffela drugiego rodzaju przez sktadowe tensora
metrycznego i jego pochodne. Z definicji mamy

df 0 0
[HQV] 1119, + o _ v Symbole Christoffela pierwszego rodzaju
2\ ox* ox"  ox*

4] g, 0
1 g™ By Do D Symbole Christoffela drugiego rodzaju
23 ox"* ox' ox*

nv

Uzywane sg takze inne oznaczenia symboli Christoffela.
[ l'(lxvjl = [MV,G] :ruv,tx

re={aval={ 2 j={n]

Symbole Christoffela posiadaja nastepujace wiasnosci:

[ ]=[]

Ty =T
4
=20 []
“
[HBV]:ZQBGFS
:[VB] [HB]_ pa vﬁ+zgvu up

8XB

Powyzsze wiasnosci wynikaja z definicji symboli Christoffela, symetrycznosci tensora metry-

4
cznego g,,=9,, oraz relacji Zgﬁcg"“ =0 .
o=1

TWIERDZENIE

W uktadzie wspotrzednych krzywoliniowych x*,x?,x*,x* rozniczki wektorow bazowych
lokalnych uktadow

e, =e, (X, x2,x% x*), nu=1234

n

dane sa przez
oe

ZA;GXE dx" = ZZF“BdXBea
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DOWOD
oe,,

* oxP

4
Dla dowodu nalezy wykazac, ze Zl“fﬁe
a=1

24: e
a=1

R R I I P G T
" 2,20 (8x“ ' ax |
g*' =e"-e", Jpe =€5°€,s O,,=€,€,, 0,=€, €
= E : i(ecx,e\/) a(eﬁ € ) a(e 'eu)_a(e eﬁ):l .
24~ i ox* oxP ox"
_34 4 q.v_aeﬁ. aev. aev. 6e aeu. _8eﬁ. _
= 2;;@ e )_ax” ev+ax“ e, o e, 8xB poes e Vs e, [e,

86[3 B Geu de, Geu Oe 6eB

4 A4

axt oxP ooxt oax' axP ax”
4 4
=33 e) he e, -
a=1 v=1
Dalsza cze$¢ dowodu pozostawiamy czytelnikowi.

e,
oxP

WNIOSEK
W prostoliniowych uktadach wspotrzednych, czyli uktadach dla ktérych de, =0 (M =1,2,3,4),

symbole Christoffela pierwszego i drugiego rodzaju sg réwne zeru.

e Kontrakcja symboli Christoffela drugiego rodzaju

— i agvon aga}l _ ag}i\’ :_cha 6gcxu _8gpv
24 ox* 8x“ ox“ por ax“ T axe
w Vp o=V
ZZG e >r ——ZZ o 6gm 09, 09,
zamlenlllsmy rolaml slepe Wskazniki VL ox’  ox*
gva:gav
4
9, =0, o1 o m_lalng
og,, olng Z ZZ ot 2ot
gvaﬁz_ ) .
ZV:; ox"  ox" :i g za%lng:alngf -+ 0g*
29 ox" ox* ox*" ox*"
g=detlg,,] :

183



NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

e Wiasnosci transformacyjne symboli Christoffela pierwszego rodzaju

o]’ { 89;u_69;vJ
0x’” ox""  ox'*

. oxt oxP . oxP oxx .ox< ox*
gva=ax—,vaxﬁ9m, g““zéx_’“ax_’”gﬁ‘“ g’”:c’ﬁx_’“mg“
o9,  ox" oxP ox*  o*xP ox* oxP og,, ox*
" ax e ox O T ax ax o™ 0 T o ot ax Xt
o,  o'xP ox~ oxP 9%x* oxP ox* ogy, ox”*
X o ax™ ax P T ax axox™ O T ok axh okt ax”
o*xP ox* oxP o%x* ox” ox* ogy, ox”
T oxax” ox™ T o axmax 9% T ox® ax™ ox ox”
9., _ o°x*  ox* o+ ox*  o*x* o+ ox* ox* og,, Ox” _
X' AxXMoX' oxY T ax™ axVox' T ax™ oxY oxP ox'®
o*x"  ox* ox*  0°xP ox* ox* og,, ox°

- g 4+——" 9.+
XM ox'™ ox" In oxX™ ox'Vox'™ G ox™ ox’¥ oxP ox'®

96 =9 Ypc =9sp
1109, 09, &g, | OX" ox* ox” o*x*  oxP
[ ] =5 T T 05
2| ox* X oxP Jox'™ ox"™ ox"Y oxX"Mox"Y ox'*

[]- 1 agm LTI Y
ox*  oxP

o

. ox® ox* ox* 2x*  oxP _Symbole Christ_offe_la
[“av] = [KB ] o o T o e pierwszego rodzaju nie sa
X' Ox™ X OX""oX™ ox sktadowymi tensora.

e Wiasnosci transformacyjne symboli Christoffela drugiego rodzaju
|

ox'® ox"* B b o o
GX_OJOXBg O =9, 9 gm—gx—sx
ox* ox* ox'°  9*x® ox'°

ox't ox" ox” +ax'“6x” ox"”

g/ca _

L zgmB[Kﬁk]

fo:gmﬁ['{ﬁx]

ox < axk ox'c aZXw ox'° Symb0|e ChnStOffeIa
' =T drugiego rodzaju nie sa

- +
nv KA ’ rv ® ' rv ®
ox'* ox™ ox®  ox"Mox" ox sktadowymi tensora.

Jezeli uktad wspdtrzednych (xl,xz,x3,x4) jest prostoliniowy, to ["B”] =0 i 'Y =0. Wzory
transformacyjne wtedy znacznie si¢ upraszczaja.
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oe
[e”e“ev 6—‘;
X

Ve _ gvad 4 . o Va _
ZFHV:_ZZ -
va evea v=l v=l a=1
1 <N 144
S I ) (—)=—zz
2 v=l a=1 2 v=l a=1
e'e, =0
o o l 4 4 . aaev 4
:EZZ£ +8 ﬁ ZZE
6ep aev v=l a=1 v=1
ox" ox"
4 ~ 4 oe, _ 4 Vai

4
Wyznaczymy teraz wielkos¢ > T'" .

a=1
:_i Pr agk“ +8gua_agax
=1 ox*  ox*
a=A
Z :_iigﬁu aglwt_@ga(x
a=1 2 a=1 p=1 oxX*“ ox"
9on =940
by a9, 109
FB = pu| “Zon = PYaa
z ;;g [6X“ 2 8X“J

g =e -e W gaazea.ea

ZFB _iiga{( e,) 1 a(egx.uea)J

a=1 p=1
b oe oe de
St -3 50 e, Zve, 2 e,
a=1 p=1 X 8X 8X“
gBH:eBeH

4 4

. oe, de
>l —ZZ(eB e'e, —= +elete, a s 2T _gbete o
a=1 X

a=1 p=1

n _ p _su
e 'eu_l' € 'ea_sa

24124: eBSHae_”_eﬁSuae_a -0
*ox* “ oxH
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PRZYKLAD
Druga rozniczka promienia wodzacego w tréjwymiarowym lokalnym ukladzie odpowia-
dajacym wspoélrzednym sferycznym

X =rcosesin®, y=rsinesin®, z=rcosoO
R =xe, +ye, +ze, =rcosesin e, +rsingsinoe, +rcos0de,
x'=r, x*=0, X’=¢
W dalszych rachunkach potrzebne beda: rézniczka promienia wodzacego i jej kwadrat,
sktadowe kowariantne i kontrawariantne tensora metrycznego oraz symbole Christoffela pier-

wszego i drugiego rodzaju.

dR:a—RdXJra—Rdera—Rdz:dxex+dyey+dzeZ
oX oy oz

dR=Lar+ Raor Rap=dre, +doe, +doe,
or o0 op
dR =dr (coscpsin Oe, +sin @sin be, +cos(9ez)+

+d6 (r cos ¢ cos Oe, +rsin@cos e, —rsin eez)+

+do (—rsin ¢sin Be, +rcos@sin eey)
dR-dR =dr® +r?d®® +r?sin” 8de” =g, dr* +g,,d6* +g,, dp

0:.=9,=1 0y :geezrz’ gsszgw:rzsmze
gl=g" =1, g®?=g®=r2, g®=g®=r?sin?0

[212]=_%%:_r’ [sls]z_%‘zgslsz—rsinze, [323]=—%%=—rzsinecose
[122]:[221]:%%:“ [1;]:[331]:%%:r5in29’ [233]:[332]:%%=rZSinecose

I,=g" 1, Th=g"[?]=-rsin?0, TZ=TZ=g?[?]=r"

212]
Is,=9% 323]= —sinBcosO, I3=T3 = g33[133]= rt, Iy=Iy, = g33[233]= ctgo
d?R=d(dr-e, +d6-e, +dg-e,)=d’r-e, +dr-de, +d’0-e,+d0-de, +d’p-e, +do-de,
de, =T, dx"e,
de, =de, = 2I;dx’e, + 2I7dx%, = 2r~'dee, +2r'doe,

de, =de, = 2I;,dx’e, + 2I,,dx’e, = —rdbe, +2ctgbdoe,,
de, =de, =T3,dx%, +I;,dx%, =—rsin’ 6dee, —sin 6cos Odgpe,

d°R = (dzr—rde-de— rsin? ed(p-dcp)er +(d29+2r‘1dr-de—sin ecosGd(p-dcp)ee +
+(d2(|)+ 2r’1dr-dcp+2ctg9d6'd(p)e(p
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e Przesuniecie rownoleglte wektora

Przesuniecie rownolegte polega na przeniesieniu danego wektora z punktu pierwszego do
punktu drugiego zadanej linii bez zmiany diugosci wektora oraz kata zawartego migdzy nim
a styczna do linii wystawiong w punkcie pierwszym.

A

A + DA

Al = IA + DA

e Roznica wektorow okreslonych wzdtuz zadanej linii

Okreslmy pole wektorowe wzdtuz zadanej linii. Na linii tej obierzmy dwa punkty

Py = (b X2, X%, X8 ) TPy =[xty X%y, X6, X6,

oraz zwigzane z nimi lokalne uktady wspotrzednych.

Przy definiowaniu réznicy wektoréw zaczepionych w dwdéch réznych punktach zadanej
linii nalezy pamieta¢ o przeniesieniu rownolegtym pierwszego wektora do punktu zaczepie-
nia drugiego wektora oraz o ustaleniu (wybraniu) lokalnego uktadu wspoétrzednych, ktory
moze by¢ zwigzany z dowolnym z dwoch punktéw.

dA" =A%) —Afy
SA” = Al — (A + DAY )= Al — A ~ DA =dA® — DAY

dA* = rbznica wspbtrzednych kontrawariantnych wektorow drugiego i pierwszego wzgle-
dem lokalnego uktadu wspotrzednych zwigzanego z punktem pierwszym (drugim)
DA = rdznica wspotrzednych kontrawariantnych wektora pierwszego spowodowana prze-

sunieciem réwnolegtym tego wektora z punktu pierwszego do punktu drugiego liczona wzgle-
dem lokalnego uktadu wspotrzgdnych zwigzanego z punktem pierwszym (drugim)

0A* = roznica wspoétrzednych kontrawariantnych wektoréw drugiego i pierwszego po prze-
sunieciu rownolegtym wektora pierwszego do punktu w ktorym zaczepiony jest wektor drugi
liczona wzgledem lokalnego uktadu wspotrzednych zwigzanego z punktem pierwszym (dru-
gim).
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A=A, dA=dA"e, +A'de, =
de, =T dxPe, =dA*e, +T“Atdxle, =
dA =3A"e, =dA%e, +I';AldxPe, =
5A“ =dA“ —DA" | =(dA® +T%A"dxX" e,

- o o p
=dA* +T[;A"dx
DA* =T A dx"

A = wektor zadany wzdtuz linii 0 réwnaniu parametrycznym x* = x"(s), (u=1,2,3,4)
s = parametr
dA = rozniczka wektora A

de, = rozniczka wektora bazowego e,
dA*" = rdzniczka wspobtrzednych kontrawariantnych wektora A
A" = rozniczka absolutna wspotrzednych kontrawariantnych A" wektora A

DA*" = rdzniczka wspobtrzednych kontrawariantnych wektora A zwigzana z przesunig-
ciem réwnolegtym
[y = trojsktadnikowe symbole Christoffela drugiego rodzaju

DEFINICJA
4
Pochodng absolutng wektora kontrawariantnego A = (Al,AZ,A3,A4): ZA“ea okreslonego

a=1
wzdtuz linii o réwnaniu parametrycznym x* =x*(s), (u=1,2,3,4), oznaczana przez Z—A
s
nazywamy

o o df o B
ZSA e, AZIAT e X (021234).
83 = oS ds ds

TWIERDZENIE

4

Jezeli wektor A = (Al,AZ,A3,A4): ZA“eq jest przesuwany rownolegle wzdtuz linii o row-
a=1

naniu parametrycznym x* =x*(s), (u=1,2,3,4), to spetnia wzdtuz tej linii rownanie rozni-

czkowe

dA* dA“ de

oS MBAH =Y (a :1’213’4)’

lub

SA* =dA” +T¢ AMdX’ =0, (a=1,234).
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e Pochodna absolutna wektora kowariantnego zadanego wzdtuz linii

A=Ac¢e" dA=dA e" +A de" =
_ Bao _ Bao
de" =T dx"e =dA, e" —T A dx"e" =
dA =3A e* =dA e —T A dxPe” =
5A, =dA,—DA, | =(dA, -THA dxP)e

8A, =dA, ~T"A dx’
— B
DA, =T"A dx

A = wektor zadany wzdtuz linii o réwnaniu parametrycznym x* = x"(s), (u=1,2,3,4)
s = parametr
dA = rozniczka wektora A

de" = rdzniczka wektora bazowego e*
dA, = rozniczka wspotrzednych kowariantnych wektora A
0A, = rozniczka absolutna wspotrzednych kowariantnych A = wektora A

DA, = rozniczka wspotrzednych kowariantnych wektora A zwigzana z przesunigciem
rownolegtym
[,y = trojsktadnikowe symbole Christoffela drugiego rodzaju

DEFINICJA

4
Pochodna absolutna wektora kowariantnego A:(Al,Az,As,A4):ZAae°‘ okreslonego
=1

wzdtuz linii o réwnaniu parametrycznym x* =x*(s), (u=1,2,3,4), oznaczana przez Z—A
s

nazywamy

4 df dx®?
% ZZSA_Gea , oA, _ dA, _rgﬁA - (OL21,2,3,4).
& 4 8 5s ds " ds

TWIERDZENIE
4

Jezeli wektor A:(Al,AZ,A3,A4):ZAae°‘ jest przesuwany rownolegle wzdtuz linii
=1

o réwnaniu parametrycznym x* =x"(s), (u=1,2,3,4), to spetnia wzdtuz tej linii réwnanie
rozniczkowe

df dx?
oA, TdA, -TA,—=0, (a=1,234),
8s ds " ds
lub
8A, =dA, -TH A dx" =0, (a=1234).
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e Pochodna kowariantna i kontrawariantna wektora

Pochodna kowariantna wektora kontrawariantnego

SA® = dA® — DA SAC oA” e AP gt = AT gyt Pochodna kowa-
DAOL _ aABd A an B A riantna W8kt0ra
=T ATdx kontrawariantnego

dAC oA“ dx o 4t An o jest tensorem mie-
A= ox* X A%, =V, A" :SAX :an +F&AB szanym drugiego
‘ ox*  oX rzedu.

Pochodna kontrawariantna wektora kowariantnego

8A, =dA_ —38A, [OA, = A Pochodna kontra-
DA —=TP A dx OA, = ( ox, —TaAy [ix, = A dx, wariantna wektora
o Tedl T kowariantnego jest
oA, tensorem mie-
dAa = ax dx)» A,;» — Van ZSAQ iaAoc _ffoB szanym drugiego
" oX;  OX, rzedu.

e Pochodna kowariantna tensora drugiego rzedu

df OT P
T ?x =V, T P=

ox”

o

A

o B BTO
+FMT“ +I,T H

o o of aTﬁ nTo o TuH
T =Vily = ox —Ig T+ 15T,

df OT,

_ __ ap
T(x[};k - vxTaB —W - r:prﬁ - r;xTau

PRZYKLAD
Pochodne tensoréw metrycznych

gaB — ea . e[}
A
de” = -I'f,dx"e"

dg*’ =e* -de” +e” -de“=

_ o nB A B pyo Ao
=—e“-e'Idx" —e" -e" [ dx" =

de” = I dx"e" = =—g“Ihdx* —gP T dx" =
dg®? = 9" dx* = (g1}, +g"Ty; Jox’

8X}“ agaﬁ ap-f Buyo Bu up

ax* =—g" T, -9"T, 09%"=¢g
~ W r P T

Joupn e a9 ~ I Gan g, = ax—x"'rpxg +15,9

09 4 og*?

P 59, 05090, — = _F&guﬁ _ r‘fkgotu
Qupr = 0 g“[fk =0
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e Dywergencja wektora kontrawariantnego

i df . a
divA=V-A dIVAzea&(_“(ABeﬁ) =
0
VvV =e¢"
o OAP oe OAP de
OX :ea.eB +ABea_B:5g_+ABea_B_
A=A‘3eB ox*“ oxX“ ox*“ ox*“
AU.
:6(1 = 88 - +ABeO‘ sii
X X
< 4 1 8Jg
Yer L= =Fr—2|[ oA
| por \/_ OX divA = p +I AP | =
X

-

divA =— L 24:8(\/_ a)

a=1

TWIERDZENIE
Dywergencja wektora jest sladem pochodnej kowariantnej ze sktadowych kontrawariantnych
tego wektora: divA = A7, .

DOWOD
4 _ 4 4 0A“ 4 4
FTEAT SRR S ALY Y ST A
p=1 a=1 a=1 OX a=1 B=1
e Dywergencja wektora kowariantnego
¢ =60 dva=ec (e, 6,02 (n.g%, )
AB =AK9KB OX ox*
e, =0,.6"
B Bv 0
gKBgBVev ZSSEV —g~ divA=e g H P (A € )
w 0 _ 0
ox*  0OX
oo divA=eui(AKeK) =
e e =5" oX,
. oe" o oe,
~ . ° A oe" oe
H 8X 6XH =euel< aAK +eu _AK :Sz aAK _eX M AK
oe, X, oX,, oX,, oX,,
e _ZFHH
ox,, oA
divA=—"-T*A
TP —gh 9., 109, v ox, M
* ox, 20X,
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TWIERDZENIE

Dywergencja wektora jest sladem pochodnej kontrawariantnej ze sktadowych kowariantnych
tego wektora: divA=A}".

DOWOD

. oA, 4, _ =) 40
Alo); :E_BZ_;,FEAAB < z z

a=1 a=1 X

“-3 S TLA,

1 p=1

e Dywergencja tensora kontrawariantnego drugiego rzedu

are? e TG,
T_zB :—A+F£XTW +F:LKTHB (dIVT ) :ZT:BB =
' OX p=1
— aB
B= xB &t i{ 1 0Jg ], ZZWTW:
T T + LT + T o (Vg ot =g
; oxP? n

4o ot (1 o9, +44auﬁ
L oJg ﬁzh— o’ L\/_ ox’ } E;FJ

wP \/_8x’1

+Z4:Z4:F TP

B=1 p=l p=l

(divT=) 370 = \/—Z[a\/a;aj

e Dywergencja antysymetrycznego (skosniesymetrycznego) tensora kontrawariantne-
go drugiego rzedu

(divT") ZT“B

e Dywergencja tensora kowariantnego drugiego rzedu

df 4
( diVT" )a = ZTOLB;B

Zr“ T ZFP;TW

B =A
4 4 aTaB 4 4 4
ZTaB:B :Z N _ZZF;IBTHB ZZFBB ap
B=1 B=1 p=1 p=1 B=l p=1
. df 4 4 TOLB 4 4
(d'VT--)a :Z Z ZZF;LBTHB ZZF;BTGH
p=1 B=l B=1 p=1 p=l pn=1
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e Dywergencja tensora mieszanego drugiego rzedu

8T°‘ df aTa 1 a\/_
o __ﬁ_ o o - ° _ o _ [3 g «
TB;X - 8x* F[;LKT“ +FHKT; (dIVT.)B _TB;a = ax_“ + _g o TBH _r;a-l-“ _
=A
o 4 oTY 0 4 4
Te — aTﬁ o @ Th = z ﬁ i + i \/g Te ZZFL;;T:L
Bia a_ _FBQ n +F“<x B o) \/5 ax \/5 ax riry

«_10Jg divr:) Sy Te L
Fuq \/— 8x” ( )B ; ;o \/_

e Dywergencja symetrycznego mieszanego tensora drugiego rzedu

)

B?Oﬁ \/5 8X Ba 'p

pk( agak + aglf) _ agBOLJ gp.)»Ta — Thx
! 5

n
I, =

I\Jll—‘
«©

oxP  ox*  ox*
T :ia(\/aT;)_%Tm[agax_'_agm_ag[z,a}

oxP  ox*  ox*

T?\Dt — TOLX . TM agm _ 69[30( — o
ox*  ox*

1 alem)

(x?»

_1
2

e \/5 ox° axB
T =Teg"

Ty, —TM_Z fngg?
o

Too = 1 a(\/_T“) 1T%g 9"

be " Jg o T2 8w
190 =Ta

e _T 1 olyoT; Ta)%%xf
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(divT:), =Ty,

T, =9,
Tc:;v = (gHGTHV);V
Juov =0
=014

T8 = (divT™)"

(divT;), =g, (divT™)"

( divT, )

ym :Tp\/,v
=0,,T0
w07 V)V
Oypy =0
Tow=0,T0,

T8, =(divT;)"

(divT..), =g,,(divT:)"

e Gradient funkcji skalarnej

df “ o
rado=Vo = — |e®
grade=Ve ;[aan

4

=289
p1

ap ap 0P _

ox*®

O

6x[i

>

a=1

B=1\ o=l

grad = Z(Zg“ﬁ ] ia—q’

p-1 OXg

Gradient funkcji skalarnej ¢ jest wektorem
o9

P = skladowa kowariantna gradientu
X

3 op 09

aB_:_ —
;g ox*

L B

sktadowa kontrawariantna gradientu
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Zwiazki miedzy dywergencjami tensorow drugiego rzedu

(divre)" =T

™ =g"'T}
T=(g"Ty).,
gy’ =0

TP;‘VV=g“f"I'BV;v

Ty, =(divT;),

(divT=)" =g**(divT:),

(divT:) =T,
T =g"T,.
T;/;G = (guVTHG);G

g =0
T;ZO' = g”va.G:G

T o = (diVT..),

(div;)" =g*(divT..),
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e Laplasjan funkcji skalarnej

df
d|VA:ii@ VZ(P=A(P=V-V(p=dngrad(p=
g p=1 oxP L \/_ \ a0
4 =divA=—) — g g‘x
A=grade = Zesgaﬁ% \/5[32;6 p ; ox°®
a=1 B=1
AP =grad " g“ﬁa_(p , 1 && 5 . o
o \V/ - I
a=1 aX (P g ;BZJ;GXB g g 6 o
Ve =divgradp V= 0 gﬁaa_q) _ro g‘*ﬁ&
GivA=Ac = B ox* (7 ox' ) P oxe
- o ax(x Bo
A=grado
o¢ op
a _ ~Ba YW B _qob Y o
A -9 8XB' A g ox* VZ(P:ngB 62@ +ag " 8([) T« gaﬁa_(p
g = g oxox?  ox* ox®  PT ox

e Rotacja jako kowariantny tensor antysymetryczny drugiego rzedu

df

M :Av;u - Au:v
aA o aA\/ o o o
Wy 6X\tl _Fp o AV;],L = 8)(_“ _FvuAa ) Fuv = va
F o oA, oA, W przestrzeni n-wymiarowej antysymetryczny tensor r,, posiada
oaxt ox” 1(n? —n) niezaleznych skadowych.

W przypadku tréjwymiarowym skiadowe tensora r,, mozna interpretowac jako sktadowe
rotacji wektora kowariantnego w uktadzie ortonormalnym.

rOtA:[aA3 ) aAzJe1 +[8A1 ) aABJe2 J{aAz oA, ]eg el el e

ox?  ox® ox®  ox? oxt  ox?
e Twierdzenie Gaussa

Catka z czterowektora po hiperpowierzchni S jest rowna catce z dywergencji tego wekto-
ra po czteroobjetosci V.

fA“Jgds, =[A% g dv
S \Y%
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e Pochodna kowariantna dowolnego tensora
Pochodng kowariantna dowolnego tensora lub rozszerzeniem kowariantnym tensora nazy-
wamy wyrazenie
S1S5...Sy

IR T v/ Tsls2 S oty _

Ml A .. SX}\
$157-Sp
(f aTrlizz q 5152+ Sn q $1S3-- Sn S1 T4S2---Sn Sz T 514835y
=—25m 0, T A0 T+ |+ I T +TT +
axl ar.. nar.. ol

TWIERDZENIE
Pochodna kowariantna dowolnego tensora jest tensorem, ktdrego rzad i kowariantnos¢ sa
0 jeden wyzsze od rzedu i kowariantnosci tensora wyjsciowego

15250

$185---5, $185---Sy nry..5 $1S5...5,
Trlrzr _VTrlr2 = = rlrzrn)u
12 12 SXX 112+Im

Dowad tego twierdzenia dla przypadku pochodnej kowariantnej tensora kowariantnego zostat
podany przez E. B. Christoffela w pracy:

Uber die Transformation der homogenen Differentialausdriicke zweiten Grades.

Journal fir die reine und angewandte Mathematik 70 (1869) 46-70.

Rok 1869 mozna uwaza¢ za datg powstania rachunku tensorowego.

PRZYKLADY
Pochodna kowariantna tensora zerowego rze¢du (skalara) T
oT d9f oT
T,=T,=V,T=— o o =T,.
Pochodna kowariantna tensora kowariantnego pierwszego rzedu (wektora kowariantnego) T,
oT, 4 aT,
Tax :Ta;x :VxTa = Sx_x:axx _stTq'
Pochodna kowariantna tensora kowariantnego drugiego rzedu T,
0Ty af T,y q
Taﬁx :Taﬁ;x = VxTaB = Sx* = ox* _raquB _rﬁkTocq
Pochodna kowariantna tensora kowariantnego trzeciego rzedu T,
OT ,, df OT,

_ apu _ 9 apu
TaBM - Taﬁu;x \ TaBu Sxxu ox* - ngTun _r[ngaqu _FL?KTan :
Pochodna kowariantna tensora kowariantnego czwartego rzedu T,

OT ., df OT,

— _ apuv afpv

Topun = Tapuvr = Vi Tapen = 8x‘u ax; =L Tapuy = Ton Tague = T Tapoy =T Tapa -

Pochodna kowariantna tensora kontrawariantnego pierwszego rzedu (wektora
kontrawariantnego) T

T df oT*

Tak — Ta;k — VXTOL _ =— ra Tq
ox*  ox

Pochodna kowariantna tensora kontrawariantnego drugiego rzedu T
ST*F ar oT"

TH =T =v,T" = ——+ T TP+ T T,

Sx*  ox*
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Pochodna kowariantna tensora kontrawariantnego trzeciego rzedu T*™
ST ar gT 4P

Bu _ ToBn _ Bu _ _ o B T aq Bq

=T =V, T = —— =+ T T + T T + T, T
OX OX

Pochodna kowariantna tensora kontrawariantnego czwartego rzedu TP

ST ar oT “PY
Sx*  ox*
Pochodna kowariantna tensora mieszanego drugiego rzedu jednokrotnie kowariantnego i jed-

nokrotnie kontrawariantnego T’

STy df 0T
sx* ox*
Pochodna kowariantna tensora mieszanego trzeciego rzedu jednokrotnie kontrawariantnego
i dwukrotnie kowariantnego Ty,

8T§; d; aTg;
ax*  ox*

apuv _ Tapuy _ apuv _ o TaPuy | B Todny e by | v Tobu
T =T =V, T = + 0, T+ T, T+ T, TH + T, T,

Te =T¢, =V,T¢ = SIS TS +TSTS.

TI;M =T,

B

_ a __ q [o q [o aTq
=V, Ty = T Tow =T Tpq + T Ty

e Pochodna kontrawariantna dowolnego tensora
Na bazie definicji pochodnej kowariantnej podamy definicj¢ pochodnej kontrawariantnej
dowolnego tensora.

$1S5..5,
-I-slsz...sn :Tslsz...sn -V T51Sz---5n _ ff-tm
Ml . fh L.l A Ainr.ry SXX

df aTslsz...Sn
_ . Im _[ q $1S7...5, q $1S2...8 ] [ S; 05,5y S, T510S3...5, ]
——axk F“T%_Hrm Jrl“rszﬁ%'_.rm +...|+ FqkT +quT +...

$155..8, __ 5155..5,0
Trlrz...rmx =g Yol Trlrz...rm

NS _ K
g g}\m _803
g)\Kg T5152---5n0> _ SKTslsz...Snw _ Tslsz...SnK
o = =

M.l ® Ol . Iy

Pochodng kontrawariantng lub rozszerzeniem kontrawariantnym dowolnego tensora nazywa-
my wyrazenie

STslsz"'S"
$1S0..SpK TS5 S00K A $1S5..8y _ K Nh.kn
Trlrz...rmn _Trlrz...rmn =0 V}LTrlrz...rmrI =g Py -
OX
df $1S5--Sp
N P REL | ml 5155..8 q $15,..8 ] [ S; T0S5..S Sy T5,0S3.. S, ]
=g e [rrlkTqrz...rmn +0, T+ [+ I T + 03T +...
a df N . 8 6 df N . a df N -
K
:Zg o :Zg T V=297V
oX. = OX OX. o OX P
=q 'S i 5 I < s
q _ q 1 — 1
FHK - Zg rﬁ)b ! FHK - Zg rql
A=l A=l
$1S,..5p
$155..80K __ TS$152--801K _ Y7 KT S152-Sn M. fm
Trlrz...rm _Trlrz...rm =V Trlrz...rm - SX -

K

df aTslsZ...Sn

—_ fhfeefm [frqKTS;SZ';'S" + frqKTrsler"'in + ]+ [fsl -I-qsz...sn + fsz Tslqs3...sn + ]
OX 1 qr.-I; 2 197.-fm gx gx
K
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TWIERDZENIE
Pochodna kontrawariantna dowolnego tensora jest tensorem, ktorego rzad i kontrawariantnos¢
sa 0 jeden wyzsze od rzedu i kontrawariantnosci tensora wyjsciowego

$1S5..5,
Tslsz...sn;xzvx $1S5..8, __ M fm  _ $5,..8,K

..l [P A = nnar,
OX

Twierdzenie to w przypadku pochodnej kontrawariantnej tensora kontrawariantnego zostato
sformutowane przez G. Riciiego i T. Levi-Civite w pracy:

Méthodes de calcul différentiel absolu et leurs applications.

Mathematische Annalen 54 (1901) 125-201.

PRZYKLADY
Pochodna kontrawariantna tensora zerowego rzedu (skalara) T
df
T =T* =VKT=8_T=g}‘K G_TL:gAKTK :8—T=T’K_
OX OX TOX,

Pochodna kontrawariantna tensora kowariantnego pierwszego rzedu (wektora kowariantnego)
.

o

df —
T(;K =VKTQ =&=gm[a-ra —FSquj = aTa —Fq T

X ox* OX e

Pochodna kontrawariantna tensora kowariantnego drugiego rzedu T,

ol , df oT oT _ _
K _ TiK _ K _ af af _ of
T = Taﬁ =V Ta[} e =g [ P _ngTqB _F[;]XTaq] = _8X - FO?KTqB - FB(LTaq .

Pochodna kontrawariantna tensora kowariantnego trzeciego rzedu T,

. orT , df oT

K _ Tk _ K _ afu _ A of _

Tope = Tapu =V Tap = 5% ==g [—8xku Lo Top = T3 Tagu — FSxTaﬁqJ =
oT _ _ _

_Olgp

R SIS KL v

K

Pochodna kontrawariantna tensora kowariantnego czwartego rzedu T,

TK _ T;K _ VKT _ 8 TCLB],LV(E /NS aTocBuv Fq T 1—\q T Fq T l_,q T _
apuv — TaBuv afuv SXK _g 8Xx T lonlopuv T A laguy T tpalapgy  tva lapug | T
oT — — _ _

_ afuv

- BT Topur = Do oy = D Tapay — Lo Vg -

K

Pochodna kontrawariantna tensora kontrawariantnego pierwszego rzedu (wektora kontrawa-
riantnego) T

o df o o o

T =T*" =V"T* = ZTK =9M[g;(rx +1“§;T“J = c;')l(' + I T
X

Pochodna kontrawariantna tensora kontrawariantnego drugiego rzedu T*"

ST ar LaT“ﬁ o

VK KT O o o aT T o ™ a
ToP = Tobx TP airee =g™ s +Tg TP+ T q}:—ax +T TP+ TRT™,

K

K

K
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Pochodna kontrawariantna tensora kontrawariantnego trzeciego rzedu T“*
8T“ﬁ“i .
OX

K

TaBuK — TuBu:K — VKTaBu —

ot
P + T TP TR T M Tl T | =
oT P
X,
Pochodna kontrawariantna tensora kontrawariantnego czwartego rzedu T

afpv
TaBu\/K — Taﬁuv;K — VKTquv — 8T i
OX,

To T |, TB Taqu , Tou Tabq
+FqKT +1“qKT +1“qKT .

6 ofpv

EPNVEN o TaBpu B Taquv w apgv v Tapug | _

=g (8X” + 0, T+ L T+ T, TP+ T T =
afuv

_ T TaBr , TB Toduv | T TeBAv , TV TeBuq

= o + L T+ T T + T T+ T T

K

Pochodna kontrawariantna tensora mieszanego drugiego rzedu jednokrotnie kowariantnego
i jednokrotnie kontrawariantnego T

ST igm[aT;

[}

ory _ _
o o B o o
T T, +FqkT[§J = — T T +T.Tg.

TIXK — TOL;K — VKTOL —
p B i Ox Br " q

K

X ox”

K

Pochodna kontrawariantna tensora mieszanego trzeciego rzedu jednokrotnie kowariantnego
I dwukrotnie kontrawariantnego Tg,

5T ot (oTe
Bu _ Ak B o a o B
- ( - T T — T T + quT;uJ =

0K _ TO;K _ YKTO _
TBM_Tﬁu _VTBH_

8x, ox*
Ty — — —
— B o o o
- aTu - ngTqu - FSKTBq + FqKTéu'

K

Pochodna kontrawariantna tensora mieszanego trzeciego rzedu dwukrotnie kowariantnego
i jednokrotnie kontrawariantnego TfB

af af
STP or (aT“

apx _ Tapix _ yeoB _ a e o B T |
T, =T =VTF= LT + T, T+ 0T, J_

8X, ox*
oT*  _ _ _
_ ap o B B Tw
= ax” —l“jKTq +FqKTj +FqKTuq.

Pochodna kontrawariantna tensora mieszanego czwartego rzedu jednokrotnie kontrawariant-
nego i trojkrotnie kowariantnego T

TaK _ -I-(x;K _ VKTa _ 8-I-ﬁmuv di I3 aTBauv _1—~q Ta _1—~q Ta _Fq Tu _l_l—wx Tq _
v = Tpw =Y ey = g SO | T T T Ty Tk U ey |
or:  _ — — —

_ Buv q o q To q TO o Tq

- GXH a FBKqu a FuKTﬁqv - erﬁuq + FQKTBMV'

K
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e Pochodna kowariantna (kontrawariantna) sumy i iloczynu tensoréw

Pochodna kowariantna (kontrawariantna) sumy tensorow tego samego rzedu i typu jest
sumga pochodnych kowariantnych (kontrawariantnych) tych tensoréw.

Pochodna kowariantna (kontrawariantna) iloczynu dowolnych dwdch tensorow jest suma,
sktadajaca si¢ z iloczynu pierwszego tensora i pochodnej kowariantnej (kontrawariantnej)
drugiego tensora oraz iloczynu drugiego tensora i pochodnej kowariantnej (kontrawariantnej)
pierwszego tensora.

Nalezy pamieta¢, ze pochodna kowariantna (kontrawariantna) kowariantnego oraz kon-
trawariantnego tensora metrycznego jest rdwna zeru

89" 69,, 69" &g,
Sx* oxt ox.  ox

K K

=0.

e Pochodne wyzszych rzedéw

Zacytujmy odpowiedni fragment z pracy G. Riciiego i T. Levi-Civity:
Méthodes de calcul différentiel absolu et leurs applications.
Mathematische Annalen 54 (1901) 125-201.

»Jezeli litera 0 m wskaznikach przedstawia tensor kowariantny, to przyjmowac bedziemy
ogolnie, ze ta sama litera z jednym wskaznikiem wiecej przedstawia jego pierwsza pochodna
kowariantng wzgledem przyjetej formy zasadniczej.

Na przyktad, wychodzac z tensora rzedu 0, tj. z funkcji T i stosujac kolejno odpowiednie
wzory, mozna otrzymaé pierwszy, drugi itd. tensor pochodny. Rozciggajac na rzedy wyzsze
nazwy, bedace w uzyciu dla rzedu pierwszego, nazywamy niekiedy tensory T., T itd.
pochodnymi kowariantnym rzedu drugiego, trzeciego itd. funkcji T.”

Procedurg te¢ mozna rozszerzy¢ na pochodne kowariantne i kontrawariantne dowolnego
tensora.

PRZYKLAD

Startujac od skalara T mozna utworzy¢ 24 tensory mieszane czwartego rzedu jednokrotnie
kontrawariantne i trzykrotnie kowariantne:

T?ﬁHV’ T('XBVH' T('XMBV’ T('XHVB T?Vﬁu’ T?vuﬁ’
Toowor Toowr e Toopr Topr Toups
Toior T T Tl Top Toip:
T Towo T T T Tog™

Pierwszy z nich skonstruowalismy nastgpujaco:
oS8T
0X,

.5 (8T 8T
T’ﬁ: = s
5xP( 6x, ) 8xPox,
. 8| 5 (8T 5 [ 3T 5T
T'|3 = = = s
Boooxt | oxP ( 8x, ox* | oxPox, | 8x"8xPéx,

Te S | 5| & (oT 8 8T 3T
ey | oxt | oxP ( 8x, )| 8x' (| dx"oxPex, | 8x'ex"oxPex, |
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e Dywergencja tensora metrycznego

Dopp = aTﬁB = Lopus ~ TapYn g°f = v — e + T
agoc[& 89(1[3 o B B~
P Top9us + TpGu Y —I0" —T,0™
Jupp =0 gy =0

e Dalsze wlasnosci tensora metrycznego
R&zniczkowanie wyrazenia

gucgvcz v
daje

VG agpc _ agVG
9 o T g

Po przemnozeniu obu stron tej réwnosci przez g

VG aguc agvc
gvrg axq - gvrguc axq
gV‘ngc = 8:
. aguc agvc
Toxt 9o ox“*
agut _ agvc
ox* VRS ox
lub
6g agvc
UTn VO Ho _ uT
919" 5 =00, —
gll‘rgwy =8;
ag 8gVG
UTn VO no :_61
g9 X ° %"
6gvr — _gu‘cgvc agllc
ox“ ox“
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.. 1 Zsumowaniu po v (w pierwszym przy-
padku) lub przemnozeniu przez g"* i zsumowaniu po u (w drugim przypadku), otrzymujemy
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10 PRZESTRZEN RIEMANNA

e Plaskie przestrzenie z metryka
Badane poprzednio przestrzenie byty ptaskie, istniat ortonormalny uktad wspdétrzednych

{O,el,ez,e3,e4}, wzgledem ktérego rozniczka odlegtosci ds migdzy kazdymi dwoma blisko

potozonymi punktami spetniata zaleznos¢ (ds)2 = i(dx“)2 . Uktad ten byt wyjsciowym ukta-
n=1

dem wspotrzednych z tensorem metrycznym g, =3,,. Wprowadzenie wspotrzednych krzy-

woliniowych x™ :fu(xl,xz,xs,x“) pozwalato na okreslenie w kazdym punkcie przestrzeni

ox* ox*

Mox' ox'®

zonymi punktami x'* i x"* +dx'* mozna bylo wyznaczy¢ ze wzoru ds* =g dx"“dx".

tensora metrycznego g, =9 . Rézniczke odlegtosci miedzy dwoma blisko poto-

e Przestrzen Riemanna jako przestrzen zakrzywiona z metryka
Wyjsciowym uktadem wspotrzednych niech bedzie dowolny prostoliniowy lub krzywoli-

niowy uktad wspotrzednych X', X?* X3 X*. Niech (xl,xz,xs,x“) beda kontrawariantnymi
wspdtrzednymi punktu P, ktére przy zmianie uktadu x™ :f“(xl,xz,x3,x4) transformuja sie
4 ax'™

wedtug wzoréw dx'* ="
v=1

dx', (u=1234).

A%

Czterowymiarowym tensorem g-krotnie kontrawariantnym i d-krotnie kowariant-
nym TM'2™" pedziemy nazywali zbior 4% wielkosci, zwanych jego sktadowymi (wspot-

ViVa- Vg

rzednymi), ktore przy zmianie uktadu wspoétrzednych
4 e
X=X, x), dx =Y

v=l

dx', (u=1234)

v

transformuja si¢ wedtug wzoréw

Tk 24: Z:a)(,Hl ox'Me & 4 aX[51 aX ¢ -I—ul(xz 0 |Ub
V1Vz Ve o ~ 8X ay ox o ~ e ox'™ 8X¢vd BiB2-- By

'
rllﬂlzus . aX . aX Vd 01003 - Olg
v1V2V3 Vg - ] ax ax " Bl_l Bd = aX ax Bd BleBS . 'Bd

Liczbe (d+g) jest r2¢dem tensora.

Przestrzeniag Riemanna nazywamy przestrzen z zadanym w kazdym jej punkcie tenso-
rem metrycznym g, kowariantnym, symetrycznym, drugiego rzedu. Przy pomocy tego ten-
sora okreslany jest kwadrat rozniczki odlegtosci dwdch blisko siebie potozonych punktow

(forma metryczna) dszzguvdx“dxv. Tensor metryczny przestrzeni Riemanna mozna przed-

stawi¢ w postaci sumy dwaéch sktadnikdw. Pierwszy sktadnik zwigzany jest z przyjetym wyj-
sciowym uktadem wspoétrzednych. Drugi sktadnik opisuje deformacje przestrzeni.
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Kowariantny tensor metryczny i kowariantne wektory bazowe

cosz(e“,ev) cosz(e“,eu)zl

CE gpv
V.9,

df
e, e, :euevcosz(eu,ev) €, =%

df
e e =g _ 0 G _ a0 Q0 G
A e,e =0,+0, =€, € +3g,

0 G

gpv :gpv +guv

)‘f o
VI VO
df

)= eﬁeScosA(eﬁ : eS)

0 G
gpv +gpv

cosz(e ,ev) =
e+ 08 el g

0 A0
cosz(eu,ev

0df 0
u .ev:gpv

eﬁ = wektory bazowe wyjsciowego uktadu wspotrzednych

e, = lokalne wektory bazowe przestrzeni Riemanna

gﬁv = sktadnik tensora metrycznego przestrzeni Riemanna zwigzany z wyjsciowym ukita-

dem wspotrzednych
gfv = skiadnik tensora metrycznego przestrzeni Riemanna opisujacy deformacje przes-

trzeni

Kontrawariantny tensor metryczny g"*

g”viA_V“:Aw:gvu, g = det 021 92, Uz 94 40
g 9 931 Uz Oss Ui
941 Ya2 Yus Ous
A“ﬁ:gg“ﬁ

9,9 =5

g,.A" =08}

Analogiczne relacje zachodzg miedzy kontrawariantnym tensorem metrycznym przestrzeni
Riemanna i kontrawariantnymi wektorami bazowymi.

Lokalny uklad wspotrzednych i styczna przestrzen
Tensor metryczny przestrzeni Riemanna pozwala wprowadzi¢ w kazdym punkcie tzw. lo-

kalny prostoliniowy uktad wspotrzednych oraz zwigzana z nim tzw. styczng przestrzen. Wy-
korzystujac fakt, ze w danym punkcie P sktadowe tensora metrycznego sg state, mozna jedno-
znacznie skonstruowac lokalny prostoliniowy uktad wspotrzednych

{P’el1e2’e31e4}1 9,..=€,-€,.
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e lloczyn skalarny wektoréw kontrawariantnych
Iloczynem skalarnym wektorow kontrawariantnych

A=(A', A% A* A*)= Ate, oraz B=(B',B? B B*)=B,,
zaczepionych w tym samym punkcie, nazwamy skalar

df
A B=ABcosA(eu,ev): A*Be, -e, =A"B'g,,

¢ lloczyn skalarny wektoréw kowariantnych
Iloczynem skalarnym wektorow kowariantnych

A=(Al,AZ, A% A%)= Ate, oraz B=(B!,B? B B*)=B,,
zaczepionych w tym samym punkcie, nazwamy skalar

df
A-B :ABcosé(e” e )z A Bg'-e"=A Bg"

e Rzeczywista wartosé wektora kontrawariantnego

df
A= [eg A*A’

] e = liczba znakowa przyjmujgca wartosci +1 lub —1, aby A byto liczba rzeczywista

e Rzeczywista wartosé wektora kowariantnego

df
A= Jeg"A A,

e Warunek prostopadlosci (ortogonalnosci) wektoréw

Dwa wektory A" i B" zaczepione w tym samym punkcie bedziemy nazywali prostopad-
tymi (ortogonalnymi), jezeli
g,,A"B"=0.

e Operacje na tensorach w przestrzeni Riemanna

Wszystkie omdwione wczesniej w niezbedniku operacje na tensorach mozna wykonywac
rowniez w przestrzeni Riemanna. Dziataniami algebraicznymi, ktdre mozna przeprowadzac
jedynie na tensorach okreslonych w danym punkcie, sa:

Dodawanie tensorow

Mnozenie tensorow

Zwezanie (kontrakcja) tensoréow

Podnoszenie i obnizanie wskaznikow
Operacjami w zakresie analizy tensorow sa:

Pochodna tensora

Pochodna absolutna tensora

Dywergencja tensora

Gradient funkcji skalarnej

Laplasjan funkcji skalarnej
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e RoOwnania geodetyki

Geodetyka (linig geodezyjng) nazywamy najkrétsza linig tgczacag dwa blisko siebie potozo-
ne punkty. Wzdtuz linii geodezyjnej wersory stycznych do niej sg wzgledem siebie przesunigte
rownolegle.

Niech bedzie dana linia o réwnaniu parametrycznym x“ =x*(s), (a=1,2,3,4).
dx® dx* dx"” o
e, |Al= 90 g5 g5 =1 jest jednostkowym wektorem stycznym do
danej linii. Bedzie ona geodetyka wtedy i tylko wtedy, gdy pochodna absolutna z wektora sty-
cznego do niej bedzie rowna zeru.

4
Wektor A= z
a=1

dA%  dA“ dx”

=—+T*AH =0 o o " v
Ss ds nv ds E dx :i dL +1_,avdX dx ~0

dx® os\ ds ds{ ds " ds ds
. Ox
A =

ds e o

X2 +I0, alpL Réwnanie geodetyki

a=1234 ds ds ds

Aby jednoznacznie rozwigza¢ ukiad tych réwnan rézniczkowych, nalezy zada¢ warunki
poczatkowe:

x*(0) = poczatkowy punkt geodetyki,

(d;( j = wektor styczny do geodetyki w punkcie poczatkowym.
S
0

e Geodetyka zerowa.

Geodetyka zerowa nazywamy geodetyke, dla ktérej ds=0. Po takich liniach porusza si¢
Swiatto. Zwr6¢my uwage na to, ze w czasoprzestrzeni odlegtos¢ miedzy dwoma réznymi punk-
tami moze by¢ réwna zeru, pomimo ze punkty te nie pokrywaja sie.

TWIERDZENIE
Geodetyka zerowa jest linig

x*=x*(u), (x=1,2,34),
spetniajaca réwnania rozniczkowe
d?x* ., dx* dx”

—+ —

du?> " du du
ktorych catkg pierwsza jest

dx” dx’
*“'du du

Aby jednoznacznie rozwigza¢ uktad tych rownan rozniczkowych, nalezy zada¢ warunki
poczatkowe:

x*(0) = poczatkowy punkt geodetyki zerowej,

(d; j = wektor styczny do geodetyki zerowej w punkcie poczatkowym.
u
0
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1 1 TENSOR KRZYWIZNY

e Mieszany tensor krzywizny Grossmanna czwartego rzedu
Przestrzen n-wymiarowa nazywamy zakrzywiong, jezeli nie istnieje ortonormalny uktad
wspotrzednych wzgledem ktorego rozniczka odlegtosci ds migdzy kazdymi dwoma blisko

n
potozonymi punktami spetnia zaleznos¢  (dsy =" (dx* f' .
pn=1
Miarg krzywizny przestrzeni zdarzen (czasoprzestrzeni) jest przyrost wspotrzednej kon-
trawariantnej wektora zwiagzany z przesunigciem rownolegtym wzdtuz zamknietego konturu.

AA" = —{ T Aldx" —AA" = {5 APdx" =
. . 1 0 o A B 0 a AB uv
Twierdzenie Stokesa =5I 8x“FBVA _ax_vrﬁ“A ds
jErax: =3 (aBV -2 ] ds™ or oA e, oA
2 v ¢ >
ox"  ox =%,[ Pv AP + T __BVHAB ~Ty—— |dS* =
ox" ox"  ox OX
dS"* =d,x"d,x" —d,x"d,x" Moy pp_iw Ap_paps ac 4o ? AC | g
' ? ' ’ :%J. ox* A _875A _FﬁvrcuA +FﬁHFGVA ds™ =
ds*” = —ds™ W ostatnich dwdch cztonach zamienimy migdzy sobg
wskazniki B i o.
B* =Ty A’ are ory,
P =1 [_a AP —— AP —TeTy AP+ T Is AP 1dS* =
X X
BY =T, A’
org, or,
=3 [| - Ty, +To Ty, |APdSt =
OAP o pe ox"  ox
X" - op :%J‘RguvABdSw:
B
oA —_TPA° Dla nieskonczenie matego konturu zamknigtego mamy
ox = 1R}, AP [ds
AA" =—1R7 AP [dSH
o ar‘[g/ arl’?:l o o o 1o
RBuv: X" - ox” _FGVFBH +rcurl3v
AA® = infinitezymalny przyrost wspétrzednej kontrawariantnej wektora zwigzany

z przesunigciem rownolegtym wzdtuz infinitezymalnego zamknietego konturu bedacego
infinitezymalnym rownolegtobokiem o infinitezymalnych bokach d,x"* i d,x"

ds*¥ = antysymetryczny tensor drugiego rzedu, ktorego sktadowe sg rzutami infinitezy-
malnego elementu powierzchni na ptaszczyzny wyznaczone przez osie uktadu wspotrzed-

nych x", x’
Rg,., = mieszany tensor krzywizny Grossmanna czwartego rzedu
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e Wiasnosci tensora krzywizny Grossmanna

Riw =R, Tensor Rg,, jest antysymetryczny ze wzgledu na wskazniki p i v.
Suma wszystkich jego sktadowych jest rowna zeru.
Rpw=0 < p=v

ZAIRZHV =0
a=1

R(X

BHV+R°‘

vBu

+R* 0

uvp =

R(l

Buvie

+R*

Bop;v

+R%

svon =0 Tozsamosci Bianchiego

Tensor Ry, posiadaw przestrzeni n-wymiarowej (n“ - n3) niezerowych sktadowych.

Przestrzen jest ptaska (euklidesowa) wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie sktadowe R; =0 .

Buv

e Kowariantny tensor krzywizny Riemanna-Christoffela czwartego rzedu

df 0 Bv b Bu
SRPIN B SR: R 4 R B R

_1 _

“B“V_E[axﬁax” ox"ox’  oxPox’  ox“ox"

rors,-ror:)

Bu™ av Bvop

2 82 82 62
00 | O 00, TGy }gm(

e Wiasnosci tensora krzywizny Riemanna-Christoffela R

RaBuv = _RBauv’ Raﬁuv = _Raﬁvp

RaBuv:RuvaB

RQBHV:O & u=v, Raﬁwzo & a=p
Repuv T Ravpn TR =0

Kowariantny tensor krzywizny R, czwartego rzedu posiada w przestrzeni n wymiarowej

1—12n2(n2 —1) niezerowych niezaleznych sktadowych. W czterowymiarowej przestrzeni tensor
R s, POSIada dwadziescia niezerowych niezaleznych sktadowych.

A ak
RBp.v = g Rapr

Ropuvy T Ropern T Ry =0 Tozsamosci Bianchiego
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e Podstawowe kryterium zakrzywienia przestrzeni
Przestrzen jest zakrzywiona wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jedna ze sktadowych

tensora Ry, jest rzna od zera.

AA® =—1jR°‘ APdsHy
2

Buv
AA® = _% [(Re,AdS™ + R,APS™ + R, APISE + RE, APDS™ +

+R},APdS* + R{,APdS* + R}, APAS® + R}, APdS™ +
+ R}, APdS™ + R, APdS* + R, APAS™ + R 7, APAS™ +
+RE, APS® + RE,,APS® + RY, APIS® + RE, APdS*)

o o o) o 03 o o
R p11 R p12 R p13 R pL4 0 R pL2 R p13 R pL4
o o a a a o o
RBZl Rﬁzz RBZS R1324 |~ RBlZ 0 RB23 R1324
o o o o o o o
RﬁSl RB32 RB33 R1334 - Rms - RBZS 0 R1334
o o o o o o o
R1341 R[342 Rﬁ43 R[344 - R;314 - R[324 - R1334 0
ds" =—-dS™

AA* =R, AP [dS? —Rj A° [dS® - Ry, AP [ dSH -
—Rj, A" [dS™ Ry, AP [dS™ —R, A [ dS™

e Roznica pochodnych drugiego rzedu wektora kontrawariantnego

§2 ~ S S S [ 6A“ _ S5 [ OA” LTOAP | =
Sx'ox*  ox" | ox* Sx' | ox* | oxV| oxt ™
SZZS(SJ o [6A* . JOA
SxMExY  x*\ 8xY x| ot + I A [+ T 6)(_“+FBHA
SA* O0A*°
= +I AP 5 ( OA” & ( OA“
ot ooxt ™ = FTEAP | =
aZAa aZAa SXH 6XV SXH 8XV
oxoxt axtox” o (oA Y (oA
e 816\7L _re GAX _%(axv +FBVA J—i_l—;\u(axv +FI3VA
Mooxh M axY
ar(x ara 2 A0 2 A0
guv =2 Bvu _r;irl?u +F§1F€V oA - oA =—R? VAB
ox"  ox SXVOX!  SXMSXY Pu

e Rdznica pochodnych drugiego rzedu wektora kowariantnego

A, A,
OX'ox"  oxMox”

_RA
- R(xu\AB
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e Kowariantny tensor krzywizny Ricciego drugiego rzedu
Zwezajac mieszany tensor krzywizny Ry, wzgledem wskaznikow o i v otrzymamy ko-
wariantny tensor drugiego rzedu, zwany tensorem Ricciego.

df v df v
RBH:RBHV lub RBH:g RaBuV
oy, oy or, oI,

o Bv B o o o 7o _ Bv B v 16 vV G
Rﬁuv - ox™ _aTvu_FGVFﬁH +FGHFBV RBu _W_aTvu_rceru +FGHFBV
a=v

10°Ing 1_, dlng Ol
== I =47

v _10lng P2 oxPoxt 2 P axe oexy M

2 oxP .

Jezelig = const,to R, =—aTﬁj‘+ngFg’v.
e WIasnosci tensora Ricciego
df N

RBH :RBHV
RB”" =9 R"ﬁ“" RBH = R[va = gGVRGBuv - gGVRHVGB = _gGVRuVBG = gVGRVHBG - RHB
Rcﬁpv:vacﬁ RBH :RP-ﬁ
Rivos =Rivpo Kowariantny tensor drugiego rzedu R jest tensorem
Rvpe =—Riupe symetrycznym.
gGV:gVG
RHB :gVGRquG

Tensor krzywizny Ricciego w przestrzeni n wymiarowej jako tensor symetryczny posiada
%(n2+n) niezaleznych sktadowych. W przestrzeni czterowymiarowej tensor R, posiada

dziesig¢ niezaleznych sktadowych.

UWAGA
Tensor Ricciego bywa tez definiowany jako

. df . df u
R;, =Rk, lub R} =g™R

Buv appv?
o oy, oy, S o« o o , oy, adly - -
me = aXH —ax—v—l—‘ml—‘ﬁp +F5HFBV _—> RBV = aX“ _aX_V_FUVFBP +FUHFBV .

Zamieniajac rolami w ostatnim réwnaniu wskazniki v i u , otrzymujemy:

* arﬁvu arli’ v c % c -
Bu ox” _ax_p_rsurﬁv +FUVFBH - _RBu'

Zwezenie tensora Ry, wzgledem wskaznikow o i B daje zero
af . _orp  ory ary,  aorp,

#* _ P Bu B (e B c __ Bv Bv B o B o —
Re=Run= o o ol t Tl = o - o~ Ta Ty + Tl = 0.
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e Mieszany tensor krzywizny Einsteina

df _
Rmmw:gngHV Raﬁww o Rﬁavm‘u - RaBumv =0
Przeprowadzimy zwgzanie w kazdym cztonie po
Tozsamos¢ Bianchiego: pierwszym i trzecim wskazniku.
R +R +R =0 gaung (Raﬁww - RBavcxu - RGBHOJV): 0
apfuvo afvou afo v ( OCHR ) _ CXHR N GHR
0 Rapun), = 00 Rt 0" R g
Raﬁvuw = _Rﬁavuw gauRapr,m = RBv;m
Rapors = Rapuan (gBVRﬁavw);u - gﬁfRﬁwm + gBVRBavoxu
=0 Bv _
g‘w g Rﬁavm‘u - Raw;u
ap = o o o
gﬁ = (0 HRaﬁuw);v =9 Rapuot 9" Rapuan
gBHvF; R gwRanv =Rpa
gau B‘E)V(D - ao gﬁVRBv;m _gauRam;u _gBVRﬁm:v =0
g;c:u B (gBVRBv);(D :g?u\)/RBv +gBVRBv;m
9*Rapio= Re g"R;,, =R
gBV _ 0 Bv;o HO)
‘o op _ NOu ap
gBVR =R (g Ram);” _g;p R(xm+g Ram;p
g _ﬁvo gwRaw:u = Rizu
QZLMR =R" (gﬁvRﬁm);v =0 R +9" Ry,
gﬁv — 0 gBVR[}m;v = RZ);V
v _RY _RY —
QBVRM :RZ) R;m Rw;u Iqw;v =0
R, R —Re, =0

szR;H —ZRz;u =0
Ri;u _%SZR;H =0

21318, -0

m

Mieszanym tensorem krzywizny Einsteina nazywamy tensor

df
G!=R" -15"R

(0]

a skalar

R=g"R,;

skalarem krzywizny.
UWAGA
Dywergencja mieszanego tensora Einsteina jest rowna zeru.

G: =0
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e Kontrawariantny tensor krzywizny Einsteina
(R -38:R), =0
Y

R, =0,.R™, 8,=0"9,,
(9.,R™* -3g"g,,R) =0

[9..(R* ~3g"R]] =0

(qu —%g”‘R)gMu +gM(Rm _%QMR);HZO
Joiu =0

gm(R*“ —%g“‘R) =0

n

detg,, #0

(R™ —4g*R)u=0
Kontrawariantnym tensorem krzywizny Einsteina nazywamy tensor

df
G* =R™ ~1g*R

UWAGA
Dywergencja kontrawariantnego tensora Einsteina jest rbwna zeru.

WMo
G* =0

o Kowariantny tensor krzywizny Einsteina
(RE-38:R), =(Ry~38/R), =0
RS :gmkRm, Si) :gmkg}\u
(gme}\“ _%gw}»g}\“ R);H — O
g R _%ng)];H =0
(Rm _%ng)g;&;x*(Rm —%ng);H =0
g5 =0
0" (Ry ~39,,R), =0
detg*™ =0
(Ry —10,,R), =0
Kowariantnym tensorem krzywizny Einsteina nazywamy tensor

UWAGA
Dywergencja kowariantnego tensora Einsteina jest réwna zeru.

Nu:u:O
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e Konforemne przeksztalcenie metryki

Przeksztatcenie konforemne (wiernokatne) to przeksztatcenie zachowujace kat przecigcia
dwoch krzywych oraz ksztatty nieskonczenie matych figur.

Konforemna zmiana metryki polega na przejsciu w kazdym punkcie przestrzeni od
metryki g,, do metryki g,, =e*g,, G:G(Xl,XZ,X3,X4). Przy czym,

ds® =g,,dx*dxP =e*g dx*dx" =e*’ds?, e* >0,

czyli forma kwadratowa ds? rézni sie od formy kwadratowej ds® czynnikiem e®® zaleznym
od potozenia punktu P(xl,xz,x?’,x“), a nie zaleznym od nieskonczenie matych przyrostow
dx*, dx?, dx®, dx*.

Mowimy, ze przestrzenie Riemanna V, z tensorem metrycznym g, i V, z tensorem
g, sa konforemne.

Niech A i B bg¢da dwoma wektorami zaczepionymi w tym samym punkcie, mamy wtedy

guVAHBV = e2cgwAqu = guvA“Bv

J AR 5, B8 [Fo AA GG, BB 5, AA (5,58
Tym samym wykazalismy, ze konforemna zmiana metryki zachowuje katy.

cos(A,B)=

TWIERDZENIE
Jezeli G, =6€"°0,;. GZG(Xl,XZ,XS,X4), to

gaB — e—ZGguB,

[7]_ ZG[Q] - oo 0o 0o
uv =€ pv +e gavaxu_'_gauax\,_guvaxq !
o  1a  ca OO . 0O . 00
l“w—l"uv+8vy+8u Ve -0, 6)(_k

ﬁaﬁuv:ezc(RUBuv+ 9avSpu + 9puSav ~ YaySpy —gBVSW),
s _ oo _do 80+£g @ 00 0
P oxPoxt oxP oxt 27T axf oxt

e Kowariantny tensor krzywizny konforemnej Weyla

TWIERDZENIE

Tensor R, , mozna konforemnie przeksztatci¢ w tensor ﬁaﬁw, ktorego wszystkie sktadowe
sg rowne zeru wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie sktadowe tensora krzywizny konforem-
nej Weyla C

apuv

df KA

1 K
Copn =R+ =5 (00 Ry + 0 Ry =GRy, —gBuRm)+Wn12)(%@1Bu ~ 0,95 )

Sg rowne zeru.

df
] R=g"R_, n = wymiar przestrzeni, n>2

Przestrzen Riemanna, ktérag mozna odwzorowac na przestrzen euklidesowa, nazywamy przes-
trzenig konforemnie-euklidesows.
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TWIERDZENIE
Jezeli przestrzen Riemanna ma statg krzywizng K, to tensor krzywizny konforemnej Weyla

Copuv t€] przestrzeni jest tozsamosciowo réwny zeru. Inaczej mowiac, przestrzen Riemanna
o statej krzywiznie jest konforemnie-euklidesowa.
DOWOD
df 1 KA
C(xﬁ}J.V:RaBpV n— (g(xu Bv +gBVR(xH_gO(VRﬁH _gﬁHRav)‘i‘m(gavgﬁp gaugﬁv)

n
Rupee = K( 9295 ~900p)
R

By — gwRaﬁw = ga“Runv 3Kg[3v
R = gBVR[}apv = _ng apuv 3Kg(xu
RBH =0""R p.v = —3KQ,,

Row = 0" Rpoy, =9" Ry, = —3Kg,,

R :gKkRKk :_3KgKkg :_12K

s =K(0,.91 =094, )+5 KI-20,,9,, +20,.9,,)-2K(0..9,, ~0.,9,.)-

e Wiasnosci tensora krzywizny konforemnej WeylaC

afuv
Tensor krzywizny konforemnej C,, , okreslony zostat dla przestrzeni o wymiarze nie

mniejszym od trzech. Przy czym, w przypadku tréjwymiarowym wszystkie jego sktadowe sa
rowne zeru.

Capr = _CBap\ﬂ Capr = _Caﬁvp

CQBHV = CHVGB

Caﬁw:O &S u=v, Caﬁw:O & a=p
Copv T Coipu T Copip =0

Cl}guv - gakCaBuv

W czterowymiarowej przestrzeni tensor C . , posiada dwadziescia niezerowych niezalez-
nych skiadowych Dla przyktadu podajmy jedna z nich

df

R
C:1212 = R1212 +5 (gll 22 + gZZRll - 2912R12)+ E(ngQlZ - gZZgll) )

e Mieszany tensor krzywizny konforemnej Weyla
Mnozac kowariantny tensor Weyla przez g**, otrzymamy jego posta¢ mieszang.

) 9°"R(G.05 — o050 )

(n-1)\n-2)

axK

oK oK g
g Ca?q,w :g R(x?\pv_'-m(gauR}\p +glvRap_gowR)\p _gNLR

gotKC —C;‘uv, gaKRa R;uv, gakgau ,
gO‘KRaH = Rz’ g Kgow = gt’ gaKROLV = Rt
K K 1 K K K K R K K
Cr. =R%., +E(8“RA” +0,,R.—0.R,, —QMRV)JFm(ngM —Spng)
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e Twierdzenia o plaskosci i zakrzywieniu przestrzeni

Przestrzen jest ptaska wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie sktadowe tensora ng Sg rowne
zeru.

Jezeli przestrzen jest ptaska, to wszystkie sktadowe tensora R, ,=d,R BHV Sa rowne zeru.

afuv
Zerowanie si¢ wszystkich sktadowych tensora Raﬁwzgak guv JESt Warunkiem koniecznym
ale nie wystarczajacym na to by przestrzen byta ptaska.

Jezeli przestrzen jest ptaska, to wszystkie sktadowe tensora R, =Rj

puv S8 FOWNE Zeru.

Zerowanie si¢ wszystkich sktadowych tensora R, =Rj

suv JESt Warunkiem koniecznym ale nie
wystarczajagcym na to, by przestrzen byta ptaska.

Przestrzeﬁ jest zakrzywiona wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jedna skladowa tensora

BW jest rozna od zera.

Jezeli co najmniej jedna sktadowa tensora R
jest zakrzywiona.

opuv = a1 Rp., jest rézna od zera, to przestrzen

Istnienie co najmniej jednej roznej od zera sktadowej tensora R, = gangw jest warunkiem
wystarczajacym ale nie koniecznym na to, by przestrzen byta zakrzywiona.

Jezeli co najmniej jedna sktadowa tensora R, =Ry, jest rozna od zera, to przestrzen jest
zakrzywiona.

Istnienie co najmniej jednej roznej od zera sktadowej tensora R, =Ry, jest warunkiem wy-
starczajacym ale nie koniecznym na to, by przestrzen byta zakrzywiona.

¢ Roéwnania dewiacji geodezyjnej

Badajac przebieg dwoch blisko siebie potozonych linii geodezyjnych, mozemy uzyskaé
informacje o krzywiznie czasoprzestrzeni. Miarg odlegtosci migdzy tymi liniami jest dewiacja
geodezyjna.

2o

—+R},p'nPpY =0 Réwnania dewiacji geodezyjnej
oS

n* = dewiacja geodezyjna, infinitezymalny wektor ¥aczacy punkty potozone na dwdch
sasiednich liniach geodezyjnych prostopadty do jednej z nich, g_p*n" =

dx* dx* dx”
p*=— 5 = jednostkowy wektor styczny do linii geodezyjnej g, prp’ =0,,—— & d —=1,
S s ds

rownolegty do predkosci swobodnie spadajacej czastki w polu grawitacyjnym
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12 SKLADOWE KONTRAWARIANTNE TENSORA METRYCZNEGO | JEGO

WYZNACZNIK, DWU-, TROJ- | CZTERO-SKEADNIKOWE SYMBOLE RICCIE-
GO, SYMBOLE CHRISTOFFELA PIERWSZEGO | DRUGIEGO RODZAJU, SKLA-
DOWE TENSOROW KRZYWIZNY

e Skladowe kontrawariantne symetrycznego tensora metrycznego i jego wyznacznik

*
*

022933944 + 923924934 925924934 — 9249249335 — 925934934 — 9230 23944)
011933944 7913914934 T 913914934 — 914914933 — 911934934 — 913913944)

g

g

0700192901 + 91201492 + 91201492 — 914014925 ~ 91105020 — 91:0104s)
g_l( 911922933 + 9129139 23 + 912913923 - 913913922 - 911923923 - 912912933)

0™ 914924955 + 9195950 + 9195941 — 905040 — 919592 — G192
g
g
g
g
g

- 9129 239 44 + gl4g 229 34 + gl3g 24g 24 gl4g 23g 24 9129 24g 34 gl3g 229 44)

-1

( 014925923 + 912924935 913922934 — 912923934 —91492,033 — 9139239 24)
71( 011925944 912914934 + 913914924 — 911925944 — 912914934 — 913914924

-1

-1

g
g
g
g
ng
g
g
g
g
g

011925934 T 912914933 T 913913924 — 9130914925 — 911924933 — 912913934)
9139149 2t 9119 239 ut 9129129 34 9119 22934 - 9129149 23 9129139 24)

0=91( 9229539 06 + 923924920 + 925020054 — 924054053~ U2:9:925 — 025075040 )+
052 004926055 + 92295034 + 01202045 ~ 91295:04 — 0140780 — 013024054 )+

+ 010 015920044 + 914922024 + 913924026 — 91492592 — 915924024 — 015020040 )+

+ 054 00492502 + 91592402 + 915922050 — 912025056 — 914052053 — 91020924

e Niezerowe dwuskladnikowe, tréjsktadnikowe i czteroskladnikowe symbole Ricciego

e, =+1 €3 =+1 €230 =+1 €p314=—1
€, =-1 =1 €as="1 €34 =11
€3 =—1 €3 ="1 €314 =+1
€5 =+1 €4 =1 €300 ="1
€, =1 €5a="1 €y43=+1
€3 =+1 €aap=+1 €43 =1
€310 =1 €yp13=+1
€340 =+1 €y =1
€ ="1 €340 =1
Pozostate symbole Ricciego sg rowne zeru. e —41 e —_1
1432 3421
€0="1 €43, =+1
€3 =+1 €43 =—1
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e Jawna posta¢ symboli Christoffela pierwszego rodzaju

o)

[111] -
[121] =
[131] =

[141] =

[212] -

[222] -

(4]-
(4]-
-
4]-
5]-
1]-
-
4]-
+4]-
[£]-

0 0
e + o _ g“”} Ogolna posta¢ symboli Christoffela pierwszego rodzaju
X

( ox*  ox"

1d9y,
2 ox*

09y, _1 09y,
oxt 2 ox?
09,3 _1 09y,
oxt 2 ox®

091, _ 1001,
oxt 2 ox*
09, _l 09,,
ox? 2 oxt

109,,

2 ox°

09,3 _1 095,
ox: 2 ox?
094 _1 095,
ox: 2 ox*
095, _ 100
ox: 2 oxt

093, _E 0933
ox® 2 ox?

109,

2 ox®

093, 1093,
ox® 2 ox*

094y _ 10944
ox* 2 oxt
04, 10044
ox* 2 ox?®
045 _ 1094
ox* 2 ox®
109,

2 ox*

[7]-I1-
[1]-F31-
[5)-L41-
1)L

[113] = [311] =5
)01 -3{ B

149,
2 Ox?
109,
2 oxt

1( 09,4
2| ox?

094 _ 991,

1139y, N
2| ox?

109y,

2 ox®

i 09 09y,
1 3
oxX  oOX

oxt  ox*

ox®

][] -1

[r2] =[] :%[agﬂ

)-L41-
[£]-L41-
[5]-L41-
[1]-E)-
]-Iy1-
[£]-11-
(51-151-

093, _ 09;3
oxt  ox?

2 ox*
" 093 093
ox®  oxt ox*
149,
2 ox*
l a9,, " 094, _ 0914
2| ox*  oxt  ox?
1 0015 4 0043 _ 0014
2| ox*  oxt  ox®
149,,
2 oxt
1 a921_'_8931_6923
2l ox®  ox?  oxt
14g,,
2 ox®
109,
2 ox?®

[243] :[342] :l[agm " 0934 _ 093
2
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|

)-l] =5 B e )=l B - B
41-l21-3 3 SEG
][] -3{ B+ -2 | 5] -2
][] -2 2 =[] -3

e Jawna postaé¢ symboli Christoffela drugiego rodzaju

4
ry,=g* [”QV] = Zg"“ [*;“] Ogolna posta¢ symboli Christoffela drugiego rodzaju
a=1

R e e e o R e
B I i ) i ) e O
M L T g i O
D= ="y frg lr ol e o]
R R i X R B

A B P i [ iy P A
D=l =g bro? %l ol e g [2]
e W X A X P R
A I i o L Vi
e P e A i W P B

e 1 O R B i O R B

7R bR i P e e
5= =07 o7 7]+ 0?7+ 7))
0 A A T G o O P
e e i - R Y

F223=F322 =921[213]+922[223]+923[233]4-924[243]
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rz=r; =97 [+ o[ [+ o=[% [+ 0[%]
g =077+ o[ [+ 077 |+ 0[]
rg=rz =92 |+ o2} [+ o®[%* ]+ 0[]
g =g”[* Jr o[ [+ 0[5 [+ 074
0 ol Vi [ el B PV
=5 =g [ ]+ o[ Jr o[ ]+ 0[]
m=r3 ="+ o2 o[ o7 [

0 =rg =7 o[ Jr o[ J+ 0[]
r5=0"[2 7+ o2+ 72} 0[27]
i P i ) 1 S TV
5= =07 [+ o%[% |+ o™ ]+ 03]
5, =077 J+ %[ |+ o737+ % []

5 =rg =0\ o o3 e 0[]
=07 [+ o4 [+ 070 ]+ 0[]
oy o ol P

=t =g g g v gy
O O Pl v e o O P
ry=rd =gy Jro ) o[+ o]
=027+ g%+ g2} 0%27]
N I e ) B e A A
B A P S 0 ke A e
e P v i e S P B
=T =0 lra b g gy

Ff4=g“[41“]+g42[424]+943[434]+g44[444]
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e Jawna posta¢ kowariannego tensora krzywizny Ricciego

Sktadowe tensora Ricciego

ory, ary, 1 ol Wuo 09us 99
—_—woe_Twv rhpe 1P , e ==qg%* o | Bve  Fpv | o o
ol o ox'  ox*  ox° e

pv axv axtx pas v uv 2
przedstawimy poprzez sktadowe tensorow metrycznych.

_1 agac agac+ oo azgac _69&6 6gl»l(l_ oo 629““ +
2] oxY o oxt ox'ox¥  ox¥ ox° oxX°ox"

_ag“(’ agvcs _ oo azgvc +agac agvcs + ac angV ]+

ox* ox* ox*ox*  ox* ox* OX°ox*

+lgﬁ0 8guc+ag¢m_8gua goﬂ» agﬁk +8gv7»_agﬁx" +
4 ox*  ox*  OXx° ox'  oxP  ox

1 Bo ag uc ag Vo aguv ak ag B ag ak ag o
- g v + - (¢ o + - A
4 OX ox*  Ox OX oxP  ox

gp.v:g—lAp.v, Apv:(_l)HJrVMpv.

Dziesie¢ niezaleznych sktadowych tensora Ricciego wyrazimy w rozwinigtej postaci po-
przez symbole Christoffela drugiego rodzaju.

_or, or om, omy ofy dry
oxt  ox'  oxt ox* ox®  ox*
+ Fll 2F121 + F122F122 + 21ﬁ132r123 + 2F142F124 + Iﬁ1131ﬁ131 + F133F133 + 2F143r134 + F114F141 + Fltrli +
- Fll 1F122 - F1211—‘222 - F131F223 - F141F224 - F11 1F133 - F121F233 - F1311—‘333 - F141F334 - F11 11—‘1‘11 -
- F121F244 o F1311—‘;4 o rflr:zl
_ o, o0y O, oh, of;, d,
ox>  ox*  ox* oxt ox®  oxt
+ Fllzr 112 + F122r212 + Zrlgzrzls + 2T 142F214 + F223F232 + F233F233 + 2F243F 234 + 1ﬁ224r242 + F244F244
- F212rlll - 1—12221—1112 - F23A7_I1113 - r242Fll4 - 1—12121—1133 - 1—‘2221—‘233 - 1—‘2321—‘333 - 1—‘2421—‘334 - lezrlt -
- F222F244 - F232F344 - F24211;14
_ 00, o, Oy Oy oy g
ox* ox®* ox® oxt ox? ot
+ 1ﬁ1131ﬁ113 + 2F123F213 + 1ﬁ1331ﬂ3%3 + 2F143F;4 +1 223F 223 + 1ﬂ233F323 + 2r;3r324 + r334r3f13 + F;AF;A +
- Fs%srll 17 r323F112 - Fsasrlls - F;3F114 - Fe%srlzz - 1—13231—1222 - 1—‘3331—‘.223 - F;3F224 - F;SFli -
- F323F24 4 rss 3F;4 - r34 3Ff4
O S e A S
ox* ox* ox* oxt ox*  ox®
+ F114r 114 + 2F124F 214 + 2F134F 3%4 +1 1‘ttri4 + F224F224 + 2F234F324 + F244F424 + r334r334 +1 ;4F f4 +
- F14I1111 - 1—14241—‘112 - Ff4rlla - Ff4r1114 - Fizlrlzz - r424Fzz.2 - F434F223 - Ff4F224 - Fi4r1133 -
- F424F233 - Ff4r333 - F4:14F334

Rll

R22

R33

R44
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_or ohy ohy, o, o, ory,
oot oaxt ot ' ot
+ 1—‘1211—‘212 + 1—‘1311—‘213 + 1—‘1411—‘214 + l—‘1231—‘232 + 1—‘1331—‘233 + 1—‘1431—‘234 + 1—‘1241—‘242 + 1—‘1341—‘243 + 1—‘lztll—‘zzlzl +

21 173 213 313 413 14 24 314 414
- r12r12 - Flzrls - r12r23 - r12r33 - 1H12r34 - 1H12r14 - 1H12r24 - 1H12r3,4 - F12F44

R, =R

ort or2 or* ork or: ort
R13 — R31 — 131 + 132 + 134 _ 113 _ 123 _ 143 +
OX OX OX OX OX OX
+ 1—‘1211—‘213 + rlsll—gs + 1—‘1411—‘3%4 + l—‘1221—‘223 + 1—‘1321—‘323 + l—‘1421—‘324 + l—‘1241—‘243 + l—‘1341—‘3:13 + Flilrgz +

31 112 212 312 412 114 214 34 414
- r13rl3 - F13F12 - r13r22 - rl3F23 - F13F24 - 1H13r14 - F13F24 - r13F34 - 1H13F44

— arlll + arlzz + arlgs _ arlIA _ alH124 _ alH134 +
oaxt oaxt axt oxt o ox? ox®
+ 1_‘1211_‘214 + 1_‘1311_‘ 314 + 1_‘1411_&4 + r 122r224 + FISZFS’ZA + 1_‘1421_‘424 + l_‘1231_‘ 234 + 1_‘1331_".:?4 + l_‘14’.:}1_‘ 2134 +

41 172 212 312 442 173 213 313 413
- 1H14r14 - 1H14r12 - 1“141“22 - r14r23 - 1H14r24 - rl4r13 - 1H14r23 - 1“141“33 - 1“141“34

Ry =R

_on, Oy, O, O, ofp, Ol
2o o X oxt oot
+ 1—‘1121—‘113 + 1—‘1321—‘?%3 + 1—‘1421—‘3%4 + 1—‘2121—‘123 + 1—‘521—‘323 + 1—‘2421—‘324 + 1—‘2141—‘143 + 1—‘2341—‘??3 + F;AF;A +

11 2 -1 31 41 312 114 214 314 44
- FZSFll - F23F12 - 1Hzarls - 1stru - Fzsrzs - 1H23r14 - F23F24 - F23F34 - F23F44

R,;=R

R _Rr. -0, 00, oy oh, b, or,
#oU okt axt oxt Xt okt ax®
+ 1—‘1121—‘114 + 1—‘1321—‘3}4 + 1—‘1421—24 + 1—‘2121—‘124 + r§2r3’24 + l—‘2421—‘ 424 + 1—‘2131—‘134 + 1—‘2331—‘3?4 +1 243r 54 +

1 1 2 1 31 41 42 13 2 13 3 -3 413
- r24r11 - 1“241“12 - F24F13 - 1H24r14 - 1H24r24 - 1H24r13 - r24rzs - F24F33 - F24r34

1 2 3 1 2 3
R, =R, = 61“1f N 61“243 N 61“343 3 ar314 B 61“324 3 61“334 N
OX OX OX OX OX OX
+ 1"1131—‘114 + 1_‘1231_‘214 + 1_‘1431_‘14 + 1_‘2131_‘124 + 1_‘2231_‘224 + r ;3r4124 + 1_‘:<;%:’,1_‘134 + 1_‘3231_‘234 + F :;31_‘24 +

11 2 -1 31 41 12 22 312 42 43
- 1H34r11 - r34r12 - 1H34r13 - 1H34r14 - F34F12 - 1“341"22 - 1“341“23 - F34F24 - 1“341“34

UWAGA
Tensor Ricciego
ore or’
_ o v B 1o B o
pv ax—uv - 8)(_}; + FuaFBv - FHVFBQ

po zamianie rolami wskaznikow o i1 f w ostatnich dwoch cztonach ostatniego réwnania
przedstawimy w postaci uzywanej przez Einsteina.
ory, ory;

v arB _rmoerb
PoexY ox“® +Liplve — 1T
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* Niezalezne skladowe mieszanego tensora krzywizny Grossmanna Ry,

o
Tensor Ry,

tepujace relacje:

posiada w przestrzeni czterowymiarowej 256 sktadowych spetniajacych nas-

Rill = Rizz = R133 = Ri44 = Rlle = Rlzzz = Rlzas = I:21244 = Réll = Rézz = R;33 = Ré44 =
= Rill = Razz = Riss = R%144 = R1211 = R1222 = R1233 R1244 Rgll = Rgzz = Rggs = R344 =
= R511 = Rgzz = Rgas = R§44 = R¢2111 = Rzztzz = Rzzm = Rzz144 = an = R1322 = R1333 = Rf44 =
= Rgll_ Rgzz Rgss Rg44 Rgll Rgzz Rgss Rg44 Rfm Rjzz Rias Ri44
= Rfll = szz = Rfas = R;144 = Rgll = Rgzz = R333 = R12144 = Rgll = Rgzz = R333 = Rg44 =

_p4 _p4 4 4
R411 R422 R433 R444—0

1 1 1 _ pt 1 1 1 _ pt 1 _ pi
R112 = _R1217 R113 = R131’ R114 R1411 R123 = R132’ R124 = R142’
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
R134 R1431 R212 R2211 R213 = _R231' R214 R2411 R223 stzi
1 1 1 _ pt 1 1 1 _ pt 1 _ pt
R224 = _R242’ R234 = R243’ R312 R321’ R313 = R331’ R314 = R341’
1 1 1 _ _ptl 1 _ pt 1 _ _pt 1 _ _pl
R323 = _Rsszv R324 = R342’ R334 = R343' R412 = R421’ R413 = R431’

1 1 1 1 1 1 1 1
R414 R441’ R423 R432’ R424 R442’ R434 R443v
2 2 2 _ _p2 2 _ _p2 2 _ pe2 2 _ _p2
R112 = _R1211 R113 = R131’ R114 = R1411 R123 = R132’ R124 = R1421
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
R134 R1431 R212 R2211 R213 RZSl’ R214 R2411 R223 stz’
2 2 2 _ p2 2 _ p2 2 _ p2 2 _ p2
R224 = _R242’ R234 = R243’ R312 = R321’ R313 = R331’ R314 = R341’
2 _ 2 2 _ p2 2 _ p2 2 _ _p2 2 _ p2
R323 = _R3321 R324 = R342’ R334 = R343’ R412 = R421’ R413 = R431’
2 2 2 2 2 2 2 2
R414 R441’ R423 R432’ R424 R442’ R434 R4431
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
R112 R1217 R113 R131' R114 R1417 R123 R1327 R124 R1427
3 3 3 _ p3 3 _ _p3 3 _ p3 3 _ _p3
R134 = _R143’ R212 = Rzzlv R213 = R231’ R214 = R2411 Rzzs = R232’
3 _ 3 3 _ _p3 3 _ p3 3 _ _p3 3 _ _p3
R224 = _R242’ R234 = R243’ R312 = R321’ R313 = R3311 R314 = R3411
3 _ 3 3 _ p3 3 _ p3 3 _ p3 3 _ p3
Rszs = _R3327 R324 = R3421 R334 = R343' R412 = R421’ R413 = R431'
3 3 3 _ _p3 3 3 3 _ p3
R414 = _R441' R423 = R432' R424 R442' R434 = R4437
4 _ 4 4 _ p4 4 4 4 _ P4 4 _ p4
R112 = _R1217 R113 = R131’ R114 R1411 R123 = R132’ R124 = R142’
4 4 4 4 4 _ pé 4 _ pé 4 _ pé
R134 = _R1431 R212 = _R2217 R213 = RZSl’ R214 = R2411 R223 = stzi
4 4 4 _ P4 4 _ P4 4 _ pé 4 _ 4
R224 = _R242’ R234 = R243’ R312 = R321’ R313 = R331’ R314 = R341’
4 4 4 _ pé 4 _ P4 4 _ pé 4 _ P4
R323 = _Rsszv R324 = R342’ R334 = R343' R412 = R421’ R413 = R431’
4 4 4 4 4 4 4 4
R414 R441’ R423 R432’ R424 R442’ R434 R443

1 1 1 2 2 2

R234+R423_R324_01 R134+R413_R314_01

3 3 4 4 4

R124+R412 R214—01 R123+R312_R213—01

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
R112+R212+R312+R412—0’ R113+R213+R313+R413—01 R114+R214+R314+R414—0,

1 2 1 2 1 2
R123+R223+R 3+R423 O’ R124+R224+R 4+R424 O’ R134+R234+R 4+R434 0.

Wsrdad 192 niezerowych sktadowych tylko 86 jest niezaleznych wzgledem powyzszych wa-
runkow.
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e Jawna posta¢ niezerowych sktadowych mieszanego tensora krzywizny Grossmanna

1

112 =

1

113 =

1
R114
1
R123

1

124 =

1
R134

1 _
R212—

1
R213

1

214 —
1 _
R223 -

1 _
R224—

1
R 234 —

1
R312

1

313 =

1
R314

1

323 =

1
R324

T,
ox*
By
ox!
Ty,
ox*
ay
%
oy,
ox?
o,
ox®
ors,

oxt

ar;3
ax 1

oL,
ox*

oy,
8)( 2
O,

Ox?

_ oy,
ox?
ar;z
ax 1

ory,

oxt

05,
a 1
oy,
ox?
T,
ax 2

or;
- 8X121 - lezrlzl - F312F131 - szrﬁ + rzl 1F 122 + FE:BL 1F132 + 1ﬁi1rl42
o —I 0, -To - 0, + o+ 02 + T I
aX 23711 33711 43711 21+ 13 31+ 13 41+ 13
_ by -0k -r, 0 - o, + I 2+ T
a)(4 2411 34+ 11 44- 11 21+ 14 31™ 14 4114
M, —I, 0, -T2 -0+, T, + T I + T
aXS 23712 33112 4312 22713 32713 42+ 13
o, — 02 —To S -, + T2 + T + T,
aX4 24+ 12 34712 44+ 12 22714 3214 42+ 14
_ N ) D gl DA Il DA il AR i AR )
aX 2413 34+ 13 44> 13 23+ 14 3314 43+ 14
1
_ o —IL s, -T2 -T2 T, + T, + o T2 + T3, + T,
aX 12+ 21 22+ 21 32+ 21 42+ 21 11+ 22 21+ 22 31" 22 41+ 22
1
_ —Th, -T2 -l —To s+ + o T2 + 1o T2 + T,
8X 13+ 21 23% 21 33021 43+ 21 11+ 23 21+ 23 31" 23 41+ 23
1
_ Ty - -0 -T2 -0 + T, + o0, + T3 T, + T,
6X 14+ 21 24+ 21 34+ 21 44+ 21 11+ 24 21* 24 31" 24 41" 24
1
_ —Th, -0, —To s Tl + T + T L2 + T T + T T
aX3 13+ 22 23+ 22 33" 22 43+ 22 12+ 23 22+ 23 32+ 23 42+ 23
1
_ - -0 —To ) —To e + T, + 0 T, + T, + T
aX4 14+ 22 24+ 22 34+ 22 44+ 22 12+ 24 22+ 24 327 24 42+ 24
1
ar”—rlrl S Iy I Il D Iy IV o el I ISR I IS ) By
aX4 14+ 23 24+ 23 34+ 23 44~ 23 13" 24 23" 24 33+ 24 43+ 24
1
_81“31 s -T2 —Ter —To e + T + T + e + T
ax 12+ 31 22+ 31 32+ 31 42+ 31 11+ 32 21+ 32 31" 32 41" 32
—Grél—rlrl — 2 Tl -l + T + To T2 + T o, + Tl
aX3 13+ 31 23" 31 3331 43" 31 11" 33 21 33 31" 33 41+ 33
1
_ % -, -0, 0 T 0~y O + T s, + T 02 + T S, + T s
8X 14+ 31 24+ 31 34+ 31 44+ 31 11* 34 21" 34 31" 34 41" 34
1
_ s —Tir, -0 —To s —Ta e + T T + T T + T C + T,
aX 13+ 32 23" 32 33" 32 43+ 32 12™ 33 22+ 33 32+ 33 42+ 33
1
_ s - -1, -Te 0 Tl + T, + 15,02 + TS, + T T
6X 14+ 32 24" 32 34" 32 44+ 32 12+ 34 227 34 32™ 34 42+ 34
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1
R 334 =
1
R 412 —

1
R 413 —

1 _
R424_

1
R 434 =

2

112 =

2
Rll3
2
Rll4

2
123 —

2
R124

2

134 =

2

212 =

2
R213
2
R214
2
R223

2
R 224 —

'y
8)(3
_ 0y,
8 Aol
_ 0
a 1
ory,

~oxt
oy,

Oy
ox’
_ o,
8 3
al_‘122
oxt
g
6X1
ay,
oxt
al—‘123
a 2
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1ﬁ114r313 F214F323 F314F333 Fi41~343 + 1ﬁ113r314 + F213F324 +1 313F334 +1 jsr 344
- Fllzrzh - 1ﬂ2121ﬂ421 - F312F431 - FiZF:l + F1111—12 + 1ﬂ2111ﬂ422 + r§1rfz + rilrfz
=Tl — Toalgy — Dol = Taall + Tl + Tl + Tl + Ty

SR STLNTE PRI PADTES VA DVRS BT SVED WA BYRS RS DYRS !

=35l = Dol = Daglip = Tagliy + Tl + Topl + Dyl + T
- 1—‘114Fiz - F;4F422 - 1—13%41,1—‘432 - 1—&41—‘:2 + Fllzrj4 + 1—‘2121—‘424 + F312Ff4 + Fizr‘:;

171 112 13 114 11 12 113 1 4
- 1ﬂ14r 43 I 24F43 - F34F43 —I 44F43 + 1ﬁ13F44 + F23F44 + F33F an T 1ﬁ431ﬂ44

211 212 213 2 14 211 22 213 2 4
_F12F11 - F22F11 - 1ﬁszrn —F42F11 + r11r12 + F21F12 + F31F12 + 1ﬁ41r12

Flsrlll F23F121 F33F131 1—‘431—‘141 + Fllrlls + F21F123 + 1—‘311—‘133 + 1—‘411—114;,

1—1141—‘]?].1 1—‘241—‘121 1—‘341—‘131 l—‘441—‘ 1‘; + 1—‘l 11—‘]:}4 + FZ 11—‘124 + 1—‘3 1F134 + 1—‘411—‘142

211 212 213 2 4 271 212 213 2 14
- F13r12 - F23F12 - 1ﬁ3:31ﬂ12 - F43F12 + F12F13 + F22F13 + F32F13 + F42F13

- 1—‘141_‘23-2 1—1241—‘122 1—‘341—1132 I_‘441_‘142 + 1—1121—‘234 + 1—‘221—1124 + I_‘321_‘134 + 1—1421—‘144.1-

1—‘14F113 l—‘241—‘ 123 1—‘341—‘133 1—‘441—‘143 + l—‘131—‘114 + 1ﬂ23r124 + F33F 134 + 1—‘431—‘1111

1—‘121—‘;-1 1—‘321—‘231 l—‘421—‘241 + 1—‘111—‘;-2 + 1—‘311—‘232 + 1—;111—‘242

211 213 2 14 211 213 2 4
- 1—‘13F21 - r33r21 - 1—‘431—‘21 + 1—‘111—‘23 + 1—13'11—‘23 + F41F23
21 213 2 14 211 213 2 4
- F14F21 - 1ﬂ34F21 - F44F21 + F11F24 + F31F24 + F41F24
211 213 2 4 21 213 2 14
- r13r22 - F33F22 - F43F22 + F12F23 + 1ﬂ32F23 + F42F23

21 2 -3 2 14 211 213 2 14
- 1—‘14F22 - F34F22 - r‘44Fzz + 1—‘121—‘24 + F32F24 + F42Fz4
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2

234 =

2

312 =

2

313 —

2

314 =

2
R323

2
R324

2

334 =

2 _
R412—

2
R 413 —

2

414 =

2
R 423 =

2
R 424 —

2 _
R434—

3
R112

3
Rll3

3

114 =

3

123 =

3
R124

Oy,
yvoin
al—‘322
oxt
8F323
ox*
al—‘324
=2
al—‘323
ox?
O3,
6)( 2
oy,
ax 3
ory,
oxt
_ g
aX 1
ory,
oxt
59
ax 2
_ ary,
ox*
ory,
ox
ay,
oxt
g
ax 1
ory,
ot
oy,
x
Ty
ox?

or;
8X23 1—‘141—‘33 l—‘341—‘233 l—‘441—‘243 + 1—‘131—‘214 + 1—‘:-331—‘234 + 1—‘431—1244
—8F321—r2r1 —T2T2 -T2 —T20 + A, + T2, + TS + T4
axz 12+ 31 22+ 31 32+ 31 42+ 31 11+ 32 21" 32 31" 32 41+ 32
or’
6X3l - Flsr?:}l 1—‘231—‘321 1—‘331—‘33 1 1—‘431—‘2:11 + 1—11 1F§3 + FZ 1F323 + F3 11—?3 + 1—‘411_‘343
—ar321—r2r1 —T2 T2 -T2 Tl + T, + T2, + T2, + T2
aX4 14+ 31 24+ 31 34+ 31 44+ 31 11" 34 21" 34 31" 34 41+ 34
or’
8X32 1—‘131—‘(;1-2 1—‘231—‘322 1—‘331—‘332 1—‘4:-31—‘:;12 + 1—‘121—‘:;3 + 1—‘221—‘323 + 1—‘321—‘333 + 1—‘421—‘:;13
or?
ax32 1—1141—‘??2 1—‘241_‘322 I_‘341_‘332 1—‘441_‘342 + I_‘121—‘?}4 + 1—1221—‘324 + I_‘321—‘334 + I_‘421_‘(;14
_ s —TA, —TAT% -T2, —TA s, + T, + TAT 2 + T2, + AT
a)(4 14+ 33 24~ 33 34+ 33 44+ 33 13+ 34 23* 34 33" 34 43" 34
or;?
aX“ l—‘121—&1 1—‘221—‘421 1—‘321—‘4?1 1—‘421—‘4:11 + l—‘111—&2 + 1—‘211—‘422 + 1—‘311—‘4?2 + 1—‘411—‘4:12
o —Toy, —To T —Tars —Tol, + T, + TArs + T2 + AT
axg 13741 23741 33741 43 41 11* 43 21 43 31" 43 41" 43
or;?
aX“ l—‘141—‘411 1—‘241—‘421 1—‘341—‘4?1 1—‘441—‘4:11 + l—‘111—‘414 + 1—‘211—‘424 + 1—‘311—‘4?4 + 1—‘411—‘4:14
W —TAL,, —TAr, —TAr:, —TAL,, + Tl + T 0% + T2, + TAT,
aX 13- 42 23" 42 33" 42 43+ 42 12+ 43 22+ 43 32+ 43 42+ 43
_ —TA T -T2 -T2, —TA e + Ty, + T, + o, + T4,
ax4 14~ 42 24- 42 34™ 42 44~ 42 12+ 44 227 44 327 44 427 44
0Ly —TAl, —T2T —TAr, —T2, + T, + A7, + 50, + TAT,
8X 141 43 24+ 43 34" 43 44+ 43 13+ 44 234 44 33' 44 43" 44
or?
axll 1—‘121—‘111 1—‘221—‘121 1—‘:’?21—‘131 l—‘421—‘ 141 + 1—1111—‘112 + 1—1211—‘122 + 1—‘:-311—‘1:‘32 + Fflrlg
or,
6)(11 1—1131—‘11 1 1—‘2331—‘121 1—‘331—‘131 1—‘:)31—‘141 + I_‘111—1113 + FZ 1r123 + 1—‘3 lr133 + rflrlg
o, —I O - - T + 3, + Do + T + T3 T,
aX4 1411 24+ 11 3411 44+ 11 1114 2114 3114 41+ 14
or;
8X12 1—‘131—‘:1.12 F 23F 122 1—‘:’;’531—‘132 1—‘4331—‘142 + F 12F113 + 1—1221—‘12:-3 + 1—‘:’?21—‘133 + 1—;121—‘113
_ Gt N B0 P D DA i DA R DR R RS A DT K AN B
a)(4 14+ 12 24> 12 3412 44- 12 12+ 14 22714 32714 4214
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1ﬂ14F113 F24F 123 1ﬂ334F133 11?41143 + F13F114 + 1ﬂ2331ﬂ124 + F33F 134 + Ffsrﬁt
- F132F211 - 1ﬂ232r221 - F332F231 - 1ﬁ432F241 + F1311—‘212 + 1ﬂ231r222 + 1ﬁ3311ﬂ232 + 1ﬂ431F242
- FlSFle ansrzzl F;’sl";l FfSF;l + F11F213 + F231F223 + F31F233 + Fle;S
—I 14F211 1ﬂ234r221 F34F 231 1ﬂ434r241 + F11F214 + r21r 224 + 1ﬂ31r234 + 1ﬂ41F 244
F13F212 F23F222 F33F232 F43F242 + F12F213 + 1ﬂ232r223 + F32F233 + F432F243
- F134F212 - F234F222 - 1—‘3341—‘232 - Ff4F;2 + 1—‘132F2l4 + F232F224 + 1—13321—1234 + 1—‘432F244
- F134F213 - F234F223 - F334F233 - F434F243 + 1ﬁ1331ﬂ214 + F233F224 + F333F234 + 11?31144

1—‘121—‘ Zfl}- 1 1—‘221—‘321 FA?ZFI;l + 1—‘l 1F§2 + 1—‘2311—1322 +T 4 1F;2

311 312 314 311 312 314
- 1—‘131—‘31 - F23F31 - F43Fe,1 + Fllr33 + 1—‘211—133 + 1—‘41F33

1ﬂ14F 311 F24F321 F4?41}41 + 1ﬂ11r314 + F231F324 +1 41F344
- F133F;2 - 1ﬂ233r322 - Ffsr;2 + F132F§3 + 1ﬁ232r323 + F432F343
- F141—‘312 F24F322 F441—‘;'2 + rlzrén, + F2321—‘324 + F421"344
F1411;3 F24F323 1ﬂ434F343 + F13F314 + 1ﬂ2331ﬁ324 + 1ﬂjsr344
F12ri1 1ﬂ232r421 F32F431 1ﬂztszrfl + Fnriz + 1ﬂ211ﬁ422 + 1ﬂ31rz?2 + 1ﬂ4lrfz
- FlBSFil - 1—‘2331—‘421 - F§3Ffl - FfSFfl + r‘1311—&3 + 1—‘231F42:-', + F3311—‘433 + Fflrjs
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rlSFjZ F23F422 F33F432 F43“12 + F1211%3 + 1ﬂ232r423 + Fazrfs + Ffzrf3
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3 _8Ff4 ar433

1—‘141—‘4:1.3 l—‘241—‘423 1—‘341—‘4?3 l—‘441—‘1:13 + 1—‘131—‘4::-4 + 1—‘231—1424 + 1—‘331—‘434 + 1—‘331—‘:4

B axd ox?

48F1428F141 411 42 413 44 441 42 413 414
R112 8X1 6X2 - Flzrll - 1ﬂ221ﬂ11 - F32F11 - F42F11 + F11F12 + F21F12 + r31F12 + F41F12

4 alﬂ143 ar141 1 2 3 4 1 2 3 4
R113 = 5’X1 - 8X - Flsrll F23Fll F33Fll 1—‘431—‘11 + Fllrls + F21F13 + F3lrl3 + 1—‘41Fle.

4 81“1‘2 0F141 1 2 3 4 1 2 3 414
R114 = 5? - 8X F14F11 F24F11 F34F11 lﬁ44r 1t 1ﬂ111ﬂ14 + F21F14 + r31rl4 + 1ﬁ41F14

ot or!
4 _ Ulys 12 441 42 413 414 41 42 413 4 4
123 — BXZ - 8X3 - F13r12 - F23F12 - 1ﬁ33r12 - F43F12 + F12F13 + F22F13 + F32F13 + F42F13

o, o

sz4 = 8)(_2 8X F14F112 1—‘24F122 F344F132 F44F142 + F12F1l4 + F22F124 + F32F134 + FfZFlt
4 arli alH143 1 2 3 4 1 412 3 414
R134 = 8)(_3 - 8X 1ﬁ14F13 F24F 13 1ﬁ34r13 F44F13 + F13F14 + 1ﬂ23<r14 + F33F 1t 1ﬂ431ﬂ14
4 81ﬂ242 6F241 1 42 3 4 1 2 3 4
R 212 = 8? - 6X F12F21 1ﬂ221ﬂ21 F32F21 1ﬁ42r21 + F111—‘22 + r21F22 + 1ﬁ31F22 + 1ﬂ41F22
4 5F243 ar;,l 1 2 3 414 1 2 3 414
R 213 = y - GX F13F21 1—‘231—‘21 1—‘3'31—‘21 1—‘431—‘21 + F11F23 + 1—‘21F2:-', + F31F23 + 1—1411—‘23
4 ar2446F241 41 42 413 4 -4 411 42 413 414
R 214 = 8? - 6)(_4 - F14F21 - 1ﬂ24lﬂ21 - F34F21 - 1ﬁ44F21 + F11F24 + F21F24 + 1ﬁ31r24 + F41F24
4 or 243 81ﬂ242 1 2 3 4 1 42 3 4
R 223 = y - 8X r13F22 F23F22 F33F22 F43F22 + F12F23 + 1ﬂ221ﬂ23 + F32F23 + F42F23
4 6F244 5F242 1 2 3 4 1 2 413 4
R 224 = 6X2 - - F14F22 F24Fzz 1—‘341—‘22 1ﬁ44F22 + F12F24 + 1—‘221—‘24 + F32F24 + F42F24
4 alﬂ244 ar243 1 2 3 4 1 2 3 4
R 234 = W - 8X F14F23 F24F23 F34F23 F44F23 + 1ﬁ13F24 + F23F24 + F33F24 + 1ﬁ43r24
4 or’, ;2 8F4 1 2 3 4 -4 1 2 3 414
R 312 = y - ox o r12r31 F22F31 F32F31 F42F31 + F111—‘32 + r21F32 + F31F32 + F41F32
4 81—‘;3 81?1 1 2 3 4 1 2 3 4
R313 = y - 6X 1—‘131—‘31 F23F31 r33r31 F43F31 + 1—‘11F3:-', + F211—‘33 + 1—1311—‘33 + F41F33
4 or’, ;4 81“;1 1 2 3 4 -4 1 2 3 414
R 314 = y - 8X rl4r 31 F24F31 F34F31 F44F31 +I 11F34 + FZlF 3T F31F34 + F41F34
4 8F;3 arsz 1 42 3 4 1 2 3 4
R 323 = 6)(_2 - 8X 1ﬁ13F32 F23F32 F33F32 F43F32 + 1ﬁ12r33 + rzzrss + 1ﬂ321ﬂ33 + F42F33
. oy, GF;Z 1 2 3 4 1 42 3 4
R324 = 6‘X2 8X F14F32 F24F32 F34F32 F44F32 + F12F34 + F22F34 + F32F34 + F42Fe,4
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oy, ~ ory,

R 334 - 8X3 (3X4 - rﬁtrsls - F244F323 - 1ﬂ344r333 - 11?41}43 + 1ﬁ143ra}4 + 1ﬁ243r324 + 1ﬂ343r334 + Ffsrsllzt
RilZ = 8@%{2 - 86?211 - r14211}1 - 1ﬂ242r421 - F342F431 + F141F4%2 + F241F422 + F341sz2
to= e T s AT ~TAT) + i + AT + T
R 114 = a@%{‘; - a@i{l - Flilril - 1ﬂ244r421 - F344F431 + F141Fi4 + F241F424 + F341F434
R 123 = ZXL{B - 581;:;2 - rlgri-Z - F243F422 - F34311132 + r14zris + 1ﬂ242r423 + F:fzrfs
R =0t - i _prs, ~rAr ~TATS + CATY +T4TS +AES
R 134 = a@%ﬁ: - (’;1;({13 - rliFjS - F244F423 - F344F433 + 1ﬁ1431ﬂi4 + F243F424 + F34311134

Podalismy 96 niezerowych sktadowych mieszanego tensora Grossmanna, 96 pozostatych
niezerowych sktadowych rézni sie tylko znakiem.
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¢ Niezalezne skladowe kowariantnego tensora krzywizny Riemanna-Christoffela
Tensor R, posiada w przestrzeni czterowymiarowej 256 sktadowych spetniajacych po-
nizsze zaleznosci:

Rini=Run =Ris =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry =Ry, = Ryygs =
=Ri13=Rus =Run =Rius=Rus =R = R =Ry =Ry =Ry = Ryppp =
= R2223 =Ry = I:\)2231 = R2232 = R2233 = R2234 =R =Ry = R2243 =Ry = R3311 =
= R331 = Ry313 = Ryg10 = Ry30 = Rygpp = Ryggps = Ryggps = Rggar = Rygep = Ry = Ryggen =
= R3340 = Rassp = Ruais = Russs = Rusii = Rusy = Rusis = Rusis = Ry = Ry = Rygs =
= R4424 = R4431 = R4432 = R4433 = R4434 = R4441 = R4442 = R4443 = R4444 = R1211 = R1311 =
=Ru11= R =Ry =Ry =Ry = Ry = Ry =Ry = Rppii = Rysi = Ryppp =
=Ri30 =Ri42s = Ro120 = Rgpy = Ryupy = Rygi0 = Ry = Ry = Ruppy = Riuppy = Rygpp =
=R133 = Ri333 = Riy3s = Ry133 = Rgss = Rpu3s = Riuigs = Rygpas = Riagas = Ryiss = Rypgs =

= R4333 = R1244 = R1344 = R1444 = R2144 = R2344 = R2444 = R3144 = R3244 = R3444 = R4144 =

= R4244 = R4344 =0

1212= ~Ri221= =R, = Ry

1213= ~Ri231= ~Ro113= Ro151 = Rizi, = —Rigi = —Ry11, = Ryppy
1216= "Ri2a1="R011.= Ry = Ry = —Rippi = Ry = Ryip
1223= "Rip3 = ~Ry105 = Ry, = Rpai, = —Ry30 = =Ry, = Ry
1224= "Rz = R0 = Ry, = Ry, = —Rospi = —Rppi = Rypny
1234~ _R1243 = _R2134 = R2143 = R3412 = _R3421 = _R4312 = R4321
1313= ~Ri331= ~Ra15= Ry

1314= "Ri30=~R3110 = Ry = Risis= —Ryys = —Ryi3=Ryig
1323= ~Ri3s0 = ~R313= Ry15, = Rog13=—Ry331= —Ryp13= Rpsy
1324 = ~Risn = ~Ry100 = Ry10 = Rppi3= —Rypps1 = —Rppi3 =Ry
1330 = ~Risas= "R3130= R3143= Rag15= ~Ryss1 = —Rus3= Rysas
1414 = _R1441: _R4114 = R4141

1223= "Rz = "Ry10s = Ry, = Rygis = =Ry = —Rop = Rypu
1424 = _R1442 = _R4124 = R4142 = R2414 = _R2441 = _R4214 = R4241
1230 = ~Riss= "Ru130= Ru103= Rass = —Raun = —Ruzia = —Ruau
2323 = ~R330 = "Ry = Rypq,

2324 = "R300 = "R = R3pss = Rt = —Risz = —Rupps = Rypap
2330 = ~Ry343= ~Ri250 = R045 = Ryups = —Ry43, = —Rugps = Rygyy
2424 = _R2442 = _R4224 = R4242

2434 = _R2443 = _R4234 = R4243 = R3424 = _R3442 = _R4324 = R4342

X X 0V 0V XUV OV OV OV UV O OV U U O OV U U U U U DO

3434 = _R3443 = _R4334 = R4343
R1234+ R1423+ R1342 =0 lub R1234+ R1423_ R1324 =0

Wsrod 144 niezerowych sktadowych tylko 20 jest niezaleznych.
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e Niezerowe niezalezne skladowe kowariantnego tensora krzywizny R,,,, wyrazone

przez skladowe mieszanego tensora krzywizny R?,,

df

(e}
Raﬁpv :gacRpr

1212 = gllRélz + 912R§12 + ngRng + 914R212
1213 = 911R1213 + ngR§13 + gl3Rgl3 + 914Rg13
1214 = 911R1214 + 912R§14 + 913R214 + 914Rg14
1223 = gllRlzzs + ngRgzs + glngzs + 914R;23
1224 = 911R1224 +05,R 324 + 913R324 + 914Rgz4
1234 = 911R234 + 912R§34 + 913R§34 + 914R334
1313 = gllRélS + ngR§13 + gl3Rng + 914Rg13
1314 = 911R§14 + 912R§14 + 913R314 + 914R§14
1323 = gllRJé23 + 912R§23 + 913R§23 + 914R§23
1324 = 911Rgz4 + 912R§24 + 913R§z4 + 914R§24
1334 = 911R234 + 912R§34 + 913R§34 + 914R334
1414 = 911R3114 + 912R42114 + ngRiM + 914R214
1423 = 911R3123 + ngR42123 + glsRizs + 914R223
1424 = gllRJA-l24 + 912R42124 + 913R324 + 914R324
1434 = gllRJA-l34 + 912R42134 + 913R43134 + 914R334
2323 = glegzs + gzzRgzs + gzngzs + 924R§23
2324 = 921R§24 + 922R§24 + gzaRgu + 924Rgz4
2334 = 921R§34 + 922R§34 + 923R234 + 924R334
2424 = 921R}124 + gzszzm + gzaRi24 + 924R124
2434 = 921R334 + gzzRfm + 923R334 + 924R334

_ 1 2 3 4
3434 — gSlR434 + 932R434 + 933R434 + g34R434

J XV X OV OV UV OV XV OV O UV U U O OV UV UV U O O XD

Wsrod 21 sktadowych tensora R, wymienionych powyzej tylko 20 jest niezaleznych, po-
niewaz Ry,54+R;43—Rygp=0.
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e Skladowe kowariantnego tensora Ricciego R,, wyrazone przez skladowe mieszanego

tensora Grossmanna R:,,

Konstruujac tensor Ricciego R,

tensora Grossmanna Ry, .

df
1 2 3 4 _
Riy + Ry, + R+ Ry =Ry,

df
1 2
R221+ R222+ R 23+ R224_R22
1 2
R331+ R332+ R 33+ R334_R33

df
1 2
R441+R442+R 43+R444 R44

_Rv

Buv?

wykorzystalismy tylko 64 z 256 sktadowych

1 4 1 3
R121+ R 22+ R123+ R124_R12 - RZl_R211+ R212+ R213+ R214

df
1 2 3 4 _ —
R131+ R132 + R133 + R134 - RlS -

T pl 2 3 4
R31—R311+ R312+ R313+ R314

df

1 2 3 4 1 3
R141+ R142+ R143+ R144_ R14 - R41_R411+ R412+ R413+ R4l4

1 2 _ T pl 2
R231+R232+R 33+R234—R23—Rsz—R321+R322+R 23+R324

df

1 2 _
Rou+ R+ R3 243t R244 Ro. =

df
T pl 2
Ri,=Rin+R; 22+R 23+R424

df

1 2 1 2 3
R341+ R342+ R 43+ R344_R34 - R43_R431+ R432+ R433+ R434

UWAGA

Szes¢ ostatnich rownan nie pozwala zmniejszy¢ liczby niezaleznych sktadowych w tensorze

o
Rﬁu

o dalszych szes¢, poniewaz skladowe RZ,, RS, Rj,., R, Rl Ris, pojawity sie

juz we wczesniej rozpatrywanych warunkach. Ostatecznie liczba réznych od zera niezalez-

nych sktadowych w tensorze Ry,

Konstruujac tensor Ricciego R

o
Grossmanna Ry .

df
1 2 *
Rlll+ R121+ R l+ R141_Rll
df
1 2 *
R212+R222+R 2+R242_R22

df
1 2 3 4 p
Ra1s+ R + R333 + Ry =Ry

df
1 2 *
R4l4+R424+R 4+R444_R44

df
1 3 _D*
R112+R122+R132+R142 R12

, wynosi 86.

_Ru

buvs WyKorzystujemy réwniez 64 sktadowe tensora

df
_p* _pl 2
_|:221_|:2211—|_F2221_+_R 1+R241

df
1 2 * _ p* _pl 2
R113+R123+R 3+Rl43_Rl3_R31_R311+R321+R 1+R34l

df
1 3 * _ p* _pl 2
I:21144_RlZ4+Rl34+Rl44_Rl4_R41_R411+R421+R 1+R44l

1 2 —R* —
R213+R223+R 3+R243 R23_

df
* _ pl 2
R32—R312+R322+R 2+R342

df
1 2 _D* _pD* _pl 2
R214+R224+R 4+R244 RZ4_R42_R412+R422+R 2+R442

df
1 2 * _ p* _pl 2
|:2314—+_F2324+R 4+R344_R34_R43_R413+R423+R 3+R443
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NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

e Skladowe kowariantnego tensora Ricciego R,, wyrazone przez skladowe kowariant-
nego tensora Riemanna-Christoffela R

Konstruujac tensor Ricciego Ry, =g*'R wykorzystalismy dwadziescia z dwudziestu

apuv?

niezaleznych sktadowych tensora R g .

R.. = R,,=R,, =
11 14 41
=+09%R,,,,+20%°R,,,5+ 20%'R ,,,,+ =+0"R,11+97°R,1,+9°R
=+0 Ryt 20 Ry3120 Ry 0 Rt 0 Ryt 0 Ry
33 34 44 31 32 33
+07R3113+ 207 R355, 79 Ry +0 R34 797 R+ 97 Ry
41 42 43
+0 Rt 9 Ry 97 R s
R22:
11 13 14
=+0 R+ 207R 553+ 20 'R yppu+ Ry =Rs =
33 34 44 it 12 14
+07Ra503+ 207 R 3504 +9" R4 =+0"Ry53+ 0 Rypsp+ 9 Rypgyt+
31 32 34
+07Ryp5 707 Rapg+ 97 Rypay +
R33:

41 42 44
11 12 14 +0 R 3t 9 Ryt 3 Ry
=+0"Ry33,+ 20 'R 35,7 207 R 55, +

+922R2332+ 2924R2334+944R4334 R,,=R,,=

11 12 13
=+0 R 5,70 Ryt Ryssg
R44 =

31 32 33
" " 18 +0" R34+ 9 Rap4ot 07 Ragys
=+0 Ry +20 R4+ 207R, 445

41 42 43
’s ”3 a3 +0 R 2419 R y2an t 3R 43
+0" R4+ 207 R o003+ 07 Ry03

R34 = R43 =

R,=R,, =
12 21 il 12 13
=40 Ry31+ 9 Rigs+ 0 Ry

21 23 24
=g R2121+ g R2123+ g R2124+ 210 2R 28R
a1 a3 a +0 R T0 Ryt Rogys
+0 7R3t 9 R+ 07 Ry, + “n 2R R
" 43 " +0 Ryt 0 Ryzt0 Rygus
+0 R+ 9 R+ 9" R 504
R13 = R31 =
ot 22 24
=+0"Ry5, 0 Ryt 9 R ypa,+
31 32 34
+07 Ry13, 19 Ryt 07 Rygyayt

41 42 44
+0 R4131+g I:24132‘*‘9 R4134
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NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

o Skladowe kontrawariantne tensora metrycznego i jego wyznacznik dla metryki stac-
jonarnej o zerowych sktadowych przestrzenno-czasowych

Ponizej podana zostata jawna posta¢ niezerowych sktadowych kontrawariantnego tensora
metrycznego i jego wyznacznik dla metryki stacjonarnej o zerowych sktadowych przestrzen-
no-czasowych, czyli metryki typu:

0
(ds)’ =g, ,dxdx” +g,,dx*dx*, agx"f =0, 2?(444 =0, (a,p=123).

Przyktadem takiej metryki jest metryka Schwarzschilda:

oy, B -1
(dsf = {saﬁ alia ![1—5) - ]} dxdx? +(644 —%j dx'dx’, (,p=123).

r r

11

71( 922933944 - 923923944)
” _1( 911933944 - 913913944)
(99,90~ 919194

-1
44

_1( 913923944 - 912933944)
(0,929 ~ 019294
“ 71( 911923944 - 911923944)

I
«

I
@ Q «

33

44

12

I
Q Q «

13

Q Q © ©Q Q@ «© «
Il

g= gll( 02933944 — 923923944)+ glz( 015925044 — 912933944)"' 913( 012923044 — 913922944)
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NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

e Jawna postaé¢ symboli Christoffela pierwszego rodzaju dla metryki stacjonarnej o ze-
rowych sktadowych przestrzenno-czasowych

0
[u v] agvu Yan _ Do Ogolna posta¢ symboli Christoffela pierwszego rodzaju
8x“ ox’  ox“

Ponizej podana zostata jawna posta¢ niezerowych symboli Christoffela pierwszego ro-
dzaju dla metryki stacjonarnej o zerowych sktadowych przestrzenno-czasowych, czyli metry-
Ki typu:

0
(ds) = g,,dx“dx” +g,,dx*dx*, ai"f =0, Zi‘tf =0, (a,p=123).

Przyktadem takiej metryki jest metryka Schwarzschilda:

oy, B -1
(dsy { o er [(1—%) - ]} dx“dx” +(644—%j dx‘dx*, (a,p=123).

[111] :1%

2 ox! [12]:[21]:1%
2 ox*
[1 1] 8g12 1 09,
oxt 2 ox2 [122]:[21]:%%
[1 1] a913 1 09,
oxt 2 ox° [1 2] [2 1] 1{2?(13 g(;](zls _ 2?(132}
[22] =8921_l%
ox? 2 oxt [1 3] [3 1] 109y,
[22] :1% 2 o3
? 2 ox° [13] [31] 1[8912 agaz ang
[22] 895, 169, ox®  oxt ox°
ox* 2 ox’ 5] = [e2] = £ 29ss
[3 3] 093 1% 2 ox"
jx ijxl [1 4] [4 1] 268?24
] =80 100
X’ 20¢ [2 3] [3 2] 1 09 agal_agzs
2] _10dg,, ¢ oxt od
2 (3¢ 2] =[] :16922
[414] =_lag44 2 ox®
2 ox [22] =[2] = Dss
[4 4] :_1% 4 _EW
2 2 ox° [2 4] [4 2] 1lag,,
[434] :_18944 2 28
2 ox°
ARG
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NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

e Jawna postaé¢ symboli Christoffela drugiego rodzaju dla metryki stacjonarnej o zero-
wych sktadowych przestrzenno-czasowych

4
ry,=9" [“av] = Zg"“ [*;V] Ogolna posta¢ symboli Christoffela drugiego rodzaju
a=1

Ponizej podana zostata jawna posta¢ niezerowych symboli Christoffela pierwszego rodza-
ju dla metryki stacjonarnej o zerowych sktadowych przestrzenno-czasowych, czyli metryki

typu:
ag,

(ds) =g, 000" +g,dxax’, =<0, %w, (a,p=123).

Przyktadem takiej metryki jest metryka Schwarzschilda:

X XaXB r -1 e r .y
(ds) =48,,+ = 1—% —1 |t dxdx” + 644—f dx*dx*, (o,p=12,3).

ri=gfit ol 1o ] R e
Gerh=gfolrolilrold] | | TerTamelilea s oo ly]
B=rt=gfolro ool | | Bemimetile e ]
=gl T ] R ] o T
R v ' A S e By
R N R R P e
=gl Je g e 0] =g Ty ey ]
ri=g ol o] ri=ri=g*[y]

h-r =g Polegnfegls] || TaeThmatl]

2=z =g e g e g || TeeTm =0t

F2222921[212]+922[222]+923[232]
1~223=1—‘322 _ g21[213]+922[223]+923[233]
bl ol

F424=921[414]+ 922[424]+ g23[434]
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NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

e Jawna posta¢ kowariannego tensora krzywizny Ricciego dla metryki stacjonarnej
o0 zerowych skladowych przestrzenno-czasowych

araa 81"&\, B B z r 1 1
= WHV — a—‘; +, e — T Th,  Ogolna posta¢ sktadowych tensora Ricciego
X

Ponizej podana zostata jawna posta¢ niezerowych sktadowych tensora Ricciego dla met-
ryki stacjonarnej o zerowych sktadowych przestrzenno-czasowych, czyli metryki typu:

10,
(dS)2 = gaBandXB + g44dx4dx4 ' % =0 ) % =0 ) (a, B = 11213) '

Przyktadem takiej metryki jest metryka Schwarzschilda:

2 X" s - aquB s 444
(dS) = 5a5+r—2 1—7 —1|dx*dx” + 844—7 dx“dx”, (a,B:LZ,B).

arlzz ar133 al—‘lil arlzl arlal

Ry = L L R M
oX OoX oX oX oX

- rll 1r 122 - 1H121r22 27 1H131r22 3 rll 1r 133 - 1H121r23 3 rlslr ; 3 I 11 1F1i1 - 1H121r24 4= [ 131F;4

112 212 312 113 313 414
+ 1—‘121—‘11 + l—‘121—‘12 + 2r12rl3 + 1—‘131—‘11 + 1—‘131—‘13 + 1—‘141—‘14 +

ory, ory, or,, oI, oy,

Ry, = > T2 T2 T A1 Aus
oX OoX OX OX OX

- rzlzrlll - rzzzrllz - r232r113 - F212F133 - 1H222r233 - F232F§’3 - rzlzrlt - r222r244 - 1H232r3f14

171 211 311 213 313 414
+ 1—‘121—‘12 + 1—‘121—‘22 + 21—‘121—‘23 + FZSFZZ + 1—‘231—‘23 + l—‘241—‘24 +

_ Ol 4 g, 4 ol _ Ol _ 05,
ox: oxd  ox® oxt ox?

- F?}31111 - F323F112 - 1—‘3331—‘113 - F313F122 - 1ﬂ3231—‘222 - F333F223 - F313F1‘t1 - F3,23F;4 - F333F344

111 211 311 212 312 414
R33 + 1—‘131—113 + 2F13F23 + 1—1131—‘33 + I_‘231_‘23 + 1—‘231—‘33 + 1—1341—134 +

o, oy, o,
oxt ox®  ox®

1 -1 21 3 -1 12 212 3 -2 42 113 213 313
- F441—‘11 - F441—‘12 - F44F13 - F44F12 - F441—‘22 - 1ﬂ44F23 - 1ﬂ44F24 - F44F13 - F44F23 - F44F33

_ 411 412 413
Ru= + Tl + 1oalay + gl +

= oy, 4 oy N o, o, o
ox:  ox? ox®? oxt ox®

21 113 213 313 114 214 34
- F12r12 - F12F13 - F12F23 - 1—‘12F33 - F121—‘14 - F121—‘24 - 1—‘12F34

_ 211 311 213 313 414
Ri,=R + 1, + Tl + 1505, + Tl + I, 1, +

_or org or, ol ard
o oo oaxd oaxt ox?
- rlssrll 3 rll 3r122 - 123r22 2 F133F 22 37 rll srlﬂzt - 123r24 4 F133F ; 4

2711 311 212 312 414
R13 = R + 1—‘111—‘23 + 1—‘111—‘33 + 1—‘121—‘23 + 1—‘121—‘33 + 1—‘141—‘34 +

_or, ory orf, oy ord
2o o axd axt ox?
- rzlsrlll - rzzarllz - F233F113 - F233F223 - F213F144 - 1H223.1H2‘1'4 - 1stsrei

R,;=R

171 311 112 312 4 14
+ rlzrl?, + l—‘121—‘33 + 1—‘221—‘13 + 1—‘221—‘33 + 1—‘241—‘34 +
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NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

e Jawna posta¢ symboli Christoffela pierwszego rodzaju dla metryki diagonalnej

0 0

[H V]: 11 9. ¢ B By Ogélna posta¢ symboli Christoffela pierwszego rodzaju

a n Y a
2| ox OX OX

Ponizej podana zostata jawna posta¢ niezerowych symboli Christoffela pierwszego rodza-
ju dla metryki diagonalnej, czyli metryki typu:

ds® =g, dx“dx®, (x=1234).

0 0 2] _lag
1y | [pame | g
[121] z_% 88?(121 [424] :_%88%24 [233] = [332] :%%
[131] :—%% [434] :_%% [224] :[422] :%z?(zf
[141] :_1% [444] 2389_444 [244] =[442] :%%

2 ox* 2 ox

_ _1dg
[212] :_%% [112] =[211] :%Zilzl [334] _[433] - axif
34| _ |43 _16g44
7] :%% [122]:[221]:%% Pel=le]=35
135 | | B1-00-33
[22] __ 1%, HER =159313
2 ox* 2 ox
109
] --13 | | o)1

2 ox* 2 ox
o128 | | -1

2 ox* 2 Ox
[333] :lag—‘?

2 OX
3] o130
2 ox*
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NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

e Jawna posta¢ symboli Christoffela drugiego rodzaju dla metryki diagonalnej

4
ry,=g* [“QV] = Zg"“ [*;“] Ogolna posta¢ symboli Christoffela drugiego rodzaju

a=1

Ponizej podana zostata jawna posta¢ niezerowych symboli Christoffela drugiego rodzaju
dla metryki diagonalnej, czyli metryki typu:

ds® =g, dx*dx", (x=12,34).

Flllzgll[lll]: L %

29,, ox*

T = G = %%

.
bl

.

.
S o, L . ;22 56?(212
=g ] =5 -2

1 o
F224:F422 = 922[224] = 29 a?(zf
22

1 o
rszszgzz[szs] __ > %
22

1 o
Ff4=922[424] __ 2 a?(424
22

1 0
F1312933[131] __ > a?(liil
33

1 0
F133:1"§’1 = 933[133] = 2g a?(?’lg
33

1 og
1—~3 — 3312 2 - _ 22
1 og
1—~3 :F3 — 33|12 3 — 33
23 32 g [3 ] 2933 6X2
1 &g
2 —g®33] = 33
33 g [3 ] 2933 aXS

1 &
1—‘334:1—1?3 = 933[334] = 29 a?(ef
33

1 &g
1—~3 — 33|14 4 - _ 44
44 g [3 ] 2933 6X3
1 og
D L 11
11 g [4] 2944 ax4
1 09,

rltzr:l = 944[144] = 29 axt
44

1 0
1~242=g44|:242:| _ _H%

44
1 dg,,

F;4=l—f2 =g44[244] = 2g A2
44

1 0
F§‘3:g44[343] :_Zg %
44

1 0
e P e
44

1 0
rh=g*f] =55
44
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NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

e Jawna postaé¢ kowariannego tensora krzywizny Ricciego dla metryki diagonalnej

e are, . , o
= a—”v - a—‘; + Ffal“;v - rfvr;a Ogolna posta¢ sktadowych tensora Ricciego
X X

Ponizej podana zostata jawna posta¢ niezerowych sktadowych tensora Ricciego dla metryki
diagonalnej, czyli metryki typu:

ds® =g, dx*dx*, (a=12,34).

r O, on; on, or, on or;
Uoooaxt  oaxt ooxt oax? ox® ox!
+ l_‘1121_‘121 + 1_‘1221_‘122 + 1_‘ll 3r131 + 1_‘1331_‘133 + 1_‘1141_‘141 + 1_‘14111_‘112 +

112 212 312 412 113 213 313 413 114 214 314 414
- 1ﬂ11r12 - Fnrzz - 1—‘11F23 - F11F24 - F11F13 - F11F23 - F111—},3 - 1—‘111—‘34 - F11F14 - 1—‘11F24 - 1—‘11F34 - 1—‘11F44

ory, ory, or,, oy, oIy, oy,

22T 2 T a2 T TA T T A Aud T
OX OX OX OX OX OX

+ 1—‘:L:L 21—‘11 2 + 1—‘1221—‘212 + 1—‘2231—‘23 2 + 1—‘2331—‘2:‘33 + 1—‘22 4FZ4 2 + 1—‘2441—‘244 +

1 -1 21 31 41 1 -3 213 313 413 1 4 2 14 314 414
- r22r11 - 1ﬁzzl—‘lz - r22r13 - r22r14 - r22F13 - rzzrzs - rzzrss - F22F34 - r22F14 - F22F24 - 1ﬁ221ﬁ34 - 1—‘22r44

R

_ O, 0Ly, oy, Ol G g
ox*  ox*  ox® oxt ox*  oxt
+ 1_‘Z|f|-3]‘_‘]:.li3 + 1_‘133]‘_‘1;[3 + r223r223 + ]‘_‘23 3r?>23 + ]‘_‘?’:’,4]'_‘;3 + r;4r;4 +

- F§3Ff1 - F323F112 - Fsser 113 - F343F114 - Fs}srlzz - F323F222 - F333F223 - F3431—‘224 - F313F 13 - 1—‘3231—‘244 - F??SF;4 - F343F :4

R33

o 0L OTL AL OTL ar ar
Mooaxt oaxt oaxt oxt ox? oxd
+ l_‘:lflhlll_‘:l:.lh4 + rlltlri4 + 1_‘2241_‘224 + r;4r4124 + F§4r§4 + r;4rf4 +

11 21 31 41 12 212 32 42 113 213 313 43
- F44F11 - F441—‘12 - 1ﬂ44F13 - F44F14 - F44F12 - F44F22 - F44F23 - F44F24 - F441—‘13 - F44F23 - F44F33 - F44F34
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NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

e Jawna postaé¢ kowariannego tensora krzywizny Ricciego dla metryki diagonalnej
(skltadowe mieszane)

)y = o, i ol i ol _ o, i
oax? oox? oox? ox8
+ 1_‘fl.zll_g-Z + 1_‘133]‘_‘233 + 1_‘:l.[tll_‘;ll +

21 113 213 114 214
- r12r12 - r12r13 - r12r23 - 1“121“14 - 1“121“24

R,=R

oy, 4 o, n ol _ arlls
ox® ox® o oxt
+ 1—‘1311—‘;-3 + I_‘1221—‘223 + Flltll—;: +

31 112 312 14 314
- F13F13 - F13F12 - 1—‘13F23 - Fl 14 F13F34

R13 = RSl =

ort  or? ors  or:
Ri=Ra= 8x1“l i 6’xl“2 " axl“3 - axll4 i
+ 1_‘1411_‘1}4 + l_‘1221_‘22 4 + l_‘133:‘1_‘3?4 +

411 112 412 113 413
- F14F14 - F14F12 - r14r24 - 1H14r13 - F141“34

_ 0, 00,y O
2o xt axt ooxd ox?
+ 0 + Tl + Ll +

- Fzzsrllz - F§3F113 - 1ﬂ233r223 - F223F244 - F;3F;4

R,;=R

ort  or:  ord  or?
R.—R.——12,>2 , =235 724,
2 ot ooxt ooxt ox?
+ T, + Dyl + ol s, +

21 41 42 213 43
- F24F12 - 1H24r14 - F24F24 - 1“241“23 - 1H24r34

ory orh ary o
Boxt ooxt ooxt ox®
+ D + Dol + Tl +

31 41 312 412 43
- F34F13 - F34F14 - 1ﬂ34F23 - F34F24 - F34F34

Ry =R
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NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

e Jawna postaé¢ symboli Christoffela pierwszego rodzaju dla stacjonarnej metryki dia-
gonalnej

[M] 1 L PG TR Ry , L . _
- golna posta¢ symboli Christoffela pierwszego rodzaju
ax“ ox"  ox*®

Ponizej podana zostata jawna posta¢ niezerowych symboli Christoffela pierwszego rodza-
ju dla stacjonarnej metryki diagonalnej, czyli metryki typu:

ds® =g,,dx"dx”, % =0, (x=1234).

2% || -2

2 ox* 2 ox?
=22 | | el-l]-1%
[51--3 % | | Bl -2 2
]2 | | ]-f-1
] -2 || ]2
)3 | | [5]-P-1 2
2]--1s | | 0133
232 || B0
)32 | | R-E-53
33
3%

3%
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NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

e Jawna posta¢ symboli Christoffela drugiego rodzaju dla stacjonarnej metryki diago-

nalnej

4
r,=9" [“av] =>g™ [*;V] Ogolna posta¢ symboli Christoffela drugiego rodzaju

a=1

Ponizej podana zostata jawna posta¢ niezerowych symboli Christoffela drugiego rodzaju

dla stacjonarnej metryki diagonalnej, czyli metryki typu:

ds* =g, dx*dx*, % =0,

X4

rh:i[lll] _ 1 a9111
O11 29, OX
Ffzzrlzlzi[llz] = L aglzl
911 29, OX
riszrél :i[113] =iai13l
011 20;; OX
Flzzzi[zlz] = _iagzlz
O11 29, OX
Fészi[slg] :_iag_sls
O11 29, Ox
1ﬁ%14:i[414] = —iag—?
01 29, Ox
rlzlzi[lzl] =_i69121
92, 29,, OX
l—‘122=r§1 =i[122] =Lag_212
92, 20,, OX
rgzzi[zzz] _ 1 a9222
92, 29,, OX
I3=T3, :i[zzg] :iag_zsz
92, 29,, OX
ngzi[sf] :_iag_?
92, 29,, X
ri4=i[4z4]=_i69424
92, 29,, OX

(@=12,34).

rfl:i[lgl]:_ = Ay,

Os3 29 OX°
1 1 0
Ff3:r§l = _[133] = _9_313
O3 205, OX
3 _i[z 2] _ 1 ag,
2= 3 17
O3 295 OX°
1 1 o
ngzrgz = _[233] - 9323
33 204, OX
1 1 o
ngz_[sgs] - 2_%
O3 033 OX
1 1 o
SHRL T
Os3 Ua3 OX
1 1 o
rﬁt:rjl = _[144] = 9414
O4s 29,, OX
1 1 o
1ﬂ244=ri112 = _[244] = 9424
944 29,, OX
1 1 o
L =i, = _[344] - 9434
944 Uaq OX
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NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

e Jawna posta¢ kowariantnego tensora krzywizny Ricciego dla stacjonarnej metryki
diagonalnej

araa 81"&\, B B z r 1 1
= WHV — a—‘; +, e — T Th,  Ogolna posta¢ sktadowych tensora Ricciego
X

Ponizej podana zostata jawna posta¢ niezerowych sktadowych tensora Ricciego dla stac-
jonarnej metryki diagonalnej, czyli metryki typu:

ds® =g,,dx"dx”, % =0, (x=1234).

_or,  ony on, ony on
11 1 1 1 2 3
ox-  ox  ox  ox®  OX
+ l—‘11 2r121 + 1—11221—‘122 + 1—‘11 131 + 1—‘1331—‘ 133 + Flilrlt +

172 272 312 173 2713 313 114 214 314
- rllrlZ - r11r22 - F11r23 - rllrls - Fllr23 - rllr33 - 1H11F14 - 1H11F24 - 1H11F3,4

R

1 3 4 1 3

R,, = 61"221 N 6F223 N 8F224 B 81“212 3 81“232 N
OX OX OX OX OX

+ l_‘1121_‘11 2 + 1_‘1221_‘212 + 1_‘2231_‘23 2 + 1_‘2331_‘233 + 1_‘24 4r;4 +

11 21 31 113 213 313 1 14 2 14 3 4
- Fzzrn - F22F12 - r22F13 - F22F13 - Fzzrzs - Fzzrss - F22F14 - F22F24 - F22F34

_on, ohy of, dly ol
ox*  ox* ox® oxt  ox?
+ Tl + Tialgg + Dol g + Tl + ol +

- ra%SFlll - r323r112 - r333r113 - Fgarlzz - F323r222 - 1ﬂ3?31ﬁ223 - F;Jlt - F323F;4 - r§3F;4

R33

ol o, or,
1 2 3 +
OX OX OX
+ Flilréh + F224F224 + F244Fz124 + F334F334 + F344F434 +

1 1 2 1 3 -1 12 2 2 312 113 213 313
- 1H44r11 - 1H44r12 - 1H44r13 - F44F12 - 1H44r22 - 1H44F23 - 1H44r13 - 1H44r23 - 1H44r33

R44:
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NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

e Jawna posta¢ kowariantnego tensora krzywizny Ricciego dla stacjonarnej metryki
diagonalnej (sktadowe mieszane)
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NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

e Symbole Christoffela drugiego rodzaju i skladowe tensora Ricciego odpowiadajace
rozwigzaniu osiowo-symetrycznemu Weyla

Wspdltrzedne cylindryczne

x'=z, x’=p, X’=¢, x'=ict

Skladowe tensora metrycznego
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NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

e Jawna postaé niezerowych skladowych niezaleznych mieszanego tensora krzywizny
odpowiadajacych modelowi Wszechswiata Friedmana dla przypadku k=1
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NIEZBEDNIK MATEMATYCZNY

e Jawna postaé niezerowych skladowych niezaleznych mieszanego tensora krzywizny
odpowiadajacych prostemu modelowi rozszerzajacej si¢ czasoprzestrzeni

ds® =L [(dxl)2 +(dx2)2 +(dx3)2 +(dx4)2]
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DODATEK

W nawiasach kwadratowych podano numery stron.

e Oryginalne wyniki

W przedstawionym tutaj podreczniku Czytelnik zajmujacy sie zawodowo 0golng teorig
wzglednosci zapewne z tatwoscia znajdzie nie opublikowane wczesniej wyniki mojego
autorstwa. Sg nimi:
1. Interpretacja czwartej (czasowej) sktadowej tensora pedu-energii cieczy nielepkiej [59, 76].
2. Zmodyfikowane rownania Maxwella w postaci trojwymiarowej [67].
3. Czterowymiarowe rownania ruchu czastki probnej [48-50, 77].
4. Rownania ruchu swobodnej czastki probnej w polu grawitacyjnym wirujacej planety [98-
104].
5. Pierwsza predkos¢ kosmiczna dla orbity kotowej w przypadku wirujacej planety [33, 103].
6. Prosty model rozszerzajacej si¢ czasoprzestrzeni [135-140].

Ad. 1. Kwadrat czwartej (czasowej) sktadowej gestosci objetosciowej pedu opatrzony zna-
kiem minus i podzielony przez podwojong gestos¢ jest rowny gestosci objetosciowej energii
catkowitej. Przy czym, tak jak wykazalismy we wczesniej opublikowanym tomie poswigco-
nym Szczegdlnej Teorii Wzglednosci®, energia spoczynkowa, kinetyczna i catkowita czastki
powinny by¢ inaczej zdefiniowane® ®.

Ad. 2. Ze zmodyfikowanych rownan Maxwella wynika, ze fale grawitacyjne maja wptyw na
zjawiska elektromagnetyczne. Mozliwa jest zatem bardzo prosta metoda detekcji pol grawita-
cyjnych o zmieniajacej si¢ wartosci wyznacznika tensora metrycznego.

Ad. 3. Podano interpretacje¢ fizyczng réwnan ruchu czastki prébnej.

Ad. 4. Zaproponowano nowa metode analizy ruchu swobodnej czastki probnej w polu grawi-
tacyjnym wirujacej planety.

Ad. 5. UZ}/skany wynik jest zgodny z analogicznym rozwigzaniem w ramach teorii grawitacji
Newtona®.

Ad. 6. Analizowany model wszechswiata umozliwia nowg interpretacje prawa Hubble’a.

e Propozycje nowych nazw

Proponuje, aby mieszany tensor krzywizny czwartego rzedu nazywac tensorem krzywizny
Grossmanna. Pojecie tensora mieszanego jako pierwszy wprowadzil Marcell Grossmann®
(1878-1936) przy okazji rozwazan dotyczacych krzywizny czasoprzestrzeni.

Proponuje rowniez, aby tensor energii-pedu (pedu-energii) nazywaé tensorem gestosci
energii, poniewaz sktadowe tego tensora maja wymiar gestosci objetosciowej energii.

Y Zbigniew Osiak: Szczeg6lna teoria wzglednosci. Self Publishig (2012), ISBN: 978-83-272-3464-3

2 Zbigniew Osiak: Energy in special relativity. Self Publishig (2011), ISBN: 978-83-272-3448-3

% Zbigniew Osiak: Energia w szczeg6lnej teorii wzglednosci. Self Publishig (2012), ISBN: 978-83-272-3465-0
# Zbigniew Osiak: Pierwsza predkosé¢ kosmiczna a sifa Coriolisa. Delta 4, 371 (2005) 10-11.

%) A. Einstein, M. Grossmann: Entwurf einer verallgemeinerten Relativitatstheorie und einer Theorie der
Gravitation. Zeitschrift fir Mathematik und Physik 62, 3 (1913) 225-261.

Zarys uogo6lnionej teorii wzglednosci i teorii grawitacji.

251



Naleze do pokolenia fizykow, dla ktorych idolami
byli Albert Einstein, Lew Dawidowicz Landau
| Richard P. Feynman. Einstein zniewolit mnie
potegg swej intuicji. Landaua podziwiam za
rzetelnosc, precyzje | prostote wywodow oraz
iInstynktowne wyczuwanie istoty zagadnienia.
Feynman urzekt mnie lekkoscig narracji
| subtelnym poczuciem humoru.
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